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В. Карцев 


Тайны 
не разгадывают, 
их дарят... 


(к 200-летмю со дня рождення 
Ганса Христнана Эрстеда] 


Когда сорокатрехлетний копенгаген- 
ский профессор Гапс Христиан Эр- 
стед разослал коллегам свой «пам- 
флет» — четыре невесомые странички 
на латинском языке — и ученые 
Францин. Швейнарии. Англии и Рос- 
сии смогли с ним ознакомиться: перед 
инми кроме научных проблем встали 
И Такие, общечеловеческие. Как от- 
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нестись к автору этих страничек, как 
оценить его труд? Кем показался им 
этот человек:  трудолюбивым уче- 
ным, фантазером, ромаитиком, счаст- 
ливчиком? И вообще — кем он был? 
Физиком. химиком, фармацевтом, фи- 
лософом нли поэтом? 

Чтобы ответить на эти нелегкие 
вопросы, безусловно, нитересные и для 
пас, вернемся па два столетия назад 
и представим себе далекий датский 
островок Лангеланд и городок на нем 
под названием Рюдкобинг, и семью 
бедного аитекаря. в которой родился 
сын — Ганс Христиан. Нужда гна- 
лась за семьей по пятам, так что па- 
чальное образование братьям Гансу 
Христиану и Анлерсу пришлось по- 
лучать где придется: городской па- 
рикмахер учил их немецкому, его 
жепа — латскому, пастор маленькой 


церквушки научил их правилам грам- 
матики, познакомил с историей и ли- 
тературой, землемер научил сло- 
жению и вычитанию, а заезжий сту- 
дент впервые рассказал им удиви- 
тельные вещн о свойствах минералов, 
посеял любопытство и приучил лю- 
бить аромат тайны. 


В двенадцать лет Ганс, раздраз- 
ненный наукой и познавшяй лишь ма- 
лую ее часть, уже был вынужден 
стоять за стойкой отцовской аптеки. 
Здесь медицина надолго пленила его, 
потеснив химию, историю, литературу, 
и еще более укренила в нем уверен- 
ность в его научном предназначении. 
Он решает поступить в Копенгаген- 
ский уннверситет, но по-прежнему 
одержим сомнениями: что изучать? 
Он берется за все — за медицину, 
физику, астрономию, философию, по- 
эзию. Он увлечен всем сразу и всем — 
серьезно. 


Ганс был счастлив в университет- 
ских стенах. Он писал позднее, что 
для того чтобы юноша был абсолют- 
но свободен, он должен наслаждаться 
в великом царстве мысли и воображе- 
ния, где есть борьба, где есть свобода 
высказаться, где побежденному дано 
право восстать и бороться снова. Он 
жил, упиваясь трудностями и своими 
первыми неболышими победами, до- 
бычей новых истин и устранением 
предыдущих ошибок. Чем он зани- 
мался? Золотая медаль университета 
1797 года была присуждена ему за 
эссе «Границы поэзии и прозы». Сле- 
дующая его работа, также высоко 
оцененная, касалась свойств щелочей, 
а диссертация, за которую он полу- 
чил звание доктора философии, была 
посвящена медицине. Он разбрасы- 
вался и, казалось, заранее ставил 
крест на своей научной карьере, пред- 
почитая разносторонность профессно- 
нализму. 


Наступило новое столетие. 
В вихре французской революции, на 
полях сражений американской войны 
за независимость рождалось новое вос- 
прниятие мира, происходило очищение 
умов и душ от устоявшихся догм, 
ветер свободы манил молодых. На- 
чавшийся промышленный переворот 
затопил традиционный мир Техннки 
нескончаемым потоком новых прак- 


тических изобретений, невиданных ра- 
нее. Девятнадцатый век заявил о се- 
бе новым образом жизни и мыслей, 


новыми социальными и политиче- 
скими ндеями, новой философией, 
новым восприятием искусства и ли- 


тературы. Все это захватывает Ган- 
са. Он стремится попасть туда, где 
бурлит жизнь, где решаются главные 
научные и философские вопросы — 
в Германию, Францию. другие евро- 
пейские страны. Дания, конечно, бы- 
ла в этом смысле европейской про- 
винцией, и Эрстед не хотел и не мог 
там оставаться. Его талант, упорство 
и случайность сплелись в счастливый 
клубок — и вот он, блестяще защи- 
тив диссертацию, едет по направлению 
университета на стажировку во Фран- 
цию, Германию, Голландию. Там 
Эрстед слушал лекции о возможно- 
стях исследований физических явле- 
ний с помощью поэзии. о связи физи- 
ки с мифологией. Ему правились 
лекции блиставших с трибун фило- 
софов, но он никогда не смог бы со- 
гласиться с ними в отказе от эксперн- 
ментального  исследовання физиче- 
ских явлений. Его поразил Шеллинг 
(как ранее поразил Гегель) ни прежде 
всего шеллинговская ндея о всеоб- 
щей связи явлений. Эрстед увидел в 
ней оправдание н смысл своей кажу- 
щейся разбросанностн — все изучав- 
шееся им оказывалось, по этой фило- 


софии, взаимосвязанным и взаимо- 
обусловленным. Он стал одержим 
идеей связи всего со всем. Быстро 


нашлась и родственная душа, мыс- 
лящая так же, как он, столь же раз- 
бросанная и романтичная. Это был 
немецкий физик Риттер. изобретатель 
аккумулятора, гениальный фантазер, 
генератор сумасброднейших идей. Он, 
например, «вычислил» (исходя из 
сугубо — астрономических соображе- 
ний), что эпоха новых открытий в 
области электричества наступит в 
1819 или 1820 году. И это предсказа- 
ние действительно сбылось: открытие 
произошло в 1820 году, сделал его 
Эрстед, но Риттеру не пришлось быть 
свидетелем — он умер за десять лет 
до этого. 

Идея всеобщей связи не давала 
Эрстеду покоя. Необычайная энер- 
гия, свойственная ему с детства, вела 
его к новым и новым поискам. В 
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Ганс Христнан Эрстед (1777—1851). 
С картииы голландского хуяожника Хвида. 


1813 году во Франции выходит его 
труд «Исследования идентичности хи- 
мических п электрических сил». 
В нем он впервые высказывает идею 
о связи электричества и магнетизма. 
Он пишет: «Следует испробовать, не 
производит ли электричество ка- 
ких-либо действий на магнит...». Его 
соображения были простыми: элект- 
ричество рождает свет — искру, 
звук — треск. наконец, оно может 
производить тевло — проволока, за- 
мыкающая зажимы источника тока, 
нагревается. Не может ли электри- 
чество производить магнитных дей- 
ствий? Говорят. Эрстед не расста- 
вался с магнитом. Этот кусочек желе- 
за должен был непрерывно заставлять 
его думать в этом направлении. Маг- 
инт совершил. видимо, немало миль в 
эрстедовом сюртуке. пока... Нет, маг- 
инт Эрстеду так н не приголился. 

“Идея связи электричества и магие- 
тизма, восходящая к простейшему 
сходству притяжения пушинок янта- 
рем и железных опилок магнитом, 
носилась в воздухе, и многие лучшие 
умы Европы были ею увлечены. Еще 
в 1747 году ее подметил петербург- 
ский академик Эпинус. а француз 
Араго потратил немало лет для сбора 
таинственных, на первый взгляд, ис- 


Г. 


торий о кораблях, сокровищах и не- 
обычных небесных явлениях, в кото- 
рых он тоже видел эту ускользающую 
связь. 


Однажды на рейде Пальмы, глав- 
ного порта Майорки, появилось 
французское военное судно «Ля-Ра- 
лейн». Состояние его было настолько 
жалким, что корабль едва дошел сво- 
им ходом до причала. Когда команда 
сошла па берег и уступила палубу не- 
скольким именитым французским уче- 
ным, в том числе и Араго, выяснилось, 
что корабль был разрушен молнией. 
Пока комиссия осматривала судно, 
покачивая головами при виде сгорев- 
инх мачт н надстроек, Араго носпе- 
шил к компасам и там увидел пример- 
но то, что ожидал: стрелки компасов, 
перемагинченных молнией, указывали 
в разные стороны. 


Через год, копаясь в том, что еще 
несколько дней назад было генуэз- 
ским судном (оно разбилось, паско- 
чив на скалы вблизи алжирских бе- 
регов). Араго снова обнаружил, что 
стрелки компасов были перемагинче- 
ны. В кромешной тьме южной ту- 
манной ночи капитан, направив по 
компасу судно к северу, подалыне 
от опасных мест, на самом деле неудер- 
жимо двигался к тому, чего так упор- 
но старался избежать. Корабль шел 
к югу, прямо к скалам, обманутый 
пораженным молнией магнитным ком- 
пасом. 


А вот и обещанные сокровища. 
Они лежали в сундуке у уэкфильдско- 
го купца и состояли из весьма цен- 
ных, по тем временам. столовых при- 
надлежностей, а предназначены были 
для отправки в новую английскую ко- 
лонию — Америку. После удара мол- 
нии часть предметов расплавилась, 
а часть очень сильно намагнитилась. 


Все эти, на первый взгляд, мало- 
значащие ни не связанные между собой 
факты Араго собирал не зря. Только 
что отгремели эксперименты с мол- 
нией, проводимые Франклином в 
Америке и Ломоносовым и Рихманом 
в России. Молния — это гигантская 
электрическая искра! Сейчас нам 
трудно почувствовать сенсационность 
такого утверждения, по в то время 
многие простые люди, не то что уче- 


ные, восторженно приветствовали это 
открытие. Араго, собравший множе- 
ство фактов, свидетельствующих о 
связи молнии с магнетизмом , чувство- 
вал, что он на нороге нового открытия. 
Радость и досала — вот, возможно, 
те чувства, которые он испытал, увн- 
дев решение долго не дававшейся ему 
задачи. Решение. найденное Эрсте- 
дом. 


Историки науки. наверно, еще 
долго будут оставаться в неведении и 
недоумении относительно  обстоя- 
тельств открытия, которое стало 
сейчас чуть ли не классическим при- 
мером счастливой случайностн. Не 
известна точно дата этого открытия: 
некоторые исследователи относят его 
к 1819, некоторые — к 1820 году. 
Кое-кто сомневается даже в автор- 
стве Эрстеда. Однако не будем за- 
бегать вперед. 


15-го февраля 1820 года Эрстед, 
уже заслуженный профессор химии 
Копенгагенского университета. чи- 
тал своим студентам лекцию. Лек- 
ция сопровождалась демонстрация- 
ми. На лабораторном столе находн- 
лись источник тока. провод, замы- 
кающий его зажимы, и компас. В то 
время. когла Эрстед замыкал цепь. 
стрелка компаса вздрагивала и пово- 
рачивалась. При размыкании цепи 
стрелка возвращалась обратно. Это 
было первое экспериментальное под- 
тверждение связи электричества и маг- 
нетизма, того, что так долго искалн 
многие ученые. 


Казалось бы, все ясно. Эрстед 
продемонстрировал студентам еще од- 
но подтверждение давнишней идеи о 
всеобщей связи явлений. Но почему 
же возникают сомиения? Почему вок- 
руг обстоятельств этого события впо- 
следствии разгорелось так много спо- 
ров? Дело в том. что студенты, при- 
сутствовавшие на лекции, рассказы- 
вали потом совсем другое. По их сло- 
вам, Эрстед хотел продемонстриро- 
вать на лекции всего лишь иитерес- 
ное свойство электричества нагре- 
вать ироволоку, а компас оказался 
на столе совершенно случайно. И 
именно случайностью объясияли они 
то, что компас лежал рядом с этой 
проволокой, и совсем случайно, но их 


«Те самые» компас н «памфлет». 


мнеиню, один из зорких студентов 
обратил внимание на поворачиваю- 
щуюся стрелку, а удивление и вос- 
торг профессора. по их словам, были 
неподдельными. Сам же Эрстед, в сво- 
их позднейших работах, писал: «Все 
присутствовавшие в аудитории сви- 
детели того. что я заранее объявил о 
результате эксперимента. Открытие, 
таким образом, не было случайностью, 
как бы хотел заключить профессор 
Гильберт из тех выражений, которые 
я использовал при первом оповеще- 
нии об открытни». Так ли это важно 
в действительности — случайным или 
нет было открытие Эрстеда? И вооб- 
ще. что это значит — «случайное от- 
крытие»? Случайно ли. например, что 
химик Эрстед читал лекции об элект- 
ричестве? Разумеется, нет. Элект- 
ричество было открыто сравнительно 
недавно *), багаж знаний по элект- 
ричеству в ту пору был невелик, за- 
нятия им не требовали какой-нибудь 
особой подготовки. Так что им могли 
заниматься и физики, и химики, ни 
механики. Оборудование тоже было 
иесложным, его могли сделать в лю- 
бой мастерской.. Поэтому в лекции 
Эрстеда, да и в ее оснащении ничего 
лучайного в общем не было. Набор 
для электрических и магнитных ис- 
следований был в то время весьма не- 
притязателен — вольтов столб. про- 
воднички,  лягушачьн лаики, маг- 


*› Имеется в’виду. прежде всего. изобре- 
тение в 1800 голу итальянским физиком Алес- 
сандро Вольта первого непрерывно действую- 
шего источника электрического тока — так 
называемого вольтояа столба. 


нит да компас. Как писал Брэгг 
(разработавший рентгеноструктур- 
ный анализ кристаллов), приходится 
удивляться не тому, что Эрстед слу- 
чайно открыл действие электрическо- 
го тока на магнитную стрелку, а тому, 
что открытия нужно было ждать це- 
лых двадцать лет, с момеита изобрете- 
ния вольтова столба. В десятках ла- 
бораторий имелись и вольтовы стол- 
бы, и проводнички, и компасы, и в те- 
чение двадцати лет эти предметы ты- 
сячи раз оказывались рядом. Неми- 
нуемо должно было однажды создать- 
ся такое положение, когда магнитная 
стрелка окажется, наконец, по сосед- 
ству с проволочкой, — замыкающей 
концы вольтова столба, повернется, 
и исследователь это заметит. И такого 
события пришлось ждать целых двад- 
цать лет! Неизвестный студент на 
лекции Эрстеда выполнил, в извест- 
ном смысле, свою историческую роль, 
взглянув на компас в подходящий мо- 
мент. Его роль можно сравнить, в 
чем-то, с ролью матроса, крикнувше- 
го Христофору Колумбу о новой зем- 
ле — Америке. И еще. Случайно ли 
то, что имеино Эрстед сделал откры- 
тие? Ведь счастливое сочетание нуж- 
ных приборов, их взаимного располо- 
жения и «режимов работы» могло 
получиться в любой лабораторни? 
Да, это так. Но в даниом случае 
случайность  закономерна — Эрстед 
был в числе тогда еще немногих ис- 
следователей, изучающих связи меж- 
ду явлениями. 

Вериемся, однако, к сути откры- 
тия Эрстеда. Нужно сказать, что 
отклонение стрелки компаса в лек- 
ционном опыте было весьма неболь- 
шим. В июле 1820 года Эрстед снова 
повторил эксперимент, используя бо- 
лее мощные батареи источников тока. 
Теперь эффект стал значительно силь- 
нее, причем — тем сильнее, чем тол- 
ще была проволока, которой он замы- 
кал контакты батареи *). Кроме того, 
он выяснил одну странную вещь, не 
укладывающуюся в ньютоновские 


*› Сейчас нам это кажется само собой 
разумеющимся: чем больше диаметр прово- 
локн, тем меньше ее сопротивленне н, стало 
быть, больше ток, 
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Рисунок Зрстеда из его лабораторных 
запнсей: прн перемене полярности источни- 
ка тока стрелка компаса (пуиктирная стрел- 
ка) меняет направление. 


представления о действии и противо- 
действии. Сила, действующая между 
магнитом и проволокой, была направ- 
лена не по соединяющей их прямой, 
а перпендикулярно к ней. Выражаясь 
словами Эрстеда, «магнитный эффект 
электрического тока имеет круговое 
движение вокруг него». Магиитная 
стрелка никогда ие указывала на 
проволоку, но всегда была направлена 
по касательной к окружностям, эту 
проволоку опоясывающим. Как буд- 
то бы вокруг проволоки вихрились 
невидимые сгустки магнитных сил, 
влекущих легкую стрелку компаса. 
Вот чем поражен ученый. Вот поче- 
му в своем четырехстраничном «пам- 
флете» он, опасаясь недоверия и 'на- 
смешек, тщательно перечисляет сви- 
детелей, ие забывая упомянуть ни об 
одной из их научных заслуг. 

Эрстед, давая в общем иеправиль- 
ное теоретическое толковаине экспе- 
рименту, заронил глубокую мысль о 
вихревом характере электромагнит- 
ных явлений. «Вихреобразность» про- 
цесса долго не находила сторонни- 
ков, большинство ученых были убеж- 
дены в том, что силы, действующие 
между проводником с током и маг- 
нитной стрелкой, -— это обычные силы 
притяжения и отталкивания, подоб- 
ные ньютоновским силам всемирного 
тяготения или кулоновским силам вза- 
нмодействия между электрическими 
зарядами. Опыт Эрстеда доказывал 
не только связь между электричест- 
вом и магнетизмом. То, что открылось 
Эрстеду, было новой тайной, не ук- 
ладывающейся в рамки известных за- 
конов. 


Памятная медаль. выпущенная в честь Эр- 


стела амернканской ассоциацией учителей 
фнзнкн. 


Мемхар  Эрстеда вышел в свет 
21! июля 1820 года. Мы не случайно 
датнруем так точио. Дальнейшие со- 
бытия развивались в весьма непри- 
вычном для неторонливой тогда нау- 
кн темие. Уже через несколько дней 
мемуар появился в Женеве, где в то 
время был с визитом Араго. Первое 
же зиакомство с опытом Эрстела ло- 
казало ему. что найдена разгадка за- 
дачи. над которой бился п он, и мно- 
гие другие. Впечатление от опытов 
было столь велико, что один из ири- 
сутствующих при демонстрации под- 
нялся и с волнением произиес, став- 
шую вноследствии знаменитой, фра- 
_зу: «Господа. происходит — перево- 
рот!». 

Араго возвращается в Париж по- 
трясенпный. На первом же заседании 
Академни, на котором он присутство- 
вал сразу же но возвращении. 4 сен- 
тября 1820 года он делает устиое со- 
общение об опытах Эрстеда. Записи, 
сделанные в академическом журнале 
ленивой рукой протоколиста, свиде- 
тельствуют. что академики просили 
Араго уже на следующем заседании. 
22 сентября. показать всем присутст- 
вующим опыт Эрстеда. что называ- 
ется. «в патуральную величину». 

Сообщение Араго с особым внима- 
нием слушал академик Ампер. Он, 
может быть, почувствовал в тот мо- 
мент, что пришла его пора перед «Н- 
цом всего мира принять из рук Эр- 
стеда эстафету открытня. Он долго 
ждал этого часа — около двадцати 
лет — как Араго и как Эрстед. И вот 
час пробил — 4 сентября 1820 года 


Ампер понял. что должен  действо- 
вать. Всего через две недели оп сооб- 
щил миру о результатах своих несле- 
дований. Он высказал гениальную 
идею ин сумел подтвердить ее экспе- 
римситально — все магнитные явле- 
ния можио свести к электрическим. 
Так зародилась новая паука — элект- 
родинзмика, теоретически связываю- 
щая электрические и магнитные яв- 
ления. А еще через сорок лет элект- 
родинамика ‚ влилась составной 
часгью в теорию электрамагицитиого 
поля Максвелла. до сих пор являю- 
щцуюся нацим компасом в мире всех 
электромагнигных явлений. 

После открытня почести посыва- 
лись на Эрстеда, как из рога изоби- 
лия. Он был избран членом многих ав- 
торитетнейших научных обществ. в том 
числе Лондонского Королевского эб- 
щества и Французской Академии. Ан- 
гличане присудили ему медаль за науч- 
ные заслуги. а из Франции ОН ПОЛУЧИЛ 
нриз в 3000 золотых франков, некогда 
назначенный Наполеоном для авто- 
ров самых крупных открытий в об- 
ласти электричество. 

Принимая весе эти почести. Эр- 
стед не забывает о гом, что повый век 
требует пового подхода к обучению 
науке. Он основывает в Дании об- 
щество для поощрения паучных заня- 
тий ин /итерагурный журнал, читает 
просветительские лекции для жен- 
щин, поддерживает «маленького Ган- 
са Христиана», своего тезку, будуще- 
то великого писателя Ганса Христва- 
на Андерсена. Эрстед становится на- 
цнональным героем. 

К сожалению, Эрстеду не пришлось 
долго быть свидетелем своего ‘триум- 
фа. Девятого марта 1851 года Эрстед 
скончалея. Хоронили его почью. Тол- 
па из двухсот тысяч человек, освещая 
иуть факелами, провожала его в по- 
следний путь. Звучали траурные ме- 
лодип, снециально сочинеиные в его 
память. Ученые. правительственные 
чиновники, члены королевской семьи. 
дипломаты. студенты, простые дат- 
чане ощущали его смерть, как лич- 
ную потерю. За многое они были бла- 
годарны сму. И не в последнюю оче- 
редь за то. что он подарил миру но- 
вые тайны. 


— 


Ю. Матиясевич 


Модели 
многогранников 


В недавно изданном переводе кииги 
М. Веннинджера «Модели многогран- 
ников» (М., «Мир». 1974) расска- 
зано, как можно самому сделать мо- 
дели симметричных многогранников, 
н приведены фотографии моделей, сде- 
ланных автором. Это. несомненно, 
очень красивые модели, способные 
украсить математический уголок в 
школе или комнату юного математи- 
ка. Однако вот что пишет автор по 
ПОВОДУ нх создания: «В среднем каж- 


дая модель отнимала у меня около 
восьми часов; еще три-четыре часа 
я тратил на подготовку исходного ма- 
тернала». 

В этой статье рассказано о кон- 
структоре, придуманном американ- 
ским архитектором Фредом Бассе- 
ти. Потратив два-три часа на его 
изготовление, читатели получат воз- 
можность собрать желаемый много- 
гранник за несколько минут. Конеч- 
но, получающиеся модели не <толь 
красивы, как клееные, однако про- 
стота изготовлення, а также. воз- 
можность разборки моделей и новтор- 
ного использования их частей окупа- 
ют этот недостаток. Процесс сборки 
многогранников несомненно доставит 


много удовольствия н читателям, и их 
друзьям и знакомым. 


Изготовление конструктора 


Начинать надо с главной и единствен- 
ной крепежной детали  конструкто- 
ра — резиновых колечек, — которых 
потребуется несколько десятков (тем 
больше, чем больше хочется иметь 
одновременно собранных многогран- 
ников). Такие резинки можно паре- 
зать, например, из велосипедной ка- 
меры или же сделать из резиновых 
жгутов, которые продаются для изго- 
товления моторов авнамоделей — узел- 
ки не помешают. Годятся и обычные 
резинки, используемые в аптеках для 
прякрепления рецептов к лекар- 
ствам. однако важно. чтобы все они 
имели одинаковые размеры и упру- 
ГОСТЬ. 

Запасясь резинками, можно ири- 
ступать к изготовлению второй дета- 
ли — граней  будуших многогран- 
ников, которые делают из картона. 
Гранн имеют вид правильных много- 
угольников, у которых обрезаны 
уголки, а к сторонам добавлены от- 
гибающиеся клапаны — см. рису- 
нок 1. С номощью этих клапанов и 
резинок грани легко — соединяются 
друг с другом. Для начала можно ог- 
раничиться граиями в виде правиль- 
ных треугольников, четырехуголь- 
ников (т.е. квадратов). пяти- н шес- 
тнугольников — уже это позволит со- 
брать болышое количество разнооб- 
разных  многогранннков. 

Все многоугольцики должны иметь 
равные ‘стороны, длину которых вы- 
бнрают исходя из соотношения уп- 
ругости резинок и жесткости кар- 
тона — надо, чтобы грани скрепля- 
лись прочно. но не деформировались. 
Лучше всего определить длину эксие- 
риментально, сделав сначала несколь- 
ко пар граней разной величины. 

Грани хорошо иметь разных ве- 
тов. Удобно для каждого типа граней 
выбрать свою окраску. Хорошо так- 
же, чтобы наиболее часто используе- 
мые треугольные гранн были бы не- 
скольких цветов. Для того чтобы 
клапаны хорошо отгибались, надо 
по периметру многоугольника про- 
вести по линейке, скажем, тупым 


Рис. 1. 
концом ножниц. Поскольку потре- 
буется изготовить несколько десят- 


ков граней каждого типа {бодыше всего 
треугольных. затем четырех- и пя- 
тнугольных и меныше всего шести- 
угольных). то сначала сдезайте. как 
можно точнее, шаблоны граней с кла- 
панами и без иих, а затем просто об- 
водите эти шаблоны карандашом. 
* 


+ 


Что же можис собрать из такого 
конструктора? Приведем здесь лишь 
некоторые сведения из теории много- 
гранников — общирный список  лдо- 
ступной литературы имеется в упомя- 
нутой выше книге М. Веннинджера. 


Правильные многогранники 


Выиуклый многогранник называется 
правильным, если все его грани - 
одннаковые правильные многоуголь- 
ники и в каждой вершине сходится 
равное число граней. Существует рюв- 
но 5 правильных . многогранников: 
тетраэдр (грани треугольные, сходят- 
ся по три в вершине, символически 
это можно записать в виде 33), окта- 
эдр — 3* (т. е. грани треугольные, 
сходятся по четыре в вершиие), куб 
(нлн гексаэдр) — 4%, икосаздр — 3$, 
лодекаэдр — 5*. 

Чтобы собрать эти многогранники, 
достаточно взять грани нужного типа 
и при сборке следить лишь за тем, 
чтобы в кажлой вершине сходилось 
нужное число граней. 


Правильные многогранникн были 
нзвестны еще в древней Греции н их 
часто называют платоновыми телами 
в честь великого древнегреческого 
ученого Платона. 

Доказательство того, что не су- 
ществует правильных многогранни- 
ков, отличных от перечисленных вы- 
ше, очень просто. Пусть существует 
многогранник типа 7” (грани л-уголь- 
ные, сходятся по т в вершине). Углы 
правильного — л-угольника равны 
(1—2.п)л. сумма же плоских углов 
прн вершине выпуклого многогран- 
ннка должна быть меныше 2л, следо- 
вательно. п7({1—2/п)д<о2л, т. е. 


+. (1) 


Очевидно. что 1 > Зи п >> 3, что вмес- 
те с неравенством (1) дает неравен- 
ства л<5им < 5. Легко прове- 
рить, что если «т, п> — одна из 
пар ‹<4, 4», ‹<4, 5), <%5, 4) или 
«5,5». то неравенство (1) нарушено. 
Остается еще пять возможностей — 
{3. 3», <3, 4». <3,5>, <4, 3» 
и <5, 3», которые и приводят к пя- 
ти платоновым телам. 


Полуправильные многогранники 


Снимем теперь требование, чтобы гра- 
ни были одинаковыми правильными 
многоугольниками, но по-прежнему 
будем требовать, чтобы одинаковы 
былн вершины. При этом кроме 5 пла- 
тоновых тел возникают новые много- 
гранники, из которых в первую оче- 
редь мы рассмотрим 13 так называе- 
мых архимеловых тел. Они будут пе- 
речислены в той же символической 
записи: усеченный  тетраэдр — 6*-3 
(в каждой вершине сходятся две шес- 
тнугольные грани и одна треугольная) 
усеченный октаэдр — 6?-4,  усечен- 
ный куб 8*-3, усеченный икосаэдр — 
62.5, усеченный додекаэдр — 107.3, 
кубооктаэдр — 4 -3.4.3 (в каж- 
дой вершине сходятся две квадрат- 
ные и две треугольные грани, причем 
грани ОДНОГО типа не имеют 
общих ребер), — икосододекаэдр — 
5 -3-5. 3, ромбоикосододекаэдр — 
5.-4.3-4, усеченный кубоокта- 
эдлр —8-6-4, усеченный икосо- 
додекаэдр — 1 - 6-4, плосконосый 


40 


куб —4.3', плосконосый — доде- 
каэдр — 5 ° 3*, ромбокубооктаэдр — 
43.3. 

Имея в своем распоряжении кон- 
структор (пополненный восьми- и 
десятиугольными гранями), можно на- 
чать собирать архимедовы тела. 
Сборка первых восьми  многогран- 
ников не вызовет никаких затрудне- 
ний, если сначала собрать грани, 
окружающие одну вершину, а затем 
добавлять новые грани, — руковод- 
ствуясь следующим правилом: 

Один из углов добавляемой грани 
должен попадать в вершину, в кото- 
рой уже собраны по крайней мере две 
грани. 

Весь процесс сборки этих много- 
гранников идет совершенно однознач- 
но. 


При сборке следующего много- 
гранника — усеченного  кубооктаэд- 
ра — неоднозначность возникает уже 
на первом этапе: если считать, что 
мы перечисляем типы граней, идя 
вокруг вершины по часовой стрелке, 
то окружение первой вершины может 
быть как типа 8 - 6-4, так и типа 
8.4.6 (и других возможностей 
нет: окружение типа, — например, 
6.4.8 — это то же самое, что и ок- 
ружение 8-6-4). Дальнейшая 
сборка идет однозначно, если следо- 
вать указанному правилу. В резуль- 
тате получается один и тот же много- 
гранник, независимо от типа первой 
вершины — у него половина вершин 
имеет тип 8 - 6 - 4, а другая полови- 
на — зеркальный тип 8 - 4.6. Ана- 
логичная картина имеет место н при 
сборке усеченного нкосододеказдра. 


Более интересная ситуация воз- 
никает прн сборке одиннадцатого мно- 
гогранника — плосконосого куба. 
Сначала треугольное окружение квад- 
ратной грани собирается однозначно, 
а вот потом надо делать выбор между 
двумя вариантами присоединения но- 
вой квадратной гранн — см. схему 
на рисунке 2. Когда этот выбор сде- 
лан, дальнейшая сборка идет одно- 
значно, если в качестве вершины, 
упоминаемой в правиле сборки, всег- 
да брать вершину. где уже собраны 
нли все четыре треугольника, илн 
квадратная грань (такая вершина 
всегда найдется). В результате полу- 


чаются два многогранника, являю- 
щнеся зеркальнымн отраженнями 
друг друга. Они оба носят ояно н то 
же название и считаются за один мно- 
гогранник, когда говорят о 13 архи- 
медовых телах. Точно так же два 
зеркальных варнанта имеет плосконо- 
сый додекаэдр. 

Самая интересная картина воз- 
никает при сборке последнего архиме- 
дова тела — ромбокубооктаэдра. 
Здесь после однозначного окружения 
треугольной грани квадратными воз- 
никает возможность выбора между 
тремя продолжениями — см. схему 
на рисунке 3. Первые два варианта 
имеют однозначное завершение, а вот 
в третьем, после однозначного окру- 
жения второго треугольника, возни- 
кают пять снособов присоединения 
третьего треугольника — см. схему 
на рисунке 4. 


Сколько же получается разных мно- 
гогранников? Семь? Нет, всего лишь 
два. Варнанты а, 6, С1, с3 и с4 при- 
водят к одному и тому же многогран- 
нику. показанному на рисунке 5. 
а варианты 52 и с5 — к этому мно- 
гограннику и к многограннику, изобра- 
женному на рисунке 6. Именно этот 
последний многогранннк называется 
ромбокубооктаэдром, и только он яв- 
ляется архимедовым телом. 


Чем же многогранник с рисунка 
5 «хуже» остальных 13 архимедовых 
тел? Вспомним, что в начале этого 
раздела мы отказались от требования 
одинаковости граней, но сохранили 
требование одннаковостн вершин. 
Можно считать, что ‘две вершины 
одинаковы, если их можио совме- 
стнть так, что сходящиеся в них 
гранн попарно совпадают друг с дру- 
гом (при этом разрешается замена на 
зеркальные отражения). В смысле 
этого определения все вершины мно- 
гогранника © рнсунка 5 одинаковы. 
Чем же тогда «илохо» приведенное 
определенне одинаковости вершин? 
Дело в том. что это определение име- 
ет локальный характер — в нем гово- 
рится о попарном совпаденни только 
тех граней, которые сходятся в рас- 
сматриваемых вершинах. Архимедо- 
вы же тела обладают более снльным 
свойством: любые две вершины можно 
совместить так, что все грани много- 
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Рис. 6. 


гранника попарно совпадут друг 
с другом. Многогранник с рисунка 
5 этим свойством не обладает. Древ- 
ние грекя обладали высокоразвитым 
чувством гармонни н не уднвитель- 
но, что этот многогранник не попал 
в число архимедовых тел. В теченне 
двух тысячелетний он «находился в 
тени» и был «изобретен» в середине 


нашего столетия независимо не- 
сколькими математиками в разных 
странах. В нашей литературе этот 


многогранник часто называют телом 
Ашкинузе по имени советского мате- 
матика, который первым обратил на 
него внимание. 

Как узнать, нет ли еще полупра- 
вильных многогранннков? Схема рас- 


суждений здесь в принципе такова же, 
как и в случае платоновых тел. В вер- 
шине должно сходиться не менее трех 
н не более пяти граней (почему?). 
следовательно, достаточно рассмот- 
реть три типа вершин: Хх. ц-2. 
ху дном ху. сре 
ди и, №, х, у, 2 могут быть и одинако- 
вые числа). Соответственно получа- 


ются три неравенства. аналогичные 
неравенству (1): 
+, (2) 
ее. 
3<-. на. (4) 


Мы должны найти все решения этнх 
неравенств в целых числах и, м, х, 
у, 2, которые не меныше 3. 

Начнем с последнего неравенства. 
Так же, как и в случае платоновых 
тел, из неравенств и23, ш> 3, 
хр 3, у> Зиг Зи неравенства (4) 
легко вывести, что из5, и < 5, 
х<5, из5 #555. Дальше оста- 
ется (на долю читателей) конечный 
перебор возможностей. 

Неравеиство (3) выполнено ирн 
любом 2, если & = х=у= 3. Это 
дает бесконечную серию полупра- 
вильных многогранников типа 33.2. 
называемых антипризмамн. Никакой 
другой полуправильный многогран- 
ник (с четырьмя гранями, схолящи- 
мнся в одной вершине) не может 
иметь более чем одиннадцатнуголь- 
ную грань, ибо система неравенств 
ша 3, хз, ур 4, #2 12 противо- 
речит (3). Такнм образом, дальше 
мы можем считать, что и < И. х< 
пи И, 2 < И, п опять оста- 
ется конечный перебор. 

Болыше всего хлопот вызывает 
первое неравенство. имеющее много 
решений, в том числе и таких, кото- 
рые не соответствуют никакому полу- 
правильиому многограннику. Здесь 
нам поможет еще одно условие, явля- 
ющееся аналогом неравенства тре- 
угольника: сумма плоских углов 
двух граней болыие плоского угла 
третьей грани. Это приводит к нера- 
венству 


Е - 
| (5) 


(не ограничивая общности, мы счита- 
ем, что х = у 2. и не выписываем 
еще два аналогичных неравенства). 
Оба неравенства (2) н (5) выполнены 
прн любом 2, если х — З, у= 6 или 
х = у-=:4. В носледнем случае мы 
получаем бесконечную серию полу- 
правильных многогранников — тина 
4*-2, называемых. как известно, 
призмами. Полуправильный много- 
гранник типа 3-66-22 существует 
только при 2 = 6 (почему? как он па- 
зывается?). Прн любых других зна- 
чениях х ну либо 2х | у и 
тогла 2 не может быть сколь угодно 
бояьшим согласно (2), либо 2х + 
+ 2у>1, и тогда ограничение 2 
сверху получается из {5). В любом 
случае дело опять сводится к конеч- 
ному перебору. 

Терпеливый читатель, рассмотрев 
все оставшиеся на его долю случаи. 
придет к выводу, что кроме 5 плато- 
новых тел, 13 архимедовых тел, тела 
Ашкинузе и бесконечных серий призм 
и антипризм никаких других полу- 
правильных многогранников не су- 
ществует (даже прин локальном опре- 
делении одинаковости, вершин). 


Правильногранные многогранники 


Откинем, наконец, и условие одина- 
ковости граней. и условие одинако- 
вости вершин, но сохраним требова- 
ние, чтобы грани были правильнымн 
многоугольниками. и сам многогран- 
ник был выпуклым. Сколько же еще 
миогогранников удастся ири этом со- 
брать? Оказывается, что каличество 
новых многогранников конечно. 
Доказательство этого факта ис- 
пользует аналог известной нз школь- 
ного курса теоремы о том. что сумма 
внешних углов любого многоуголь- 
ника равна 2л. Внешний угол — это 
дополнение угла многоугольника до 
предельного значения, равиого л. 
Аналогично будем называть кривиз- 
ной в вершине многогранника разни- 
цу межлу 2к (предельное значение} 
и суммой плоских углов всех граней, 
сходящихся в этой вершине. Напри- 
мер. — кривизна вершины — типа 
3.43.6 равна л.6. Оказывает- 
ся, что если просуммировать кривнз- 
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ну по всем вершинам выпуклого мно- 
гогранника, то всегда получится 4л 
(это можно проверить на любой мо- 
дели; доказательство легко получает- 
ся, если применить теорему Эйле- 
ра — см. «Квант», 1974, № 4, с. 29; 
№5, с. 32; № 0. с. 17). Следова- 
тельно, вершин типа 3 - 4-3. 6 мо- 
жет быть не больше, чем 4л : л/ = 
— 24. Аналогично получается огра- 
ничение количества вершин любого 
другого тнпа. Число типов вершин, 
вообще говоря, бесконечно, но, нере- 
бирая все возможности при определе- 
нии количества полуправнльных мно- 
гогранников, мы установили, что все 
вершины, за исключением конечного 
числа типов, попадают в одну из се- 
рий 4-2, 33.2 или 3.6.2. Те- 
перь осталось показать, что при до- 
сталочно болышом 2 правильногран- 
ный выпуклый многограниик с вер- 
миной из первой серии обязательно 
является призмой, из второй серии — 
антипризмой. а из третьей — не мо- 
жет существовать. 


После получения качественного 
результата о конечности числа пра- 
вильногранных многогранников, от- 
личных от призм и антипризм, хоте- 
лось бы узнать и их точное количест- 
во. Эта задача была полностью решена 
ленинградским математиком В.А. 
Залгаллером. Ее решение потребова- 
ло рассмотрення огромного чиела 
варнантов. и к этой работе были при- 
влечены члены математического круж- 
ка 239 школы Ленинграда. В книге 
В. А. Залгаллера «Выпуклые мно- 
тогранники с правильными гранями» 
(Ленинград, 1967) приведено много 
лемм и названы их авторы — школь- 
ники. ставшие к тому времени сту- 
дентами. Автор книги приносит им 
благодарность и указывает, что без 
их активного участия работа вряд ли 
была бы завершена. Кроме того, еще 
олним активным участником этого 
исследования была ЭВМ, которая 
«рассмотрела» много случаев и «дока- 
зала» соответствующие леммы (пол- 
робнее о характере вклада ЭВМ рас- 
сказано ниже). 


Результат. полученный В. А. Зал- 
галлером, состонт в следующем: кро- 
ме 5 платоновых тел, 13 архимедовых, 
призм и антипризм существует еще 
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ровно 92 выпуклых многогранника 
с правильными гранями. Интересно, 
сколько из них удастся собрать чита- 
телям «Кванта»? Все девяносто два? 
Укажем, что для этого достаточно 
граней тех же типов, что были необ- 
ходнмы при сборке архимедовых тел, 
т. е. 3-, 4-, 5-, 6-, 8- и 10-угольных. 


А может быть. кто-либо из читате- 
лей соберет из конструктора 93 новых 
многогранника? Не удивляйтесь, та- 
кое, вообще говоря, возможно, ведь 
сборка многогранника из деталей кон- 
структора еще не гарантирует его 
«математического существования». 
Чтобы понять, в чем тут разница, рас- 
смотрим пример многогранника, раз- 
вертка которого приведена на рисун- 
ке 7. а общий вид — на рисунке 8. 
Сборка этого многогранника не вызы- 
вает`никаких трудностей, но давайте 
проследим за ней внимательно. 


Пусть для определенности длина 
сторон всех многоугольников равна 
единице. Грани А, В и В образуют 
жесткий трехгранный угол и тем са- 
мым фиксируют пространственное вза- 
нморасположение точек /—8. Теперь 
мы хотим добавить грань С. Нам 
удастся это сделать, ибо точки 3 н7 
расположены симметрично точкам 2 
и б мн, следовательно, расстоянне 
между ними равно 1. Точно так же 
можно будет отдельно собрать в жест- 
кую конструкцию грани К, Ё., М, №. 


„Поскольку обе собранные части оди- 


наковы, то в них расстояния между 
точками Ги 8 равны, и мы можем по- 
парно совместить эти точки (см. рису- 
нок 9). Получившаяся конструкция 
имеет всего одну степень свободы, 
а именно, две собранные жесткие час- 
ти могут вращаться друг относитель- 
но друга вокруг оси, проходящей че-. 
рез точки Ги 8. На самом деле из со- 
ображений симметрии взаимное поло- 
жение этих частей уже фиксировано, 
например, требованием параллельно- 
сти отрезков 4—5 и 1/—/2. Итак, 
уже к этому моменту пространствен- 
ное расположение всех точек /—14 
друг относительно друга фиксировано. 
Но нам еще надо ‘добавить грани Ё, 
Е, Ц, Н, [, У. Сможем ли мы это сде- 
лать? Из соображений симметрии вид- 
но, что расстояние между точкамн 2 
и /3 равно расстоянию между точками 


б н 9, 3 и/4, Ги Ш; обозначим это 
расстояние через а. Возможность 
практической сборки показывает, что 
с достаточно большой точностью а А: 
2 1, но имеет ли место строгое ра- 
венство а = |, необходимое и доста- 
точное для существования рассмат- 
риваемого многогранника? В подоб- 
ных ситуациях и может прийти на по- 
мощь ЭВМ. ‘Конечно, если машина 
вычислит, что а = 1,00000000, то это 
еще вовсе не означает, что много- 
гранник существует, ибо все вычисле- 
ния машина производит с ограничен- 
ной точностью и а может отличаться от 
единицы, скажем, в двенадцатом зна- 
ке. Однако, еслн бы машина нашла, 
что, например, а = 0,99998532, а мы 
уверены, что по крайней мере шесть 
знаков у машины всегда верны, то это 
немедленно доказывало бы лемму о 
том, что многогранника с разверткой, 
приведенной на рисунке 7, не суще- 
ствует. Читатели «Кванта», в боль- 
шинстве своем, по-видимому, не име- 
ют пока доступа к ЭВМ, и им придет- 
ся здесь использовать свое искусст- 
во тригонометрических преобразова- 
НИЙ. 

Рассмотренный пример показыва- 
ет, что плоская фигура, обладающая 
всеми внешними признакамн разверт- 
ки многогранника, может, вообще 
говоря, ин не быть разверткой никако- 
го трехмерного тела. Чтобы придать 
точный смысл словам «внешние при- 
знаки», введем понятие заготовки. 
А именно, будем понимать под заго- 
товкой произвольную систему вы- 
пуклых многоугольников. не обяза- 
тельно правильных, у которых вер- 
шинам присвоены натуральные числа 
(которые будут номерами вершин, если 
нз заготовки удастся склеить мно- 
гогранник), так, что если две сосед- 
ние вершины какого-либо многоуголь- 
ника получили номера Ён }, то най- 
дется еще ровно один многоугольник, 
в котором две соседние вершины также 
имеют номера Ги и, кроме того, реб- 
ро. соединяющее вершины Гн ] в од- 
ном многоугольнике, имеют ту же 
длину, что и в другом многоугольни- 
ке. Мы уже встречались с тремя ус- 
ловиямн. легко проверяемымн по за- 
готовке, которые необходимы для су- 
ществования выпуклого многогран- 
ника: 
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Г. В каждой вершине должно схо- 
диться не меныше трех граней, 

П. Сумма плоских углов граней, 
сходящихся в каждой вершине, мень- 
ше 2л. 

ПТ. Сумма кривизн всех вершин 
равна 4л. 


Очевидно, что должно быть выпол- 
нено еще и следующее условие связ- 
НОСТИ: 


ГУ. Для любых двух граней А и В 
существует последовательность гра- 
ней С,, ..., Сь такая, что грани А и 
Су Син С. - буи С, Си В 
имеют по общему ребру. 

Оказывается, что перечисленные 
четыре условия являются и достаточ- 
ными — если заготовка обладает 
свойствами 1—ПТ\У, то из нее можно 
скленть некоторый выпуклый много- 
гранник. 


За работу, в которой этот глубо- 
кий геометрический результат явля- 
ется центральным, А. Д. Александ- 
ров, ныне академик` АН СССР, был 
удостоен в 1942 году Государствен- 
ной премии СССР. 

Вернемся теперь к рисунку 7. 
Нетрудно проверить, что все четыре 
условия 1—1\У выполнены; следова- 
тельно, из этой заготовки можно скле- 
ить выпуклый многогранник. Но поче- 
му же тогда у нас встретились труд- 
ности и сомнения? Дело в том, то тео- 
рема Александрова не утверждает, 
что исходная система многоугольни- 
ков и будет системой граней много- 
гранника. Условия 1-—1\ достаточны 
лишь в том случае, если мы при склей- 
ке разрешим некоторым многоуголь- 
никам «переламываться». Например, 
согласно теореме Александрова на 
рисунке 10 изображена заготовка ка- 
кого-то выпуклого = многогранника. 
На первый взгляд, он имеет две квад- 
ратные и восемь треугольных граней, 
хотя на самом деле при склейке' нолу- 
чится обыкновенный куб. В случае 
заготовки с рисунка 7 пятиугольные 
грани могли бы, например, перело- 
миться по пунктирным линиям, уве- 
личивая тем самым значение а. Иног- 
да ирн сборке какого-либо многогран- 
ника углы переламывания граней на- 
столько близки к л, что переломы не 
заметны на глаз, и читатели должны 
каждый раз не забывать доказывать 


Рис. 10. 


«математическое существованне» соб- 
ранного многогранника. 


Теорема Коми 


Наши резиночные соединения пе мс- 
шают паре граней вращаться друг 
относительно друга вокруг общего 


ребра, и ссли в собнраемом много- 
граннике нет жестких трехграниых 
углов. то в ходе сборки незакончен- 
ную модель обычно можно немножко 
«пошевелить». Картина резко меня- 
ется после присоединения последней 
граин (или предпоследней, если по- 
следняя грань — треугольник) — мо- 
дель прнобретает свойства твердого 
тела, ни одна грань уже не может 
вращаться относительно другой. Та- 
кое поведение моделей объясняется 
одной из теорем знаменитого фран- 
цузского математика прошлого сто- 
летия Огюстена Луи Коши, который 
доказал, что из любой заготовки мож- 
но склеить не более одного (с точ- 
востью до симметрии) выпуклого мно- 
гогранника. Первоначально эта тео- 
рема была доказана для случая. когда 
прн склейке не допускается персла- 
мывання многоугольников из заготов- 
ки, однако теорема верна и в общем 
случае. 

Вдумчивый читатель должен был 
заметить, что без ссылки на теорему 
Коши наш метод леречисления всех 
правильных, полуправильных н пфа- 
вильногранных многогранинков был 
не полон — по существу мы перечис- 
ляли плоские заготовки, а не трех- 
мерные тела. 


Вниманию 
учащихся 
старших классов! 


Магазин № В «Гехническая 
книга» Москинги имеет в 
продаже и высылает нало- 
женным платежом (без за- 
датка) следующие книги: 


Математика 


Голомб С. В. Полимны 
(«Мир»). ц. 46 к. 
Дорофесн Г. В. н др. 
Пособие по математнке для 
поступающих и вузы (нз- 
бранные вопросы элементар- 
ной математики) («Наука»). 
ц. Ер-. 04 к. 


2 «Квант» № 1 


Кантор И. Л.. Соло- 
довников А.С. Гинер- 
комплексиые числа («Наука»), 
ц. 22 к. 

Литлвуд Дж. Магема- 
тическая смесь («Наука»), 
ц. 37 к. 

Рудника. Е. ндр. Сбор- 
ник задач по элечентарной 
математике для техникумов 
(«Наука»). Ц. 55 к. 
Выгодский М. Я. Спра- 
вочник © высшей матема- 
тике («Наука»), ц. 2 р. 60 к. 


Физнка 


Тригг Дж. Решающие 
эксперименты н современной 
физике («Мир»). ц. 41 к. 
Сбориик задач н вопросов 
но’ физике для средиих сие- 
циальных учебных заведений 
(«Наука»). ц. 70 к. 

Физика. Часть ТР. Вселен- 
ная («Наука»). ц. | р. 30 к. 
Элементарный учебник фи- 


зики (под ред. Г. С. Ландс- 
берга). Том 3. Колебания, 
волны. Оптика. Строение 
атома («Наука»), ц. | р. (Зк. 
Шахмаев Н. М. Физика. 
Часть 1. Молекулярная фи- 
зика. Электричество {(«Выс- 
шая школа»), ц. 50 к. 


1 ахмаев И. М. Физика. 
Часть 2. Колебания и волны. 
Оптика. Строение . атома 
(«Высшая школа»), ц. 53 к. 
Бытько Н.Д. Физика. 
Части 1 н 2. Механика, мо- 
лекулярная физика и теп- 


лота («Высшая школа»). 
ц. Е к. 
Бытько Н.А. Физика. 


Часгя Зи 4. Электричество, 
оптика и строение атома 
(«Высшая школе»). ци. 58 к. 

Заказы (открытками) на- 
правляйте по адресу: 103031, 
Москва. Петровка. 15. Ма- 
газин № 8 «Гехническая кни- 
газ. 
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И. Кикоин. С. Лазарев 


ФЭМ-эффект 


Фотоэлектромагиитный (ФЭМ) эф- 
фект был открыт одним из нас в 
1934 году. Заключается этот эффект 
в следующем. Если освещать полупро- 
водник, помещенный в магнитное ло- 
ле. то в нем возникает электродви- 
жущая сила. На рисунке 1 приведена 
схема эксперимента, в котором обна- 
ружнвается — фотоэлектромагнитный 
эффект. Полупроводник в виде пря- 
моугольной нластинки помещен в маг- 
нитное поле, направленное вдоль оси 
Х. Вдоль оси У на поверхность пла- 
стинки падает пучок света. Тогда 
между гранямн а и а’ вдоль осн 2 
возникает разность потенииалов, ко- 
торую мы в дальнейшем будем назы- 
вать фотоэлектромагнитной ‘э. д. с. 
Если на эти грани нанести электроды 
и замкнуть их проводником, то вклю- 
ченный в цепь измерительный прибор 
зарегистрнрует наличие тока в цепн. 

В первых экспериментах, в кото- 
рых был обнаружен ФЭМ-эффект. 
нспользовались пластинки из закиси 
меди (Си-О). В то время закись меди 
была самым «модным» веществом, на 
котором подробио изучались основ- 
ные закономерности, касающиеся по- 
лупроводников. Можно сказать, что 
в 30-х годах началась эра полупровод- 
ников, которым суждено было совер- 
итить революцию в радиоэлектронной 
технике. Описанные выше опыты про- 
водились на образцах закисн меди 
при температуре жндкого азота {77 К). 
В небольшюм магнитном поле (около 
1 Т) при освещении образца довольно 
слабым светом от лампочки карман- 
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ного фонарика разность потенциалов 
между точками А и А’ (расстояние 
между ними было около 2 см) дости- 
гала 15—20 В! 

Опыты показали, что знак э. д. с. 
ФЭМ-эффекта, а следовательно, и на- 
правление электрического поля в об- 
разпе меняются при нзменении направ- 
ления внешнего магнитного поля. А 
при заданном направлении поля знак 
э. Д. с. меняется, если измени ь на- 
правление падающего на образец све- 
та, то есть осветить противоположную 
поверхность образца. При освещении 
образца в отсутствие магиитиного поля 
Э. д. с. не возникает. 

Попытаемся объяснить происхож- 
дение ФЭМ-эффекта. 

Итак. фотоэлектроматнитная 
э. д. с. возникает только при дейст- 
вни на освещаемый образец магнит- 
ного поля. Между тем известно, что 
магнитное поле действует только на 
движущиеся электрические заряды. 
Поэтому надо понять, каким образом 
создается движение зарядов в полу- 
проводнике В отсутствие источника 
эс: 

Свет, падающий на поверхность 
пластийки полупроводника, погло- 
щается в нем чесли полупроводник не 
прозрачен для этого света). Во мно- 
гих случаях свет поглощается элект- 
ронами атомов полупроводника. При 
достаточной энергии (й\) квантов све- 
та (фотонов) поглотивший их элект- 
рон отрывается от атома, становится 


свободным и может перемещаться 
внутрн освещаемого тела. В метал- 
лах и без всякого действия света 


нмеется огромное количество свобод- 
ных электронов. В полупроводниках 


число свободных электронов обыч- 
но мало, а пол действием поглощаемо- 
го света оно увеличивается. Раз полу- 
проводник непрозрачен, падающий 
на его поверхиость свет поглощается 
в тонком слое у поверхности, то есть 
проннкает внутрь образца на неболь- 
шую глубину (порядка длины волны 
света). Следовательно, в тонком прн- 
поверхностном слое полупроводника 
увеличивается число свободных 
электронов. В остальной частн полу- 
проводннка, куда свет не проникает, 
число электронов остается неизмен- 
ным. Значит, в тонком слое вблизи 
освещаемой поверхности концентра- 
цня электронов оказывается больше, 
чем в толще образца. Из молекуляр- 
ной физики известно, что когда в од- 
ной частн тела концентрация частиц 
больше, чем в других его частях, на- 
блюдается явление диффузии — пе- 
ремещенне частиц кз области с боль- 
шей концентрацией в область с мень- 
шей концентрацией. То же происхо- 
дит и с электронами, рожденными в 
полупроводнике светом; электроны 
диффундируют от освещаемой поверх- 
ности в глубь образца. Но перемеще- 
ние электронов это — электрический 
ток. При освещении полупроводника 
поглощаемым светом возникает дви- 
жение электронов от освещенной к 
неосвещенной поверхности образца. 
Инымн словами, возникает ток, кото- 
рый мы назовем диффузнонным элект- 
ронным током. (Этот ток направлен 
от неосвещенной гранн к освещенной.) 
Он возникает под действием света без 
внешнего источника тока. Точнее, 
свет и служит источником тока. На 
электроны, создающие диффузнон- 
ный ток, н действует магнитное поле. 


_ 


Как известно, сила Лоренца Ра, 
действующая в магнитном поле на дви- 
жущийся заряд, направлена перпен- 


дикулярно скорости и заряда и маг- 


нитной индукцин В поля. Следова- 
тельно, если направление индукции 
магнитного поля и направление па- 
дающего света такне, как на рисунке 
1, то под действием силы Лоренца 
электроны отклоняются к грани а’ и 
скапливаются на ней. Следовательно, 
эта грань будет иметь отрицательный 
заряд. Таким образом, между граня- 
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мнан а’ возникает разность потен- 
цналов, н если наложить на эти гра- 
нн электроды, соединенные провод- 
ннком, то по проводнику потечет 
электрический ток. 

Казалось бы, на этом можно счи- 
тать объяснение возникновения ФЭМ- 
эффекта законченным. Однако су- 
щественным является тот факт, что 
электрический ток замыкания суще- 
ствует в цепи в течение длительного 
времени, пока на образец падает свет. 
А цриведенные выше рассуждення ие- 
достаточны для объяснения этого эф- 
фекта. Действительно, для поддер- 
жания разности потенциалов между 
гранями а и а’ пластинки необходим 
постоянный приток электронов на 
грань а’, а следовательно, постоян- 
ный диффузнонный ток электронов. 
Но диффузия электронов не может 
долго продолжаться, она должна пре- 
кратнться. В самом деле. часть элект- 
ронов. диффундируя в глубь образца, 
достигает неосвещенной поверхностн 
пластинкн и оседает на ней. Со вре- 
менем на этой поверхности должен на- 
копиться отрицательный заряд, кото- 
рый будет тормознть диффукдирую- 
щие электроны. Когда на неосвежщен- 
ной поверхности образца накопится 
достаточное количество электронов, 
диффузнонный ток прекратится, и 
следовательно. прекратится ток во 
внешней цепи. Как показывают рас- 
четы, время существования диффузи- 
онного тока, зависящее от внешних 
условий (от интенсивности падающе- 
го света, значения индукции маг- 
нитного поля} и от свойств образца 
(его размеров, матернала ни пр.), обыч- 
но весьма мало — порядка 10° — 
10-8 с. 

Итак, для объяснения постоянного 
тока в цепн (постоянной разности 
потенциалов между гранями @ и а’) 
необходнмо предположить, что скап- 
ливающийся на неосвещенной поверх- 
ности пластинки отрицательный за- 
ряд «нейтрализуется» точно таким же 
положительным зарядом. — Предста- 
вим себе, что прин освещении поверх- 
ности образца рождаются не только 
электраны, но одновременно с нимн 
такое же количество положительно 
заряженных частиц. заряд каждой из 
которых по абсолютному значению 
равен заряду электрона. Онн тоже 


будут диффундировать в глубь об- 
разца. Тогда совместная диффузия 
электронов и эТих положительных 
зарядов может продолжаться СКОлЛЬ 
угодно долго, поскольку. доходя до 
противоположной поверхностн 0б- 
разца, они не заряжают ее. Правда, 
при этом суммарный диффузионный 
ток равен нулю, хотя перемещенне 
разноименных зарядов пронсходит. 

Именно такая картнна и реализует- 
ся в действительности при освещении 
полупроводника. Но что это за поло- 
жительные заряды, которые рожда- 
ются светом? Это — так называемые 
дырки. Представление о дырках по- 
рождено квантовой механикой. ФЭМ- 
эффект — одно из первых физических 
явлений, для объяснения которых 
понятне дырки оказалось совершен- 
но необходнмым. В современной тео- 
рии электропроводности электронно- 
дырочное представление‘ стало обще- 
принятым. 


Итак. прин освещении поверхно- 
сти полупроводниковой пластинки 
происходит одновременное рождение 
свободных электронов и дырок (или, 
как говорят, рождение электронно- 
дырочной пары), которые диффун- 
дируют В одном направлении. В маг- 
нитном поле сила Лоренца отклоняет 
движущиеся электроны и дырки в 
противоположные стороны, так что 
на грани а’ оседают электроны, а на 
гранн а — дырки. Очевидно, что 
прн изменении направления падающе- 
го света или направления магнитной 
индукцин знак э. д. с. ФЭМ-эффекта 
меняется на противоположный. Знак 
э. д. с. ФЭМ-эффекта можно опреде- 
лить по правилу левой руки: если 
левую руку расположить так, что- 
бы вектор магнитной индукции вхо- 
днл в ладонь, а четыре вытянутых 
пальца были направлены вдоль па- 
дающего на образец светового пучка, 
то отогнутый на 90° большой палец 
укажет направление электрического 
поля в образце. 


Такова в общих чертах  качест- 
венная теория ФЭМ-эффекта. Конеч- 
но, эта теория была разработана пос- 
ле детального  экспериментального 
исследования эффекта. Сам эффект 
был обнаружен неожнданно значи- 
тельно раныше создания теории, и 
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сначала он казался удивительным. 
Расчеты, выполненные на основе раз- 
внтой теоретической моделн, дают 
следующую ирнблниженную формулу 
для силы фотоэлектромагнитного то- 
ка / в замкнутой цепи, когда элект- 
роды образца замкиуты  накоротко 
(то есть когда сопротивление внешней 
цепн пренебрежимо мало по сравне- 
нию с сопротивлением самого полу- 
проводника): 


| = КеМ |В |, 
где е — заряд электрона, № — коли- 
чество квантов света, поглощаемых 
1 м? поверхности образца в | се- 
кунду (очевидно, что № пропорцио- 
> 


нально освещенности образца), |В|— 
значение нндукции магнитного поля, 
а К — коэффициент пропорциональ- 
ностн, значение которого зависит 
только от матернала образца. Прямая 
пропорцнональность тока ннтенсив- 
ности падающего света н индукцин 
магнитного поля была выявлена 
уже в первых экспериментах. 

При обычных условиях опыта в 
небольшом магнитном поле —1 Т 
прн освещенностн, создаваемой ес- 
тественным дневным светом (что соот- 
№107 ива), через об- 

мс 
разец  монокристаллического герма- 
ния (шириной 0,01 м в направлении 
магнитного поля) течет фотомагнит- 
ный ток — 10-3 А. 


ветствует 


Зная внешние параметры (М, |В |}, 
можно, измеряя фотомагнитный ток, 
находнть характеристики полупро- 
водниковых  матерналов, которые 
определяют величнну коэффициента 
К. ФЭМ-эффект в современных лабо- 
раторнях стал простым и надежным 
инструментом для определения таких 
параметров, характеризующих каче- 
ство полупроводниковых материалов, 
как время жизни носителей (электро- 
на н дырки) т, скорость поверхност- 
ной рекомбинации $, диффузнонная 
длина Ё, подвижность носителей 
тока и некоторых других. Поясним 
кратко смысл этих величин. 

Как мы уже знаем, под действнем 
кванта света валентный — электрон 
может «оторваться» от атома и стать 
электроном проводимости. Однако 
этот избыточный носнтель тока не мо- 


Рис. 2. 


жет 
нечно долго. 


существовать п образце беско- 
Довольно скоро после 
своего рождения он по тем или иным 


причинам снова становится связая- 
ным. например, присоедннившись к 
ноннзированиому атому (этот иро- 
цесс называется — рекомбипацией). 
Среднее время т существования но- 
сителя тока в свободном состоянии 
называют временем жизни. В разиых 
полупроводпиках это время различ- 
по — от 10-! с до сотых долей сс- 
кунды. Электроны (или дырки) ре- 
комбинируют не только и объеме по- 
лупроводника, но и на его поверхно- 
сти. Величина $, характеризующая 
скорость исчезновения носителей то- 
ка на поверхности, называется ско- 
ростью поверхностной рекомбинацин. 
Длина диффузии носихелей — [, — 
равна приблизительно расстоянию, 
на которое успевают продиффунлиро- 
вать электроны или дырки за время 
своей жизни т. Подвижность носи- 
телей — и — это скорость их пере- 
мещения под действием электриче- 
ского поля с папряженностыью. рав- 
ной еднннце. Эти параметры во мно- 
гом определяют качества иолунровод- 
ников, используемых в электронной 
технике. 

В заключецие опишем один краси- 
вый опыт, который иллюстрирует 
механизм возникновення ФЭМ-эф- 
фекта. Опыт состоит в следующем. 
Из полупроводника (германия) выре- 
зается образец я виде маленького ци- 
линдра. Внутри цилиндра высверлн- 
вается тонкий канал, в который за- 
прессовывается подпятинк из твердо- 
го материала. Образец насаживается 
на иглу (как магинтная стрелка ком- 
паса). Цилиндр помещается между 


2 
„Кв 
Б 8 
в 


полюсами магнита (рисунок 2) и 0с- 
вешается соетом (угол между иа- 
правлением луча света и инлукцией 
магнитного поля @ -> 45°). Тогда 
образец начинает вракаться! Опыт 
наглядно демонстрирует непосред- 
ственное превращение энергин света 
в механическую энергию. Это явле- 
ние можно назвать фотомагнитомеха- 


ническим эффектом. Попробуем 
объяснить происхождение этого 
эффекта. 


Луч света, падающий на боковую 
поверхность цилиндрического образ- 
ца. освещает узкую вертикальную 
полоску небольшой ширины по всей 
длиие цилиядра. Рожденные светом 
лектроны и дырки диффундируют из 
освещенной областн в глубь циличд- 
рического образца. В результате 
действия силы Лоренца на диффун- 
дирующие в магнитном поле элект- 
ровы и дырки возникает э. д. с. 
ФЭМ-эффекта. При этом все процес- 
сы диффузии и рекомбинации рож- 
ленных светом носителей  разыгры- 
ваются в слое образца.  протяжен- 
ностью порядка диффузионной дли- 
ны. Остальная же толща образца 
нпассивна и служит как бы проводин- 
ком, замыкающим на себя э. д. с. 
ФЭМ-эффекта. Весь образец можно 
представить в внде бесконечного чис- 
ла замкпутых контуров-рамок (одна 
из сторон этих рамок -- узкая ос- 
вещенниая полоска поверхности об- 
разца). На каждую такую рамку со 
стороны магнитного поля действует 
момент силы, максимальное значение 
которого пропорционально площади 
рамки и силе тока в ней. Однако в 
силу симметрин цилиндрического об- 
разца все эти рамки можно заменить 


ОДНОЙ «эквивалентной» рамкой, плос- 
кость которой определяется направ- 
лением пучка падающего света. И ес- 
ли угол 9. который составляет плос- 
кость рамки с направлением индук- 
ции магнитного поля. не равен 90°, 
то рамка поворачивается в магнит- 
ном поле (как рамка с током в обыч- 
ном электродвигателе). В опнсанном 
нами опыте 0 ^ 45`. и вращающий 
момент, действующий на эквива- 
лентную рамку, заставляет вращать- 
ся весь образец. При вращении ци- 
линдра под пучок света попадают 
все новые участки его поверхности. 
Поэтому цилиндр будет вращаться не- 
прерывно. 

Если вы разобрались в механизме 
возникновения ФЭМ-эффекта, вы смо- 


жете ответить на такой вопрос: из- 
меннтся лн направление вращения 
цилиндра, если направление поля 
поменять на противоположное? 


Упражнення 


1. Каков знак э. д. с. ФЭМ-эффекта в 
полупроводниках п- и р-типа? 

2. Нарисуйте график зависимости э. д. с. 
ФЭМ-эффекта от силы света. Учтите при этом, 
что при освещении проводимость полупро- 
водника @ состонт из двух составляющих — 
темновой проводимости бт, не зависящей от 
интенсивности света, н добавки а\ (а— 
константа), а силе падаю- 
щего света №: 6—=0.-аМ. 

3. Пусть поглощение света пронсходит 
на достаточной глубине образца. Гибель рож- 
денных светом носителей у поверхности 
происходит быстрее, чем в объеме образца. 
Определнте знак э. д. с. ФЭМ-эффекта. 


Фильм 
о выдающемся 
математике 


Эварист Галуа (1811—1832), 
выдающийся французский 
математик, навсегда вошел 
в нсторию науки *®). Он не 
успел написать много работ. 
В русском издании его со- 
чинения ы черновые наброс- 
ки заиимают всего лишь 120 
страници в книге небольшого 
формата. Однако он по праву 
считается одним из творцов 
современной алгебры. ряд 
понятий которой иосят его 
имя: теория Галуа. группа 
Галуа, поле Галуа. расши- 
ренне Галуа... 

Э. Галуа. интересовался 
следующим вопросом: ка- 
кнм необходимым н достаточ- 
ным условням должны удов- 
летворять коэффициеиты зл- 
гебранческого уравнення, 
п-й степени. чтобы оно ре- 
шалось п радикалах? Перед 
роковой дуэлью.  оборвав- 
щей его жизнь, Э. Галуа 
в течение одной иочи изло- 
жил о письме к другу свон 
результаты, ‘дающие ответ 


®*) Подробно о жизнн н 
творчестве Галуа написано п 
10 номере «Кванта» за 
1973 год. 


На снимке: Марио Гарриба 
в ролн Эвариста Галуа. 
(Газета «Паззе сера») 


на поставленный вопрос. Од- 
нако разработанный Э. Га- 
луа аппарат имел значение, 
цалеко- выходящее за рамкн 
указанной задачи, и явился 
идейной осиовой  дальней- 
шего развития алгебры. 

Жизнь Эвариста Галуа, ко- 
зоткая и трагическая. до кра- 
зв заполнениая творческим 
поиском и политической борь- 
Зой. постоянно прнвлекала 
вннмание многих исследо- 
вателей и писателей. Здесь 
можно напомиить широко 
нзвестные кииги. посвящен- 
ные судьбе этого ученого: 
А. Двльма «Эварист Галуа — 
революционер и математик» 
{М.. «Физматгиз», — 1960); 
Л. Инфельд «Эварнст КГа- 
луа — избранник богов» (М., 
«Молодая гвардия», 1966). 
Теперь образ Э. Галуа на- 
шел свое воплощение и на 
экране. 


«У меня нет времени» 


На голубые экраны Ита- 
лин вышел  трехсерийный 
фильм о велнком француз- 


‘ском математике. Фильм так 


и назван: «У меня нет вре- 
мени». Создатель 6го, ре- 
жиссер Ансано Джанареллн 
(сценарий написан им сов- 
местно с нзвестным поэтом, 
публицистом ин драматургом 
Элоардо Сангвинети), рас- 
крывает короткую и яркую, 
драматическую жизнь Га-. 
луа на фоне важнейших со- 
бытий эпохи: последние годы 
жизни Наполеона, реставра- 
иня Бурбонов, революция 
1830 года, появление на ис- 
торической арене пролета- 
риата. 

Критики 06000 отмечают 
исполнение главной ролн мо- 
водым актером Марио Гар- 
риба. Болыцой вклад н со0з- 
даине телефильма внес иа- 
учный консультант. нзвест- 
ный в стране математнх, пе- 
дагог и редактор журнала 
*Риформа делла скуола». пу: 
блицист Лючно Ломбардо Ра- 
диче. Выступает он здесь и в 
совершенно новом для него 
качестве... актера. Радиче 
сиялся п роли профессора ма- 
тематнки — единственного. 
кто сумел оценить гений: Га- 
луа. творившего в обстанов- 
ке полного непомимання н 
подозрительности со сторо- 
ны представителей официаль- 


ной, академической науки. 
*«Иностранная  зитера- 
тура», 1977, № 8. 


Лаборатормя «Квантаю 


В. Майер, Е. Мамаева 


Два физических 
фокуса 


Вы берете стеклянную трубку с Оттянутым, как у 
пнпетки. концом н показываете ее своим зрителям. 
Другой рукой берете за верхний край стакан с во- 
дой ин тоже показываете его. Опускаете трубку от- 
тянутым концом в стакан и ждете, пока п иее не 
войдет вода. Затем вы закрывасте пальцем верх- 
нее отверстие трубки и выннмаете ее из стакана. 

При этом зрителя обнаруживают, что у нижиего 
отверстия трубки образуются воздушные пузырьки 
(рис. 1). Они растут, отрываются от стенок и под- 
нимаются внутри трУбки вверх. А вода из трубки 
не вылнвается! 

Затем. открыв верхнее отверстне трубки, вы 
выливаете воду обратно п стакан. несколько раз 
плавно машете перед собой пустой трубкой н вновь 
набираете воду из стакана в трубку. Закрыв верх- 
нее отверстие трубки пальцем, вы быстро вынимае- 
те ее из стакана п переворачнваете (рис. 2)— нз труб- 
ки бьет мощный фонтан на высоту более метра. 

Почтн наверняка секрет этих фокусов ие будет 
раскрыт. А он очень прост: в стакане находится 
вода, нагретая до 80—90`С, тогда как трубка имеет 
комнатную температуру около 20`С. С первым фо- 
кусом попробуйте разобраться сами, а второй мы 
поможем вам объяснить. 

Когда в трубку нз стакана попадает горячая 
вода, воздух в верхней части трубки (в свлу его 
плохой теплопроводности) имеет практически ком- 
натную температуру. После того, как вы закроете 
пальцем верхнее отверстие трубки и трубку пе- 
реверчете, горячая вода по стеикам начиет стекать 
вниз, быстро нагревая воздух. Давление воздуха 
в трубке возрастает, и расширяющийся воздух 
«выбрасывает» через узкое отверстие трубки не 
успевшую опуститься вниз воду в виде фонтана. 

В опыте мы рекомендуем использовать стекаян- 
ную трубку днаметром 8—12 мм и длиной 30—40 см, 
маленькое отверстие которой имеет диаметр около 
|] мм. В промежутке между фокусами трубку надо 
как следует охладить (можно даже подуть в труб- 
ку), так как высота фонтана зависит от разности 
температур воздуха ин воды, набранной п трубку. 
Оптимальное количество набираемой в трубку воды 
колеблется п пределах от !/, до '/, объема труб- 
ки и легко подбирается экспериментально. 


Рис. 1. Воздушные пузырьки 
внутри трубки с водой: Г — 
растушия пузырек. 2 — 
всозывающий сверх пузырек 
воздуха. 


Рис. 2 Бьющий из трубкн 
ведянон фонтан, 
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Математический кружок 


ау 
[№ 


Л. Курляндчик, Г. Розенблюм 


Метод 
бесконечного 
спуска 


Какое иррациональное число самое 


«старое»? Несомненно, И 2. Мы не зна- 
ём точно, кто первый доказал ирра- 
цнональность этого числа; однако мы 
убеждены, что сделано было это прн- 
мерно так. 


Доказательство первое 


Допустим, что число /2 рациональ- 
но. Геометрически это означает, что 
днагональ квадрата длины с соизме- 
рнма с его стороной длины а, то есть 
найдутся отрезок длинны 4 и целые 
числа ти П такие, что с— ат, а = 
= ап. Отметим т-—1 точек на дна- 
гонали АС и п--|! точек на стороне 
РС, делящие эти отрезки на кусочки 
длины 4. Отложим на [АС] отрезок 
АК: [АК| = 1АБ|; на |РС|-- отре- 
зок БЕ: ШЕ| = 1КС!. Точки К 
и Е попадут в отмеченные точки 


В 7 С 
К, 
Е 
А о 
Рис. 1. 


(рис. 1). Докажем, что треугольники 
АСР н КЕС подобны. Угол С у них. 
общий. Достаточно, значит, проверить 


|^С| 1Ср] 
равенство ГЕС| = ТАб\ р 
Заметнм, что КС] =с-— а, 
® 
|ЕС | = 2а —с. Поэтому ИКС 
[ЕС 
ое а — 2 90% 
= а ат — дас - ПОСКОЛЬКУ с? = 2а*, 
КС 322 1 ПАБ 
ГЕСЁ — 6—4 “2 = ТАСЁ 
Таким образом, ААЕС, подобный 


А АСО, — прямоугольный равнобед- 
ренный, и мы можем проделать на 
его сторонах такое же построенне, как 
на сторонах треугольника АСР. От- 


ложим на 1ЕС] отрезок ЕК: 
1ЕК, [= |КС|]; на 1КС] — отрезок 
КЕ: |КЕ,|= К.С Точки К, 


и Е, вновь попадут в точки деления. 
Треугольник К.СЁ,! снова окажется 
прямоугольным равнобедренным. Для 
него мы тем же способом построим 
треугольник К.СЁЕ»,; эту процедуру 
можно продолжать без конца. Прин 
этом треугольники К;СЁ, становят- 
ся все мельче, но всякий раз точки 
К; п Е, будут попадать в первона- 
чальные точки деления отрезков АС 
и СР. Но ведь этих точек только ко- 
нечное число! А треугольников 
КСЕ; бесконечно много. Это про- 
тиворечие и доказывает иррацио- 


нальность У2. 

Прошлн века... Появилось алгеб- 
ранческое доказательство, пожалуй, 
более простое. 


Доказательство второе 


Иррациональность И 2 означает, что 
у уравнения х? = 2/* нет решений 
в натуральных числах х, у. Допустим, 
что такие решения есть, и х= м, 
у= п — одно из них. 

Из уравнения следует, что т — 
четное число, т == 2т,. Подставляя 
т = 2т, в уравнение, получаем п*= 
= 2т?, то еть х=п, у=т, — 
тоже решение. Отметим прн этом, что 
п< т, т, < п. Теперь видно, что 
и п — четное число, п = 2п,, сле- 
довательно, 7? = 217. Таким об- 


разом, х=т,, и = п, — решение 
уравнення, при этом т < п, пФ 
< т,. Мы можем поступать так же ин 
дальше, получая все меньшие н мень- 
шие решения уравнения. Но здесь-то 
уже и есть противоречие. Ведь все 
числа т, п, ть, п. ... — натураль- 
ные, т>п>т, > п, ..., а бес- 
конечной убывающей последователь- 
ности натуральных чисел быть не мо- 


жет! Зиачит, наше предположенне 
было ошибочно, ин число У? ир- 
рационально. 


Оба рассуждения по существу про- 
ходили по одной схеме: нредположив, 
что у задачи есть решение, мы строн- 
ли некоторый бесконечный процесс, 
в то время как по самому смыслу за- 
дачи этот процесс должен на чем-то 
кончаться. Подобный метод н назы- 
вается методом бесконечного спуска *. 

Часто метод спуска применяется 
в более простой форме. Предположив, 
что мы уже добрались до естествен- 
‘ного конца процесса, мы вндим, что 
«остановиться» не можем. 


Доказательство третье 


Пусть х=т, у=п — решение 
уравнения х? = 2? с нанменыпим 
возможным х. Число т должно быть 
четным, т = 2т,, следовательно, х== 
--п, у = т, — тоже решение наше- 
го уравнения. Однако ли >> п, что 
противоречит выбору решения т, п 
как «наименьшего». 

Из этого варианта доказательства 
видно, что метод спуска сродни ме- 
тоду математической индукции. Оба 
метода основаны на том факте, что 
любое непустое множество натураль- 
ных чисел имеет минимальный эле- 
мент. Метод спуска наиболее удобен 
для доказательства «отрицающих» 
теорем. 


Метод спуска в задачах 


Задача 1. 
мость 
нения 


Доказать неразреши- 
в натуральных числах иурав- 


8х а 2 = В. 


*) Метод бесконечного спуска изобрелн. 
по-видимому, древнегреческие математики. 
Есть основания полагать, что Ферма пытал- 
ся доказывать свою Великую теорему имен- 
но этим методом. 


Решение. Допустим, что ре- 
шения есть, их =, и=Л, 2 =р, 
{ = г — решение с нанменьшим воз- 
можным х. Из уравнения видно. что 
г — четное число. г = 2г.. 

Подставляя это решение в урав- 
нение и деля на 2, получаем 


4т* + 271 + р =: 871. 


Теперь ясно, что р — четное, р = 
—= 2р,. следовательно, 


2Эт* п - 8р1 = 4п. 


Далее действуем так же: п = 2п,, 


тя + 811 + 4 р = 9. 


Наконен, т = т, 


8т1 -- 4" + 2 = ля. 
Таким образом, х = т, ип, 2= 
= р. г — г, — решение нашего урав- 
нения. Но ведь т, < т! Мы полу- 
чилн противоречие с выбором реше- 
ния 1, л, р, гкак «наименынего». 
Рассмотрим задачу чуть сложнее. 
Задача 2. Доказать неразре- 


шимость в натуральных числах урав- 
нения 


хе у + 2? | и? = Эхуги. 

Решение. Пусть х, у, 2, и— 
решение. 

Так как х? -+ у? - 2? 4+ и? —чет- 
ное число, то среди чисел х, ц, 2, 
и — четное число нечетных, то есть 
либо четыре, либо два, либо нуль. 
Если все Числа нечетные, то х?-+ 
и 2? -- и? делится на 4, а 
2хуги не делится. Если же только два 
нечетных числа, то хе ++ 


+ и? не делится на 4, а 2хуги делится. 


Поэтому все числа четные, то есть 
Хх = 2х, у=2у, 2 = 22, и=2и,. 
Подставив эТи значения в уравнение, 
получаем 


2 я >. 2 
м + и + д + ш=8х 012. Иа. 
Как и прежде, видим, что все четыре 
числа нечетнымн быть не могут. ина- 


2 2 | : 
чех + и + 22 + и! не делится на 8. 
Также не могут быть вечетными ров- 


3 ры 
но два числа, ибо и тогда хт + и +- 


ре. 
+ 22+ и не делится на 8. Итак. мы 
получаем, что все числа четные, то 
есть 


х: = 2х, у: = 2уь 21 =22,, 
и; = Зи.. 
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Поэгому 

+ уз + 22 + ш = З2х угли». 
Рассуждая как и раньше, получаем, 
что х., У., 2, Из — четные числа и 
так далее. Легко понять, что при вся- 
ком натуральном $ 


2 ИЕ | 2 95+ 1 
ж фу; = и: = аи, 
причем 
Хх = 2хь+1; Ик = Уча; 
2, = 2 : И = Зи +1; Е > 1. 


То есть при любом натуральном $ 


х < & 

числа —^—, *, =, —_ - целые.Ну, 
о Е 

а это невозможно ни при каких 


натуральных х, у, 2, и. 

А вот уравнение, у которого бес- 
конечно много решений, но которое 
нсследуется тем же методом. 

Задача 3. Найти все решения 
я натуральных числах уравнения 


ха — 9? - |. 


Решение. Очевидно, что х.= 
=3, цу = 2 — решение ‘ данного 
уравнення. Докажем, что если пара х, 
у — решение, то пара Зх -- 4у; 2х + 
-- Зу — тоже решение. Это следует 
из тождества 


(3х — 45) — 2х + Зи)" = х — 24°. 
Таким образом, 

х. = 3-3 -- 4.2 = М, 

у = 2.3 -- 3-2 == 12; 


хз = 99, уз = 70, и так далее. 

Мы указали бесконечную последо- 
вательность решений ху» И1; Хо, И2;--- 
Докажем теперь, что других чисел, 
удовлетворяющих уравнению, нет. 

Пусть х, у — некоторое решение. 
В таком случае Зх——4у, Зу — 2х — 
также решенне, ибо 

{3х — 45)" — 2{3у—2х)* = х* — 2. 

Из условия 9 = 9х? — 18у? > —2%? 
следует, что Зх >> 4у; а при иу>2 
из условия 4 = 4х? — 85? < у* сле- 
дует, что Зи >> 2х. То есть при у > 2 
мы из решения х. у получаем решение 
х1), 1 в натуральных числах, при- 
чем х( < х, у® < у. Так как этот 
процесс не может продолжаться бес- 
конечно (в любом непустом множестве 
натуральных чисел есть нанменыний 
элемент!), то когда-нибудь мы полу- 
чим решение х®, у"), где и” <2. 
Так как 1", очевидно. не может рав- 
няться |, то \“”=2. Значит, х")=3. 
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А это и означает, что числа хиу 
принадлежат построенной ранее по- 
следовательности. 

До сих пор мы рассматривали 
только уравнения. Теперь решим на- 
шим методом «текстовую» задачу. 

Задача 4. Имеется 2п +1 
гирь, каждая из которых весит целое 
число граммов. Известно, что лю- 
бые 2п из них можно так разложить 
на чашки весов, по п на каждую, что 
наступит равновесие. Доказать, что 
все гири имеют одинаковый — вес. 


Решение. Ясно, что все гири 
одновременно имеют илн четный или 
нечетный вес: вес любых 2 п гирь че- 
тен. Вычтем теперь из весов всех гирь 
вес самой легкой гири (или самых 
легких, если их пнесколько). Новая 
система гирь, очевидно, также удов- 
летворяет условию задачи, причем 
срежи гирь есть «гири» нулевого веса. 
Поэтому веса всех гирь новой снстемы 
четны. Разделив веса всех гирь по- 
полам, мы снова получаем систему 
гирь, удовлетворяющую условиям за- 
дачи, среди которых есть «гири» ну- 
левого веса. Поэтому опять же полу- 
чаем, что вес всех гирь четен, и так 
далее. Из «бесконечного спуска» сле- 
дует. что все «гири» нулевые, а это 
н означает, что все исходные гири 
имеют одинаковый вес. 

Идея бесконечного спуска позво- 
ляет решать некоторые задачи комби- 
наторной геометрии. 


Задача 5. Можно ли куб раз- 
резать на несколько различных ку- 
биков? 

Решение. Сделаем сначала од- 
но очевидное замечание. Пусть квад- 
рат Р разбит на кснечное число раз- 
личных квадратов. Тогда самый ма- 
ленький квадрат не прилегает к гра- 
ннце квадрата Р. 

Допустим теперь, что куб @ уда- 
лось разрезать на различные кубы @,; 
пусть Р — одна из граней 9. Кубы 
О;, прилегающие к Р, порождают раз- 
бнение Р на попарно различные квад- 
раты. Пусть Р, — самый маленький 
из этих квадратов, @, — соответст- 
вующий куб. Р, не прилегает к гра- 
ннце Р, следовательно, он окружен 
большими квадратами. Соответствую- 
щие кубы образуют «колодец», в ко- 
тором лежит кубик @,- 


Р 
Рис. 2. $ 


Пусть Р. — «верхняя» грань (про- 
тивоположная гранн Р,} куба О,. Ку- 
бы, прилегающие к Р:, порождают 
разбиение Р, на различные квадраты. 
Вновь самый маленький из них, Р»,, 


расположен внутри Р:, следователь- 
но, кубы, окружающие соответствую- 
щий кубик @О,, больше @, и снова 
образуют «колодец». Продолжая пост- 
роение н далыше, мы получим беско- 
нечную «башию», состоящую нз все 
уменыпающихся кубов, а это невоз- 
МОЖНО. 

В заключение — задача на клет- 
чатой бумаге. 

Задача 6. Дан лист клетча- 
той бумаги. Доказать, что при п==4 
не существует правильного п-уголь- 
ника с вершинами в узлах решетки. 

Решенне. Вначале докажем, 
что не существует правнльного тре- 
угольника с вершинами в узлах. Дей- 
ствительно, пусть а— длина стороны 
этого треугольннка; тогда а” — целое 
число по теореме Пифагора. Площадь 


_ 
треугольника равна 4* УЗ. то есть 


иррацнональна. С другой стороны, 
очевидно, что площадь любого много- 
угольника с вершинамн в узлах ра- 
цнональна. 

Поскольку в правильный шестну- 
гольник можно вписать правильный 
треугольник с вершинами в его вер- 


шинах, для п=6 утверждение тоже 
доказано. 
Пусть п=-3,4,6. Допустим, что 


Р‚, Р.... Р„ — п-угольник с верши- 
нами в узлах. Отложим от точек 
Р,.Р., ..., Р„ векторы, соответст- 


венно равные векторам Р.Р.; Р-Р. 


.... Р.Р. (рис. 2). Новые точки вновь 
попадут в узлы решетки и образуют 


правильный л-угольник внутри пер- 
воначального. С новым л-угольником 
можно поступить так же, и так далее, 
без конца. Однако квадрат длины 
стороны п-угольника — целое число, 
а при наших постороениях оно все 
время уменьшается! 


Упражнения 

1. Доказать. что основание и боковая 
сторона равнобедренного треугольника с 
углом при вершине 36° несонзмеримы. 

2. Доказать. что число 7 нельзя пред- 
ставить в виде суммы квадратов трех ра- 
циональных чисел. 

3. Решить в целых числах уравнения: 

а) хз— Зу3—923-0; 

6) 5%3--1193--1328= 0. 

4. Доказать, что уравнения 

а) х?-- у 22=2хут, 

6 еи-аА 
не имеют решений в натуральных числах. 

5. Решить в натуральных числах урав- 
нения: 

а) х2-1-(х-- 1) 2-1; 

6) Зх— ти 1=0; 

в) (хг1)8—х3Ы—и. 

6. Доказать. что никакое чнело вида 
4"{8А—1). гле А п п— натуральные, ие 
является полным квадратом и не представи- 
мо в виде суммы двух илн трех квадратов 
целых чисел. 


7. 1. а., .... ап — набор лопарно раз- 

личных натуральных чисел (п`>2). Из 
а, -|- а> 

него получается новый иабор Е ВЕ 

ата, ал—1 + ал а,--а | 

р ах р . 2 О 


из него — следующий, по тому же правилу, 
и так далее. Доказать. что через несколько 
шагов обязательно получится набор, в ко- 
тором не все числа будут целыми. 

8. Дан выпуклый многогранник ин точка 
внутри него. Доказать, что хотя бы один нз 
лерпендикуляров к плоскостям граней, про- 
ведеиных через эту точку, пересекается г 
соответствующей гранью. Верен ли этот 
факт для невыпуклого многограиника? 

9. Пусть ат. а... ..., а,л — произвольный 


набор натуральных чисел. Доказать, что 
если образовать нз него новый набор фи, 


6, В п по правилу Фи= [@н+:—@н, 
2=1.2,..., 21, @,п, |= 1, затем из набора 
1, 6, ..-. 6 т по тому же правилу образовать 


иабор с1. с. ..-, Сп. то через некоторое ко- 


личество шагов мы придем к набору, состоя- 
Щему только из нулей. 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основания журнала. Публн- 
куемые в нем задачи не стан- 
дартны, ио для их решения 
не требуется знаннй, выхо- 
дящих за рамки нынешней 
школьной программы. Нан- 
более трудные задачн отмече- 
ны звездочкой. После фор- 
мулнровкн задачн мы обыч- 
но указываем, кто предложил 
нам эту задачу. Разумеется, 
не все этн задачн публику- 
ются впервые. 

Решення задач нз этого но- 
мера можно присылать не 
поздиее 1 марта 1978 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 20, 
редакция журнала «Кваит», 
«Задачник «Кванта». Пос- 
ле адреса на конверте напн- 
шите номера задач, решения 
которых вы посылаете, на- 
пример: «МА М482 » илн 
«Ф493 ». Решения задач по 
каждому низ предметов (ма- 
тематнке н физнке), а также 
новые задачн просьба присы- 
лать в отдельных конвертах. 
Задачн из разных номеров 
журнала присылайте также 
в разных конвертах. В пнсь- 
мо вложите конверт с напн- 
санным на нем вашим адре- 
сом (в этом коиверте вы по- 
лучнте результаты проверки 
решеннй). Условия  орнгн- 
нальных задач,  предлагае- 
мых для публикации, присы- 
лайте в двух экземплярах 
вместе с вашими решеннямн 
этнх задач (на конверте по- 
метьте: «Задачник «Кван- 
та», новая задача по физн- 
ке » нлн «...новая задача по 
математнке »). 

В начале каждого письма 
проснм указывать ваше нмя, 
фамнлию, номер школы н 
класс, в котором вы учитесь. 


задачнш 


пбанта 


Задачи 
№М481—М485; Ф493—Ф497 


№481. В последовательности натуральных чисел 
@,, а, @з, ... каждый член а,,, равен сумме квад- 
ратов цифр в десятичной записн числа а, (# > 1). 
Докажите, что при любом а, в этой последователь- 
ности встретится число 1 или число 89. 

В Панфилов 
М482. Сечение правильного тетраэдра — четырех- 
угольник. Докажите, что периметр этого четырех- 
угольника больше 2а, но меньше За, где а — длина 
ребра тетраэдра. 

В Произволов, А. Савин 
М№М483. а) Докажите, что отношение радиуса впи- 
санной окружностн прямоугольного треугольника 
к сумме квадратов длин медиан, проведенных из 
острых углов, не превосходит 1/5. 
6) Найдите нанбольшее значение, которое может 
принимать это отношение. 

Я. Темралисв 
№484. При каких п существует выпуклый п-уголь- 
ннк, который можно разрезать на несколько пра- 
вильных многоугольников ‚(не обязательно одина- 
ковых)? 

С Н. Миронов 
М485*. а) Докажите, что число е заключено между 


/ . | \а | \1+1 
чнслами ап = =. = и 5, = (1 = = при 


любом натуральном п. 
6) Докажите, что последовательность с„= 


-= (1 + = ) (1 — -= монотонно возрастает, а по- 


следовательность 4; = [1 + я | (1 + ==} моно- 


тонно убывает. 

в) Разделим отрезок [а„; $,] на четыре равных 
по длине отрезка. В каком из них лежит число е? 

г) Разделим отрезок |а„; 6„| на восемь равных 
частей. В какой из них лежит е? 

д) А если отрезок [а„; 6„| разделить на 2 рав- 
ных частей (в этой задаче интересно получить от- 


вет для достаточно больших п, например, для п > 
> 2)? 


(Напомним, что е — Шт (1 > =} =1,718..., — 


ие 
см. учебник «Алгебра и начала анализа 10», пп. 106, 
НЗ.) 


Т. Мартыненко, 
Р. Ушаков 


$493. Какое влияние оказывает Луна на траекто- 
рию движения Земли вокруг Солица? 


Ф494. В схеме, изображенной на рисунке 1, К, =: 
= 90 Ом, В, = 300 Ом, Ю, = 60 Ом и ЕЁ. = 
= 900 Е. Каковы значення К н Ё,, если через 
гальванометр С ток не идет независимо от того, 
подключен к клемам а и 6 источник постоянного 
или переменного тока? 

ХХ! Олимпиада ПИР (1975 г.) 


Ф495. Три несмешивающиеся жидкости с плотнос- 
тями р, 9. и 0. заполняют замкнутую тонкую 
цилиндрическую трубку, образующую  кольшо, 
плоскость которого вертикальна (рнс. 2). Жид- 
кость с плотностью о, заполняет дугу кольца с уг- 
лом @,, а жидкость с плотностью р. — дугу с уг- 
лом &,. Какой угол образует с вертикалью радиус 
кольца, проведенный к границе этих жидкостей? 
Поверхностными эффектами пренебречь. 


Ф496*. В цилиндрический конденсатор в точке А 
впускается слегка расходящийся пучок положи- 
тельных нонов с малым углом раствора & (рис. 3). 
Все ионы в пучке имеют одинаковую энергию. Те 
ионы, у которых вектор скорости в точке А на- 
нравлен перпендикулярно АО, движутся по ок- 
ружности радиуса |АО|-г,, концентрической с 
обкладками конденсатора. Доказать, что пучок 
ионов будет фокусироваться в точке В такой, что 


АОВ =л| 2. Определить максимальную ширину 
пучка. 


Ф497. Диск радиуса г, вращающийся с угловой ско- 
=> 


ростью ®, бросают со скоростью и под углом & к 
горизонту. Плоскость диска во время его движения 
‘остается вертикальной. Найти радиус кривизны 
траекгорни самой верхней точки диска в тот момент, 
когда диск достигнет максимальной высоты своего 
подъема. 
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№436. Дано 20 чисел ат, 
и, ---, @ю, В бе ---, Во: 
Докажите, что множество 


из 100 чисел (необязательно 
различных) о, а -- 
+ 6%, ---. @0 + Бо можно 
разбить на 0 подиножеств, 
по 10 чисел в каждом так, 
чтобы сумма чисел и каждом 
подмножестве была одной и 
той же. 


ь, ь. 5. 


Рис. 1. 


М437. Докажите, что нечет- 
ное число, являющееся произ- 
ведением п различных про- 
стых множителей, можно 
представить в виде разности 
квадратов двух натуральных 
чисея ровно 21-\ различными 
способами. 


№438. В данный сегмент впи- 
сываются всевозможные пары 
касающихся окружностей 
Для каждой пары окружно- 
стей через точку касания про- 


. 9 


ыыы ь.. 


Решения задач 
№436 —М440; Ф448, Ф450--Ф452 


Запишем наши 100 чисел в квадратную таблицу так, как изоб- 
ражено на рисунке 1; на пересечения г-й строкн н ;-го столб- 
ца поставнм число а;-6;. Образуем теперь 10 подмножеств 
так, как показано иа рисунке 2 (на рисунке клетки-чнсла, 
относящиеся к одному н тому же подмножеству, обозначены 
одной и той же цифрой). Легко видеть, что’в каждом столбце 
(в каждой строке) есть представители всех подмиожеств, так 
что нндексы Ги | чисел а; т Ву. входящих в каждое из под- 
множеств, принимают все значения от 1 до [0 (ровно по од- 
ному разу}. Поэтому сумма чисел в каждом из подмножеств 
одна и та же: а-га.-[.. На НТ --. ТЫ: о. 


С. Берколайко 


Вэ о 12345 67 
[89 [0] 112 [3145 6. 
[678912345 
567] 89 ю 1234 
[456 [7189 Ю 123 
6 тв ют |2 
[4567819 ют 


Рис. 2. 


Представлению иечетного числа а в виде разности двух квад- 
ратов в — х? — у* соответствует его разложенне в произве- 
дение двух множителей п = (х — и) {х -1 и). Это соответст- 
вие взаимно однозначно: по каждому разложению а == г49 
(где г < 4) из системы уравнений х—у=г, х+иуи=а 
однозначно определяются х == {г - 9) и у= (9— г) 
(поскольку п иечетно, оба множителя ги 4 тоже нечетны). 
Выисним. сколькими способами можно разложить чнсло 
й =: ра. -.- Рп. Где р.Ро, ..., Рв различные простые множи- 
тели. в произведение двух натуральных чисел: а == гд. Из 
п множителей р..... ‚ р» можно 2° способами выбрать некото- 
рое {в частности, пустое) подмножество — пронзведеиине этих 
миожителей даст г. а произведеине остальных — 9 (пустое 
подмножество соответствует единице) Таким образом, всех 
представлений и = 79 существует 2”. а таких, в которых 
г < 9, — вдвое меньше: 27-1, 


О. Гончарик, С. Сергей 
Ф 


Докажем. что все эти прямые проходят через точку М — 
середииу дуги сегмента, дополняющего данный сегмент до 
круга. Обозначим границу этого круга через у “(рн 3) 

Через К обозиачим точку пересечения диаметра ММ 
окружности Т к хордой АВ даииого сегмента. Пусть 1 н 


водится касающаяся их пря- 
моя. Докажите, что все эти 
пряные проходят чергз одну 
точки. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


М439. 2) Докажите. что урав- 
нение з 
‘аж фх Е схт-=1 

(где а, 6, с — действитель- 
ные, Ги т — натурале- 
ные числа) имеет не более 
трех положительных корней. 

6) Докажите, что 
уравнение 


ах -Назх" ь 
4...ахи=1 


у: — две произвольные окружности. вписанные в сегменг и 
касающиесн друг друга в точке Р: Си О — точки касания 
фунт с окружностью 1". Ё и Ё — точки пересечения отрезков 
МСи МО су, ч1, соответственно. Рассмотрим гомотетию Г, 
с центром С и коэффициеитом. равным отношению раднуса 
окружности у К радиусу окружности ф,. Очевидно. что 
Г (у) = У, и прямая АВ. касательная к у; и перпендикуляр-. 
ная МУ. переходит в прямую {. касающуюся окружности у 
в точке 11: Г, (АВ) = {. Кроме того. Г (ЕЁ) = МЕ]. откуда 
получаем, что ЕЕ [АВ]. Аналогичио доказывается, что н 
Ре (АВ |. 

Далее, из подобия прямоугольных треугольников МСУ 
н МКЕ (см. рнс. 3) следует, что |ММ|. [МК] = |МС]х 
Хх |МЕ|. Аналогично |ММ]. |МК|] = |МЬ].|МЕ|. От 
сюда |МС|. |МЕ|- |МО|. [МЕ]. 

Докажем теперь. что прямая МР (напомним. что Р — 
точка касакия окружностей %, и },) является касательной 
кф и 7. Оброзиачим через Р;нР, вторые точки пересс- 
чения прямой МР с окружностями 7}; н 77. соответственно. По 
свойству секущих |МР|. |МР.| = М1. |МС|— |МЕ|х 
х [МО] = МР]. |МР,|. откуда |МР,| = |МР.|. то есть 

1 =Р.. Поскольку окружности %, и у. нмеют одну об- 
щую точку Р, то Р, = Р, == Р. Следовательно, МР — общая 
касательная к, Ифо. 

Итек. мы доказали, что каковы бы им были двс касакищие- 
ся окружности. вписанные в сегмент, их общая касательная, 
проведенная через точку касания. всегда проходит через точ- 


. ку М. Из этого и следует утверждение задачи. 


Большииство читателей решали эту задачу с помощью ин- 
версии (см. «Квант» 1971, № 8. с. 23 и 1977. №6. с. 38). 
Приведем одно из таких решеиий, не требующее вычислений: 


`нужио лишь знать. что инверсня переводит окружности в 


окружности (прнчем прямые счнтаются «окружиостями, иро- 
ходящими черёз бескоисчно удалениую точку» ©} и сохра- 
нияет углы между ними в точках пересечения. 

После ниверсии с центром в точке Р из рисунка 4, и по- 
лучается рисунок 4, б (при этой инверсии Р — со. со — Р. 
А-—А', В В’ ит. д.: раднус инверсии пронзволен). 

Образы сииих окружностей’— параллельные прямые, 
поэтому полученная картика нмеет ось симметрии р’. прохо- 
дящую через точки А’и В’. 

Докажем, что окружность р. образом которой служит 
прямая р’, — одна и та же для любой точкн Р (хотя инверсии 
для разных точек Р будут, конечно, разкыми, так что ри- 
сунок 4. б завнсит от выбора Р). Заметим, что р’ делит попо- 
дам углы между у’и 6’. Значит р — окружность. проходя- 
щая через точки А, В, Р — делит пополам угвы между у 
иб (в точках А и В). а этим условнем окружность одиозиачно 
определяется. 

Докажем, что любая прямая МК проходит через центр 
окружиости р. Поскольку прямая Л1'К’ перпендикулярна р. 
прямая МК пересекает р под прямым углом, то есть прохо- 
дит через ее цеитр. (Нетрудно увидеть из свойства, определяю- 
щего р. что этот центр — точка М. делящая пополам дугу 
АВ). Из этого решения также видно, что |МР | не завнситот Р. 

Н. Васильев, 
3. Скопец 


Ф 


Начнем с задачи 6) (задача а) следуст нз 6)). Заметим что еслн 
уравиеиие 


т рак =: {1} 


где А, В., ..., Вл — любые действительные (а ие обязательно 
1 ? 


натуральные) числа. имеет более п положительных корней, 
то уравнеиие 


ах к-та 10, ‹ (1) 


получеииое нз (1) дифференцированием обенх частей, нмеет 
более п — | положительных корней (см. рис. 5). Поделив обе 
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{где а. аз. .... ап — действи- 
тельные, №, Ко. -.., в — на- 
туральные чисяа) имеет не 
более п положительных кор- 
нен. 


8) Докажите, что 
уравнение 
ах(х-- ПР-Ьх(х- 1)9-- 
ох г = 1 


(20е а. В, с — действитель- 
ные. В. т, р. 9. г — на- 
туральные числа) имеет не 
более 14 положительных кор- 
ней. 


Рис. 5. 
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части уравнения (1”} на { —пих*в— '). получим уравнение 
хе и бо ва +... Нада в = @) 


(нмеющее более п — | положительных корней). Продифферсн- 
иировав обе части уравиения (2}, получим уравнение 


ое о: - фх* п —1 НЕ . 

Е Бук т -г а №0, (0>) 
имеющее более п —2 положительных корней. Поделив обе 
части {2’) ма (—Б_1‹“п-1-®п—1), получим уравнение 


сах соты... спал т- йа 0. (3) 


имеющее более п — 2 положительных корней. 
Проделав указапные действия п — 1 раз, мы придем к 
уравнению 


&х = В {т = К —.), 


которое, ш снлу сделаниого предположення относительно 
уравнения (1), должио иметь более одиого положительного 
кория. Но это невозможно; значнт, нсходное уравнение (1} 
пе может иметь более п положительных корней. Утверждение 
задачи 6) доказано. 


Перейдем к задаче в). Нам понадобится следующий факт. 


Пусть Ри (х) — многочлен от х степени т. Тогда пронз- 
водная выражения  хА(х + П7РЬ (х) — нмеет вид 
5-х ПРЕ Рин, (<). где Ртч (х) — миогочлен от х 
степени тг |1 ( и р — любые действительные числа). 
Действнтельно, 
ыы (х -- ПР Р» (х))" = хА-1 (х -— 17 Рт (х) -- 
+ рх* (х-- Р-Р, (х) + х® (х + РР, (к) = 
2х (к + ПРЕ [А (хе - 1) Ри ©) + рхР (®) + 
ха ОР (ыек- (х + 1)2-1 Риз ©, 


тде Ри: (х) — многочлен степени г -- Т. записанный в 
квадратных скобках (папомним, что степень многочлепа 


Ри(х) равна т — |). 
Предположим теперь. что уравнение 
ах" (х т ПР-- ох! (х ++ 19 4- сх" (х + ПГ = (4) 


имеет болсе 14 положительных корней. Тогда. так же как и в 
задаче 6). уравиеиие. получениое из него дифференцировани- 
ем обенх частей. имеет более 13 положительных корней. Это 
уравнение будет такого вида (см. доказаниое выше правило 
днфферепцирования}: 


А-а (+ ПА, ©) хх + 19 В, ©) 
- хт- (х- ПС х= 0 (4’) 
{числа А, р, [. 9, т, г могут быть любыми действительными; 
А, (х). В, {х). С, (х} — многочлены первой степени). 
Поделив обе части уравнсиия (4) на х"-1 (х — |)г 


(это. — «законная» операция: нас интересуеют только положи- 
тельные корни!). мы получим уравнение 


хх РАО -т о 1) °В, (х)--С, {х)-=0, (4”) 


имеющее более 13 положительных корией. Продиффереициро- 
вав обе части уравнения (4””) два раза, получнм уравнение 
хате? (х | 1-72 А, (х) += -т-2 (х -- 097-28, (о, (5) 
нмеющес более 1! положительных корней (продумайте это!). 
Поделив обе части уравиения (5) на х!-"-? (х - 1)9-7-?, по- 
лучим уравнение 


ЖА! (х -- 17-9 Аз (х) -- 83 ®) =0, (5') 


№440. Куб 100Х 1005.100 со- 
ставлен из миллиона единич- 
ных кубиков. Назовем нампу- 
ром прямую, проходящую че- 
рез центры кубиков п парал- 
лельнуию ребрам куба. 

а) При каком наимень- 
шем Х можно провести Х 
непересекающихея  шанпуров 
так, чтобы к ним нельзя 
было добавить еще один не 
пересекающий их шампур? 

6) При каком наиболь- 
шем Х можно провести ЗХ 
непересекающихся шампуров 
так. нтобы среди них было 
Х шампуров каждого направ- 
ления? 


Рнс. 6. 


Рис. 7. 


по-прежиему имеющее более |! положительных корней. Про- 
диффереицировав обе части (5’) четыре раза, получим урав- 
нение 


хЕ-1-а ЕР О. (6) 


имеющее более 7 положительиых корисй. что невозможно, 
поскольку все положительные корни могут быть только среди 
корней уравнения А; (х) — 0, а это уравнение имеет не бо- 
лее семи корней {А; (х) — многочлен седьмой степенн!). 
Получениое противоречие доказывает утверждение задачи в). 


«1. Таманов 
Ф 


а) На рисунке 6 показано, как можно провести 297 шамнуров 
с соблюдением условий задачн. Докажем. что меньшим коли- 
чеством шампуров обойтись нельзя. 

Пусть удалось провести Х пепересекающихся шампуров 
так, что к ним нельзя добавить уже ин одного шампура, прн- 
чем пусть Х < 397. Тогда шампуров какого-то направления 
не больше. чем 98 (пусть их У: У =: 98). Рассмотрим про- 
извольную плоскость. проходящую через центры кубиков 
перпендикулярно выбранному направлению. После проведе- 
ния У шампуров выбранмого направления в этой плоскости 
можно провести по крайней мере еше 100 — У шамнуров 
какого-то нз двух оставшихся изправдений. Подсчитаем те- 
перь общее количество шампуров. Имеем } шампуров выб- 
ранного паправления илюю но крайней мере 100 — У’шамипу- 
ров в каждой нз’ ста пери сидикулярных выбравному направ- 
лению плоскостей (иначе можно будет добавить сще шампур). 
Итак. получаем 
Х > У-+ 100 (100 — У) = 100—99У> 

> 100?—99.98 — 298, 
что противоречит предположению Х < 297. Таким образом. 
мы доказали. что меньше 297 шампуров с соблюденнем усло- 
вий пуикта а) задачи провести нельзя. 

Перейдем к решениюо задачи б). 

.б) Раскрасим проведенные шампуры в три цвета: крас- 
ный. синий и зеленый — шампуры каждого направления — 
В свой цвет. Пусть шампуров красного цвета — К штук. сн-. 
него — С. зеленого — 3. Плоскости, проходящие через цент- 
ры кубиков и перпендикулярные красным шампурам, будем 
пазывать красными. перпендикулярные синим — синими, 
ни зеленым — зелеными. 

Обозначнм через Кс количество снинх плоскостей. в ко- 
торых лежат красные шампуры. через Кз — количество зе- 
леных илоскостей, в которых лежат красные шампуры; ана- 
логично введем обозначения Ск. СЗ. Зк и Зс. 

Так как каждый красный шамнур есть пересечение синей 
н зеленой плоскостей, то’ 

К -= КЗ. Кс. 


С = Ск. 53. (1) 
3 == Зс-Зк. 
Кроме того, так как в одной и той же красной плоскости 
не могут лежать одновременно сиинй и зеленый шампуры. то 
Ск + Зк = 100 
(мы рассматриваем толькс плоскости. проходяшие через 
центры кубиков. так что плоскостей каждого иаправления —- 
по 100 штук). 
Аналогичио 


Аналогично 


КЗ абз = Ю0. 
Нспользуя неравенства (1). (2) ин теорему о средием ариф- 
метическом п среднем геометрическом”). получаем 


* Для произвольного п эта теорема записывастся гак: 


а @, +... а 
пусть ар>0, а2>>0, ..., а» 20; тогда Не 
Л —Щ[Щ[Щ[и—Ь—ьЪ ь у 
=>у во а. Это неравенство называют неравенством 
Коши. 
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Ф448. Почему бревна. плы- 
вущие по реке. ориентирова- 
ны всегда по течению, п не 
поперек его? 


Ф450. Ядро массы т, летя- 


щее со скоростью из. распа- 
дается ни лету на два оди- 
наковых осколка. Определить 
максимально возможный угол 
между вектором скорости од- 
н0го из осколков п вектором 


9 если при распаде покоя- 
щегося ядра осколки имеют 


>< - 
скорость [и < |. 


Рис. 9. 


Ф451. Нарисуйте пример- 
ный график зависимости тока 
через сопротивление Ю от по- 
ложения движка потенцио- 
метра (рис. 10). При каком 
значении У-=хИ этот ток 
максимален? 


К-С-3 < Кз-Кс’Ск-Сз-Зс-Зк = 


| 6 
< [5 (++... +3) < в. 
откуда Х = 2500. 

Пример расположения 2500 шампуров в соответствии с 

условиями задачи 6) ирнведен на рисунке 7. 
Н. Нецветаев, 
С. Фомин 

® - 


Действие сил трения приводит к тому, что в русле реки уста- 
навливаетсн онределенное распределение скоростей различных 
частей потока. Тонкие слои жидкости. примыкающие к бере- 
гам (и дну реки}, неподвижны, а по мере приближения к се- 
редине реки (и к поверхности воды) скорость воды непрерывио 
возрастает (рис. 8). | 

Если в реку поместить бревио, расположенное под углом 
к течению, то та часть бревна, которая находится ближе к 
берегу. будет двигаться с меньшей скоростью, чем часть брев- 
на. находящаяся ближе к середине реки. Это приведет к 
тому. что бревно начнет поворачиваться. И будет поворачи- 
ваться до тех пор. пока ближайший к середиие реки торец 
бревна ие окажется впереди, а само бревио ие будет ориенти- 
ровано по течению. 


Ф 


Скорость и одного из осколков ядра равна 


= - - - 


в=щ- о. 


где и, — его скорость до распада ядра. а и — скорость оскол- 

ка относительно нокоящегося ядра (то есть в той системе ко- 
ординат, в которой ядро до распада поконлось). 

-. 
Расположим вектор и так, как показаио на рисуике 9. 
9 —> 

Конец вектора п может лежать ина окружности радиуса ||. 

м } 

Из рисунка 9 видно, что вектор и составляет максимальный 


> > > 


угол х с вектором и. если угол между векторами и и и ра- 
вен 7:2. В этом случае 


Ф 


Подвижный контакт (движок) делит сопротивление г потеицио- 
метра на две части. Обозначим их через г, нл» (рис.11), причем 


Га = мун г. = ГЫ И), (1) 
Общее сопротивленне Ю цени равно 
‚В 
о г (2) 


(считаем, что внутреинее сопротивление источника входит в 
Ю!). Ток в цепи 


о ту 
Рис. 12.. 


$452. Дя чего делают рес- 
соры и автомобиля? 


А (3) 


Обозиачим через / и /, токи, текущне через сопротивле- 
ния А и г; соответственно. Тогда 


Ю=1-т А (4) 
Мз соотношеиня 
В = Гл 
с учетом (2). {3} и (4) получаем 
Ы 


= 
Г пю \, В,’ 
(в, а Е)! те ) 


Подстановка в это выражение значений г, иг. из (1) позволяет 
прнвести его к виду 
“ 


= 
ов 
Дт т. 


В, ‹ 
где А=В, г, в-в(1+-7°). 
Исследуем зависимость / от у. Рассмотрим сиачала два 
крайних случая. Если у -» 0 (движок потенциометра прибли- 
жается к крайиему правому положению), то 


—-- со.н 1-0. 


у 


Если у -+ | (движок приближается к крайнему левому поло- 
жению). то 


Ы ыы 
1 ДУБ “ВЕКОВ - 


Для того чтобы выяснить характер изменения тока, найдем 
производную /” от / по и: 


р _ (+89 _ 
фт в° 


При всех возможных значениях и (от 0 до 1) /" >> 0. Это озна- 
чает, что с увеличением у ток монотонно увеличивается, ири- 
чем кривая / (у) вогнута (рис. 12}. 


Ф 


Движение автомобиля, как правило. сопровождается случая- 
иыми толчками. связанными г неровностями дороги „Эти 
толчки вызывают вынужденные колебания автомобиля в целом 
и отдельных его частей (кузова, передией и задней осей ит п }. 
На практике чаще всего прнходнтся встречаться с вертнкаль- 
ными колебаниями, так называемым *подпрыгиваинем» 
В зависимостн от рельефа дороги при определенных скоростях 
движения автомобиля амплитуда такнх колебаний может стать 
очень большой, возникнет резонаис. 

Известно, что амплитуда вынужденных колебаний зависит 
от того. насколько частота этих колебаний близка к частоте 
&, свободиых колебаний системы. Чем дальше частота вы- 
нуждеиных колебаний от у, тем меньше амплитуда колеба- 
ний. В случае колебаиий кузова ина рессоре 

Е 


И, 


где А — жесткость рессоры, г — масса кузова. Чем меньше 
жесткость рессоры, тем меньше частота свободных колебаний. 
Следовательно. подбнрая жесткость рессоры соответствующим 
образом. можно добиться того. чтобы частота толчков от ие- 
ровностей дороги была намкого больше 5. Тогда толчки пе 
будут оказывать заметных ударов на автомобиль. Таким обра- 
зом. рессоры служат для создания комфортабельности при 
езде на автомобиле. 

З. Абарбалель 


По страницам школьных учебников 


Б. Ивлев 


Вопросы 
по геометрии 


АД. Земляков, 


На каждый из перечисленных ниже вопро- 
сов дано 5 варнантов ответа (а, 6, в, г, д}, 
из которых в точности однн — правильный. 
Попробуйте найтн правильные ответы на 
все вопросы Сверьте свои ответы с приве- 
денными в конце номера Для выполиения 
этого задания ие требуется ‘специальных 
знаний, выходящих за рамки школьной про- 
граммы. 


А. Геометрические преобразования и 
векторы 

1 (УП). Сколько существует 
перемещений плоскости, отображаю- 
щих первый из указанных на рисунке 
отрезков (сторон прямоугольника) на 
второй (см. рисунок)? 


а) Олно, 6) два, в) три. г) четы- 
ре, д) бесконечно много. 

2 (1Х). Сколько существует пере- 
мещений пространства, отображаю- 
щих данный отрезок на себя? 

а) Одно, 6) два, в) три, г) че- 
тыре, д) бесконечно много. 

3 (УГ). Треугольники Т, н Т, 
на плоскости подобны с коэффициен- 
том подобия 2. Сколько существует 


*) После номера вопроса указаны клас- 
сы, на которые он рассчитан 
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треугольников, гомотетичных Т, с за- 
данным центром гомотетии и конгру- 
энтных треугольнику Т,? 

а) Один, 6) два, в) три, г) бес- 
конечно много, д) ни одного. 

4 (Х). В пространстве даны два 


отличных от 6 вектора ан Б. Сколько 
существует векторов г длины | та- 


ких, что х.а = Оби х. в = 0? 
а) Ни одного, 6) один, в) два, 
г) бесконечно много, д) ответ завн- 


сит от а и 6. 
Б. Взаимное расположение прямых 
ц плоскостей 

5 (УПП. В плоскости даны три 
точки, не лежащие на одной прямой. 
Сколько в этой плоскости есть прямых, 
равноудаленных от данных точек? 

а) Одна, 6) две, в) три. г) беско- 
нечно много, д) ни одной. 

6 (1Х, Х). Сколько существует 
плоскостей, равноудаленных от четы- 
рех данных не принадлежащих од- 
ной плоскости точек? 

а) Одна, 6) три, 
г) семь, д) ни одной. 


7 (УШ, Х). Сколько существует 
прямых, разбивающих данный тре- 
угольннк на две части равной пло- 
щадн? 

а) Одна, 6) две, в) три, г) шесть, 
д) бесконечно много. 

8 (ИХ, Х). * Сколько существует 
прямых, пересекающих каждую нз 
трех данных попарно скрещивающих- 
ся прямых? 

а) Бесконечно много, 6} ни одной, 
в) одна, г) две, д) три. 


9 (ИХ, Х). Ортогональная про- 
екция прямого угла АОВ на некото- 
рую плоскость есть угол А.О,В.. Ка- 
кне значения может иметь величина 
угла А.О.В,? 

а) Только 90°, 6} любое от 0° дв 
180°. в) любое от 0° до 90°, г) любое 
от 90° до 180°, д} любое от 45° до 135°. 


10 (Х). Плоскость пересекает куб, 
но не проходит ни через одну из его 
веригин. Сколько ребер куба может 
пересекать эта плоскость? 

а} 3 или 4, 6) от 3 до 5, в) от 3 
до 6, г) от 3 до 7, д) от 3 до 10. 


в) четыре, 


| 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Из спичек сложили неверное 
равенство (см. рисунок). Переложите 
в этом равенстве одну спичку так, 
чтобы получить верное равенство. 

- 2. Сколькими способами можно 
прочитать слово МАРШРУТ на ор- 
наменте, изображенном на рисунке, 
если начинать можно с любой буквы М, 
а каждую последующую букву выби- 
рать нз соседних клеток (соседними 
считаются клетки, нмеющие либо об- 
щую сторону, либо общую вершину)? 

3. В каждом из этих двух ребусов 
зашифрован процесс сложения стол- 
биком. Одинаковым буквам соответ- 


ствуют одинаковые цифры, разным-- 
разные. Расиифруйте примеры. 


4. Произведенне двух двузначных 
чисел делится на 12]. и является четы- 
рехзначным числом, в записи которогс 
участвуют лишь две цифры, причем 
каждая из них по два раза. Найдите 
эти числа. 
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Е, Сел 
ДОКАЗАТЬ МОЖНО 
= ИФ АЗАТЬ НЕЛЬЗЯ 


— Пан. а. пап! А белка кушает кед- 
ровые орешки? 
— Да. доченька. 
— А кедр — это такая травка? 
— Ну что ты. Тапюша! Кедр — это 
дерево! 
— Если бы моя белка была не ку- 
кольной. а пастоящей. и взяла бы ее 
а лес. И если эта белка на какое-ни- 
будь дерево запрыгиула,— значит. это 
кедр. 

(Из разговора маленькой Танюши) 


Трудно сказать, с какого возраста мы 
начинаем заниматься доказательст- 
вами. Может, с того времени, когда 
начинаем слушать и понимать сказ- 
ки, когда свои куклы превращаем в 
героев услышанных сказок, переме- 
шивая детскую фантазию «со взрослой 
былью». Примером может служить 
только что приведенный разговор. Вза, 
наверное, заметили. что в разговоре 
маленькой Тани содержится (может 
быть, первое в ее жизни) доказатель- 
ство. Смотрите, она считает, что: 

1} белка кушает кедровые орехи; 

2} кедр — это дерево’ 

3) белка влезла на данное дерево. 
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ев 


На этом основанни Таня делает 
вывод, что данное дерево — кедр. 
Правда, Тавин вывоз ощибочей. Что- 
бы этот вывод был верен, нужно еще 
одно условие: 

4) если дерево — не кедр, то белка 
на такое дерево не полезет (иначе: 
из всех деревьев белка влезает только 
на кедр). 

Посмотрим, однако, на Танино до- 
казательство с другой стороны. В ее 
распоряжении были три перечислен- 
ных условия. Можно лн на их основе, 
не пользуясь никакими другими ус- 


ловиями, доказать полученный вы- 
вод? — ‚Конечно, нет! А опроверг- 
нуть? — Тоже нет! Может оказаться, 


что дерево, на которое влезла белка, — 
кедр. и тогда вывод верен, но с та- 
кнм же успехом белка может влезть 
на березу, и тогда вывод неверен. 


Математик сказал бы, что Танино 
заключение независимо от ее трех 
условий. 


И все-таки... и в более старшем 
возрасте мы тоже иногда допускаем 
аналогичные ошибки. Сомневаетесь? 
Тогда послушайте историю, которая 


произошла с нашим славным шестн- 
класеником Степой Мошкиным и его 
друзьями при изучении ними геомет- 
рин. 


1. Степа и его друзья ищут дока- 
зательство 


—Третье свойство расстояний подозрн- 
тельно! Почему оно дается без до- 
казательства? Кажется, его можно 
доказать с помощью первых двух 
свойств расстояний! — глубокомыс- 
ленно произнес Степа. 

На другой день этим занимались 
все друзья Степы, увлеченные его 
ндеей. Их усилия не были напрас- 
ными: вскоре были найдены сразу 
несколько доказательств. 

Прежяе всего напомним читателям 
свойства расстояний. Их, как вы 
помните. три. 

+. Расстояние от точки А д0 точ- 
ки В положительно, если они` различ- 
ны, и равно нулю, если они совпадают: 


|4В!>0, если АВ, и |ЦАВ|-0, 
если А=В. 


2. Расстояние от точки А до точ- 
ки В равно расстоянию от точки В 
до точки А: 


В|= 1ВА |. 


3. Для любых трех точек А, В, С 
расстояние от А 00 С не больше 
(меньше или равно) суммы расстоя- 
ний от А д0 Виот В 40 С: 


АС |= АВТ |ВС|. 


А теперь познакомьтесь с одним 
из доказательств Степы и его друзей. 
Надо доказать. что для любых 
трех точек А, В, С выполняется та- 
кое неравенство:  |АС|] < АВ|-+ 
-- 18ВС|. Допустим. что это не 


так. Пусть 


мС| > В] т ВС]. (*) 
Ток как А. В, С — любые три точки, 
то пусть, например, точка В совпа- 
дагт с С, точка А отлична от В: 
В = С, А = В. Поскольку в этом слу- 
чае |ВС| = 0 (по свойству 1), то из 
(*) получаем. что ЦАС|]>> ЦАВ|. 
С другой стороны, поскольку точки В 
и С совпадают. |АС\-- АВ]. При- 
шли к противоречию: |АС|> |АВ] 
и МС] -= АВ]. Следовательно, до- 
пущение, что |АС| > АВ] + 1ВС|, 
неверно. Остается, естественно, что 
АС|1 = АВ] + 1ВС|, то есть свой- 
ство 3 выполняется! 

Стена Мошкин и его друзья лико- 
вали. Доказательство третьего свой- 
ства расстояний найдено! Причем это 
доказательство использует только 
первое свойство! Отсюда — новая 
идея: а нельзя ли доказать и второе 
свойство расстояний с помощью пер- 
ВОГО? «Математическое общество» Сте- 
пы Мошкина с удвоенной энергией 
принялось за работу. Неизвестно, ког- 
да и чем бы это все кончилось. если бы 
не Петр Иванович. 


2. Доказательства не существует! 


На очередном уроке по геометрии 
Степа и его друзья познакомили с 
найденными доказательствами Петра 
Ивановича. Тог внимательно выслу- 
шал их и сказал. 

— Знаете, в каждом из ваших до- 
казательств содержится ошибка. Но 
самое главное це в этом. Я мог дать 
такой ответ. не знакомясь с вашими 
доказательствами. С помощью первых 
двух свойств расстояний третье свой- 
тво вы не докажете! 

— Как! — воскликнул Степа. — 
Этого быть не может! А если бы до- 
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казательство было сделано други- 
ми?... Ну, например, десятиклассни- 
ками?... Или каким-нибудь ученым, 
академиком?! 

— Никакой ученый, друзья. этим 
заниматься не станет, потому что он 
наперед знаст о невозможности та- 
кого доказательства. И десятикласс- 
ник не будет делать таких попыток, 
если он достаточно хорошо знает ма- 
тематику. 

Все укоризненно посмотрели на 
Степу. Надо же было ему вовлечь их 
в это безнадежное дело. Столько 
времени затрачено! И вот такой 
печальный конец. Не могли дога- 
даться обратиться сразу к Петру 
Ивановичу ! 

— Да вы не расстраивайтесь! — 
сказал Петр Иванович. — Вы не оди- 
ноки в своей «неудаче». Аксиому па- 
раллельности Евклида доказывали в 
течение 2 тысяч лет многие нзвестцые 
н талантливые математики мира. Да- 
же Николай Иванович Лобачевский 
сначала пытался это сделать. И лишь 
в прошлом веке было установлено, что 
доказать эту аксиому на основе других 
аксиом Евклида невозможно. А те- 
нерь сравните несколько дней ваших 
трулов с трудом продолжительностью 
в 2 тысячи лет! Вы видите, насколько 
скромны ваши усилия по сравнению 
с усилиями многих математиков, от- 
давших на доказательство аксиомы па- 
раллельности всею свою жизнь? 


3. Доказать невозможно? — Почему? 


— Но как, каким образом можно уз- 
нать, чго локазательство невозмож- 
но? — заговорили сразу все ученики 
класса, даже те, кто ие искал дока- 


загельства третьего свойства расстоя- 
ний. 

— Прежде всего, — начал Петр 
Иванович, — не считайте, что рас- 
стояние — это обязательно нечто, по- 
лученное с помощью масштабной ли- 
нейки. Ведь в аксиомах расстояний 
об этом ничего ие сказано! И почему 
бы не считать, что расстояние можно 
измерять. скажем, в градусах. © по- 
мощью транспортира? Разве аксиомы 
расстояния запрещают это делать? Да 
и вы нередко измеряете расстояние 
в минутах — от дома до школы 10 ми- 
нут. Так вот, сейчас мы построим 
такую модель, в которой свойства | 
и 2 расстояний будут выполняться, 
а свойство 3 выполняться не будет. 

Представьте себе такую фангасти- 
ческую снтуацию. Город (плоскость) 
заселен крайне ленивымн существами. 
Онн не ходят на работу, в кино, в гос- 
ти, друг к другу, они лишь звонят 
друг другу по телефону. Причем из 
точки А в точку Ви из Вв А можно 
дозвониться за 3 минуты. В любую 
другую точку из А и В можно дозво- 
ниться за | минуту. Мз любой точки, 
отличной от А и В, в любую другую 
точку можно дозвониться тоже за | 
минуту. А из любой точки в нее саму 
можно «дозвониться» за нулевое вре- 
мя. 

Для таких лентяев расстоянием от 
одной точки до другой является вре- 
мя. за которое можно дозвоинться из 
первой точки во вторую. 

Проверьте выполнение свойств 
расстояний в этом фантастическом го- 
роде. Видите? Первое н второе вы- 
полняются. а третье — нет. „Напрн- 
мер, [48 |-> ЦАС\-+ СВ], так как 
АВ|=3. [41+ СВ] = 1-1=:2.. 
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— Ну вот, а теперь можно сде- 
лать и вывод, — сказал учитель. — 
Что значит «доказать третье свойство 
расстояний с помощью первых двух 
свойств»? 

— Это значит доказать, что если 
свойства | ин 9 выполняются, то ип 
свойство 3 будет выполияться, —от- 
ветил Стена сразу за всех. 

— А в рассмотренной модели свой- 
ства | и 2 выполняются, а свойство 3 
не выполняется. Знцацит, доказать 
свойство 3 с помощью свойств Ги 2 
невозможно! Свойство 3 независимо 
от свойств | и 2. 


4. Новая модель 


Вам. наверное, не терпится узнать, 
доказали ли Степа и его друзья вто- 
рое свойство расстояний с помощью 
первого? И существует ли такое до- 
казательство? 

После полученного «урока» «мате- 
матическое общество» Степы Мошкина 
стало действовать осмотрительнее. 
Его члены поняли, что занятие мате- 
матикой означает не только поиск до- 
казательств, но и выяснение: в су- 
ществуют ли они? Сиачала ребята ре- 
шили попытаться построить модель, 
в которой первое свойство расстояний 
выполнялось бы, а второе — нет. Уда- 
ча означала бы, что доказательства 
второго свойства на основе первого 
не существует. И им повезло. Вот ка- 
кую «телефонную» модель они пост- 
роили: И м 1ВА | = 1, 
[МС] = С4А| = 1ВС | = СВ = 1. 
Очевидно, что первое свойство рас- 
стояний для всех точек в такой мо- 
дели выполняется. Одиако для точек 


А н В второе свойство не выполня- 
ется: [АВ|/ |ВА|. Следователь- 
но, второе свойство расстояний неза- 
висимо от первого свойства. 


5. Эпилог 


Вот так закоичилась еще одна исторня, 
происшедшая с шестиклассником Сте- 
пой Манкиным. Вы думаете, после 
нее он угомонился? Ошибаетесь! Сте- 
па приготовил для вас задания! 


Упражнення 

1. Найдите ошибку а «доказательстве» 
третьего свойства расстояний. 

2. Выясните, выполняется ли третьс 
свойство расстояний в модели, построенной 
Степой и его друзьями. 

3. Возьмите две различные точки А и 
В. Будем считать. что |АВ |-==1. |ВА |= 3. 
Расстоянне между любыми другими несовпа- 
дающими точками считайте равным 1. между 
совпадающими — 0. Докажите с помощью 
этой модели независимость второго н третьего 
свойства расстояний от первого. 

4. Докажите путем построения соответ- 
ствующей модели. что второе свойство рас- 
стояний. независимо от третьего свойства. 

5. Изобразите треугольник АВС такой, 


—\. —^ “^ 

что С- 0", А= 30°. В--50°. За расстояние 
между двумя вершинами треугольника прн- 
мем величину угла прн третьей вершине: 
В |-=100. }АС |-=50, |8ВС |-=30. Расстояние 
между любыми другимн различными точка- 
мн будем считать равным |, расстояние меж- 
ду совпадающими точками будем считать 
равным 0. Обоснуйте с помощью этой моделн 
невозможность доказательства третьего свой- 
ства с помощью первых двух свойств рас- 
стояний. 
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Практикум абнтурмента 


М. Маринчук 


Первый закон 
термодинамики 


В термодинамике и молекулярной фи- 
знке изучаются свойства макроскопи- 
ческих тел. то есть тел, состоящих из 
большого числа частиц (молекул, ато- 
мов и т. п.). Такие тела или их груп- 
пы обычно называют термодинамиче- 
скими системами. 

Все макроскопические тела наряду 
с механической энергией обладают 
еще и внутренней энергией, обуслов- 
ленной их внутренним строением и 
характером движения частиц, входя- 
щих в состав этих тел. При тепловых 
явлениях механическая энергия си- 
стемы чаще всего остается неизмен- 
ной, поэтому для описания подоб- 
ных явлений необходимо знать лишь 
внутреннюю энергию {этой системы. 
В молекулярной физике под внутрен- 
ней энергией понимают сумму кине- 
тнческой энергии частиц, входящих 
в ббстав данного тела, и потенциаль- 
ной энергин взаимодействия между 
этимн частицами. Это означает, что 
внутренняя энергия может быть оп- 
ределена лишь с точностью до неко- 
торой постоянной Ио”). Но посколь- 


*) Вообще говоря, внутренняя энергия 
тела включает п себя также и внутренние 
эпергин частиц, входящих в состав данного 
тела. Это. например. кинетическая энергня 
электронов и потенциальная энергия взан- 
модействия электронов между собой п с яд- 
рами атомов. энергия связи нуклонов в яд- 
рах и др. Однако в явлениях. изучаемых 
и молекулярной физике, частицы. из которых 
состоят тела, остаются нензменными, следо- 
вательно, внутренняя энергия этих частиц 
постоянна. Это позволяет включить се в вы- 
шеуказанную постоянную. 


ку физический смысл имеет только 
изменение энергни (с ним связана со- 
вершенная работа), то конкретное зна- 
чение этой постоянной несущественно. 

Из определения внутренней энер- 
гии системы следует, что она опреде- 
ляется скоростями частиц и расстоя- 
ниями между ними в данный момент 
времени и не зависит от значений 
этих величин в предыдущие моменты 
времени. Другими словами, внутрен- 
няя энергия системы зависнт только 
от состояния, в котором она находится 
в данный момент времени, и не зави- 
сит от состояний, из которых она пе- 
решла в данное. (По этой причине 
внутреннюю энергию снстемы, так же 
как и другие физические величины, 
обладающие этим же свойством, на- 
зывают функиней состояния.) Это оз- 
начает, что при переходе системы из 
какого-то состояния /, в котором внут- 
ренняя энергия принимала значенне 
(:, в другое состояние 2, где внут- 
ренняя энергия равна И., изменение 
внутренней энергии АИ = И, — И, 
зависит только от самих состояний 
Ги 2 ине зависит от способа перехода 
системы из одного состояния п дру- 
гое. 

Как можно изменить внутреннюю 
энергию системы? Очевидно, для это- 
‘о надо изменить ее состояние. Это 
можно сделать двумя, существенно от- 
личающимися друг от друга, спосо- 
бами. Один из них — совершение ра- 
боты над системой, второй — тепло- 
обмен с окружающей средой. 

Первый закон термодинамики, ус- 
тановленный на основания многочис- 
ленных опытов, утверждает, что изме- 
нение внутренней энергни АЙ систе- 
мы равно сумме совершаемой над си- 
стемой работы А’ внешних снл и ко- 
личества теплоты @, переданного си- 
стеме извне: 

АЙ = А’ + (0. 
Этот закон можно сформулировать не- 
сколько иначе, если вместо работы 
А’ внешних сил говорить о работе А 
самой системы. Поскольку А’=—А, 
то 
АИ—=—А-О, или 9 = О+А 

— полученное системой количество 
теплоты равно сумме изменения ее 
внутренней энергии н работы, совер- 


шаемой системой над внешними те- 
лами. Первый закон  термодинамн- 
ки — это конкретная формулировка 
закона сохранения энергии в приме- 
нении к тепловым процессам. 

В качестве 
термодннамической системы рассмот- 
рим идеальный газ. Его состояние 
можно описать пятью параметрамн: 
т, |, р. У, Т. Здесь т — масса газа. 
ц — его молярная масса, р — давле- 
ние газа, У — занимаемый объем и 
Т — температура газа. Все эти па- 
раметры связаны уравнением состоя- 


ния идеального газа — уравнением 
Менделеева — Клапейрона 
т 


где Ю — универсальная газовая по- 
стоянная. 

Внутренняя энергия идеального 
газа (кинетическая энергия теплового 
движения его молекул) тоже может 
быть выражена через те же парамст- 
ры. Так. для одноатомного идеально- 
го газа 


3 т З 
[9 = Зы ->-РМ. 
Отсюда 
Е 
И. — О $ ®(Т,— Ту а 


= — (рёУ: — р1И,)- 

Напомним, что работу, совершас- 
мую идеальным газом при любых про- 
цессах, удобиее всего определять гра- 
фически (рис. 1): она численно равна 
площади фигуры, ограниченной гра- 
фиком соответствующего процесса на 
рУ-динаграмме, осью И и отрезками, 
соответствующими начальному и ко- 
нечному давлениям газа. 

Такой метод определения работы 
позволяет наглядно продемонстриро- 
вать очень важное ее свойство. Пусть 
газ переходит Нз состояния 7 ‘в со- 
стоянне 2. Этот переход можно осу- 
ществить разными способами, напрн- 
мер, по пути /а2 илн [Ы2 (рис. 2). 
Как видно из рисунка 2, площади под 


графиками Га2'и РЬ2 отличны друг 


от друга. Это означает, что работа, 
совершаемая газом ири переходе из 
одного состояния в другое, зависит 


примера конкретной’ 


не только от этих состояний, но и от 
способа перехода из начального со- 
стояния в конечное. (Другими сло- 
вами, работа в термодинамике не яв- 
ляется функцией состояния.) 

Рассмотрим следукяцие конкрет- 
ные задачи: ^ : 

Задача 1. Газ переходит из 
состояния [, характеризуемого пара- 
метрами р, = 2-10 Па и \, = 
= 0,[ м3. в состояние 2, еде его па- 
раметры равны соответственно р.= 
— 10 Па и И, = 0,4 мз, двумя раз- 
ными способами (рис. 3). Найти ра- 
боту газа в обоих случаях. 


5 


03 04 05 ит 


Рис. 5. 


В первом случае. когда саз пере- 
ходнт из состояния / в состояние 2 
по пути Ла 2, его работа численно 
равна площади под графиком Га?: 

Иа? = ри. И,) = 6-10 Дж. 
Аналогично во втором случае работа 
газа численно равна площади под гра- 
фиком [6 2: 


Аль? == рии, И, = 3. 108 Дж. 


Задача 2. 4 моля газа совер- 
шают процесс. изображенный на ри- 
сунке 4. На каком участке работа га- 
за максимальна? 

Прежде всего нарисуем график 
данного процесса в координатах р. У 
(рис. 5). Для этого из уравнения Мен- 
делеева — Клапейрона найдем объем 
газа в точках /, 2. Зи 4: 


У, 20.7. У, = 20, ад мВ, 
у. = Ив И э=0.5%2. 


Из рисунка 5 сразу следует, что на 
участке 2—8 работы не совершается 
(процесс изохорический): 


А? —10т 


На участке 3—4 (при изобарическом 
процессе) работа равна площади со- 
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ответствующего прямоугольника: 
Аз: — Р.А —= уз) — 1,5- 103 Дж. 
Оценим теперь работу при изотерми- 
ческом процессе /—2. Очевидно, что 
площадь под участком 1—2 изотер- 
мы меньше площади трапеции /—2— 
—И.—И,. Эта последняя равна 1,5х 
х 10* Дж, то есть равиа площади 
прямоугольника, соответствующего 
участку 3—4. Таким образом, 


А_-2< А; и А, =0. 


Следовательно, работа газа макси- 
мальна на участке 3—4. 

Задача 3. Газ, занимающий 
объем У, == 2 м3 при давлении ру-= 
= 4.105 Па, совершает круговой про- 
цесс (цикл), состоящий из нескольких 
этапов. Сначала газ изохорически ох- 
лаждается д0 температуры, при ко- 
торой его давление равно р»-= 10° Па. 
Затем он изобарически охлаждается 
до состояния, из которого возвращает- 
ся в начальное состояние таким обра- 
зом, что его давление изменяется с из- 
менением объема по закону: р = ау 
(& — постоянная величина). Нарисо- 
вать график данного кругового про- 
цесса на рУ-диаграмме и найти со- 
вершенную газом работу. 

Как следует из условия задачи. 
состояння газа / и 3 изображаются 
точками. лежащимн на прямой р == 
= я\, проходящей через начало ко- 
ординат (рис. 6). Это означает, что 


ра = а, и р; = а И... 
С учетом того, что рз = р. получаем 


1 Ра — 0,5 м3. 
Р 
Работа при круговом процессе чис- 
ленно равна площади фигуры, огра- 
ниченной графиком этого. процесса, 
п данном случае — плошади  треу- 
гольника 7 2 3: 


1 
Аз (р. — р) (и, — И.) = 


_ 1—2), _о9Б. | ( 
р, 2,25.103 Дж. 


Теперь поговорим немного о теп- 
лоемкости идеального газа. По опр®- 
делению удельная теплоемкость 


ы 


Стат. 


где @ — сообщеннос газу  количест- 
во теплоты, т — масса газа и АТ — 
изменение его температуры. Согласно 
первому закону термодинамики © = 
= АИ - А, тогда сэ мени. Как 
уже говорилось, изменение внутрен- 
ней энергии не зависит от способа из- 
мепения состояния газа (то есть ог ус- 
ловий его нагревания), а работа — 
зависит. Следовательно. и удельная 
теплоемкость идеального газа зави- 
сит от условий. в которых пронсхо- 
дит его нагревание. Например. если 
газ нагревается изохорически, работа 
газа А = 0-н Удельная теплоемкость 
газа при постоянном объеме 


ие. 2 
ет - 


Если же газ нагревается изобариче- 
т 
скин. А=рлАи =— КАТ, поэтому 


удельная теплоемкость 
стоянном давлении 


ли А ра 
Ат + пи 2 Су. 


газа при по- 


Это объясняется тем, что при изобари- 
ческом нагревании газа только часть 
полученного количества теплоты идет 
на увеличенне внутренней энергии га- 
за (на увеличение его температуры), 
часть же превращается в механиче- 
скую работу. При изохорическом на- 
греванни все количество теплоты рас- 
ходуется на увеличение температуры 
газа. Следовательно, для увеличения 
температуры на один градус одной 
н той же массы газа при постоянном 
давленин требуется большее количест- 
во теплоты, чем при постоянном объе- 
ме. Это и означает, что 


Се. 
нримера 


Для 


задачу: 
Задача 4. 


рассмотрим такую 

Вычислить удель- 

ные теплоемкости при постоянном 

объеме и при постоянном даваении 

для аргона (и == 40- Ю-3 кг’ моль). 
По определению 


_ и Е 
Ст ВАТ ВР. 
Аргон — одноатомный газ, и для него 


и-—_ = ВАТ. 
В 


ЗП Джхкг-К) 


И 


Ю в № 
Св = Су 


г ты 


— 519 Джикг-К). 


Разберем еще несколько задач: 

Задача 5. Некоторое коли- 
чество одноатомного газа занимает 
объем У, = 0,1 м3 при давлении р,-= 
— 2. [0% Па. Если заз переходит из 
этого состояния в конечное состояние 
2 сначала при изобарическом. а затем 
при изохорическом нагревании. то он 
совершает работу А, =: 4: 10% Дж. 
Если же переход осуществляется не- 
посредственно по прямой 1-2, то 
работа газа А. = 5-10' Дж. Найти 
давление и объем газа в конечном со- 
стоянии 2. а также количества теп- 
лоты. полученные газом п обоих слу- 
чаях. 

Изобразим указанные процессы на 
рУ-днаграмме (рис. 7). Работа газа 
в первом процессе равна 

А жркУ.—И,), 
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Рис. 8. т, 


откуда 


Во втором случае газ совершает ра- 
боту 


1 ` 
А, == в (р: + 2) (У,— И, 


откуда 


24. Е 
= =3.10? Па. 
р у. = у, Ра 
Изменение внутренней энергни 


одинаково для обоих случаев и равно 
Аля одноатомного газа 


3 
АЙ = 5 (Р.И, — Ул) = 


= 1,05.10* Дж. 


Тогда окончательно, согласно пер- 
вому закону термодинамики, 


@, = А, - АЦ - 5.05.10 Дж 
н 


0. -А, + АЦ -- 6,05-10* Дж. 


Задача 6. Найти работу, ко- 
торую совершает гелий массой т == 
— 0,2 кг а процессе адиабатного рас- 
ширения, если он при этом охладил- 
ся от Т, = 800К до Т, == 7268 К. 
Молярная масса гелия пи = 4х 
х 10-3 кг/моль. 

При аднабатном процесее (0--0) 


работа газа равна нзменению его 
внутренней энергии, взятому с обрат- 
ным знаком: 


А =- — ДО. 
Для гелия (гелий — одноатомный газ) 


и РИ 
2 в 


3 
== (Т,— Ту. 


Г: 


Отсюда 


А= 2 ВТ.) = 2.10% Дж. 


Упражнения 

1. Газ был нагрет изобарически от 
Т,=285 К до Т.=360 К. Определить совер- 
шенную газом работу. если его начальиое 
давление и объем равны соответственно р1= 
=1.9-10$ Па и У,-=6 м. 

2. Найти работу, совершаемую одним 
молем идеального газа в круговом процессе, 
изображенном на рисунке 8, если р›/р,==2, 
Т:=280 К, Г.=360 К. 

3. В цилиндре находнтся азот массой 
т-=0,7 кг при температуре Т=291 К. До 
какой температуры необходимо  изобариче- 
ски нагреть азот, чтобы работа расширения 
равнялась А=4, 15-10% Дж? 

4. Какое количество теплоты поглощает 
т= 0,3 кг гелия прин нагревании от 293 К до 
373 К при постояниом давлении? Каков при- 
рост его внутренней энергии н какую работу 
он совершает? 

5. Неон нагревается при постоянном 
давлении р==1,6-10° Па так, что его объем 
увелнчнвается на АУ-0.6 м3. Определить 
изменение внутренней энергии неона, совер- 
шаемую прн расширении работу, а также 
полученное им колнчество теплоты. 


6. До какой температуры нагрелся гелий 
массой л:=-0,12 кг, находящийся прн темпс- 
ратуре Т,=295 К, п результате адиабатного 
сжатня, если при этом была затрачена извне 
работа А’=4150 Дж? 

7. Баллон емкостью У=1,5 м3 содержит 
одноатомный газ. при температуре Г.=300 К 
п давлении р:-=1,8.108 Па. Каковы будут 
температура и давление газа. если ему сооб- 
щить колнчество теплоты @=5,4.10% Дж? 


8. Идеальный одноатомный Газ, занн- 
мавший при давленни р1== 10° Па объем У! = 
==2 м3, расширяется такнм образом. что гра- 
фнк процесса расширения изображается на 
рУ-диаграмме отрезком прямой. Найти объем 
п давленне газа м конце расширения, еслн 
известно, что газ в этом процессе получил 
количество теплоты @=3,5 -10$ Дж и совер- 
шил работу А-=1,1-103 Дж. 


И. Габович, П. Горниитейн 


Скалярное 
умножение 
векторов 


Скалярное умножение векторов яв- 
ляется одним Из основных понятий 
векторной алгебры. Его свойства 
широко используются при доказа- 
тельстве теорем и решении задач. 

В этой статье мы проиляюстрируем 
применение скалярного умножения 
векторов к решению геометрических 
задач. предлагавшихся в последние 
годы на вступительных экзаменах в 
разных вузах нашей страны. 

Определение и свойства скалярно- 
го умножения векторов изложены в по- 
собии «Геометрия 9» под редакцией 
3. А. Скоцеца. Цозтому мы не бу- 
дем останавливаться на теории это- 
го вопроса. Перейдем к реше 
нию задащ. 

Задача 1. (МФТИ, 1977. Сто- 
рона основания правнльной треуголь- 
ной призмы АВСА,В,С, имеет дли- 
ну а. Вершины М и М правильного 
тетраэдра ЛММРО лежат на прямой, 
проходящей через точки С, и В, а 
вершины Р ин О— на прямой А.С. 
Найти: 

\) объем призмы; 

2) расстояние между серединами 
отрезков ММ и РО- 


Ре ешен ие Рассмотрим векто- 
ры: `СА, СВ. ве. СА. ВС, т 1). 
Обозначим СА — г. СЕ — 5. 5. =— 
=йи |= А. Из условия следует, 


| = 


Так как в правильном тетраэдре 
(как. впрочем, и во всякой правиль- 
ной треугольной нирамиде) любые 


два скрещивающиеся ре ребра_вз: взаимно 


перпендикулярны, то СА у Ве, Поз- 


тому СА ВВС, = 0. Но в наших 
обозначениях 
= > у — 
ети ВС, = — 9, 
следовательно, ` 
=> > -— —> 
(ий). Я — = 0, 
> --- —-— 
и — ии - 1 — Д.90 = 0. 
= < > г 
Учитывая, что 1 и, Атон [ы. о) = 
==. получаем 
$3 
12 — ЗО, или йе 
2 72 г 
откуда находим объем призмы 
у — 9? УЗ =_ а 45 
4 У ^ ча 


Пусть К и Ё — середины отрезков 
РО и ММ соответственно. Найдем 
\1КГ}. Заметим, что 1КЁ] является 
общим перпендикуляром ребер РО и 
ММ (докажите сами), то есть 1К1. |] — 
расстояние между скрещивающимися 
прямыми СА, и ВС,. 

Существует несколько способов 
вычисления расстояния между скре- 
щивающимися прямыми. Мы опреде- 
лим искомое расстояние с помощью 
скалярного умножения. При этом, как 

2 В 


{ 


Рис. 1. 
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мы увидим, не будет необходимости 
стронть общий перпендикуляр. Ва- 
жен лишь факт его существования. 
Так как К и Ё лежат на прямых 
СА, и ВС, соответственно, имеем 


—=> — => > 
САС, = ма-Ё 2 


— о - №8 
ВЕ. = УВС, == уй — цу. 
Ясно (см. рис. 1). что 
—> — — — 
КЕ = КС + СВ - ВЕ = —СК-+ 
— - < - — > 
-- СВ - ВЕ: хи — хо 
Е ами ВВ (и + 
+ и —ж%. 


Как указывалось выше, | КЁ] яв- 
ляется общим перпендикуляром скре- 
щивающихся прямых СА, и ВС,. 
Поэтому 


| со 
| КГ.ВС, =0 


или 
| а-уо+ и—х)в) х 
х (а я) нео, 
(Ехо) х 


х (==) = 0. 
После выполнения элементарных пре- 
образований нолучаем 


ее = 
Е 
Теперь уже можно определить 


|КЕ. | через скалярный квадрат век- 
тора КГ: 
эр Е: ре в 
КЕ=— щи +=, 

1 а? 


о 
=] ++ 


р 
КЕ. 

‚ Замечание. На рис. 1 ира- 
вильный тетраэдзр ММРО изсбра- 


жен так. что середины К и Ё. скрещи- 
вающнхся ребер ММ и РО лежат на 
отрезках А,.Си ВС,. В усло- 
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‚ 6. Но вычислевия показали, 


вни же задачи сказано, что эти точки 
лежат на прямых А.С и ВС.. 
Это мы учли в формулах (*), гле х 
ну могут быть больше | или меныше 

что х— 
=и.. и» 1, то есть точки Ки Ё 
действительно лежат на соответсгву- 
ющих отрезках. как ноказан она рис.1. 


Задача 2 (МГУ. 1977). Ос- 
нованием треугольной пирамиды 
ЮНРО является  равнобедренный 


прямоугольный треугольник НРО, 


гинотенуза которого РО равна 2 И: 
Боковое ребро ЮН перпендикулярно 
плоскости основания и длина его рав- 
на 1. Найти угол и расстояние меж- 
ду прямыми ЮР и НМ, где Е — сере- 
дина [НР] и М — середина 1201. 
Решенне. Выполним — парал- 
лельный перенос прямой НМ, пере- 
водящий ее в п № ‚, проходя- 
шую через точку Ё (рис. 2). Обозна- 


чим ЮЁН = ф, НЕН, = Вн ЮРЯ, = 
= ?. Мз условия задачи непосредст- 
венно следует, что 


Ф-В=-. 


Определим нскомый угол }} с помощью 
формулы 


с05 = ©05ф-с0$ В (1) 
{<м. «Геометрия 9», 6 37). Получим 
сор 2. те- и ==. 


Определим теперь расстояние меж- 
ду прямыми ЮРи НМ. Пусть [АВ ]-- 
их общий периендикуляр. Рассмот- 


рим векторы: НР, НО. НР, ВЕ, `РА, 


В 


Рис. 2. 


—— > 
НР = = р, 


т Остал ьные векто- 


НМ и АВ. Обозначим: 
Та] = “а и НВ = 
ры выразим через р, а иг. Очевидно, 
что |= 191 =2 и |= 1 
Пусть 
[ВА | = х!КЕ |, 
|НВ| = У [НМ |. 
Тогда 
—- — =—+ — 
РА = хВЕ ин НВ = уНМ. 
Очевидно, что ВР = р гие 


= р+19 ({НМ№М} — медиана в 
треугольнике НРО). Поэтому 
КА=- р, 


-— 
Выразим теперь АВ через векторы 


р. Чиг. 
— — —> — 
АВ = А+ ЕН НВ = 
- ВА—НА+ НВ = 
ржи г-+-* ира -- 
т —др++ 9+—1л. 


Так ка как [АВР] АВ (НМ, 
то АВ.ВЁ --0 и АВ.НМ = 0. 
Составляем систему 
1 > > — 
(Тор а+и-7) х 
(1 (и-Юр+ 5 ое 56—17) х 
х (12 +190. 


Из этой системы, учитывая. что 


> => > 


векторы р, 9, и г взаимно перпендику- 


ях | 
= О 
Ь м У 
Рис. 3. 
лярны и [р|= |4| = 2, аг = 1, на- 
ходим, что х=-— и у-=. 
Найдем теперь |АВ |: 
— — , [= >< 
АВ? м ВЕ 
—` 86 36 9 3’ 
уз 
1АВ| = ——. 


Задача 3 (НГУ, мехмат, 1974). 
В трапеции АВСР боковая сторона 
СР перпендикулярна основанию АД. 
|ВСТ = а, МБ] = 6, @<5. 
На основании АР существует такая 
точка М, что [МВ] перпендикулярен 
[А4АС1, а [МС] перпендикулярен 
[ВО]. Найти высоту рано, 


Положим Вб — а, 
АБ — Ь, СВ — ни МБ -. у (рис. 3). 
Тогда .ВБ’ = ай + в. СМ - =й —. 

Не В и _ВМ - гачй— у. 
Так как векторы / вр: Ри См перпенди- 
то ВБ. См = 0, 
ев - — 9 - = 0 
ап — ау —Ву-0 (2). 


Решение. 


кулярны, откуда 


ли 


Так как вектор р! перпендикулярен 


векторам а и ц, то а: ЕЙ. -у = 0. 
Поэтому из (2) имеем 


ЕЕ (3) 


Так как векторы а и у коллинеарны 


> - 


и сонаправлены, то а:у = ау. Поэ- 
тому из (3) следует, что 


И В: (4) 


—= — 
Так как векторы АС и ВМ терпенди- 
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не = 
кулярны. го АС-ВМ = 0 нан 


6 — №-@ +10. 


— 


а. -- Б.Н -- Б.у а-й — 

— орки = Ву — 0. (5) 
ре 90 
Натом же основании: Н— 0. Поэтому 
из (5) имеем 


а-6 — В-и— в* = 0}. 
ар — бу — Й? =: 0, 


аб _ Н? (6) 


Как уже отмечалось а. 


Значение у из (6) подставляем в 


д? =. ь : ай 

откуда 
„_ _@ УВ 
Ут 


Задача 4 (УрГУ, 1971). Тре- 
угольник АОВ повернут в своей плос- 
костн вокруг вершины О на 90’, при- 
чем вершина А нерешла в А’, а вер- 
шина В — БВ’. Доказать. что в тре- 
угольнике ОАВ’ медиана стороны АВ’ 
является высотой для треугольника 
ОА’В (аналогично медиана стороны 
А’В н теугольнике ОЛ’В является 
высотой для АОАВ’). у Е 

Решение. Пусть С — середн- 


—+ 
на |418” | (рис. 4). Докажем. что ОС: 


— > —- 
„А’В. т.е. ОС-А’В == 0; имеем 


А 


Рис. 3. 


— 


АВ - 08-0’, 
об.дв- т (07-08). (бВ— 
—04')- + [04.08 —бА.ОЯ + 
-08В.0В’—0В..0.). 

— —> 
Из условия следует, что ОА ГОА’ 


—+ — —_ — 
и ОВ ОВ’. Потому ОА-ОА’- 


— — 
= = ОВ“ 0. ИИ того, ясно, 
—-> == 
что › ЮА 1 — 0" И 108! = 105% 
—^ 
и и (04, 08) — = (ОА”, ОВ». Поэтому 
ОА. ‚ОВ Од". 


— — 
Таким образом, ОС-А’В = 0. 
Аналогично доказывается и вторая 
часть задачи. 


Задача 65 (МФТИ, 1969). 


В правильном тетраэдре РАВС 
отрезок ММ соединяет середину реб- 
ра АД с центром грани ВСВ, а от- 
резок @Р соединяет середину ребра 
СО с центром грави АВС. Найти 
угол между отрезками ММ и РО. 

Решение. Положим |АБ|--а 


(рис. 5). Очевидно, мто | МО! = 


129 |=- ки Нетруд- 
во ть {вычислите сами), что 


, заг УЗ 
‚ |[В^| Е 


М [#] 


Рис. 5. 


| РР1= 9 ‚ ТРО [ММ =. 
Пусть м м угла между 


—- — Е 
векторами ММи РО. Найдем зна- 
чение ф из определения скалярного 
умножения двух векторов 


—-- 
М. _ МХ. РА _ 


с0$ (7) 
тя 
Запишем очевидные векторные 
равенства 
—> —> — 
ми = мр + БА, 8 
—> -+ — 
РО-ОО-—ОЬР. 


—> —> 
Значения ММ№и РО из (8) под- 
ставляем в (7) 


(мБ -- 5% ].(08 — БР, 


с0$ф = 
ГмХ-ГРФ| 
мБ. -- Ву.69— ЪР-Мо ‚ 
т: [МУ Р9| 
`Р\.ОР 
+ РИ-ТРО| (9) 
— —_> 2 
Заметим, что (МО, 20) = ал и 
ОИ 
—_— 
(р МР) = — МОР. Очевидно, 
^ В 
что с0$ МБР = == а 
сор ле. 
и сказанное выше, по- 


лучаем 


Рис. 6. 


а? 2* а 44а? 
т 
с0$ф = а Е 
ра 
к. 1 
в. 
1 
ф-: агссо$ 15; и есть угол между от- 


резками МУ и РО- 

Задача 6 (МГУ, мехмат.1970). 
Длина каждого ребра треугольной ни- 
рамиды $АВС равна 1, 1ВОБ] — вы- 
сота треугольника АВС. Равиосторон- 
ний треугольннк ВБЕ лежит в плос- 
кости, образующей угол Ф с ребром 
АС, причем точки 5 и Е лежат по од- 
ну сторону от плоскости АВС. Най- 
тн расстояние между точками 5 и Е. 

Решение. Проведем (рис. 6) 
в треугольнике ВОЕ высоту ЕМ и 
соединим точки О и Е. о: точку 
М проведем |ММИНАС] и [МР) || 
| 1501. Так как отрезки ММ и АС 
параллельны, что они составляют © 
плоскостью ВРЕ равные углы. Так 
как (/М№11 186] и [ЕМ |1 [ВВ], то 
—>ЕММ. как легко понять, является 
тем углом, который |МА] (а, зна- 
чит, и |АС]\ составляет с плоскостью 


> 
ВОЕ, то есть ЕМХ = $. Так как 
|МР) || 1$0]. то |МР) (АВС) и. 
следовательно, [МР) 1 1ВР] и! МР] 1. 
—^ 
[ММ]. Поэтому ЕМР = 90° +$‹. 
Очевидно, что 
— — —- — 
ОЕ = ЗО ОМ + МА. 
Най дем скалярный квадрат векто- 


ра Е: 
= — — 
58: = $0 Е ОМ? + МЕ? + 
+2. 30: Ом 2. $0. МЕ + 
- 2.0М- МЕ. 
— — — — 
Очевидно, что $50.ОМ = ОМ.МЕ= 
= 0. Как нетрудно сообразить. 
[—а —^ 
(50. МЕ) = ЕМР = 90°-+‹, 


ВЕР = 5 = Юм [+ МЕР 
— 2. $9 МЕ |. эмлае. 10). 
Но| $0 |= -- — как высота пра- 
вильного тетраэдра с ребром, равным 
1; |МЕ| = 


3 — как высота правиль- 
4 


15 треугольни и со стороной. равной 
и9М |= 
а: 


Найденные значения |50|, |ОМ! 
и | МЕ] подставляем в (10): 


У6 ИЗ, 9 
1$Е = (#5 В (=) +1=- 
о. о 3 53—27 бяпф 

3 4 4 у 


—— (вычислите само- 


эф = 


[5Е1=-- И5—216 яп. 


Задача 7 (МФТИ, 1974.) Сто- 
рона основания правильной треуголь- 
ной призмы АВСА,В,С, равна а; 
точки Ои 0, являются центрами 
оснований АВС и А,В,С, соответст- 
венно. Длнна ортогональной проекции 
огрезка АО, на прямую В,Оравна а. 
Определить высоту призмы. 

Решение. Положим [00,|=Н 


— > 
Очевидно (рис. 7), что | АО] = |ОВ| = 
р и |ОВ, = Ув . Далее 


Аб, - ‚ОВ, =| АО, |- [ОВ;|-с0$ ©. (11) 


Извество, что проекция одного 
вектора на другой равна длине пер- 
вого вектора, умноженного на коси- 
нус угла между паправлениямн век- 


торов, то есть пр, АО, = | 40, [Хх 
' 


х с05ф =] АО, -с05 Ф. 
Согласно условию задачи 


- = 
пров’ АО, = Е 


Поэтому равенство (11) запишется 
так: 


—» — 5а у 
АО, -ОВ, - |ОВ\ |. (12) 
Запишем очевидные равенства: 
АС, - Аб + 00,. 
ОВ, ОВ- ВВ.. 
Таким образом, 
Аб,-ОВ, -(Аб- 00,)- (ОВ + ВВ,) — 
—-— —-— = [< 
= АО-ОВ- АО- ВВ, + 00, -ОВ + 
+ 00,.ВВ». 
— -> — — 
Так как АО: ВВ, нОО, ‚ ОВ,то 
— —»- = -— 
АО.ВВ, =00,.ОВ = 0. 


—+- — 

Кроме того, ОО, =- ВВ: , следователь- 
— 

но, 00, .ВВ, ры ] 00. Ю. 


— -+ —-— 
АО, .ОВ, и 
а Е. 


- + Н?. 


в — 
Найденные значения АС, ОВ. н 


|ОВ, | подставляем в (12) = -- Р*- 


ми Н*. откуда 108Н*— 


— 39а Н? —22а*--0. Так как Н>>0, 
то Н =? т са 
1 (МФТИ. 1977) Основанием прямой 


треугольной призмы АВСА. В.С; является 
равнобедренный прямоугольный треуголь- 
ник с катетами |АС|-== |ВС |-=а. Вершины 
М н М правильного тетраэдра ММ№РО лежат 
на прямой СА, а вершины Р и О — на пря- 
мой АВ, Найти: №} объем призмы; 2} рас- 
стояние между серединами отрезков А1М№ 
и Р 
2 (МФТИ, 1977) Длина ребра куба 

АВСОА,В,С:О.: равна а. Точка Е — середн- 
на ребра АР Вершнны М и М правильного 
тетраэдра МАРО лежат на прямой ЕБь. з 
вершниы Ри @ — на прямой, проходящей 
через точку А, = пересекающей прямую ВС 
в точке А. 

Найти: Г) отношение |ВА |: |ВС |, 2) рас- 
стояние между серединамн отрезков ММ н 
р 


3 (МФТИ, 1969} В правильном тетра- 
эдре АВСР отрезок ММ№ соединяет середину 
ребра АС с цеитром гранн ВСР. а точка Е 
лежит на середине ребра АВ. Найти угол 
между отрезкамн ММ и ОЕ. 

4 (Физ фак. МГУ. 1963). Два отрез- 
ка — АВ длины а и СР даины Б лежат на 
скрещивающихся прямых, угол между кото- 
рыми %. Основания О и О, общего перпенди- 
куляра длнлы с к этнм прямым делят отрез- 
ки АВ и СО так. что |ОА{; [ОВ |=23. 
а |100, |: С.О |=3:2 Найти длины отрезков 
ВО и ВС 


$ (Из заданий ЗФТЦШ). В правильной 
4-угольной пирамнде $АВСО длина общего 
перпендикуляра ребер $А ип ВС равна @ 
и его основание делит отрезок ВС в отноше- 
нин 1:3 Определить объем пирамиды 

6 и политехиический институт, 
1977). плоскости прямоугольника АВСО 


дана точка М. Докажите, что МА -МС= 


ы -МВ .МО. 

7 (Всесоюзная олимпнада 1974 г.). Дан 
квадрат АВСО. Точки Р и О лежат соответ- 
ственно на сторонах АВ и ВС, причем 
|1ВР |-= |89 |. Пусть Н — основание пер- 
пендикуляра. опущенного из точки Я на 
отрезок РС. Доказать, что угол ОНО — 
прямой. 


Московский 
инженерно-физический 
институт 


Ннже прнводятся некоторые варианты пись- 
менного вступительного экзамена по мате- 
матнке н задачи устного экзамена по физнке 
1977 года. 


Математика 


Варнант 1 

1. Автомобиль едет из пункта К п 
пункт М. От пункта К до пункта Ё, распо- 
ложенного между К п М, он едет со скоростью 
48 км/час. В пункте Ё они уменьшает свою 
скорость на У км/ч (0<И< 48) и с этой ско- 
ростью едет /. часть пути от Ё до М. Остав- 
шуюся часть пути от Ё. до М ои едет со 
скоростью, которая на ЗУ км/ч превышает 
лервоначальную скорость 48 км/ч. При ка- 
ком значении У автомобиль быстрее всего 
проделает путь от Ё до М? 

2. В шар впнсана правильная треуголь- 
най пирамида так, что плоскость основания 
пнрамиды делит перпенаикулярный к ней 
радиус шара в отиошении 3:7. считая от 
центра шара. Найти объем конуса. впнсан- 
ного в пирамиду. Раднус шара равен ВЮ. 

3. Найти площадь фигуры, ограничен- 


ной кривой у = —; . ПРЯМЫМИ у—4, у=6н 


осью ординат. 
4. Решить уравнение 
11 51027х— 3 зн1 7х с0$ 7х-ЁЕ 5 с057х:=а—6. 


Варнант 2 

1. Смешали р%-ный раствор соляной 
кнслоты с 10%-ным раствором соляной кис- 
лоты и получнлн г 15%-ного раствора. 
Сколько граммов каждого раствора было 
взято? 

2. В основанни правильной четырех- 
угольной пнрамнды $АВСО лежнт квадрат 
АВСР с длииой стороны, равной а. Плоско- 
сти боковых граней образуют с плоскостью 
основания пирамиды угол &. На сторонах 


в 8 


АО и ВС основания взяты точки Ё и Е так, 


2 а 
что [АБ | = аи | СЁ | = —3-. Через этя 


точкн проведена плоскость. составляющая 
с плоскостью основания пирамиды угол В. 
Найти площадь получиешегося сечения. 

3. Найти площадь фигуры, ограничен- 
ной кривыми 


1 | 
Зы: =. 


4. Найтн критические точкн функцин 
Ро) =0.5е^--(1-—а) е^— ах-фзт 2. 


Фнзика 


\. Два спутиика движутся вокруг Зем- 
ли по круговым орбитам, расположенным п 
одной плоскости, с линейными скоростями 
%:=7.8 км/с н 9.=7,7 км Определнть 
интервал времени т, через который оба 
спутника, вращающиеся вокруг Земли в 
одном направлении, периодически сближа- 
ются на минимальное расстояяне друг от 
друга. Радиус Земли Ю=6400 км. 

2. Цилиндрическая пробирка длнной {= 
—=30 см. содержащая некоторое количество 
воздуха при температуре Т==300 К, пол- 
ностью погружена открытым концом вииз в 
глицерин. илотность которого р=1,3 г/смз. 
При этом воздух внутри пробирки заинмает 
половину ее объема. Пробирку вынимают нз 
глицерина так, что своим открытым коицом 
она едва касается поверхности жидкостн, 
Как н на сколько следует изменить темпера- 
туру воздуха в пробирке, чтобы он по-преж- 
нему заполнял половину ее объема? Внешнее 
давление равно р.= 760 мм рт ст. 

3. Тонкой сферической оболочке ра- 
днуса Ю;-=5.0 см и массы т--0,015 г сбоб- 
щают заряд до тех пор. пока ее потенциал не 
достигает значения 1-10 кВ. Прин этом 
оболочка, вследствие электрического оттал- 
киваиия. разрывается на малые осколки, 
летящне в разные стороны Найти скорость 
осколков к моменту, когда они окажутся на 
сферической поверхностн раднуса Ю.= 12 см 

4. Перекладина длиной {=20 см и мас- 
сой т=15 г подвешена горизонтально иа 
двух тонкнх невесомых проводах в вертн- 


кальном магнитиом поле с индукцией |В| = 
—0,04 Т (см. рисунок). К точкам закрепле- 
ния проводов подключают источник тока. 
при этом по цепи течет ток силой /=2,5 А. 
а какой угол отклонятся провода © пере- 
кладиной от начального положения? 

5. Имеются собирающая лниза к фокус- 
иым расстояннем Ё=10 см и экран, распо- 
ложенный в ее фокальной плоскости. По 
другую сторону лиизы в ее фокусе находится 
точечный источинк света, который в неко- 
торый момент начинает удаляться от линзы 


= постоянным ускорением |а|=4 м/с. Че- 

рез какой промежуток временн < после на- 

чала движения радиус светлого пятна на 
экране уменьшится п п==6 раз? 

А. Александров, А. Зобоев, 

Н. Нарожный, Н. Шолохов 
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Рецензми, бибпмография 


Живой рассказ 
о живой науке 


Ст частого употребления сло- 
ва «живая нзука» со време 
нем утрачивают свой изна- 
чальный смысл и выразн- 
тельнссть. Но всякий раз, 
когда встречаешься с умным 
и тонким рассказом о живой 
науке, это сочетание слов 
наполняется глубоким и вол- 
нующим содержаннем. Не- 
давно я встретнлся с таким 
рассказом на страннцах пре- 
красной кннги В.И. Рича 
и М. Б. Черненко «Неокон- 
ченная история нскусствен- 
ных алмазов» %}. 

Авторы — рассказывают 
почти трехвековую историю 
попыток создать искусствен- 
ный алмаз. Киига заселена 


участинкамн этой истории 
разных «рангов»: от вели- 
кого Ньютона до начинаю- 


щего аспиранта — нашего со-- 
временника. В каждом из 
участников авторы видят не 
только ученого. который 
«виес эклад», но и живого 
человека, чье участие в трех- 
вековой эстафете определяет- 
ся и его талантом. и его буд- 
ничными человеческими ка- 
чествами. 

Вот словесный портрет 
Лавуазье: «...Великиый учс- 
ный и заурядный в своих 
стремленнях буржуа». Одно 
другое не исключает. Вот 
пример блистательной про- 
ницательностя Лавуазье: 
«...При высокой температуре 


> в. И. Рич, 
М. Б. Черненко. НШе- 
оконченная история  яскус- 
ственных — алмазов. м.. 


«Наука», 1976. 
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алмаз не исчезает, а сгора- 
ет». Нам, сегодняшним чнта- 
телям кииги, иной раз не- 
вломек, что разъяснение раз- 
ницы между «исчезает? н 
«сгорает» во времена Ла- 
вуазье было научным подвн- 
гом... Вот рассказ о Хэмфри 
Дэви — безродном англий- 
ском юноше, которому на 
роду было написано открыть 
шесть элементов, со времене- 
нем занявших шесть клеток 
в таблице Менделеева, и с по- 
мощью другого английского 
юноши — Майкла  Фара- 
дея — доказать, что алмаз 
состоит из углерода. Высо- 
кую температуру, которая 
была необходима п экспери- 
ментах, Дэви и Фарадей по- 
лузнли. фокусируя с по- 
мощью огромных лииз сол- 
нечные лучи. 


Блестяще в книге рас- 
сказано в том, как учемые 
поняли, что для синтеза ис- 
кусственинх алмазов необхо- 
димо сочетание высокой тем- 
пературы и высокого дав- 
ления. как эту основную тех- 
нологнческую идею онн под- 
смотрели у природы. обна- 
ружив микроскопнческие 
кристаллики алмазов в ме- 
теоритах. Первый шаг на 
пути открытия этой истины 
был сделан русскими хими- 
ками М. В. Ерофеевым н 
П. А. Лачиновым. Послед- 
ний — советским физиком 
О. И. Лейпуиским, который 
теоретически постронл дна- 
грамму фазовых состояннй 
углерода. Но прежде чем этот 
шаг был признан действн- 
тельно последним, уже пос- 
ле того. как ои был сделан, 
было много понсков, споров, 
экспериментов. В конце пя- 
тидесятых годов ученые по- 
чему-то, почти вопреки оче- 
видности, заспорили, необ- 
ходимо ли высокое давление, 
а потом размечтались — 
нельзя ли обойтись и без 
высоких температур. Затем 
снова обратнлись к идеям 
и расчетам Лейпунского. Ре- 
ализовали их н получили 
алмазную пудру. *«Получи- 
ли» — короткое и недву- 
смыслениое слово. За иим, 
однако, интересно описанная 
авторами приоритетная борь- 
ба коммерческих фирм, мно- 
тих учевых, стремящихся ло 
попы до времени молчать 
о своих достижениях и Соя- 


щихся ири этом просрочить 
и пору, и время. 

В книге много велико- 
лепных абзацев — авторских 
размышлений о науке вооб- 
ще. Полины глубокого смысла 
рассуждения о «научном хоб- 


би». которое, как и любсе 
прочее хобби. по необходн- 
мости несет отпечаток ди- 
летантства. Наука была хоб- 
бн ссвсем неплохих иа\ чных 
работников, какими былин 
Ньютон (управляющий Ко- 
ролевским монетным двором), 
Лавуазье (коммерсант), Мен- 
дель (священник), Эйнштейн 
(чиновник патентного бюро}. 
Здесь, пожалуй, уместно об- 
ратить внимание на то, что 


а1еюи9 — по-итальянски 
означает наслаждение, удо- 
вольствие. 


Хорошая н умная киига 

В. И. Рича и М. Б. Чернен- 
ко, этот живой рассказ о жи- 
вой науке, достявит большое 
наслаждение и прннесет не- 
сомненную пользу читателю. 
Я. Гегузин 


Винтовая 
ЛИНИЯ 


В настоящее время трудно 
найти человека, который хоть 
сколько-нибудь связаи с тех- 
никой н ие имеет о виитовой 
линни никакого представле- 
ния. И неудивительно. В 
техинческих приснособле- 
ннях, от самых распростра- 
ненных до наиболее специ- 
альных. не обойтись без 
винтон, болтов, гаек, шуру- 
пов, и т. д. Край резьбы 
у них — винтовая линия. 
Используется она пренмущес- 
твенно из-за своего геомстрн- 
ческого свойства — винтовая 
линия может скользить вдоль 
самой себя. Вирочем, и архи- 
тектуре с се помощью «сво- 
рачивают расстояния»: вни- 
товая лестница занимает в 
строении меньше места. 


Винтовая линия г той 
или нной степенью точности 
часто встречается в природе. 

‚Стебли вьющихся растений 
«шаг за шагом», «виток за 
внтком» взбираются по ство- 
лу дерева по винтовой ли- 
нин. По ней же смерч скру- 
чивает стволы ‹ деревьев. 
Вспомните еще © молекулах 
ДНК, раковинах моллюсков, 
винторогих антилолах... 


Дадим определение; вия- 
товая линия { — это ‚про- 
странственная кривая, опи- 
сываемая точкой М, которая 
вращается с постоянной по 


— 


велнчине скоростью и; вок- 
руг оси 02 и одновремеяно 
скользит с постоянной ско- 


А 
ростью и. вдоль оси 02 
(рис. 1). Когда точка М ие- 
ремещается вдоль винтовой 
лунии па один внток. по 
оси 02 она сдвигается на 
ностоянную величину @ (шаг 
винта); ве проекция М” ойн- 
сывает при этом окружность. 

На рисунке 1 локазаи еше 
один способ получения внН- 
товой линии:  бумажиый 
прямоугольный треугольник 
АВС приклеили катетом АС 
к поверхности цилиндра н на- 
мотали намето; п результате 
гипотенуза ВС разместнлась 
по винтовой лининй. Дейст- 
вительно, нз определения внн- 


товой Линии следует, что 
касательная МУ к ней в лю- 


бой точке МЕ! образует 
© осью О2 постоянный угол. 
Следовательно, угол  каса- 
тельной ММ с плоскостью 
хОу также сохраняет по- 
стоянную величину &@ для 


всех точек М Е [. 

Чтобы определить ли- 
нию кратчаншего расстояния 
между двумя точками М, 
н М, на поверхности ци- 
линдра (так называемую гео- 
Зезическую}. надо  развер- 
нуть поверхность цилиндра 
ча плоскость, провести 
[М.М>] и вериуть поверх- 
ность п прежнее положение. 
Геодезическая оказывается 
линин. 


отрезком винтовой 


Рис. 2. 


Проекция винтовой ли- 
инн на плоскость хОг — си- 
нусонда (докажите). 

Разверткой = окружности 
называется кривая. которую 
описывает фиксированная 
точка прямой. катящейся без 
скольжения по неподемжиой 
окружности. На рисунке 1 
точка № описывает именно 
такую кривую — развертку 
окружности (0, |10М”]- 

Циклоидой — пазывается 
линия. которую опнсывает 
точка Р окружности (0. а). 
катящейся без скольжения 
по неподвижиой прямой Ох 


(рис. 2). Проекция на Горн- 
зонтальпую ось точки Р этой 
окружности, прокатнвшейся 
из начального положения на 
угол ф. равна аф — $1. 
Проекция точки Г на верти- 
кальную ось равна п— 
—а с05ф. Докажите, что па- 
раллельное проесктнрование 
винтовой линии в направле- 
нин ММ (рнс. Ю преобра- 
зует ее в циклонду. 


Наряду с винтовой лн- 
иней рассматриваются так 


называемые винтовые по- 
верхностц. Их описывают 
дуги плоских кривых, ко- 


торые, равномерно вращаясь 
вокруг оси, одновременно 
равномерно — перемешаются 
вдоль нее же. Лопасть винта 


корабля, грубо говоря, яв 
ляется куском внитовой по- 
верхностн- 

Вннтовая поверхность, 
образоваиная отрезком пря- 
мой, периендикулярным оси 
вращения. называется пря- 
мым оеликондом (азтеликоид» 
в переводе г греческого оз- 
начает «спиралеподобный»). 
На первой странице обложки 
нзображена модель прямого 
геликонда. Другой его мо- 
делью является  мыльная 
пленка. натянутая на нро- 
волочную винтовую линию. 

В. Березин 
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Миформация 


Новый прием 
во Всесоюзную заочную 
математическую школу 


Во Всесоюзную заочную математнческую школу Академин педагогических наук СССР прн 
Московском университете (ВЗМ) принимаются ученнки седьмых классов. Школьники, 
проживающие в Москве. Пенниграде и нх ра в школу не принимаются, 

Занятия начнутся с | сентября 1978 года. Обучение и школе бесплатное. 

Учащиеся, принятые в школу. будут регулярно получать задания, в которых содержат- 
ся объяснения теоретических вопросов и задачи для решения. Программа ВЗМШ тесно свя- 
зана со школьной программой н направлена иа углубленное изучение основных вопросов 
школьного курса математики. Срок обучения — три года. 

Ниже публикуются задачи вступительной контрольной работы. Желающие поступить 
п ВЗМШ должны выслать решения этих задач не позднее 1 марта 1978 года. После проверки 
работ {примерно в июле 1978 года) ВЗМЩ сообщит всем принявшим участие в конкурсе ре- 
зультаты выполиення работы Пренмуществом при поступлении пользуются школьникн, 
проживающие в сельской местностн и в рабочих поселках. 

Хотя некоторые из вступительных задач отличаются по внешнему виду`от обычных 
школьных, для их решеиня не требуется дополнительных знаний по математике. Для по- 
ступления п школу не обязательно решить всё задачи без исключения. При оценке работы 
будут учитываться не только количество решенных задач. но и качество решения. Решение 
каждой задачи должно быть обосиовано. Ответ без обоснований может быть не засчнтан. 
Еслн в задаче возможны несколько разных ответов, то надо указать их все. 

Работа должна быть выполиена на русском языке в ученической тетради в клетку. 
Вступительные работы обратно ие высылаются и рецеизии на них ине выдаются. 

В конверт вместе с тетрадью надо вложить листок бумаги размером 14 см Х 6 смс 
Вашим почтовым адресом (мы наклеим его нз конверт, когда будем посылать Вам ответ). 

На обложку тетради наклейте листок клетчатой бумаги, разграфнв и заполнив его по 
следующему образцу (иначе Ваша работа проверяться не будет): 


Область Московская 

Фамилия, имя Иванов Петр 

Год рождения 1964 г. 

Класс. школа 7 класс «А» школы № 2 г. Клина 

Фамилия, имя, отчество учителя математнки Никаноров Владимир Алексеевич 

Место работы н должность роднтелей Отец — шофер автобазы № 2. Мать — 
домашняя хозяйка 

Полный почтовый адрес 123456. г. Клин, ул. Ленина, д.1, кв. 1 


Результаты проверки 


Вступнтельные работы следует присылать по следующнм адресам: 


Область, республика Адрес 


Белорусская (кроме Витебской и | 197228. Ленинград, П-228, ул. Савушкина, д. 61. 
Гомельской обл), Латвийская, | Специнтернат при ЛГУ. ЗМШ, на конкурс 
Литовская, Эстонская ССР. Коми 

н Карельская АССР, Архангель- 

ская, Калииннградская, Ленин- 

градская, Мурманская, Новгород- 

ская н Псковская области 
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Башкирская АССР 
Витебская обл. 


Приморский край 


Владимирская обл. 


ласти 
Гомельская область 


Таджикская ССР 


Ивановская область 


Удмуртская АССР 


Калииннская область 


Кировская область 


Краснодарский край 


Куйбышевская область 


Магаданская область 
Дагестанская АССР 


Орловская область 


Мордовская АССР 
Ростовская область 


Свердловская область 


Донецкая область 


Смоленская область 
Тернопольская область 


Томская область 


Область. республика 


Воронежская, Белгородская, Лн- 
пецкая, Курская, Тамбовская об- 


ЗМШ, на конкурс. 


Адрес 


452320. Башкирская АССР, Бирск, Интернацно- 
нальная ул., д. 1Ю. Пединститут. кафедра мате- 
матики. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 

210036. Витебск, 36, Московскнй пр., д. 33. Педин- 
ститут, кафедра геометрии. Филнал ВЗМШ, на 
конкурс. 

690600. Владнвосток, ГСП, ул. Суханова, д. 8. 
Дальневосточный гос. уннверситет. ФЗМИТ, на 
конкурс 

600024. Владимир, пр. Строителей, д. \1. Педив- 
ститут, кафедра геометрин. ЗМШ, иа конкурс 
394693. Воронеж, Уннверснтетская пл., д. |. Во- 
ронежский гос. университет. ФЗМШ, иа коикурс. 


246000. Гомель, Советская ул,. д. 108. Гомель- 
ский а мехмат, кафедра мат. анз- 
лиза. ЗМШ, ва конкурс. 

734016. „Душанбе, 16, пр. Леинна, д. 17. Тад- 
жнкский гос. университет, мехмат, комн. 49. 


153025. Иваново, 25, ул. Ермака, д. 39. Иванов- 
ский гос. увиверситет, кабинет математики. ЗМЩ, 
на конкурс. 

426037. Ижевск, Красногеройская ул., д. 7Ё. Уд- 
муртскнй гос. университет, кафедра алгебры н 
геометрии. ЗМШ, иа конкурс- 

170002. Калинин, Садовый пер., д. 35. Калиннн- 
ский гос. унинверснтет, математический фак. 
ЗМШ, ва конкурс. } 
610013. Киров. 13. ул. Леняна, д.- ПЕ. Педиисти- 
тут. Филнал ВЗМШ, на конкурс. 

350751. Краснодар, ГСП, ул. К. Либкнехта, 
д. 149. Кубанский гос. уииверснтет, комн. 117. 
ВЗМШ, на конкурс. 

443000. Куйбышев, ул. Потапова, д. 64/163. Куй- 
бышевский гос. университет, математический фак, 
кафедра функционального анализа. ЗМШ, иа 
конкурс. 

68501. Магадан, Портовая ул., д. 13. Пединсти- 
тут, физмат, кафедра математики. Филиал ВЗМШ, 
на конкурс. 

367025. Махачкала, ГСП. Советская ул., д. 8. 
Дагестанский гос. университет, мехмат. Филнал 
ВЗМШ, ина конкурс. 

302015. Орел. Комсомольская ул, д. 95. Педин- 
стнтут, кабннет математики. ЗМ, иа конкурс. 
430000. Сараиск. Большевистская ул., д. 68. Мор- 
довский гос. упнверситет, математический фак. 
ЗМШ, на конкурс. 

344009. Ростов-па-Дону, ул.: Горького, д. 88. 
Ростовский гос. университет, мехмат., кафедра 
геометрии. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 

620083. Свердловск, ул. Ленина, д. 51. Уральский 
гос. университет, мехмат. ЗМ Ш, на конкурс. 
343200. Донецкая обл., Славянск, ул. Ленина, 
д. 12. Пединстнтут, кафедра математикн_ ЗМШ, 
на конкурс. р 

214000. Смоленск, ул. Пржевальского, д. 4. Цед- 
институт, физмат. ЗМШ, на конкурс. 

282009. Териополь, ул. Карпенко, д. 10. Педин- 
ститут, кафедра математики. ЗМШ, на конкурс. 
634044. Томск, 44. Комсомольский пр., д. 75. 
Пединстнтут, комн. 254. ЗМШ, иа конкурс. 
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Область. республнка 


Ульяновская, Саратовская, Пен- 
зенская областн 

Казахская ССР (кроме Целино- 
градской, Тургайской, Кокчетав- 
ской и Джезказганской обл.) 
Целнноградская, Тургайская, 
Кокчетавская,  Джезказганская 
области 

Чувашская АССР 


Вологодская область 
Черновицкая область 


Читинская область 


Сахалннская область 


Остальная террнторня СССР 


Адрес 


432700. Ульяновск, 2. Пединститут. ЗМШ, на 
конкурс. 

417007. Уральск, пр. Ленина, д. 162. Пединсти- 
тут, физмат, кафедра мат. анализа. Филиал 
ВЗМШ, на конкурс. 


473021. Целиноград. 21, ул. Циолковского, д. 6. 


Педнистнтут, физмат. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 


428015. Чебоксары, Энергетическая ул., д. 4. Чу- 
вашский гос. университет, физмат. 3ЗМШ, на 
конкурс. 

162600. Вологодская обл., Череповец, 
ул. М. Горького, д. 14. Педниститут, кафедра 
мат. анализа. Филиал ВЗМИ}, иа конкурс. 
274012. Черновцы, 19, ул. Коцюбииского, д.2. 
Черновицкий гос. университет, канцелярия. 
ЗМШ. на конкурс. 

672007. Чнта, 7, ул. Бабушкина. д. 129. Педии- 
ститут, кафедра математики. ЗМШ, на конкурс. 
693008. Южно-Сахалинск. пр. Ленина, д. 290. 
Педннстнтут, кафедра мат. анализа. ЗМШ, на 
конкурс. 

117234. Москва, В-234, МГУ. мехмат. ВЗМШ, на 
конкурс. 


Школьники, не прошедшие по конкурсу в ВЗМШ, имеют возможность заниматься по 
программе ВЗМШ в группах «Коллективный ученик ВЗМШЬ, 

«Коллективный ученик ВЗМШЬ — это школьный математический кружок, работающий 
под руководством учителя математики данной школы по программе ВЗМШ. Прнем в группы 
«Коллективный ученик ВЗМЦИ проводится до 20 сентября 1978 года в два потока: для тех, 
кто с сентября 1978 года будет учнться в 8 классе, н для тех, кто начнет учиться в 9 классе. 

Для органнзации кружка достаточно заявлеиня учителя математнкн, берущего на себя 
руководство кружком, с указанием слиска учащихся. Заявление должно быть заверено под- 
пнсью директора школы н печатью. Работа руководителей грулп «Коллектнвный ученик 
ВЗМЕЬ может оплачиваться школами по представлению ВЗМЩ как факультатнвные заня- 
тня. Заявления об организации групп «Коллектнвный ученик ВЗМШ» следует присылать по 
адресу: 117234. Москва, В-234. МГУ, мехмат. ВЗМШ, заведующему сектором групп «Кол- 


лективный ученик ВЗМШФ. 


Задачи вступительной 


контрольной работы 
в ВЗМШ в 1978 году 


1. На прямой расположены 4 точкн А, 
В, Сир так, что | АВ\ =1, |АБ]-=4. |СБ] = 
==2. Чему может равняться |ВС |? 

2. К числу 60 приписать по две цифры 
справа н слева так, чтобы полученное прн 
этом шестизначное число делилось — на 
1977. (Достаточно найтн одно такое чнсло:) 

3. Какие значення может принимать а, 


еслн 
Но Ри @— 36 |552 ? 

4. На плоскостн дан квадрат с центром 
в точке О. В этой точке расположен прожек- 
тор, который освещает угол велнчнной 90°. 
В начальный мо мент временн прожектор осве- 
щал угол, сторо ны которого проходили через 
две вершины ква драта. Затем прожектор на- 
чал вращаться вокруг точки О. В какой момент 
временн площадь освещенной частн квадрата 


будет больше: когда прожектор повернется 
на 45° или на 72° 

5- Иваиа Александровича Хлестакова 
пригласнли управлять департаментом и в 
течение трех дней прислали 30 000 курьеров. 
Известно следующее: если бы в первый день 
было прислано вдвое больше курьеров, то 
общее число курьеров было бы четвертой 
степенью того числа, на которое в третий 
день прислали курьеров больше, чем во вто- 
рой. Сколько курьеров было прислано Хле- 
стакову в каждый день? (Приведнте все воз- 
можные ответы.) 

6. Дан острый угол с вершиной в точке В 
н точка А на одной из его сторон. Найти точ- 
ку К на другой стороне угла так. чтобы ра- 
днус окружностн, описанной около треуголь- 
ника ВАК. был наименьшим. 

7. Найти все пары целых чисел (х; и), 
удовлетворяющие уравнению 

х—хи— 21—18. 

8. Дан прямоугольник АВСО. Внутри 
него берется произвольная точка и через нее 
проводятся две прямые, параллельные сторо- 
нам АВ п ВС. Эти прямые разбивают пря- 


моугольник на 4 меньших прямоугольника. 10. Ученику прислалн задание. состоя- 
Доказать, что площадь хотя бы одного из  щее из 20 задач. За каждую правильно ре- 
прямоугольников, содержащнх точкн А нли  шенную задачу ему ставят 8 баллов, за каж- 
С. не больше четверти площади исходного дую иеверно решенную — минус 5 баллов; 


прямоугольннка. еслн же он задачу ие решал, ему ставят 
9. Решить систему уравненнй: О баллов. В результате ученик получил 
2—2 13 баллов. Сколько задач решал ученик? 
Ат = 2х 

1 2 Ж. Раббот 

1-2 = 2х3 , 

т хз =, 

1-х = 2%. 


Заочная 
физико-техническая школа 


Заочная физнко-техинческая школа (ЗФТШ])} при Московском ордена Трудового Красного 
Знамени физико-техническом институте (МФТИ) проводит набор учащнхся восьмилетних 
н средних школ, расположенных на территорин РСФСР, в 8, 9 и 10 классы на 1978/79 учеб- 
ный год. (В отдельных случаях допускается прием из других союзных республик.) 

Форма обучения в ЗФТШ отлнчается от привычной работы с учителем на уроке. Заочное 
обучение прививает навыки самостоятельности. учнт работать с дополннтельной лнтерату- 
рой, конспектнвно нзлагать свон мысли. 

ЗФТШ дает хорошие дополннтельные знання по физике и математнке своим выпускин- 
кам, многие из которых становятся студентами ведущих вузов нашей страны. 

Цель нашей школы — помочь ученикам в самостоятельных занятнях физнкой п мате- 
матикой. Вот почему прн приеме в ЗФТШ предпочтенне отдается учащныся, проживающим 
в сельской местностн н рабочнх поселках, Где помощь нашей школы особенно нужна. 

В ЗФТШ прнннмаются н фнзнко-техническне кружкн, которые могут быть организова- 
ны на месте по инициативе двух преподавателей — физнки н математнкн. Руководителн 
кружка набирают и зачисляют в них учащихся, успешно выполнивших вступительное за- 
дание ЗФТШ. Кружок принимается в ЗФТШ, еслн директор школы сообщит в ЗФТШ фа- 
милни руководнтелей кружка н понменный список членов кружка ло классам (с указани- 
ем нтоговых оценок за вступительное задание). 

Учащиеся, принятые в ЗФТШ, и руководители физико-технических кружков будут ре- 
гулярно получать задания по фнзнке н математике в соответствии с программой ЗФТШ, 
а также рекомендуемые ЗФТШ решення этих заданнй. Задания ЗФТШ содержат теоретиче- 
ский матернал и разбор характерных задач и примеров по теме, а также 10—14 задач для 
самостоятельного решения. Это — и простые задачн, и более сложные {на уровне конкурс- 
ных задач в МФТИ). Работы учащихся-заочннков проверяют в ЗФТШ илн ее фнлналах, 
а членов кружка — его руководители. 

С учащимися Москвы проводятся очные занятия по физике и математике по программе 
ЗФТШ два раза а неделю в вечерних консультацнонных пунктах (в ряде московских школ), 
ее в которые проводится тоже по результатам выполнения вступнтельного задания 

Вступительное задание каждый ученик выполняет самостоятельно. Работу иадо сделать 
на русском языке и аккуратно переписать в одну школьную тетрадь. Порядок задач должен 
быть тот же, что и в заданни? Тетрадь плерешлнте в большом конверте иростой бандеролью. 
Вместе с решением обязательно вышлите справку из школы, в которой вы учитесь, с указа- 
нием класса. Справку наклейте на внутреинюю сторону обложки тетради. Без этой справки 
решение рассматриваться не будет. На внешнюю сторону тетради наклейте лист бумаги, 
заполненный по следующему образцу: 


1. Область (край илн АССР) Кемеровская обл. 
2. Фамнлия, имя, отчество Глушков Валерий Иванович 
3. Класс восьмой 
4. Номер н адрес школы школа № 6, ул. Шишкина, 96 
5. Профессия родителей н занимаемая должность 
отец слесарь, мастер цеха 
мать швея 
6. Подробный домашний адрес 653028. г. Прокопьевск, ул. „Ленина, 9. 2, 
кв. 15 


Срок отправлення решений — не позднее 10 марта 1978 года (по почтовому штемпелю 
места отправления). Встулнтельные работы обратно не высылаются. 

Зачисление в школу производится приемной комиссней Московского физико-техинческо- 
го института н приказом днректора ЗФТШ. Решенне приемной комиссии будет сообщено не 
позднее 1 августа 1978 года. 
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Тетради с выполненными заданиямн присылайте по адресу: 141700, г. Долгопрудный 
Московской обл.. Московский физико-технический институт. для ЗФТШ. 

Учащиеся Архангельской, Вологодской, Калинниградскей Калннииской. Кировской, 
Ленинградской, Мурманской, Новгородской. Псковской областей, Карельской н Коми АССР 
высылают работы по адресу: 198904, г. Старый Петергоф, ул. 1 Мая. д. 100, ЛГУ, фнлиал 


ЗФТШ прн МФТИ. 


Учащиеся Амурской. Иркутской. Камчатской, Сахалинской, Читинской областей, 
Красноярского, Приморского. Хабаровского краев, Бурятской, Тувинской, Якутской АССР 
и Чукоткн высылают работы по адресу: 660607, г. Красноярск, ул. Перенсона, д. 7, Педии- 


ститут, филиал ЗФТШ при МФТИ. 


Ниже приводятся вступительные задання по физике н математике. В задании ло физике 
задачи | —5 предназначены для учащихся седьмых классов. задачи |. 6—10-— для учащихся 
восьмых классов и задачи 1, 5, 9—13 — для учашихся девятых классов, Во вступительном 
заданин по математике задачи 1—5 — для седьмых классов, 4—10 — для восьмых классов 


и 7—13 — для девятых классов. 


Задачи вступительной 


контрольной работы 
в ЗФТШ в 1978 году 


Физика 


1. Известно, что для измерения` тонких 
проволочек нлн пластин нспользуются прн- 
боры для точных измерений: например. 
штантенциркуль или микрометр. К сожа- 
лению, у вас под рукой не оказалось таких 
приборов. Как бы вы поступили, чтобы нз- 
мерить как можио точиее толщину: одно- н 
двухколеечной монет? листа бумагн в кннге 
нлн тетради? фольги для обертывання шоко- 
ладных конфет? Опншите использованный 
вамн способ н приведнте результаты нзме- 
рений. 

2. Для чего кроме закрепления рельсов 
железнодорожного полотна плод них подкла- 
дывают шпалы? 

3. Весь луть от места отдыха до города 
преодолен со средней скоростью 32 км/ч 
частнчно пешком, частнчно на автобусе н 
затем на электричке. С какой скоростью 
пройден каждый из отрезков пути, если их 
длнны относятся как 1:4:45, а соответствую- 
щне промежуткн временн — как 4:1:20? 

4. Куб собраи из большого числа хорошо 
прнгнанных друг к другу деревянных куби- 
ков одннакового объема, изготовленных из 
различных древесных пород: пробкн с плот- 
ностью 0,2 г/см3, дуба г плотностью 0.7 г/смЗ, 
кедра с плотностью 0,55 г/смЗ и черного де- 
рева с плотностью 1,2 г/см3. Какова средняя 
плотность куба, если колнчества кубиков 
из этих матерналов взяты соответственно п 
отношении 3:4:2;:1? 

5. В нилиидрнческий сосуд налиты че- 
тыреххлористый углерод, вода и кероснн. 
Определить давление на дно сосуда, еслн 
массы всех жидкостей одинаковы, а верхний 
уровень наиболее легкой жидкостн — керо- 
сина находится на высоте 23 см от дна сосуда. 
Плотностн жидкостей равны соответственно 
1,6 г/смз, 1,0 г/смз и 0,8 г/смз. Ускоренне 
свободного падення прниять равным 10 м/с?. 

6. В каком отношенни следует взять 
объемы спирта и бензнна, чтобы удельная 
теплота сгорання смеси этих горючих веществ 
оказалась равной 4,2.107 Дж/кг? 

7. При ремонте электроплиткн спираль 
пришлось укоротить на 25% ее первоначаль- 


ной длнны. Как нзменится прин этом мощ- 
ность, выделяемая в плитке? 

8. Гладкнй днск раднуса Ю®, плоскость 
которого горнзонтальна, вращается вокруг 
своей осн с частотой сращення п=40 об/мнн. 
От поверхности днска на расстоянин Ю/2 от 
оси отрывается небольшое тело, которое без 
трения скользит по днску. Через какое вре- 
мя оно соёкользнет с диска? 

9. Покупая в магазине капроновую лес- 
ку. рыболов забыл спроснть, какую максн- 
мальную нагрузку она выдержнвает. Но 
после некоторого размышления он придумал 
способ определення этой величины г помощью 
гири массой 0,5 кг н рулетки. Подумайте и 
вы. Опишите придуманный вамн снособ и 
нсследуйте, как зависнт прочность лескн от 
ее диаметра. Результаты измереннй пред- 
ставьте в виде таблицы. 

10. Можно ли опустить с крышн пред- 
мет массой 45 кг с помощью веревки, пре- 
дельная прочность которой 400 Н, так, чтобы 
веревка при этом не разорвалась? 

11. В первое время своего существова- 
ння дирнжабли обычно наполнялн водородом. 
Это обеспечивало необходимую подъемную 
силу. но от использовання дирижаблей п 
военных целях пришлось сразу же отказать- 
ся: малейшее попадание пулн или осколка 
нли удар взрывной волиы прниводилн к вос- 
пламенению водорода. Мо однажды во 
время первой мировой войны над Лондоном 
появился дирижабль противной стороны, 
который остался невредимым, несмотря на 
попадание пуль. Оказалось, что он был на- 
полнен гелием. Когда об этом стало нзвестно, 
однн из экспертов заявил, что гелий не может 
обеспечнть необходнмой подъемной снлы: 
гелий вдвое тяжелее водорода, следователь- 
но, подъемная снла уменьшается вдвое. 
Так лн это? Объясните. 

12. В два одинаковых сосуда налили 
разные колнчества горячей воды. Воз- 
дух нз сосудов откачали, а сосуды 
{вверху} соедннилн между собой — очень 
тонкой резиновой трубкой н уравновесилн 
на весах. Нарушится ли со временем равно- 
весне весов? ясннте. 

13. Баллоичнк для приготовлення Га- 
зированной воды имеет объем 5 см3 и содержит 
углекислый газ под давлением 15 атм. Можно 
ли на техннческих весах с точностью взве- 
щиваиня 10 ‘мг заметнть разницу в массе 
полного н «пустого» баллоичнка? Температуру 
считать равной 0°С. 


Математика 

1. В классе 38 учеников: из них 24 учс- 
ника сдали нормы ГТО, 8 ученнков имеют 
спортивные разряды н столько же учеников 
не сдали нормы ГТО и не имеют спортивных 
разрядов. Сколько учеников и классе сдали 
нормы ГТО и имеют спортивные разряды? 

2. Для того, чтобы треугольинк был пря- 
моугольным, необходимю и достаточно, чтобы 
одна из его медиан равнялась половине сто- 
роны, на которую она опушена. Докажите. 

3. Найдите подмножества .1 и В множест- 
ва С, еслн для любого подмножества Х 
множества С нмест место равенство: 


ХПА-==Х|;В. 

4. Докажите или опровергните следую- 
щие утверждення: 

а} для того, чтобы число п?--20 было 
составным {(п`>3). достаточно, чтобы 
п было простым; 

6) для того, чтобы число п?--20 было 
составным (л>>3), необходнмо, чтобы 
п было простым. 

5. Школьинки трех классов совершили 
два лыжных похода. В первый поход пошли 
3/; школьников 8-го класса, 44, школьников 
9-го класса н 5/ — 10-го класса: всего 61 
школьник. Во второй поход пошли 2/, уче- 
ников 9-го класса и половнна 10-го класса. 
Сколько участников было во втором походе, 
если всего в трех классах обучастся 79 ребят? 


6. Даны векторы ОА- :а н [7 6. Най- 


дите еднничный вектор с (|6 |==1), сомаправ- 
ленный с биссектрнсой угла ЛОР. 

7. Дан треугольник АВС: $ — окруж- 
ность, описанная вокруг него. Найднте внут- 
ри треугольника такую точку, что если ее 
отразить снмметрично относнтезьно любой 
стороны треугольннка. то она попадет на 
окружность $. 


8. Даны два утиерждения: 

а) уравчение х? Г ах--|- 0 имеет дви от. 
рицательных корня; 

6) уравнение 4х?! 4 (2—2) х;:1=0 не 
имеет корней. 

Плн каких значениях о одио из этих 
утверждений — ложно, и другое — нстинно. 

9. Докажите. что если три угла четырех- 
угольиика тупые. то днагональ. проходящая 
через вершину острого угла. болыпе другой 
днагонали, 

10. На стоянке находятся машины марок 
«Москвич» н «Жигулн». Общее число их 
менее 30. Если увеличнть вдвое число «Жи- 
гулей», а число «Москвичей» увеличить на 27, 
то «Жнгулей» стаиет больше. Если увеличнть 
вдвое число «Москвичей», не изменяя чнсла 
«Жигулей», то «Москвичей» станет больше. 
Сколько «Москвичей» н сколько «Жигулей» 
маходится на стоянке? 

11. В розыгрыше первенства по баскет- 
болу прниимают участие 20 команд. из кото- 
рых Б команд экстракласса. Сколькимн сио- 
собамн можно сформировать две подгруппы 
по 10 команд в каждой так, чтобы п одной 
подгруппе были две команды экстракласса, 
а и другой — три. 

12. Последовательность (а„} залана ре- 
куррентной формулой 


3 И ое 
ва: а 
п 29. 3, 


Докажите. что последовательность (аз) имсет 
предел, ин найднте его, 

13. Докажите, что если функция } (х) 
имеет производную прн х=-а, то спраъедли- 
во равенство 


х! (а) — а! (х) 
х 


— Га —оГ&. 


Нт 
х-а 


В. Асланян, А. Кнрьянов. Т. Чиугунови 


Ребусы 2. хлоси. 5. | Теааре$ = абс5. 

кс 

6. а) аа — икс; 
Замените в каждом из этих р 
до; эти поток 6) кук-: икс: 

примеров буквы цифрами лосн 
{разные — разными,  одина- : я) зе? сорок. 
ковые — одннаковымн, звез- ое 7 створ 
дочки — любыми), чтобы по- о створ 


лучились верные равенства. 
1. 


орок 
орок 
-! орок [ 
орок 
орок 


3. а) Глогарифмы 
=ырфар: 


6) р юваг ит == Игзз. 


4. тетнва-нва. 


эха хе 
ввозе. Н 
ж за 
Схазяз 


крайность 


Э. Рекстик 


Ответы, указання, решения 


ФЭМ-эффскт 

1. Знак э. д. с. ФЭМ-эффекта не зависит 
от типа проводимостн. 

2. При постоянном значении индукцин 


В магнитного лоля ток ФЭМ-эффекта есть 
1=СМ. где С — константа. Э. д. с. ФЭМ- 


эффекта равна { фэм=/А, где Ю = 
1 ] 
о м. 
СУ 


боэм = о, ам. 
При от гам © фэм прямо пропорциональна 
№, прн от<аМ @хэм стремится к насыше- 
нию (рис. 1).- 

3. При указаниых условиях диффузнон- 
ный ток к поверхности образца по эбсо- 
лютной величнне больше. чем ток в глубь об- 
разца. Знак э. д. с. ФЭМ-эффекта прн этом 
изменяется на противоположный (авомаль- 


ный ФЭМ-эффект. 


Рнс. 1. 


Метод бесконечного спуска 

1. См. рисунок 2. 

2. Задача сводится к решению в нату- 
ральных числах уравнения“ х?-|- у2-- 22==7 12. 
Из рассмотрения остатков при делении на 
8 следует, что { — четное. Далее легко полу- 
чить, что х, и, 2— тоже четные. 

3. а) Используйте делимость на 3. 

6) Используйте делимость на 13. 

4. а) См. задачу 2 в гексте. 

„6) Рассмотрите уравнение (х?)2-|-(у?)?= 
=и?. 

Сделайте замену х?=9 о: 
ии. 

5. Воспользуйтесь тождествами: 

а) (3х—2и--1)*--(3х--2у-|-2)—(4х-ЕЗу-|- 
4-2) — ха (х-- 1) —уа, 

6) 3 (55х84) 1—7 (36х--55и)2==3х2— 

=. 

в) [2 (7-5 12х--6) |2 — З(4ы- 7х--3)-- 
11 (29) —3 (2х-г 12, 
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97; 


А С Г: 
Рис. 2. - 


7. Докажите, что на каждом шаге умень- 
шается лнбо максимальное число, либо ко- 
личество максимальных чисел. 

8. Поставьте многогранинк на одну из 
его граней и посмотрите, что из этого полу- 
чнтся. 

9. Докажите, что через несколько шагов 
все чнсла станут четными. 


Вопросы по геометрин 


Ответы: г 2щ 36. № д 5. в. 
6. г. 7. д. 8. а. 9.6. №. в. 

1. По аксиоме подвижности плоскости 
(«Геометрня 8», п. 134} существуют в точности 
два перемещения. переводящих точку А в 
р иточку ВвС (рис. 3; п данном случае это 
будут осевая симметрия и параллельный пе- 
ренос). Аналогичио существуют еше два 


персмещення, переводящие Ав СиВво 


{одно из ннх — центральная симметрия, вто- 
рое — так называемая скользящая симмет- 


рия — компознцня ВС.$,; осевой симметрни 
и паралаельного переноса в направлении 
оси симметрии — см. рис. 3). 

2. Повороты пространства относительно 
прямой (оси), содержащей данный отрезок, 
будут отображать этот отрезок на себя. 

3. Коэффициент гомотетрии, отображаю- 
щей треугольник Т, на треугольник. конгру- 
энтный То. равеи либо 2, лнбо — 2 

4. Если данные векторы не коллинеар- 
ны, то существуют только два удовлетворяю- 


щнх условиям вектора; еслн же а ин 6 кол- 


яииесарны, то нужных векторов х существует 
бесконечно много. 

5. Искомые прямые содержат среднне 
лннни треугольника с вершинами в данных 
точках. 

6. Искомые плоскости либо параллельны 
одной из четырех граней тетраэдра с верши- 
нами в даиных точках (см. рнс. 4, а), либо 
параллельны одной из трех пар скрещнваю- 
щихся ребер этого тетраэдра (рис. 4. 6) 

7. Прямую, делящую площадь треуголь- 
ника пололам, можно провести в любом на- 
правленин. 

8. Докажите такое утверждение: -если 
прямые пи 6 скрещиваются, аа н В — содер- 
жащне нх параллельные плоскости, то че- 
рез любую точку Мёа 1; проходит прямая, 
пересекающая как а, таки 6. 

9. В двух «крайннх» случаях лучн ОД 
н ОВ проектируются лнбо в один луч, либо в 
продолжающие друг друга лучи (как опнсать 
этн случан?): прн «промежуточных» положе- 
ниях угла АОВ отиоснтельно данной плоско- 
стн величина проекцин угла АОВ может 
принимать любое значенне от 0° до 180°. 

10. У куба Б граней, поэтому число сто- 
рон сечення куба плоскостью — от 3 до 6. 


Доказать можно? — Доказать нельзя! 

1. Стелой доказано, что нз первого 
свойства расстояний следует второе свойство, 
только для частного случая — когдя две 
из трех точек совпадают. 

Да. 

4. Можно воспользоваться последней мо- 
делью. построенной Степой н его друзьями. 
Первый закон термодинамики 

КА =рИ, (Т/Т. — | =3-108 Дж. 


2, А= (рр. — ПВ (Г.Т) 5665 Дж 


А 
3. Г, = Таир = 491 К 
Б 
4. О=ертАТ = т има 


=- 12,5.10* Дж; АИ = сутАТ = 
3 т 
ити Ю (Г. —Т,) = 7,5-10* Дж; 
А=о9— 0 =5.101 Дж. 


3 
5. АИ = 2 рАУ = 1,44.108 Дж; 


А-=рАУ =- 0,96.108 Дж О=АИ+А- 
—2,4-10° Дж 
6. Т, — 306 К. 


7. Т= т (--29Зр.И) = 340 К; 
Рз — р1Г2!Г.552. 10° Па 
8. И, = 3 м3; р, = 1,2.108 Па. 
Скалярное умножение двух векторов 
23 а 
1.0 =; 2 —. 
3: Эт 
2а 
2. 12; 2 ——. 
22; 2 575 


3. агссо$ 573 ь 
18 


4.1 ВР | = ие Ида а” 


>... 


-- 255 — 12346 сова, |ВС| = 


1 а паса 
—-5 У 9а* -- 962 --- 25с* -- 18а соз а 


ы з 
5. © а 
8. 1:3; (И3З—12153. 
Московский инженерно-физический институт 


Математика 
Вариант №1 


1. Обозначим расстоянне от пункта 2 
до пункта М через |1. |. По условиям задачи 
автомобнль двигался 1'. |, | со скоростью 
(48—И) км/ч п 2/; М | со скоростью (48-= 
--2И} кы/з; поэтому время, за которое ав- 


томобиль преодолеет расстояние |ЁМ |, 
является функцией от И: 
12МГ_. _2М] 
ГУ) = За —и т 348-20 - 
Требуется определить минимум функцив 


Р(У) на нитервале ИЕ]0; 48 [. Так как 
функцня [(И) всюду внутрн указанного 
ннтервала имеет производную. то для опре- 
делення минимума достаточно определить 
нули пронзводной функцин /(И) внутри 
ннтервала ]0; 48[ п исследовать знак про- 
изводной. Имеем 

| РЕМ | | 
Г |8 

4 _ _ 192: М Ци — 12) 

(48 —2и)? | (48— 1): (48 --2,)? - 


Пронзводная [(И) обращается в нуль при 
=12, меньше нуля У@]0; 19[ н больше 
нуля при У Е]12; 481. следовательно, функ- 
ция [(У) достигает миннмума прн У=12 

Ответ: —=12 км/ч. 

2. Пусть правильная треугольная пи- 
рамида АВСР вписана в сферу раднуса Ю 
с центром в точке О. При этом вершины пи- 
рамиды принадлежат сфере, а высота пира- 
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миды [00.:}. гле О, цеитр равиостороннего 
треугольннка АВС. прннадлежит днаметру 
[2О:} данного шара. Отметим, что рассмат- 
риваемая фигура обладает плоскостью сим- 
метрнн ДАДБ,. Имеем а =. 
По условию задачи |00, |=0,3А. 2.0, |= 
=0.78. Из подобия прямоугольных тре- 
угольников АО;0: и АРО, находим 

0; [= [0:01 РО, |-=1,3В <0,78= 
=0.9122. 

Длина отрезка [АО,] является раднусом 
описанного около треугольника АВС круга; 
тогда раднус г вписанного круга может быть 

ОЕ 
найден по формуле ‚ААС. 
Объем У, конуса. вписанного в пирамиду, 
равен 
иг? 
У: ==-з_| 20, | = 
Отметим, что условиям задачи удовлетворяет 
и пнрамнда с вершиной в точке Д,. В этом 
случае объем И, конуса равен 
__ 637лА3 
У: — 12000. 

3. Прямые у=4 и у=б6 пересекаются с 

гиперболой у-=--„ в точках (3/4. 4) и {1',. 


6) соответственно. Поэтому площадь может 
быть вычислена ло формуле 


6 
-3 3 
$= } у ч=зш-. 


4. Используя формулы двойного угла 
для сннуса н косинуса, преобразуем нсход- 
ное уравненне к внду 


В со$ 14х-Е3 $ 14х=28—2а. 
Для решення последнего уравнення вве- 


дем дополнительный угол ф = атс!5 — . те 


Е 6 
та г 23 . Прн этом 
уравнение приннмает внд 
28 — 2а 
У ‘ 
28 4 
в ую УВ | ео 


со$ (14х — $9) = 


28 — 45 
Еслн а> [-2-У8. 


ее ь ие 28-28) | дп 

х — 14 [агс!6 > агссо$ Е +=, 
28—1/45. 28-- У45 

гдепЕ2; если ав =} 2 ? 


то исходное уравненне не имеет действитель- 
ных корней. 
Вариант №2 
1. Если ре 15; 100], то следует взять 
600р — 9000 
р— №0 г 
100], то 


ЕТ р%-ного раствора и 


10%-ного раствора. Если рЯ 15; 
задача не имеет решения. 

2. Если ортогональная проекиня сече- 
иня принадлежит меньшей из двух частей 


основания пнрамнды, иа которые секущая 
плоскость делит основанне пирамиды, то 
площадь сечення дается формулой 


а? зта 51п © с0$ В 
$ =9зт ( -|- В) Ё + в (@- в , 
д 
Ве Ё 3 : 
Если ортогональная проскция сечения при- 
надлежнт большей частн основания пира- 
миды, то 
а 2 а? эта : 2 па со5 В 
—`Эзт (@ -Е В) + эт @--В) |’ 
8=|0; агсёв (3х а)], 


$ а? та $11 @ соз В 
= Эа {8 —&) | 568 —2) |. 
ва [в ша); := |. 
} 
3. = тп -8 к». ел. 


4. При а] 0; + ©<{ критическая точка 
х = па, если а6] 0; --©ч[, то критических 
точек нет. 


Физика 


й— о 
зе Ик. 
ру 18 11/2 
3. (= =ф 4леоК, (К.В), 
тк. 
==4,6 м/с 
<> 
ВЫ 
4. а == агс в — вы 8°. 
т| | 


те У Ритой 0в о 


Над номером работали: 
А. Внленкин. И. Клумова, Т. Петрова, 


А. Сосинскнй, В. Тихомнрова, Ю. Ши- 
ханович 


Номер оформили: 
М. Дубах, В. Машатни. 


Э.- Назаров, 
А. Пономарева, 


И. Смирнова 


Зав. редакнией Л. Чернова 
Художественный редактор Т. Макарова 


Корректоры Е_ Сидорккна, В. Сорокина 


113035, Москва, М:35. Б. Ордынка, 21/16, 
«Кааит», тел. 231-83-62. 

Сдано в набор 25/Х—77 г. 

Подпнсано п лечать 6/ХИ--77 г. 

Бумага 70Х 108 1/,,. Физ. печ. л. 4 
Усл. печ. л-5,60 Уч.-изд. л.6.54 Т-20337 
Цена 30 коп. Заказ. 2418. 

Тнраж 295 000 экз. 


Чеховский полиграфический Комбинат 
Союзполиграфпромв 

прн Государственном комнтете Совета 
Михкистров СССР по делам нздательств. 
полнграфин н книжной торговли, 

г. Чехов Московской области 


Рукописи ме зозареакаются 


КОМЕ М 
С О БОИ? 


юр р 
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а 
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Эга криптограмма заниствована нз газеты «Книжное обозре- 
ние». Чнтателям этой газеты она была предложена © ключе- 
вымн словами. Однако мы думаем, что читателям нашего жур- 
нала ключевые слова не нужны — они сумеют расшифровать 
ее и так. 


< 

ох м х 
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На этом рисунке вы видите две кривые, получептые с 
помощью вычислительной машины. Уравнения этих крн- 
вых в полярной системе координат имеют вил: 


м 
р= 35.5 + 10.5 зи (80 Ф) эт [> $}. 


з„ ОО и 
р = 18.5 + И.5 яп т ы $1 | ч). 


{О полярной системе координат мы писали п «Кванте» 
№ 9. 1977, с. 51). Эти кривые напомннают графики моду- 
лированных по амилитуле сигналов. Попробуйте найти 
перноды этих кривых. то ссть такие наименьшие положн- 
тельные Г, что 264} =($-7)}- 


Ю. Котов. 


Цена 30 кол. 
Индекс 70465 


>< 


Если сложить стопкой прикладывая осно- 
вание к основанию, множество одыинако- 
вых антипризм («Квант», 1976, № 1, с. 2), 
получится многогранник, изображенный 
слева. 
Боковую поверхность этого многогранника 
можно получить следующим образом. Рас- 
чертите прямоугольник, снабженный кла- 
паном, так, как показано на чертеже. Го- 
ризонтальные линни надрежьте с обрат- 
ной стороны. Эти линим определят 
внутренние ребра многогранника. 
Диагональные линии надрежьте 
с лицевой стороны. Они определят 
внешние ребра многогранника. Раз- 
вертка многогранника готова. Свора- 
чивая ее в «цилиндр», следует надавли- 
вать пальцами на центры ромбов сетки. 
В результате вы получите тело, изображен- 
ное слева. На его поверхности явственно 
просматриваются два семейства винтовых 
линий (см. статью на с. 55). 
Если каждую сторону ромба заменить ка- 
кой-нибудь кривой получится «простран- 
ственный орнамент». Заменив лист бумаги 
месгораемой пленкой вы можете таким 
образом изготовить себе абажур © изуми- 
тельным геометрическим рельефом. 
Подумайте, как связаны четырнадцатигран- 
никя «цилиндр» слева. 
В. Гамаюнов 
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Как измеряются 
расстояния 
между атомами 
в кристаллах 


Слова «структура», «строение» — 
очень емкие по смыслу. Разные ис- 
следователи понимают под этими сло- 
вами разные вещи. Биолог может 
вести речь о структуре мышечной 
ткани, имея в виду расположение 
волокон друг относительно друга; 
металлограф, говоря о строении спла- 
ва, обычно подразумевает форму и 
размеры зерен. Эти структуры на- 
блюдаются с помощью обычного мик- 
роскопа при увеличении всего лишь 
в несколько сотен раз. Но те же са- 
мые слова используются и тогда, 


когда речь идет о частицах, входя- 
щих в состав атомного ядра, размеры 
которых измеряются триллионными 
долями сантиметра. Тут слово «струк- 
тура» нмеет уже условный смысл, и 
физики пользуются им с осторож- 
ностью, помня, что наглядные зри- 
тельные представления не годятся 
для столь малых кирпичиков миро- 
здания. 

В физике твердого тела слова 
«строение» и «структура» также мо- 
гут употребляться в разных смыслах. 
Так, например, обсуждая электрон- 
ное строение металла, имеют в виду 
вовсе не размещение электронов в 
пространстве, а характер распреде- 
ления их по энергиям; говоря о 
структуре ферромагнитных матерна- 
лов, описывают размеры, форму и 
расположение доменов. Есть и дру- 
гие снтуации, где слово «структура» 
оказывается достаточно уместным. 

В этой статье речь пойдет об 
атомной структуре кристаллов, под 
которой понимается узор, создавае- 
мый центрамн атомов. Атомная струк- 


тура определяется  рентгенострук- 
турным анализом, в основе которого 
лежит явление дифракции рентгенов- 
ских лучей. С помощью этого заме 
чательного явления, открытого в 1912 
году Максом Лауэ, удается измерить 
расстояния между центрами атомов 
твердого тела и определить их вза- 
имное пространственное расположе- 
ние. За 65 лет, которые прошли со 
времени открытия Лауэ, с помощью 
рентгеноструктурного анализа уда- 
лось установить геометрию располо- 
жения атомов примерно в десятке 
тысяч кристаллов. 

Задача этой статьи заключается 
В том, чтобы познакомить читателя с 
осиовными идеями рентгеноструктур- 
ного анализа и дать представление с 
дороге, следуя которой, можно оп- 
ределить структуру кристалла: изме- 
рить расстояния между атомами, дать 
картину пространственного  распо- 
ложения атомов в молекуле и упа- 
ковку молекул в кристалле ин т. п. 
Решая эту задачу. мы, естественно, 
предельно упростим ее. Наша цель — 
повторнм еще раз — сделать ясными 
принципы, лежащие в основе ме- 
тода. 

На рнсунке | изображена атом- 
ная структура кристалла йодистой 
ртути. Молекула этого вещества со- 
стонт из одного атома ртути н двух 
атомов йода. Атомы, образующие кри- 
сталл, расположены так, как дета- 
ли рисунка обоев. Если раскрасить 
фигурки, соответствующне атомам 


Рис. 1. 


разных сортов, в разные цвета, то 
получатся обои. Может быть, с эсте- 
тической точки зрения они оставят 
желать лучшего, но принцип обоев 
будет налицо: можно выделить эле- 
ментарную ячейку, периодическим 
смещением которой в двух направ- 
лениях «строятся» обои. Про обои 
можно сказать, что они представ- 
ляют двумерную решетку. Удалите 
мысленно все детали рисунка. кро- 
ме линий, и справедливость предыду- 
щей фразы станет очевидной. Точ- 
ки пересечения линий называются 
узлами. 


Выбор узлов и, соответственно, 
линий решетки, произволен. Тем не 
менее существуют некоторые прави- 
ла выбора узлов. Дело в том, что 
от узла решетки отсчитываются ко- 
ординаты атомов, а поэтому естест- 
венно выбрать узел в симметричной 
точке. Из трех, указанных на ри- 
сунке 1 варнантов (из бесчисленного 
множества возможных), мы предпочли 
наиболее целесообразный. 


Мы погрешили против истины, 
сказав, что на рисунке | изображена 
структура кристалла. На самом деле 
показана проекция структуры на 
плоскость. Кристалл — трехмерные 
обои. Решетка кристалла не двумер- 
ная. а трехмерная. Ячейка — не па- 
раллелограмм или прямоугольник, а 
параллелепипед. Он может быть иря- 
моугольным, а в некоторых случа- 
ях — выродиться в куб. Ячейка мо- 
жет содержать один, два атома, а в 
сложных случаях — сотни и тысячи. 
Понятно, что исследователь, желаю- 
щии познакомить читателя своей 
статьи со структурой изученного кри- 
сталла, ограничится тем, что изобра- 
зит вид в перспективе одной ячей- 
ки. На рисунке 2 показана структу- 
ра очень простого кристалла (окиси 
цинка), а на рисунке 3 — сложного 
органического соединения. 

Вы познакомились с минималь- 
ными сведениями, необходимыми для 
того, чтобы разобраться в сущности 
рентгеноструктурного анализа. 
Приицип этого мощнейшего способа 
изучения вещества состоит в регист- 
рации вторичного рентгеновского из- 
лучения, которое исходит от всех 
атомов кристалла, когда на него 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


падает первичный узкий пучок рент- 
геновских лучей. Стараются подо- 
брать условия опыта такими, чтобы 
кристалл был прозрачен для лучей. 
Тогда в создании рассеянного излу- 
чения (вторичного, дифрагированно- 
го — это все синонимы) будут участ- 
вовать все атомы кристалла. 

Явление, о котором ндет речь, 
далеко не простое. Но нам нет нуж- 
ды входить в детали. Поэтому все 
проблемы будут рассмотрены на 
предельно простом примере. Первое 
упрощение — ограничимся изучением 
проекции структуры кристалла, вто- 
рое — будем рассматривать прямо- 
угольную решетку, третье — поло- 
жим, что на ячейку приходится одна 
двухатомная молекула. 

Сначала займемся описанием ‹пу- 
стой» решетки, из которой атомы 
«удалены». Остались одни узлы. Отец 
и сын Брэгги показали, что дифрак- 
пию рентгеновских лучей можно рас- 
сматривать как своеобразное изби- 
рательное (то есть происходящее лишь 
прн некоторых дискретных значе- 
ннях угла) отражение лучей от си- 
стем узловых плоскостей, на кото- 
рые может быть разбита решетка- 

Ясно, что пространственная ре- 
шетка кристалла может быть разби- 
та на семейства узловых плоскостей 
самыми разными путями. На карти- 
не проекции «освобожденной» от 
атомов решетки легко показать следы 
узловых плоскостей,  перпендику- 
лярвых к плоскости чертежа (рис. 4). 
Мы изобразили всего лишь пять се- 
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мейств плоскостей. Однако эффек- 
тивными для избирательного отра- 
жения, сущность которого будет 
описана ниже, являются несколько 
десятков, а то и сотен плоскостей. 

Каждая система плоскостей ха- 
рактеризуется индексами Я и #. Их 
смысл иллюстрируется на примере 
семейства с индексамн А=Ю и #=3 
{см. рис. 4). Чтобы ие загромождать 
чертеж, мы построили шесть бли- 
жайших к узлу О нлоскостей и про- 
вели еще одну, обозначенную Ё. 
Плоскость Ё является ближайшей к 
узлу О. отсекающей целое чнсло пе- 
риодов а ин 6 по обенм осям решеткн. 
Эти целые числа равны 3 по одной 
осин 10 по лругой. Проходя через 
ячейку О’. идоскость Ё отсекает 
У,» долю пернода а н У, периода 6. 


Смысл индексов Я и А становится 
очевидным. Предоставляем вам са- 


мим составить фразу такого типа. 


как любят математики: «Индексамн 
й и К называются...». 
Системы плоскостей характери- 


ЗУЮТСЯ также межплоскостным рас- 
стоянием @. Плоскость Ё, — бянжай- 


шая к узлу О’. поэтому |0'’В| = 4. 

Отрезки |О0’А|и 10’С| можно за- 

писать. как В’А п ай. Поскольку 
> 2—7 


511? О’АВ- соз* ВО'С-1, 
получим 
1 12 Гы 
чаты. (1) 
(Предлагаем вам решить превосхол- 
пую задачу, которая займет у вас 
ие один час времени — выведите ана- 


Рис. 4. 


логичную формулу для трехмерной 
решетки, ячейка которой является 
косоугольным параллелепипедом.) 

Переходим к выводу основного 
закона селективного (избирательно- 
го) отражения рентгеновских лучей 
кристаллом. Пусть падающий луч, 
представляющий собой электромаг- 
нитную волиу определенной длины А, 
падает на кристалл под каким-то 
углом. Мы вправе полагать, что от- 
ражение рентгеновской волны будет 
происходить по закону: угол паде- 
ния равен углу отражения, то есть 
по такому же закону, как и для оп- 
тического луча. Но имеется сущест- 
венное различие с оптическим лучом. 
Луч света не проникает в глубь крн- 
сталла, а рентгеновский луч спосо- 
бен пройти сквозь кристалл. Это 
означает, что отражение рентгенов- 
ского луча будет происходнть не 
только от внешней поверхности кри- 
сталла, а от всех его атомных пло- 
скостей. 

Рассмотрим одну из систем, ха- 
рактеризующуюся  межплоскостным 
расстоянием 4 (рис. 5). Каждая из 
плоскостей будет отражать падаю- 
щий луч под одним и тем же углом @ 
(так называемый угол дифракции). 
Эти отраженные лучи когерентны, а 
потому должиы интерферировать 
между собой. Причем вторичные (от- 
раженные) лучи будут усиливать 
друг друга в том случае, если после 
отражения от всех плоскостей семей- 
ства они будут распространяться в 


Рис. 5. 

одной фазе. Иными словами, если 
разность хода между лучами рав- 
няется целому числу п длин волн. 
Разность хода |РМ|] РММ (см. 


рис. 5) между соседиими отражен- 
ными лучами равна 24 $т 6 (докажи- 
те!). Следовательно, условие дифрак- 
ции — условие усиления отраженных 
лучей — будет иметь вид 


24 чт 9=л®. (2) 


Оно носит 
Брэгга. 

Кристалл. как мы уже сказали, 
можно разбить на системы плоско- 
стей бесконечным числом способов. 
Но эффективной для отражения (те- 
перь вам понятен смысл этих слов, 
не правла ли?} окажется лишь си- 
стема плоскостей с таким  межпло- 
скостным расстоянием и ориентиро- 
ванная так по отношению к падающе- 
му лучу, чтобы выполнялось урав- 
нение Брэгга. 

Если падающий луч монохрома- 
тический (то есть электромагнитная 
волна имеет одну определенную дли- 
ну), то при произвольном положе- 
нии кристалла по отношению к лучу 
отражение может и не произойти 
(вернее, суммарный эффект множест- 
ва отражений может оказаться нуле- 
вым). Однако, поворачивая кристалл, 
мы можем по очередн привести в от- 
ражающее положение различные си- 
стемы плоскостей. Именно такой спо- 
соб работы и оказался на практике 
наиболее подходящим. 


название уравнения 


Из уравнения Брэгга (уравнение 
(2)) следует, что для заданной длины 
волны существует минимальное зна- 
чение расстояния 4 между плоско- 
стями, при котором возможно селек- 
тивное отражение. Это расстояние 
равно А/2 (поскольку синус не может 
быть больше единицы). С другой 
стороны, из приведенной выше фор- 
мулы межплоскостных — расстояний 
(формула (1)) ясно, что наиболыиим 
значениям 4 соответствуют самые ма- 
лые значения Йи А. 

Большей частью при  рентгено- 
структурном анализе используется 
одна из длин волн характеристиче- 
ского излучения меди, а именно 1,54 
ангстрема *). Тогда наименьшие меж- 
плоскостные расстояния, способные 
принять участие в создании дифрак- 
цнонной картины, равны 0,77 анг- 
стрема. Располагая этими сведения- 
ми, можно оценить, сколько систем 
плоскостей дадут отражения, если 
известны периоды решетки @ и 6. 
Попробуйте решить эту задачу гео- 
метрически для а=10 и 6-20 анг- 
стремам. 

Для этой цели надо провести ок- 
ружность радиуса 1/А в пространст- 
ве (в нашем двумерном случае — в 
плоскости) «обратной» решетки. И 
далее подсчитать число... (чего, до- 
гадайтесь). Но что такое «обратная» 
решетка и зачем нам понадобилось 
это новое понятие? 

В нашем случае обратной решет- 
кой называется решетка, ячейка ко- 
торой есть прямоугольник со сто- 
ронами Ша и 1. Как видите, при- 
лагательное «обратная» вполне умест- 
но. На рисунке 6 построена такая 
решетка. Выберем начало коорди- 
нат в каком-либо узле и проведем 
оси координат — одну перпенлику- 
лярно к оси кристалла, по которой 
период равен а, вторую перпендику- 
лярно к оси с периодом $. Проведем 
теперь в этой решетке вектор (он 
так и называется: вектор обратной 
решетки), соединяющий начало от- 
счета с узлом обратной решеткн, но- 
мер которого 10-й по одной оси, и 
3-й по другой. Чему равна длина 


*) | ангстрем = 1 А = 0-9 м. 


этого вектора? Возвратимся к урав- 
нению (1) для межплоскостного рас- 
стояния н без труда и с интересом за- 
метим, что длина вектора равна 1/4 
для системы плоскостей с #й=10 и 
#=3. 

Но этого мало. Легко доказать 
(докажите), что проведенный вектор 
обратной решетки перпендикулярен 
к системе плоскостей, для которых 
1=10, Е=3. И, конечно, это справед- 
ливо для любого узла номера В, А. 
А как будет обстоять дело, если но- 
мер узла содержит кратный множи- 
тель п? Ответ очевиден — в этом 
случае длина вектора обратной ре- 
шетки будет равняться л/а. 

Вот теперь мы располагаем всеми 
необходимыми сведениями для того, 
чтобы вернуться к опыту. В чем же 
состоит эксперимент? Кристалл уста- 
навливается на специальный держа- 
тель так, чтобы одна из его осей 
(одно из ребер его элементарной 
ячейки) была вертнкальной, и по- 
ворачивается около этой оси. Таким 
способом мы по очереди подставляем 
в «отражающее» положение все си- 
стемы узловых плоскостей кристал- 
ла. Для того чтобы «поймать» отра- 
женный луч, можно прибегнуть ли- 


Рис. 6. 


Нормаль 
к отражающей 
плоскости 


Рикс. 7. 


бо к фотографическому методу, либо 
нспользовать ионизационную каме- 
ру, счетчик Гейгера или иной прибор, 
регистрирующий ионизнрующее из- 
лучение. 

Сейчас, разумеется, все это де- 
лается автоматически, а в то время, 
когда пишущий эти строки начи- 
нал работать, процедура была такой. 
Устанавливался кристалл, затем 
приемник вторичного луча провора- 
чивался во всем диапазоне углов. 
Глаз следил при этом за показываю- 
щим ток прибором. Потом кристалл 
поворачивался, скажем, на один гра- 
дус, и далее эти действия повторя- 
лись до тех пор, пока мы не «наты- 
кались» на отраженный луч. При 
этом. как ясно из рисунка 7, 
фикснровались. два угла — значение 
брэгговского угла @ и положение 
нормали к отражающей плоскости 
(по отношению к какому-либо про- 
нзвольному началу отсчета). 

Перед исследователем лежал лист 
бумаги, и он начинал строить обрат- 
ную решетку. Откладывал положе- 
ние нормали к отражающей плоско- 
сти и наносил на линию этой нор- 
мали значение п/4, которое одно- 
значно определялось из уравнения 
Брэгга. Когда эта работа заканчи- 
валась (в старое доброе время она 
занимала месяцы, а сейчас автомати- 
ческий дифрактометр выполняет ее 
в сотнн раз быстрее), физик обретал 
картину обратной решетки. Из ее 
ячейки он немедленно выяснял раз- 


Рис. 8. 


меры ячейки кристалла, а каждому 
отражению мог приписать номер узла 
обратной решетки, а значит, индек- 
сы Ри Ки порядок отраження п. 

Кроме того, исследователю из- 
вестны интенсивности всех отраже- 
ний. Таким образом, в его распоряже- 
нии имеются практически все све- 
дення о структуре кристалла, все, 
что касается характера строения 
молекулы из атомов и кристалла нз 
молекул. 

Теперь нам надо перейти от «пу- 
стой» решетки, состоящей из одних 
узлов, к решетке, начиненной ато- 
мами. На каких деталях дифракцион- 
иной картины сказывается структура 
ячейки? Ответ окажется следующим: 
структура ячейки влияет на интен- 
сивность отраженных лучей. Что 
же касается геометрии дифракцион- 
ной картины, то она определяется 
только видом решетки. Атомы виут- 
ри ячейки не добавляют «лишних» 
отраженных лучей. В то же время 
вполне возможно, что структура ячей- 
ки заставит пропасть некоторые от- 
ражения — доведет их  иитенсив- 
ность до нуля. 

Откуда следует такое заключе- 
нне? Дело в том, что атомы внутри 
ячейки не создадут новых систем 
плоскостей. Узор атомов приведет 
лншь к возникновению «вставных» 
плоскостей. Взгляните, на рисун- 
ке 8 изображена та же решетка, что 
и на рисунке 4. Но телерь она не 
«пустая». Выберем опять предельно 
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Рис. 3. 


простой случай. Предположим, что 
реальная решетка построена из двух- 
атомных молекул, а узел решетки 
был взят в центре такой молекулы. 
Реальная система плоскостей (для 
примера взят случай Я=2 и А=1) 
будет выглядеть теперь, как показа- 
но на рисунке 8. Отраженный луч 
пойлет в ту же сторону, брэгговский 
угол не изменится. 

Гокажем, что интенсивность от- 
раженного луча будет зависеть от 
структуры ячейки -— в данном слу- 
чае от межатомного расстояния в мо- 
лекуле и от угла, который образует 
ось молекулы с осью ячейки. 

Интенсивность — излучения иро- 
порциональна квадрату амплитуды 
волны. Действительно. пусть в точ- 
ке наблюдения поле, создаваемое ре- 
шеткой атомов, записывается как 
А с0$ ©. Интенсивность равна 
Л? с03?%{. Черточка сверху означает 
усреднение по времени (колебання 
происходят быстро. и опыт фиксирует 


средние значения). 


1 
Но сою Ё = 


(это несложно зоказать). Поэтому ин- 
тенсивность оказывается пропорцио- 


нальной А? — квадрату амплитуды 
ВОЛНЫ. 
В случае решетки двухатомных 


молекул результирующее поле элект- 
ромагнитной волны можно рассмат- 
ривать как сумму полей двух про- 
стых решеток. Эти два поля придут 
в точку наблюдения со сдвигом фаз, 
который мы обозначим 2а. Сохраняя 


Выражение ДЛ с0$ ©! для решетки уз- 
лов, мы заиншем теперь сумму полей 
двух ренеток в виде 
А с0$ («+ а)-НА со$ («-—а). 

Кажлый узел «расщепился» на две 
частицы, создающие одно поле с опе- 
режением по фазе, а другое с отста- 
ваннем. Складывая, возводя в квад- 
рат и усредняя по времени, мы полу- 
чим, что интенсивность отраженного 
луча будет пропорциональна со? “. 


2л . 
По определению, ®= -х_ А, ГДЕ 


1. -- длина волны, а А — разность 
хода. Хотя вывод выражения для 
разности хода А ничуть не отличает- 
ся от вывода формулы Брэгга, мы 


все же для этого случая провели 
аккуратное построение на рисун- 
ке 9, из которого читатель, слегка 


помучнешись, нанлет нужное выра- 
женне: 


А -- ЮС|1+ ЮВ| = г, ча 0, 


где г, — проекция  радиуса-векто- 
— 


ра г (соединяющего атомы молекулы) 

на направяение распространения от- 

ражеиной волны (на направление нор- 
> 


мали п), 0 — брэгговский угол рас- 
сеяния. Используем уравиение Брэг- 
га и определение обратного вектора: 


А-2г5т@= м, т, 


откуда разность фаз 
21А п 
= =, а. 
Итак, интенсивность  отражен- 


ной волны, пропорциональная с05? @, 
действительно определяется струк- 
турой элементарной ячейки кристал- 
ла. Очевидно, что если атомов в 
ячейке не два, а много, то все рас- 
суждения будут аналогичными. 
Что же... задача решена? Ин- 
тенсивности дифрагированных лучей 
связаны со структурой в общем-то 
простой формулой; расчет интенсив- 
ностей отраженных лучей по задан- 
ной структуре не сложен. Дело сво- 
дится к тому. чтобы определить раз- 
ности хода между волнами, отражен- 
нымн всеми «вставными» рещетка- 
ми. Вы можете справиться с этой за- 
дачей и для кристалла, состоящего 


из сотни атомов. 
времени. 


Но читатель, несомненно, заме- 
тил, что расчет, о котором идет речь, 
не тот, который нам нужен. Задача 
состоит в нахождении атомного строе- 
ния из данных оныта, а ие в том, что- 
бы рассчитать дифракционную кар- 
тину, нсходя из сведений о структу- 
ре. Прямая задача намного сложнее 
обратной. — Интенсивность пропор- 
цкональна квадрату амплитуды ре- 
зультирующей волны, которая есть 
сумма трнгонометрических функций. 
Не только технически сложно, но и 
просто невозможно определить ар- 
гументы косинусов, зная лншь квал- 
рат их сумм. Вот если бы опыт давал 
значения амилитуд рассеяния, тог- 
да дело обстояло бы совсем просто. 


Вопрос лишь во 


На первый взгляд ситуация ка- 
жется безнадежной. Долгое время 
нсследователи действовали так назы- 
ваемым методом проб и ошибок. Это 
значит: придумывали структуру н 
смотрели, сочетается лн она с опы- 
том. Но так далеко не уедешь. 


Были придуманы способы обойти 
эту трудность. Решающшую роль при 


нулся. «Маленькие хитрости», к 
которым прибегают исследователи, 
это, во-первых, введенне в структуру 
тяжелого атома (тогда в первом при- 
ближенинк можно считать, что крни- 
сталл состоит из одних этих ато- 
мов} и. во-вторых, очень изящная 
теорня, которая показывает, что 
между разными структурнымн ам- 
плитудами имеются связи. 

Да, хорошо было бы рассказать 
об этом читателю. но для «Кванта» 
беседа была бы слишком длинной. 
Посему ничего не остается, как по- 


советовать —интересующемуся чи- 
тателю обратиться к специальной 
литературе. 


Об успехах метода судят по его 
результатам. То обстоятельство, что 
на сегодня определены структуры 
более 15 тысяч кристаллов, в том 
числе несколько десятков структур 
белков, молекулы которых состоят 


низ многнх тысяч атомов, говорит 
само за себя. Определение структу- 
ры сложных молекул закладывает 


фундамент биологической химии н 
биологической физики. Эти науки 
находятся сейчас в бурном перноде 
развития. От них ждут открытия 


этом сыграли электронно-вычисян- секретов жизни, болезней н смерти. 
тельные машины. Хотелось бы дать  Рентгеноструктурный анализ, не- 
читателю ндею о том. как эта труд- смотря на свой солидный шестниде- 
ность обходится, но разговор наш о сятипятилетний возраст, остается 
рентгеноструктурном анализе затя- на передней линии фронта науки. 
з=а-+ 11 Прибавляя к обенм его час- ы 2а -|-1 
2а-- 1 == = 
тям квэдрат чнела > й - 
ва 1 
получим: И Сре 
2а -|- 1` 
Докажем, что любое число Е-Що ] = отКуАЯ 
авно числу. на единицу — 
ИИ . = (‹ +1 2а т а а- 1. 
ата+]. | 2 что и требовалось доказать. 


Возьмем тождество 


а — (2а-- }а= (а-- | 
— а 1 2+1. 


из обенх 
получим: 


Извлекая квадратные корнн 
частей 


Где ошибка? (Этот со- 
физм присаал п редакцию 
наш постоянный читатель 
С. Сефибеков}. 


равенства, 


С. Семенов 


Рукопись, 
найденная 
в Сарагосе 


Совсем недавно при раскопках в 
испанском городе Сарагоса архео- 
логи  обнаружилн стариниую биб- 
лиотеку, принадлежавшую некогда 
известной торговой фамилии Суаре- 
сов. Среди прочих книг там оказа- 
лась история семьи. Мы сейчас по- 
знакомим читателя с одним из фраг- 
ментов этой рукописи, поскольку он 
содержит постановку интересной н 
современной математической — зада- 
чи. Итак... 

«Вступив в тот возраст, когда 
рассудительный человек должен по- 
заботиться о преемнике и продолжа- 
теле дела, (Суарес решил призвать 
к себе сыновей, Алонсо и Лопеса, 
чтобы выяснить, насколько они спо- 
собны заменить его. Сыновья не за- 
медлили явиться, и Суарес обратил- 
ся к ним с такими словами: «Дети! Я 
намерен внести от имени каждого из 
вас сроком на десять лет в некоторое 
надежное предприятие по 100 000 
реалов. Это дело будет приноснть 
ежегодно каждому 20% прибыли, 
причем распоряжаться вы сможете 
только этой суммой, но отнюдь не 
самим капиталом. Часть этих денег 
вы можете прибавлять в конце года 
к капиталу, а остальное тратить, 
как вам вздумается. Ваша цель бу- 
дет состоять в том, чтобы за 10 лет 
как можно больше денег потратить 
на свон нужды, ибо наживать день- 
ги стоит только для того, чтобы их 
потом тратить. Ответьте мне, как 
вы будете распоряжаться своими 
доходами?» 

Первым отвечал старший сын 
Алонсо, известный далеко за преде- 
лами города своим легкомыслием и 
расточительностью: «Отец! Я бы тра- 
тил весь доход сразу, поскольку ие 


вижу смысла заботиться об увеличе- 
нии капитала, мне ие принадлежа- 
щего!» 

Лопес был, напротив‚ юношей 
скромным и добродетельным. Он так 
отвечал отцу: «Я бы в течение 9 лет 
обходился лишь тем, что н сейчас 
имею в твоем доме, отец, а свой до- 
ход прибавлял к капиталу. На де- 
сятый год я потрачу причнтающиеся 
мне 20%. Надеюсь, что это будет 
значительная сумма, поскольку ка- 
питал, благодаря моим вложениям, 
значительно увеличится». 

Услышав ответы сыновей, поч- 
тенный купец нахмурился, н было 
видно, что ответами он остался не- 
доволен. Когда же сыновья стали 
просить у него совета, он сказал: 
«Крайняя расточительность, дети 
мои, также неразумна, как ни край- 
няя  бережливость, а правильное 
решение находится между этими 
крайностями. Учитывая это, я стал 
бы половину дохода прибавлять к 
капиталу, заботясь о его увеличе- 
нии, а половину тратил на свои нуж- 
ды. Вы же, как я выяснил, еще не- 
достаточно разумны и, увы, не спо- 
собны заменить меня в делах». На 
другой же день Суарес приказал 
сыновьям собираться в путь через Пи- 
ренеи, в далекий Париж, н обучать- 
ся у известных парижских ученых 
математике и прочим наукам...». 

Здесь мы прервем цитату из «ис- 
торического документа», поскольку 
интересующая нас задача уже сфор- 
мулирована и даже предложены три 
различных варианта ее решення. Для 
начала сравним эффективность этих 
решений. Легко подсчитать (желаю- 
щие могут проделать это самостоя- 
тельно, а остальные — воспользовать- 
ся формулами (2) и (3) настоящей 
статьи) суммы денег, истраченные от- 
цом ($), Алонсо (А) и Лопесом (Г) 
за 10 лет. А именно, 


$ (1+) — 1) 10*=159874 реала, 
А=2-108=200 000 реалов 

а ( +$] } 0*=103169 реал, 
Результаты сравнения парадок- 


сальны. Бережливый Лопес, оказы- 
вается, предложил наихудшее реше- 


ние, а легкомысленный Алонсо рас- 
порядился своими доходами лучше 
своего рассудительного и многоопыт- 
ного родителя! Убедительность внеш- 
не  правдоподобных доводов оказа- 
Лась обманчивой. Быть может, нан- 
лучшее решение отлично от всех 
трех предложенных? Попробуем в 
этом разобраться. 

Итак, обозначим величину капита- 
ла (после отчисления процентов и, 
возможно, дополнительного вклада) в 
конце #-го {считая с момента перво- 
начального вклада) года через х,, 
к—=0, .... М. В нашей задаче М=10, а 
величина начального вклада х.= 105. 
За (Е-)-й год прибыль составит 


величину ах, (у нас а ==), и если 


доля А; этой величины была прибав- 
лена к кэпиталу в конце (Ё-+1)-го 
года, то его прирост за год составит 
Хы: — к = АБахх (К =0...., М). Ц) 
Остальная часть прибыли (1 — А, )ах» 
будет потрачена. 

Наши возможности влняния па 
процесс роста капитала или, другими 
словами, управления этим процессом, 
сводятся к выбору вектора — упоря- 
доченного набора чисел ^ == (№... 
... Ак), О=А,; = 1. Такие векторы 
мы будем далее называть  иуправле- 
ниями. Выбор некоторого управления 
?. полностью определяет значение целе- 
вой функции Е — общей суммы де- 
нег, потраченных за М лет: 


Е®) = (1—А)ахь + 
дах, +... Ан дахн-а. @) 


Задача состоит в нахождении наилуч- 
шего, оптимального управления №", 
т. е. такого управления А", что для 


любого другого управления А 
ЕС) < 202"). 


Вспомним, Что в качестве опти- 
мального Алонсо предлагал управ- 
ление (0, ..., 0), Лопес — {1 ..., 1, 0). 

1 


ы 1 
з почтеиный купец, Ее зе га ь 


Может быть, у читателя создалось впе- 
чатленне, что такме «задачи управления» 
нужиы лишь тем, кто получает богатое нас- 
ледство? Разумеется, нет! Вот еще пример. 
На ферме разводят черисбурых лисиц. Ко- 
личество лисиц обозначим через хь. где # = 
=0, 1 .., М — иомер года (нас 
интересует судьба фермы ма ближайшне 


М ле). Приплод в начале (#-{- 1)-то года со- 
ставляет ахь (где а >> 0 — известное число), 
причем доля Ак этсго приплода остается на 
ферме, а остальная часть отправляется на 
заготовки пушнины. Такнм сбразом, справед- 
ливо соотисшение (1), а количество шкурок, 
полученных за А лет, выражается формулой 
{2). Как видите. и эдесь мы имеем управляе- 
мый процесс. состояние которого в каждый 
«момент» Ё =- 0, 1, .... № характеризуется 
величиной хк. причем на течение этого про- 
цесса мы можем воздействовать, выбирая 
управляющее воздействие А, из «области 
управления», которой в данном случае яв-- 
ляется отрезок [0. 1]. Задача состоит в на- 
хождении такого управления, при котором 
поставленная цель осуществлялась бы наи- 
лучшим образом — целевая функция Р до- 
стигала бы максимума. Подобные задачи 
«оптимального управлення» процессами. 
протекающими в «лискретном времени». воз- 
никают при исследовании производствениых 
задач на заводах (в этом случае К — номер 
завершенного производствеиного цикла илн 
влановый месяц и т. п.), при описании рабо- 
ты несколько последовательно сседнменных 
химических реакторов (# — номер реакто- 
ра) ит. д. 

Область математики, в которой разра- 
батываются методы решения подобных за- 
дач, называется теорией оптимального 
управления. Эта теория за последние два 
десятка лет превратилась в мощную совре- 
менную математическую науку, впечатляю- 
щую как глубокими теоретическими резуль- 
татами. так и эффективностью в решении при- 
кладных задач управлення процессами. Раз- 
витие этого направлення математической 
мысли связано с именами таких известных 
математиков, как Л. С. Поитрягин, Р. Бел- 
лман, В. Г. Болтянский. Р. В. Гамкрелнд- 
зе, Е. Ф. Мнщенко. Н. Н. Крассвский. Мы 
не будем, однако, излагать сбщую теорию 
оптимального управления, созданиую этими 
авторами, а исследуем нашу Задачу средства- 
мн элементарной математикн. 


Преобразуем формулу (1) к виду 
Хы == (1-Е ах, (Е = 0, ..-3 М—1). (3) 
Перемножив равенства (3) почлен- 


но при # = 0, ..., п — 1, мы получим 
в явном виде зависимость х„ от управ- 


ления А = (А. .... Ан!) 
хи = (1-На^. о)! -а^,,)...(1-а^,-„)х (4) 

Предложение Г. ГЛиусть ^= 
= (2. с. =. Ав а сы Ан) — неко- 
торое управление. 0 7 = М2, 
М < №: а управление Л отличается 
от А только перестановкой чисел }., 
и ^..1. Тогда Е.) > Е). 

Для доказательства достаточно 
проследить. как преобразуются сла- 
таемые суммы (2) при перестановке 
чисел № и А;.,;. В силу формулы (4) 
слагаемые (1 — „ах, при А < #1 


вообще не зависят ог А; и №: и. 
очевидно, не меняются при такой пе- 
рестановке. Слагаемые (1 — А, )ах, 
при А > 7+1 в силу формулы (4) 
ИМЕЮТ Вид 


{1 — А» )ах о(1 + а^. о}... + а} х 
х (1 + а^1 +1)... + а^,-1}, 


и, следовательно, также не меняются 
при перестановке чисел Л; н №. 
Таким образом, нам остается рассмот- 
реть лишь сумму остальных двух 
слагаемых: 


(1 — Арах, + а — №. }ажиь, == 
= (1 —Аах, + (А, И + 
+ ам)ах, = ах (8 МА, ., — 
—а м) + а^!. 


Величина х, >> Ои не зависит от А, и 
1... выражение в круглых скобках 
при перестановке не меняется, а вто- 
рое слагаемое в квадратных скобках 


возрастает. Следовательно, Е(%.)>Е(.). 

Предложение ИП. ИПишсть 
и — некоторое управление. Тогда для 
любого п == 0,..., М существует такое 


управление = (р5', ..., ры), что 


1° 57? есть 0 или 1 при любом г < п, 
2° (ре) > Е). 

Докажем это утверждение методом 
математической индукции. При п = 0 
это утверждение очевидно, поскольку 
можно положить д“ = и и утверж- 
дения 1°и 2? будут выполнены авто- 
матически. 

Предположим, что для п = А ис- 
комое управление существует — 
р =(р м, .., рю). Рассмотрим 
функцию иу(/) одного переменного /, 
областью определения которой явля- 


ется отрезок [0, 1]. заданную форму- 
лой 


У() = 


= Ри, ..., РАМ. Ё И. 


нАА»,)- 
Из формул (2) ин (4) сразу видно, что 
у(Г) есть линейная функция (Г. т. е. 


У) = В 


при некоторых А и В. Заметим, что 
линейная функция на отрезке 10, 1] 
достигает максимума в нуле, если 
А < 0. в единице, если А > 0. а при 
А = О — постоянная функция. По- 


ложим теперь 


а+И _ 


0, А 0, 
ыы 


1, А>0, 

ИЕ д при 15 В. 0 1 (М—1). 
Управление |4*+№ удовлетворяет ус- 
ловиям 1°и 2° при п = А + 1. Дей- 
ствительно, числа ИИ при (< 
суть нули или единицы по предполо- 
жению индукции, а и!) есть нуль 
нлн единица по определенню. Далее, 


поскольку по определению числа 
ЕТО для любого Е, 0 <{=<1 
у) ЗуфетТу), 

то  Р(р@+у) >Е (и). По пред- 
положению индукции РЁ (2) > Е(р), 
и, следовательно,  Р(р“+) > Р(ы). 
Доказательство закончено. 

Выделим теперь среди всех управ- 
лений управления некоторого спе- 
циального, простейшего вида. А имен- 


но, рассмотрим такое управление 60(”?, 
что 
6" _— | при < т, 
© при > т, 

для некоторого т, От =—М№. 
Множество управлений такого вида — 
мы их в дальнейшем будем называть 
ступенчатыми — содержит (М-Н) 
элемент. Оказывается, что в нашей 
задаче оптимальное управление до- 
статочно искагь среди ступенчатых. 

Теорема. Для любого управ- 
ления & существует такое ступенча- 
тое управление в, что Е(®) > Е(»). 

Действительно, в силу предложе- 
ния |] существуег такое управление 
и = (Во ..., Вм-а), ЧТО и: есть нуль 
или единица при любом Г —=0, ... 
....М— Ти Р(ц) > Е (А). Далее. заметим, 
что если среди чисел мо, .... Им 
есть 0, то, переставляя его местами 
со следующим за ним числом, мы не 
уменышим значения целевой функции 
Е в силу предложения ГР. Такими 
перестановками все нули  мож- 
но переместить в конец набора. опре- 
деляющего управление, т. е. перейти 
к иекоторому ступенчатому управле- 
нию ©, причём будут выполнены не- 
равенства Р(®) > Е(и) > ЁЕ(9). Тео- 
рема доказана. 

Выберем теперь среди ступенча- 
тых управлений оптимальное. В силу 


формул {2} и {4 
Е(0‘”) -- (М — пла + а)”хь. 
Величина 

Е (9+1) 
убывает при возрастании и. Обозна- 
чим через М первое целое число, 


большее либо равное нулю и №— 1 еее 
а 


=(1 ча (1) 


Тогда в снлу определения чисел С 
н выбора числа М, 
равенства 


а > 
> бы > бы. 


Следовательно, 


Е(@‹оу) <... < Е(бм) > Е(бм+п}> 
>Р(6м+2)) >... >Е(@№). 


т 
справедливы не- 


Таким образом, в качестве оптималь- 
ного можно выбрать управление @\М№. 
Вернемся к нашей задаче из «древ- 


ней рукописи». Для нее М == 10, и= жа 
э 


н М = 4. Таким образом, управление 
9 == (1,1, 0,..., 0) будет опти- 
мальным, а значение целевой функ- 
ции — общей суммы потраченных за 
десять лет денег — при выбранном 
такнм образом управлении есть 


ее 1 \+ 
Е (03) - (: + =) х 
. 6 
Хх 10$ = == 248832 реала. 


Таким образом, решения задачи, 
предложенные нашими тремя героя- 
мн, действительно не являлись оп- 
тимальными. Заметим, что управле- 
ние 05° также оптимально, носколь- 
ку С. -- Ги 20) = 208). Сле- 
довательно, оптнмальное управление 
может быть выбрано среди ступенча- 
тых, вообще говоря, не единственным 
образом. 


Задача 1. Какие условия наан № 
обеспечивают единственность оптимального 
управления среди ступенчатых? 


Задача 2. Верно ли, что для нашей 
задачн оптимальное управление обязательно 
должно быть ступенчатым? 


Задача 3. Найти такое наяменышее 
число лет МЮ, что управление бережлн- 
вого Лопеса (1, ..., 1,0) все же окажется вы- 
годней, чем упразление (0,0. ..., 0), прел- 
ложенное расточитезьным Алонсо. 


#3 


А. Дозоров 


Что это значит — 
«навести 
на резкость»? 


Наводить на резкость, то есть доби- 
ваться резкого изображемия, — при- 
холилось всем. Во многих случаях 
смысл этого действия прост и поня- 
тен. Например, при фотографирова- 
нни навести на резкость означает, что 
изображение, создаваемое объективом 
фотоаппарата, нужно поместить точ- 
но на эмульсионный слой пленки. В 
кинозале требование публики добить- 
ся резкости изображения па экране 
сводится к требованию совместить 
изображение кадра фильма с плос- 
костью экрана. 

Смысл наводки на резкость не- 
сколько затушевывается, если при 
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наблюдении не требуется экран, на- 
пример, если предмет рассматривает- 
ся невооруженным глазом. Давайте 
проведем небольшой эксперимент. По- 
смотрите в окно. Удаленные предме- 
ты видны достаточно резко. Теперь 
посмотрите на предметы, находящие- 
ся на расстоянии нескольких метров- 
Они тоже видны резко. Наконец, чи- 
тая эту страницу. вы видите резкое 
изображение текста. Все это проис- 
ходит потому, что глаз «автоматиче- 
ски» наводит на резкость. Управляет 
этой процедурой аккомодационный 
мускул глаза, который соответствую- 
щим образом деформирует хрусталик 
глаза. В результате изображение 
предмета попадает точно на сетчатку 
глаза (так сказать, на экран) — изо- 
бражение получается резким (рис. 1). 


Другими словами, при изменении 
расстояния 4 от предмета до наблюда- 
теля (точнее, до глаза наблюдателя) 
расстояние { от хрусталика глаза 
(линзы) до сетчатки (экрана) оста- 
ется неизменным. Это возможно лишь 
в том случае, если фокусное расстоя- 


ние Р хрусталика изменяется в соот- 
ветствин с формулой линзы: 


1 
тде р =--— оптическая сила линзы. 
Если глаз рассматривает удален- 


1 
ный предмет | —0} ‚мышцы, управ- 


ляющие хрусталиком, наиболее рас- 
слаблены. В этом случае Е =[и 


1 
=-/ Обычно расстояние | межлу 


хрусталиком глаза и сетчаткой поряд- 
ка 3 см, поэтому Е= З мир = 
= 33 дятр. При приближении пред- 
мета к глазу начинает работать ак- 
комодационная мышиа: ее задача — 
уменьшить фокусное расстояние хру- 
сталика (в соответствии с формулой 


линзы). Хрусталик становится более. 


выпуклым, радиус кривизны его по- 
верхности уменьшается. Когда пред- 
мет находится от глаза на расстоянии 
наилучшего зрения — для нормаль- 
ного глаза это 25 см, — оптическая 
сила хрусталика становится равной 
37 дптр. 

Дальиейшее уменьшение — рас- 
стояния между предметом и глазом 
вызывает состояние перенапряжен- 
ности аккомодационной мышцы. Она 
перестает справляться со своей за- 
дачей: изображение уже не проециру- 
ется на сетчатку, оно нерезко. Если 
мышцы глаза достаточно сильны, то 
оптическую силу хрусталика удает- 
ся довести до 43 дитр — предмет 
удается четко видеть с расстояния 
10 см, детали его видны отчетливее 
всего. Однако в таком состоянии 
глаз быстро устает. Таким образом, 
расстояние нанлучшего зрения со- 
ответствует оптимальному варианту: 
хорошо различимы мелкие детали 
предмета, а мышца еще не перенапря- 
жена. 

Теперь рассмотрим случай, когда 
глазу в наблюдении за предметом по- 
могает система линз, например. мик- 
роскоп. Оптическая сисгема микроско- 
па создает увеличенное мнимое изо- 
бражение АВ’ предмета АВ (рис. 2). 
Это изображение затем рассматрива- 
ется непосредственно глазом. Наблю- 
дая такнм образом за предметом, мы 


почему-то не всегда видим его резко. 
Почему же глаз в этом случае автома- 
тически «не добивается» резкого изо- 
бражения? В чем смысл наводки на 
резкость при рассматриванни пред- 
мета с помощью микроскопа? Что мы 
делаем, перемещая окуляр микро- 
скопа? 

Дело в том, что изображение пред- 
мета, полученное с помощью системы 
линз, может оказаться слишком близ- 
ко к глазу. Тогда нужно переместить 
либо глаз, либо это изображение так, 
чтобы новое положение соответство- 
вало возможностям аккомодацнонной 
мышцы. Лучше всего, если изобра- 
жение предмета будет находиться от 
глаза на расстоянни нанлучшего зре- 


Рис. 1. Получение изображения на сетчатке 
глаза наблюдателя. Здесь П — предмст. 
Х — хрусталик глаза. С — сетчатка. 


Объектив Окуляр 


ЕР 


| 
| 
р 


А’ 


о > 


Рнс. 2. Оптическая система микроскопа. 
Увелнченное мнимое и перевернутое нзо- 
бражение А’В ’ предмета АВ затем рассмат- 
ривается глазом наблюдателя. 


Рис. 3. Влияние ширины светового пучка на 


глубину резкости изображения. Чем уже 
пучки. тем меньше размытость изображе- 
ний точек А и Сна экране. 


ния. При этом, еслн удалить глаз 
от окуляра. не все лучи, выходящие из 
окуляра, попадут а глаз наблюдате- 
ля и окончательнсе изображение пред- 
мета на сетчатке будет менее ярким. 
Поэтому лучше отодвинуть» изобра- 
жение. А это легко сделать, переме- 
щая окуляр, то есть меняя расстоя- 
ние между объективом и окуляром. 
Именно в этом н заключается смысл 
наводки на резкость при рассматри- 
ваиии предмета с помощью системы 
ЛИНЗ. 

До сих пор мы молчаливо пред- 
полагалн, что — рассматриваемый 
объект — плоский. На самом деле 
объекты в большинстве случаев трех- 


мервы, а изображение их в любой 
оптической системе получается на 
плоскости. 


Например, построим изображения 
точек А, В и С, принадлежащих 
объекту, но находящихся на разных 
расстояниях от линзы (рис. 3). Все 
трн изображения лежат в разных 
плоскостях. Если экран поместить в 
плоскость, где находится резкое изо- 
бражение точки В. то точки А и С 
изобразятся на экране не точками, а 
светлыми кружками, так называемы- 
мн кружками рассеяния. Нетрудно 
видеть, что размеры кружков рассея- 
ния тесно связаны с размерами линзы: 
чем менышце днаметр аннзы, тем мень- 
ше размытость изображений точек 
А иС. Следовательно, чем уже све- 

`товые пучки, тем более резко можно 
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отобразить на плоскость различно 
удаленные точки предмета. Другими 
словами, ограничивая световые пуч- 
ки. можно улучшить глубину рез- 
кости изображения. Что это зпачит? 
Когда человек рассматривает изо- 
бражение невооруженным глазом, то 
кружок рассеяния воспринимается 
практически точкой (видно резкое изо- 
бражение), если угол зрения. @, под 
которым виден кружок, порядка 1’ = 
= 3:10-* рад. Обычно мы рассмат- 
риваем изображение с расстояния 
наилучшего зрения [, = 25 см. Тогда 
допустимый диаметр кружка 


Эп— фа онае 7550-* смо = 
— 0,075 мм. 


Пусть точки А и С (см. рис. 3) в 
плоскости экрана изображаются круж- 
ками рассеяния одного и того же ра- 
днуса г. В этом случае геометриче- 
ская глубина резкого изображения 
(расстояние между плоскостями, в 
которых получаются резкие изобра- 
жения точек А и С) равна 


271. Ноа 
В+ тПЕер. 


где 2. — расстояние от линзы до экра- 
на, р — диаметр линзы. Отсюда не- 
посредственно видно, что глубина рез- 
костн действительно связана с ширн- 
ной световых пучков. 

Поскольку различные точки пред- 
мета изображаются не точкамн, а 
кружками рассеяння, важно, чтобы 
эти кружки не накладывались друг 
па друга. Если два соседних кружка 
рассеяния не перекрываются, они 
воспринимаются глазом раздельно. 
В таком случае говорят, что оптиче- 
ская система разрешает эти две точ- 
кн. Если же кружки накладываются 
друг на друга, в изображении полу- 
чается одно светяое пятно, то есть 
две точки предмета системой не разре- 
шаются. С уменьшением размеров 
линзы уменышаются размеры круж- 
ков рассеяния и, следовательпо, уве- 
личивается разрешающая способность. 
Если днаметр линзы велик, то разре- 
шающая способность становится низ- 
кой и вместо четкого изображения по- 
лучается размазанное пятно. Таким 
образом, ограничение пучка света, 
идущего от предмета, является прин- 
циннальным. 


В любой оптической системе све- 
товые пучки действительно оказыва- 
ются ограниченными. В роли ограни- 
чителей выступают либо оправы линз, 
либо специальные диафрагмы. диа- 
метр которых может изменяться. Для 
глаза такой диафрагмой является ра- 
дужная оболочка, имеющая отвер- 
стие переменной величины — зрачок. 

Но сужение световых пучков 
уменьшает световой поток, посту- 
пающий в оптическую систему, и тем 
самым уменышнает освещенность изо- 
браження. Для примера рассмотрим 
фотоаппарат. Чаще всего фотографи- 
руются достаточно удаленные пред- 
меты, так что их изображепия полу- 
чаются практически в фокальной 
плоскости объектива Ффюотоаяпарата. 
Тогда освещенность, равная отно- 
шению светового потока к плошади 
изображения, оказывается  пропор- 


циональной отношению квадрата дна- 
метра объектива к квадрату его фо- 


кусного расстояния (покажите 
это самостоятельно). Это последнее 
отношение называют светосилой 
объектива, | 


Таким образом, желание улуч- 
шить глубину резкости приводит к 
уменьшению освещенности изображе- 
ния. Хорошие объективы должны 
обеспечивать хорошее качество изо- 
бражения с возможно большей его ос- 
вещенностью. 

В заключение отметим, что в этой 
статье мы говорили о глубине резко- 
сти и разрешающей способности толь- 
ко на языке геометрической оптики. 
Однако на самом деле такие явления, 
как дифракция света, — недостатки 
оптической системы, свойства исполь- 
зуемого фотоматериала, тоже нгра- 
ют немаловажную роль. 


Загадочная 
дифракционная 


картина 


Однажды вечером я ехал 
в автобусе. На улице было 
около двадцати градусов мо- 
роза. Пока пассажиров было 
мало, окна автобуса были 
чистыми. Но вот люди за- 
полнили салон, и через ие- 
которое время оконные стек- 
ла покрылись тонким слоем 
льда. Лед был настолько 
тонким, что сквозь него был 
хорошо виден вечерний го- 
Род. 

Очень красиво выгля- 
дели улнчные фонари. Каж- 
дый фоиарь окаймляла цвет- 
ная эвездочка. такая. как 
показано на рисунке. Неж- 
ные цвета ее лучей, от фио- 
летового в центре до крас- 
ного на концах, красиею пе- 
реливалнсь на матовой по- 
зерхности стекла. Несомнен- 
мо, это была дифракционная 
картина! Как она возиикла? 


2 «Квактл» №2 


Только по омлу, без 
дополнительного исследо- 
вання объяснить происхож- 


дение эчой картины очень 
трудно. По-видимому, олно 
из объяснений может быть 
таким, 

Крнсталлики льда, осёв- 
шие на стекле, образуют диф- 
ракциониую решетку. Она-то 
и создает дифракционную кар- 
тнну. Белое изображение фо- 
наря в центре нулевой мак- 
симум. а вдоль лучей звез- 
дочки располасакися  мак- 
симумы первого порядка для 
всех цветов (спектр первого 
порядка). \Местиутольная 
форма картины связана, ско- 
рее всего, с аналогичной фор- 
мой кристалликов льда (сне- 
жинок, осевших на стекле). 


По результатам наблю- 
дений можно даже оценить 
величину пернода решетки’ 
Запишем условие главных 
максимумов для решетки: 


ат ф = АА. 


Здесь 4 — период решетки, 
ф — угол. определяющий на- 
правление на максимум #-го 
порядка, ^ — длина волны. 
При рассмотрении с рас- 
стояния около двух метров 
радиус звездочки для крас- 
ного цвета — составляет 
приблизнтельно два — сан- 
тиметра. Это означает. что 
первый максимум (#== 1} для 
красного света (Ар = 7Х 
Х Ю-? м) виден под углом ф 
таким, что 


А как вы объясните воз- 
пникновение этой красивой 
картины? 


В. Булат 
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Лаборатормя «Каанта» 


А. Николаев. 


Прибор 
для изучения 
преломления света 


Явленне преломления света на граннце двух 
сред подробно изучается только в 10-м классе. 
Однако это явлеине столь распростраиено в 
природе, что все наши читатели, безусловно, 
неоднократно встречались с ним. 

В данной статье рассказывается, как можно 
самостоятельно нэтотовить прибор для иро- 
ведения опытов по преломлеиию света. 


Если луч света падает на границу 
раздела двух сред, то луч падающий, 
луч преломленный ин перпендикуляр 
к поверхности раздела, проведенный 
через точку падения луча, лежат в 
одной плоскости; при этом отноше- 
ние синуса угла падения & к синусу 
угла преломления В постоянно для 
данных лвух сред: 


$ о, 

тв” 
Это — закон преломления света; 
постоянную величину Я называют от- 
носительным показателем преломле- 
ния нли показателем преломления 
второй среды относительно первой: 

ле. 
чи, 


С помощью прибора, показанного 
на рисунке |. можно проделать не- 
сколько опытов, подтверждающих за- 
кон преломления света. 

Но прежде о самом приборе. Ос- 
новная его часть — это ирозрачная 
кювета. Ее можно, например, скле- 
ить из плексигласа нли обыкновенно- 
го стекла или воспользоваться гото- 
вой коробочкой из какого-нибудь про- 
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зрачного материала. В наших опытах 
использовалась кювета длиной 12 см, 
шириной 5 см и высотой 6 см (в прин- 
циле, эти размеры могут быть и боль- 
ше). 

Вторым. не менее важным, эле- 
ментом прибора является прни- 
цельная рамка. С помощью свобод- 
ных горизонтальных осей она кре- 
пится изнутри к передней и задней 
стенкам кюветы на расстоянии 4 см 
от ее правого торца. Длина рамки 
| см. на ее свободном конце имеется 
смотровое окошко. 

Посередине окошка параллельно 
оси вращения рамки натянут воло- 
сок из тонкой медной проволоки. 
Второй такой же волосок натянут 
вблизи оси вращения, на расстоянии 
около | см от нее. Эти два волоска 
н ось вращения рамки лежат в одной 
плоскости. 

К передней стенке кюветы снару- 
жн неподвижно прикрепляется транс- 
портир так, что его осевая линия 
0—180° расположена вертикально, а 
ось вращения рамки проходит через 
середину осевой линии. На дно кюве- 
ты наклеивается миллиметровая шка- 
ла, начало которой совпадает по вер- 
тикали с осью вращения рамки. В ня- 
шем приборе ось вращения нахо- 


дилась на высоте А = 52 мм. 
Изготовив таким образом прибор, 

можно приступать к опытам 

жем о некоторых из них. 


Расска- 


Рис. 2. 


Оныт 1. Если рамку устано- 
вить под углом 45` к вертикали, то в 
прицел (по двум волоскам) видна точ- 
ка А (рис. 2), совпадающая с 52-м 
делением миллиметровой шкалы, то 
есть а = 52 мм. Высота Я оси враще- 
ния рамкн тоже равна 52 мм. Следо- 
вательно, опыт подтверждает, что в 
однородной среде свет расиространя- 
ется прямолинейно. 

Опыт 2. Нальем в кювету воды 
до уровня оси вращения рамки. Те- 
перь при том же положении рамкн, 
что и в первом опыте, в прицел будет 
видна не точка А. а точка В, находя- 
щаяся на расстоянии 8<а (м. 
рис. 2}. Это означает, что ЛУЧ света, 
нмеющий в воде направление ВО, 
пересекая границу вода — воздух, 
преломляется и в воздухе идет по 
направлению ОС. Другими словами, 
угол а, который составляет падаю- 
щий луч с нормалью к границе разде- 
ла, не совпадает & углом В преломлен- 
ного луча. 

Опыт 3. Установим  прицель- 
`ную рамку строго вертикально. При 
этом в прицел под водой видно начало 
нкалы — се нулевое деленне. Зна- 
чит, если угол падення @ = 0, то и 
угол преломления В = 0. Или, иначе, 
если луч падает перпендикулярно к 
транице двух сред, то он ие прелоу- 
ляется. Это — важный частный слу- 
чай закона преломления, о котором 
не следует забывать. 


ри 


Опыт 4. Определим показатель 
преломления воды отиосительно воз- 
духа. Для этого установим рамку 
под некоторым углом. например, под 
углом 30°. Это будет и углом пре- 
ломления В для луча света. переходя- 
щего из воды в воздух. В прицел бу- 
дет видно 21-е деление шкалы, то 
есть 6 = 2Ё мм (см. рис. 2). 


Найдем синус угла падения ©: 
ны. и 
ЗИ = уе = 0, 7. 


Синус угла преломления 
зп В == зт 30° = 0.5. 
Согласно закону преломления све- 
та 


1“ по 
т В тм, , 


где л./п: — показатель преломления 
воздуха (второй среды) относительно 
воды (первой среды). Отсюда показа- 
тель преломления воды относительно 
воздуха 


п т В ту 
п = а 1,33. 


С номощью предлагаемого прибора 
можно определить и предельный Угол 
полного внутреннего отражения для 
воды. На этот раз прицельную рам- 
ку придется установить под углом, 
близким к 90°. Для отчетливой ви- 
димости шкалы на дие сосуда раз- 
меры прибора лучше увеличить в 
2—3 раза. 

Можно также проводить опыты 
не с чистой водой, а с растворами са- 
хара илн соли у исследовать зависи- 
мость показателя преломления от кон- 
центрации раствора. 
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Математический кружок 


Л. Кузнецова, 3. Скопец 


(Седлообразная 
поверхность 


Каждый из вас, несомненно, знает. 
что множеством точек илоскости, рав- 
ноудалениых от двух данных точек, 
является серелиниый периендикуляр 
соединяющего их отрезка. Так же 
нросто устроены множества точек, 
равноудаленных от двух парал- 
лельных или пересекаю - 
щихся прямых. На рисунке 1 изо- 
бражены два из этих множеств, правда, 
уже ие для плоскости, а для ирост- 
ранства. 

А как выглядит множество точек, 
равноудалеипых от двух  скре- 
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щнвающихся прямых? Об этом 
вы и узнаете. прочнтав статью. 

Прежде чем перейти к основному 
нзложению, дадим определение лово- 
рота пространства вокруг оси. 

Поворотом . пространства назы- 
вастся такое перемещение простран- 
ства, при котором множество  не- 
подвижных точек образует прямую 
(она называется осью поворота). При 
повороте пространства вокруг соси 
каждая плоскость. перпендикулярная 
к оси поворота, переходит в себя. 
Получающиеся перемещения этих 
плоскостей являются поворотами 
вокруг точек их пересечения с осью 
на один и тот же угол в одпом и том же 
нанравлении *> (рнс. 2). 

Обозначать новорот © осью [| мы 
будем через К., поворот, обратный 
повороту Ю;, — через Ю-й, 


—- 


*) Тождественное перемещение тоже мож- 
но считать поворотом пространства вокруг 
осн (на нулевой угол), но п этой статье такие 
повороты встречаться не будут. 


Рнс. 1. 


Для описания нашего множества 
точек, (обозначим его через РЁ) нам 
понадобится несколько утверждений 
о поворотах. Мы будем их формули- 
ровать по мере надобности в виде 
лемм, а доказательства всех лемм со- 
берем в конце статьи. Для читателя 
будет очень полезно доказать эти лем- 
мы самостоятельно. 

1. Первым делом покажем, что 
через каждую точку нашего множест- 
ва проходят две принадлежащие ему 
прямые. 

Пусть т н п — данные скрещиваю- 
щиеся прямые и точка А равноуда- 
лена от иих. Обозначим через А; и 
А. ортогональные проекции этой точ- 
ки на прямые ти п соответственно 
(рнс. 3). Пусть { — нерпендикуляр к 
плоскости А,АА,, проходящий через 
точку А.  Повернем пространство 
вокруг оси { так, чтобы точка А, 
перешла в точку А,. Прямая т 
перейдет при этом в прямую т,, про- 
ходящую через точку А, и перпен- 
днкулярную к прямой АА,. Далее 
можно сделать два различных 
поворота с осью АА, — таких, что 
прямая т, перейдет в прямую п: 
Вад, н К Ал, В результате компози- 
ции поворотов К; и Влд, (К; и КАА, ) 
прямая т перейдет в прямую п. 
Оказывается, ‘справедлива такая лем- 
ма: композиция двух поворотов вок- 
руг пересекающихся осей является по- 
воротом вокруг оси, проходящей че- 
рез точку их пересечения. ’По- 
этому существует такая прямая и, 
проходящая через точку 4, что 
Кадд,°Ю, = В. Аналогично, суще- 
ствует такая прямая 9, проходящая 
через А, что К дд К, == В,. 


Упражненне!. Проверьте, что оси 
и и о не совпадают. 


Итак, если точка А Е РЁ, то через 
нее проходят оси двух поворотов, 
отображающих прямую т на пря- 
мую п. С другой стороны, любая 
точка А, лежащая на оси поворота, 
отображающего прямую т на прямую 
п, принадлежит нашему множеству: 
так как поворот — перемещение, рас- 
стояние от точки А до прямой т рав- 
но расстоянию от образа точки А до 
образа прямой т, то есть расстоянию 


Рикс. 2. 


от точки А до прямой п. 

2. А существует ли хотя бы одна 
точка, принадлежащая нашему мно- 
жеству? 

Проведем через прямую т плос- 
кость, параллельную прямой п, а 
через прямую плоскость, параллель- 
ную прямой т. Эти плоскости парал- 
лельны. Обозначим через а плоскость, 
равноудаленную от них. — Ортого- 
нальные проекцин т’ и п’ прямых т и 
п ва плоскость & пересекутся в неко- 
торой точке О (рис. 4). Очевидно, 

1 


т 
/ 
РЯ 
/ 
А, 
Рис. 3. 


точка О принадлежит множеству Р. 
А тогда, как мы уже выяснили, че- 
рез иее проходят по крайней мере две 
прямые, состоящие из точек нашего 
множества. 


Упражнение 2. Докажите. что че- 
рез точку О проходят ровно две такие пря- 
мые (обозначим нх через х п у). Покажите, 
что этими прямыми являются оси симметрии 
прямых м’ и п’. 


Итак, наше множество содержит 
перпендикулярные прямые х и у, 
причем через каждую точку этих пря- 
мых проходит еще одна ирямая, при- 
надлежащая нашему множеству. 

3. Убедимся теперь, что объеди- 
нение точек этих прямых образует 
все наше множество. Докажем для 
этого, что если точка А ЕЁ не лежит 
ни на прямой х, ни на прямой цу, 
то одна из проходящих через нее пря- 
мых, принадлежащих множеству, пе- 
ресекает х, а другая у, и что через 
каждую его точку проходит только 
две такие прямые. 

а} На каждой из прямых тип 
отметим стрелкой некоторое направ- 
ление. например, как на рисунке 4. 
Тогда любая ось поворота, перево- 
дящего направленную прямую т в 
направленную прямую п (с направ- 
лениями, указанными ина рисуйке 4!)}, 
параллельна плоскости, проходящей 
через прямую х и перпендикулярную 
к плоскости а. 

В самом деле, ось и образует с 
прямыми т и п равные углы. Пере- 
несем параллельно прямые т, п и 


Рис. 4. 
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ось и так, чтобы они проходили через 
точку О (см. рис. 4). Получим пря- 
мые т’, п’и и'. Поскольку при па- 
раллельных переносах углы между 
прямыми не меняются, прямая и’ 
образует с прямыми п’ и п’ равные 
углы. Значит, она лежит в плоско- 
сти хОг, где 21а (см. упражнение 2 
и рис. 4). Следовательно, прямая 
и параллельна этой плоскости. 

Возьмем теперь две осн и ии 
поворотов, переводящих прямую т 
в прямую м с сохранением направ- 
ления. Покажем, что прямые ии и 
скрещиваются. 

Предноложим сначала, что они 
пересекаются в точке В. Выполним 
поворот вокруг оси и. переводящий 
т вп с сохранением направления, 
затем — поворот вокруг оси #, пере- 
водящей п в т — также с сохране- 
нием направления. Поскольку и и %, 
по предложению, пересекаются, ком- 
нозиция указанных поворотов — нпо- 
ворот (лемма из п. 1). Этот поворот 
отображает прямую т на себя с со- 
хранением направления. Но это не- 
возможно, как показывает такая лем- 
ма: при повороте пространства во- 
круг оси только одна прямая отобра- 
жается на себя с сохранением напров- 
ления — ось поворота. 

Предположим теперь, что и|| и. 
Как и выше, при перемещении АЮ-! о 
<, прямая т переходит в себя 
с сохранением направления. С дру- 
гой стороны, композиция двух пово- 
ротов с параллельными осями яваяет- 
ся либо поворотом - относительно 
третьей параллельной им оси, либо 
переносом в направлении, перпендику- 
лярном к этим осям. В первом слу- 
чае т || и, а тогда ил || 7. Во втором— 
три, и получающаяся из т поворо- 
том вокруг и прямая п лежиг в од- 
ной плоскостн с т. 

Таким образом, прямые ин и не 
параллельны и не пересекаются. Зна- 
чит, они скрещиваются. Объединим 
эти оси в один Класс. 

6) Сменим направление на одной из 
данных прямых, например, на пм. 
Тогда оси поворотов, отображающих 
прямую 27 на п (© заданными на них 
новыми направлениями), также по- 
парно скрещиваются и параллельны 
плоскости иО2 (см. рис. 4). Получен- 
ные оси отнесем к другому классу. 


Рис. 5. 


в) Пусть ось и принадлежит пер- 
вому классу, а ось и — второму. 
Покажем, что прямые м и у перессе- 
каются. Действительно, при переме- 
щении К-1°оК, прямая т перейдет 
в себя с изменением направления. 
Поэтому получающееся преобразова- 
ние прямой 1 — симметрия относи- 
тельно некоторой точки С Ет (дока- 
жите!). Следовательно, -—15Ю„ (С)= 
=С.и К, (С) =В, Ф=о. Из 
ЮВ. (С) =, В, (С) = р следует, что 
все точки прямых мы и (9 равноудале- 
ны от точек Сир. Но тогдании 
лежат в одной плоскости (см. рнс. 1). 
Поэтому если и и у не пересекаются, 
то они параллельны. Поскольку 
и || хОг н 9|| 102, из и| у следует, 
что и|| 2. Но это невозможно, так 
как 21 т. Следовательно, и и © пе- 
ресекаются. 

г) Оси х и у, очевидно, разных 
классов. Поэтому каждая ось пере- 
<екает либо прямую х. либо прямую у. 
Поскольку через точку множества 
Е не могут проходить трн оси (так 
как тогда две из них принадлежали 
бы к одному классу), «посторонних» 
точек в фигуре нет. 

4. Остается построить наше мно- 
жество. Построим для этого наралле- 
лепипед с осями, параллельными пря- 
мым х, и, 2 и центром в точке О (см. 
рис. 5), такой. что диагонали верх- 
него и нижнего оснований лежат на 
прямых т и п соответственно и рас- 
стояние от вершины А до прямой т 
равно его боковому ребру. Через 
точки О, и О. должны проходить осн, 


параллельные плоскости 502. Ясно, 
что это прямые О,А и 0.8. Каждая 
ось, параллельная плоскости хО2г, 
должна пересекать прямые О.А и 
О.В, а это однозначно определяет ее 
положение. Заметим, что если неко- 
торая плоскость параллельна ило- 
скости хО2 и А,, В, — точки ее пере- 
сечения с (0,4) и (0..8), то |0О.А,| = 
— |0.В,|. Соответствующее постро- 
ение приведено на 20 — странице 
журнала. (Можно было, конечно, вос- 
пользоваться прямыми у нп ОА, но 
тогда построение будет не таким сим- 
метричным.} Как вы видите, получает- 
ся поверхность, похожая на седло. 

5. Примем за осн координат прямые х, 
у иги выведем уравненне этой поверхности. 
Условимся задавать прямую уравнениями 
двух пересекающихся по ней плоскостей. 


Тогда уравнения прямых т и п запишутся 
в виде 


у = Ах и= — Ах 

ее. = . 
Направляющие векторы этнх лрямых 
ют координаты: 


нме- 


=» =» 
т == (1; #0), п= 1; —#;0}. 


Пусть точка Р (х. у. 2) равноудалена от 
прямых т и пя. Если М и М — ортогональные 
проекции точки Р на прямые т и п соответ- 
ственно, то |МР] = |ММ№]. Выразим коор- 
тЫ точек Ми М через координаты точки 

Так как Ме т. то координаты точ- 
ки А равны ©, Аа. с. Выразим с; через А. 


— > 
у и 2. Учитывая. что о 0. МР -= 
= фа, ива. 2— с). т= (1,801, 


получим х — < -|- ий — #2 = 0. откуда сле- 


х- Ки 
дует, что @== 1 тра, то есть точка М имеет 


координаты 
х-- Ку х-- Ру 
ое" бе» © 


Рассуждая аналогично, найдем координаты 
точки №: 


х— у г, х — в 
ее ре, —. 
Записывая равенство |МР| = |^Р| 
после упрощений,  иолучим выражение 
ху ^^ 2рг. (1) 
1-Е Е? 
г^е бе Зо. 
Следовательно. множество точек, рав- 


ноудаленных от прямых т ил, — это по- 
верхность. уравнение которой имеет вид (1). 
({Вперные уравненне (1) было — нолучено 
Л. Эйлером в 1748 году.} 
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Рис. 6. 


Сечение поверхности (1) плоскостью 2 = 
= ф — гипербола, а плоскостью х = у — 
парабола (630,150 рис. 65). 

«Математическое» иазвание иашей по- 
верхности — гиперболический параболоид. 

Пользуясь уравнением (1}. нетрудно 
показать, что однн и тот же гиперболический 
параболонд соответствует не одной паре 
скрешивающихся прямых! 

[ = Ах у == — Ах 
Даля любых прямых н { 


= =Сс = —С 
у которых в ис находятся в зависимости 
ее 27) 
о, 6) 


где р — заданная константа, имеем один и 
тот же гиперболический параболоид ху = 
— 2рг. Поэтому в параллельных плоскостях 
2- с.г == —с лежат две пары таких прямых. 
Если учесть, что А = ш/х и с= 2, то под- 
ставляя их в (2), получим, что все прямые т 
н п образуют поверхиость с уравнением 
2 (х? - у?) = —Эрху. 
Плоскости х0О2 и у0? 
правляющими плоскостями поверхности РЁ: 
«половина» прямолинейных образующих 
параллельна плоскости хО2, а другая ‹«по- 
ловинаь — плоскости у02. В нашем случае 


называются на- 


° скость. 


эти плоскости взаимно перпендикулярны Н 
гнперболический параболонд называется рав- 
нобочным. В общем же случае эти плоскости 
образуют произвольный угол. Правда, в 
общем случае гиперболический параболоид 
не получить объединеинем осей поворотов, 
однако конструкция, приведенная в п. 4, 
к ией применима. Только на прямых ОА н 
О.В нужно соединять такие точки А; и В,, 
что О.А, = ^ О.В, |, где 2, = 1. 
пражнение 3. Они хи у 

перпендикулярны. Есть ли еще пары взаим- 
но перпендикулярных осей? 

Упражнение 4. Докажите, что 
прямая, не принадлежащая нашему мно- 
жеству, имеет с ним не более двух общнх 
точек. 


Приложемие. Доказательство лемм 


Заметим. что поворот с осью { можно 
получить композицией двух симметрий отно- 
снтельно плоскостей, проходящих дв пря- 
мую Г. Действительно, пусть А, (А) = А\. 
Возьмем пронзвольную плоскость &@ 9 1. 
Тогда $5 {А) = А’. Проведем теперь пло- 
скость х через прямую [ и середину отрезка 
{А’А,]. Легко сообразить, что (А’А,) ул. 
Поэтому $цо5 о (А) = А}. С другой стороны, 
5 ыы — поворот. так как это преобразова- 
ние оставляет на месте только точки прямой [. 


‚ Но поворот однозначно задается осью и об- 


разом произвольной, не лежащей на осн 
точки. Следовательно, К; = $°$ а: 


1. Пусть оси и и о пересекаются в точ- 
ке О. Рассмотрим плоскость х, содержащую 
эти прямые. Тогда Ки н Ко можно предста- 
вить так: Ви — $.°5 с, В: - о,°$ д. От 
сюда ЮКи = ($0,5 д°5 д°5ан) = 
= $о,°$о,. поскольку $ $ п — тождест- 
веиное преобразование. Но д. 3 Онцс, 50, 
поэтому прямая 091 [|] 62 Проходит через 


ы ? 

. Пусть т — прямая и А; (т) = м. 
Если точка А Е ми А &1 [, то т проходит 
через А и К; (4). Зиачит, т принадлежит 
некоторой плоскости, перпендикулярной к 
1. н мы пришли к повороту плоскости, для 
код утверждение очевидно, 

. Доказывается так же, как лемма 1, 
поскольку через ы и и можно провести пло- 
Параллельные переносы получатся, 
если ©, || 9». 


Рассудите их 


Выполняя лабораторную ра- 
боту. ученики получили на 
экране цветной спектр бело- 
го света, прошедшего через 
призму. 

— Красота-то какая! — 
воскликнула Ира. — А если 
на месте экрана окажется сет- 
чатка Глаза. то что тогда мы 
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увидим? — спросила она. — 
Как что? — ответила Маша. 
— То же, что и на экра- 
не. Отраженные цветные’ лу- 
чи от спектра ва экране, так 
же как и световые лучи от 
различных объектов, пройдя 
через хрусталик глаза, дают 
на сетчатке  перевернутое 
изображение. А мозг чело- 
века «научился» переворачи- 
вать изображения, возникшие 


на сетчатке. Поэтому мы ви- 
дим все в реальном виде. 
Так что глаз будет видеть 
обычное расположение цвет- 
ных лучей в спектре белого 
света. —А я думаю, 910 
мы увидим спектр, «обоат- 
ный» видимому на экране, — 
сказала Ира. 


Как по-вашему, = чита- 
тель, — кто из них прав? 
В. Партон 


Сферический 


эллипс 


Эллипс («Геометрия 10», 
$ 59; см. также «Алгебра 8», 
п. 2) можно определить как 
множество точек на пло- 
скости, сумма расстоя- 
ний от которых до двух дан- 
ных точек плоскостн 
(называемых фокусами) есть 
величина постояниая. Если 
в этом определеиии «сумму» 
заменить На «модуль раз- 
ности», получим гиперболу. 
-Парабола — это миожество 
точек иа плоскостн, 
расстояння от которых до 
данной точки плоскости 
(Фокуса) н данной прямой 
(директрисы) одинаковы. 
Сферический эллипс — 
это множество точек на 
сфере, сумма расстояний 
от которых по дугам боль- 
иих окружностей до двух 
данных точек сферы (их 
тоже называют  фокусами) 
есть величина постоянная. 
Аналогично определяется сфе- 
рическая рипербола. Чтобы 
получить определение сфе- 
рической параболы, надо 
еще в онределении «плоской 
параболы» прямую заменить 


на «сферическую прямую» — ^ 


большую окружиость сферы. 
(Сообразите, как выглядит 
сфернческая парабола, ди- 
ректрисой которой является 
большая окружиость сферы, 
если расстояние от фокуса до 
директрисы равно четверти 
длииы большой окружности.) 

Плоский эллипс превра- 
щается в окружиость только 
в том случае, когда его фо- 
кусы слнваются. Как по- 
казал Н.И. Фусс, сферн- 
ческий эллипс превращается 
в окружность (а именно — 
большую окружность сфе- 
ры), если постоянная сумма 
расстояний, о которой гово- 
рится в определении, равиа 
половине длины большой ок- 


ружности. Конгруэнтные сфе- 
рические треугольники. вы- 
деленные на рнсунке | око- 
ло фокусов Ё,. Ё,. помогут 
вам доказать утверждение 
Фусса. 
Рассмотрим сферу А 
н плоскость &, касающуюся 
ее в фокусе некоторого сфе- 
рического эллниса { на ней. 
Проведем всевозможные пря- 
мые через цеитр сферы О 
и точки сферического эллип- 
са {. Оказывается. получен- 
ная таким образом коннче- 
ская поверхность Г гересе- 
чет плоскость м по некоторо- 
му эллипсу А. Исходную сфе- 
ру поверхность Г пересечет 
еще по одному сферическому 
эллнпсу Г, симметричному 


с [ относительно О (рис. 2). 


Интересно, что по отноше- 
нию к фокусам эллипса 
эллипс {’ будет сферической 
гиперболой. 

Эллипс (плоский) мож- 
мо определить также, как 
множество точек (из плоско- 
сти), отношение расстояний 
от которых до данной точки 
(фокуса) и дзиной прямой 
(директрисы) — постоянно и 
меньше |. Аналогичным об- 


разом можно определить п 
сферический эллипс. Можно 
доказать. что центральная 
проекция директрисы эллип- 
са 7 отпосителью О на 
сферу А является директри- 
сой сферического эллипса /: 
отношение расстояний от лю- 
бой точки эллипса { до 
фокуса и до полученной при 
описанном проектировании 
большой окружности ностояи- 
но и меньше 1. 

Углы между отрезками, 
соединяющими произвольную 
точку плоского эллипса с 
фокусами, и касательной к 
эллнпсу в этой точке рав- 
ны. В этом состоит так на- 
зываемое оптическое своп- 
ство эллипса. Аналогичным 
свойством обладает сфери- 
ческий эллипс: если в лю- 
бой его точке А провести 
касательную большую ок- 
ружность и соединить точ- 
ку М по бояьшим окружно- 
стям г фокусами эллипса, 
то углы между этими по- 
следними окружностями н 
касательной окружиостью 
окажутся равнымн. 

Многие свойства сфе- 
рического эллниса были об- 
наружены впервые русским 
математиком, швейцарцем по 
нронсхождению, Н. И. Фус- 
сом (1755-1825). Н. И. Фусс 
был учеником и помощником 
великого Л. Эйлера н боль- 
шую часть своих первых ис- 
следоваиий п области ма- 
тематики и механики провел 


под его руководством. Бпос- 
ледствин Н.И. Фусс стал 
действительным членом Пе- 


тербургской академии наук 
ни ее непременным секрета- 
рем. Интересные результа- 
ты, касающиеся сферическо- 
го эллинса, были получены 
также прусским  математи- 
ком Л. И. Магнусом (1790—- 
1861). 


В. Березин 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основания журнала. Публн- 
куемые в ием задачи не стан- 
дартны, но для их решения не 
требуется зианий, выходя- 
щих за рамки ныиешией 
нкольной программы. Нан- 
более трудные задачи отме- 
чены звездочкой. После фор- 
мулировки задачк мы обычио 
указываем, кто предложил 
нам эту задачу. Разумеется, 
не все эти задачи публикуют- 
ся впервые. Решення задач 
из этого иомера можио при- 
сылать не позднее Е апреля 
1978 года по адресу: 113035, 
Москва, М-35, Б. Ордынка, 
2118, редакция жур- 
иала «Кваит»,  «Задачиик 
«Кваита». После адреса ина 
конверте напишите номера 
задач, решення которых вы 
посылаете; иапример: 
«№466, М4В7» или «Ф498». 
Решения задач по каждому 
из предметов (математике и 
физике), а также новые зада- 
чн, просьба присылать в от- 
дельных конвертах. Задачи 
из разных номеров журнала 
присылайте также п разиых 
конвертах. В письмо вложите 
конверт с иаписанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получите результа- 
ты проверки решений.) Ус- 
ловия оригинальных задач, 
предлагаемых для публика- 
цкн, присылайте в двух эк- 
земплярах вместе с вашкми 
решеннямн этих задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кваита», новая зада- 
ча по физнке» или «<... новая 
задача по математнке» ). 

В начале каждого пксьма про- 
скы указывать вашк имя, фа- 
милию, номер школы и класс, 
в котором вы учнтесь. 
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задачник 


ябанта 


Задачи 
№486 — М490; $498 — Ф502 


№486. Какое из чисел больше: 


уз 2 2-` | 3. | 

а) 23° или 323 ? б)* 2° или 3* 
п т 
Л. Курляндчик 
М487. На данных окружностях фу: и у. построить 
по хорде так, чтобы эти’ хорды были гомотетичны 
с заданным центром А, принадлежащим у, и 
чтобы длина хорды окружности у. равнялась 

заданной величине а. 

А. Ишмаев 
последовательность — много- 
.. определяемую условиями 


М488. Рассмотрим 
членов Р., Р,, Р., 
Ро(х)==1, Ри(х)=х. 


Рь+кх)=хР,(х)—Р„- 1х), п. (1) 
Докажите равенства*> 
ри 1 Р‚ (х) 
а) х В 
) а 1 — Ра ® 
АЕ 
Хх 
п раз 
учи р. (2 со5 $), если ф/л—не целое; 


т Ф 
в) (+! — 117+) =(-РОР, (+1, 
если #50; 


ЛЕ 
г) Р, (х) 2П (* — 2 с0$ Е : 
д) Рь(х) = Х (— ПЧ, 
О<у<п 72 
ВН 


Придумайте и докажите аналогичные равен- 
ства для последовательности многочленов, опре- 


*) Знаком П ак обозначается произведение 
1$ <л 
ата... @л. 2 ь; — сумма НЫ... №. 


1<15т 


деляемых тем же соотнощением (1), но начинаю- 


щейся с Р. (х) =2, Р, (х) = х. 
А. Зелевинский 


М№М489. Даны три числа а, 6, с. Построим три по- 
следовательности (а„), (6„), (с„}, у которых а, =а, 
Ь,=6, с1=С №] 


6, сп са -|- @в бл - би 
@ь 4х — р , она — 2 ы Спад = |] 
для любого п=1, 8, 3, :.. Докажите, что все эти 


три последовательности имеют общий предел, н 


найдите его. 
И. Бурмистрович 


№490. р — простое нечетное число. Дано р—1 це- 
лых чисел, не делящихся на р. Докажите, что, 
заменив некоторые из этих чисел на противопо- 
ложные, можно получить р—1 чисел, сумма ко- 


торых делится на р. 
С. Фомин 


$498. Диаметр тонкостенного цилиндрического ста- 
кана равен 4, высота — #. Ст@нки и дно стакана 
одинаковой толщины. В стакан наливают воду. 
При каком уровне воды центр тяжести стакана с 
водой занимает наинизшее положение? 


$499. Два стеклянных шара радиусов г и К сое- 
динены тонкой длинной стеклянной трубкой и 
наполнены воздухом. Посередине трубки находится 
капля ртути. Можно ли с помощью этого прибора 
измерять температуру окружающего воздуха? 


Ф500. На столбе на высоте Й над землей висит зво- 
нок. На каком расстоянии от столба звук слышен 
громче всего, если скорость звука равна с, а ско- 
рость ветра, дующего горизонтально, равна 1? 


Ф501. На краю стола высоты Н стоит шар радиуса 
К, причем, А%Н. Шар начинает соскальзывать 
со стола без трения. На каком расстоянин от стола 
Упадет шар? 


$502. В крышке закрытого ящика высоты й=- 
=1! м имеется круглое отверстие. Как изменится 
освещенность дна под отверстием, если в отверстие 
вставить линзу с оптической силой рд=! дптр? 
Ящик стоит под открытым небом, затянутым 
равномерно пеленой облаков. 


Поправка 

В формулировку задачи М480, опубликованной в № 12 за 
1977 г.. вкралась ошибка. Задачу М480 в) следует -читать 
так: последовательность С„ определяется условиямн С; =2, 
Сл, = [3С„/2] для п=|; докажите. что существует число 
\’ такое, что Си = [(3/2) ”у] +1 (здесь [х] — нелая часть х). 
(В № 12 в формуле для С» была опущена едиинца.) Срок 
присылки решений этой задачи продлевается до 1 ню- 
ня 1978 г. 
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№441. Внутри выпуклого 
2п-угольника взята точка 
Р. Через каждую вершину 
и точку Р проведена прямая. 
Докажите, что найдется 
сторона многоугольника, с ко- 
торой ни одна из проведен- 
ных прямых не имеет об- 
цих точек (кроме, быть мо- 
жет, концов стороны). 


Рыс. 1. 


№442. Дано простое число 
р>2. Для каждого В от 
1 д0 р—Г обозначим через 
ах остапок от деленич чи- 
сла ЕР на р?. Докажите. 
что 

а. -- аз аз--...-- 

Е ар—1== (р3— р)! 2. 
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Решения задач 
М441 — М443; Ф453 — Ф457 


Будем говорить. что прямая пересекает сторону миогоуголь- 
ника М, если их точка перссечения не совпадает с вершиной 
многоугольника. 

Возможны два случая: 1) точка Р прннадлежит какой: 
нибудь дизгонали АВ многоугольника М; 2) точка Р не при- 
надлежит ни одной из диагоналей многоугольника Л. 

В первом случае прямые РА и РВ совпадают с (АВ) в 
не пересекают никаких сторон М, а прямые, проходящие че- 
рез точку Р н оставшиеся 2и—2 вершины М нересекают не 
болес 2—2 сторон. Поэтому по крайней мере две стороны 
многоугольника ЛМ не пересекает ни одна из проведенных 
прямых. 

Пусть теперь Р не лежит ни на одной из днагоналей М. 
Возьмем такую диагональ АВ многоугольника М, которая 
делит его границу на две п-звенные ломаные Гу и Го, а 2п- 
угольник М — на два выпуклых (л--1)-угольника М, н 
М» (рис. 1). Допустнм, что Р находится внутри А! ;; н пусть 
С — произвольная вершина многоугольника М» (отличная 
от А иВ). Поскольку М: и М. находятся по разные стороны 
от (АВ). РЕМ,. СЕМ» н многоугольник М — выпуклый, 
прямые РС и АВ пересекаются в некоторой точке КЕ[АВ] 
(см. рис. 1). Прямая РС, проходящая через внутреннюю точ- 
ку многоугольника АЙ; п пересекающая его границу п точке 

на стороне АВ. пересекает границу М, еще н одной точке, 
не лежащей на АВ, т. е.. пересекает Г:. Итак, любая прямая, 
проходящая через вершины Г» (отличные от А и В). пересе- 
каст границу выпуклого многоугольника М в двух точках: 
вершине Г» и точке, лежащей на Г, (возможно, совпадающей 
с вершиной Г,). Следовательно. любая такая прямая не пере- 
секает звеньев ломаной Го. 

Аналогично доказывается. что прямые АР н ВР также 
не пересекают звеньев ломаной Г.. 

Итак, п-- | прямых пересекают не более чем п сторон мно- 
гоугольника А (звеньев ломаной Г;). Оставшиеся п—1 пря- 
мых не могут нересечь более чем лп—1 сторои многоугольника 
М (звеньев ломаной Га). Следовательно, хотя бы одна стороиа 
(звено ломаной Г») не пересскастся ни одиой из проведенных 
через точку Ри вершины многоугольника Л прямых. 


Г. Гуревич 
ь 
Перепишем сумму а, -- а2 | аз- ... + ар, так: 
(а, Нар) -- (а, На)... - ар ар.) 
2 Е 
(р—1 — четное число: в носледней сумме Е = выражений 


в скобках). Рассмотрим одно из выражений а; -|- ар—;, 3а- 
ключенных п скобки. Легко заметить, что 


Р--(рЬ-ОР = рр — Ср-Ё-рР-1-... + СР! 4Р-1.р= 
= . 
— делится на р? (поскольку СР р; р>2, 15 55р—1. 
Поэтому агРар—: делится на р?; и так кака; <р, ар< 
<р*, то ар ар-1= р? для всех = 1, ..., р—1. Итак, 


а: --а, +... ар: = (@ Нар) +... + 


—1 
+ @р—и Гар) = р. ИР. 


2] 


что и утверждалось. 
С. Охитин 


№443. Имеется тоблица 
пхп клеток, в каждой клет- 
ке которой вначале стоит 0. 
Разрешается произвольно вы- 
брать п чисел, стоящих в 
разных строках и разных 
столбцах, и увеличить каж- 
д0е из них на 

@) Можно ли за несколь- 
ко шагов получить таблицы, 
изображенные на рисунках 
2 и 3? 

6) Можно ли получить 
таблицу с попарно различны- 
ми числами? 

8) Какие вообще таблицы 
можно получить через Т шо- 
гов? 


Таблицу на рисунке 2 получить легко, складывая таблицы, 
у которых единицы стоят параллельно диагонали (рис. 4). 

Перейдем теперь сразу к задаче в). Прежде всего заметим, 
что и таблице лхХ п, получающейся из нулевой через Т шагов, 
суммы чисел в каждой строке и каждом столбые одинаковы 
и равны Т: виачале все этн суммы были равпы нулю, а при- 
бавляя по единице к п числам, стоящим в разных строках 
И разных столбцах таблицы, мы изменяем все суммы одина- 
ково — ровно на единицу каждую. Так что условие равенства 
сумм чисел по каждой строке и каждому столбцу таблицы 
является необходимым. Из этого сразу следует. что 
таблицу, изображенную на рисунке 3. указанными преобра- 
зованиями получить нельзя. 

Докажем, что условие равенства сумм по строкам и столб- 
цам также достаточио . При этом мы будем опираться 
на такую важную лемму. Пусть дана таблица лхл, за- 
полненизя целыми неотрицательными числами, у которой 
сумма чисел по строкам н столбцам одна н та же (такие таб- 
лицы мы будем называть магическими). Тогда, если эта таб- 
лица не нулевая, то в ней можно указать набор из п чисел, 
находящихся в разных строках и разных столбцах таблицы, 
каждое из которых было бы отлично от нуля. 

Из леммы сразу следует, что любую магическую таблицу 
можно получить из нулевой. В самом деле, пусть суммы по 
строкам н столбцам некоторой таблнцы М равны Т. Если бы 
в этой таблице нашелся набор из ненулевых чисел, то, вычтя 
из всех чисел этого набора по единице, мы перешли бы к ма- 
гической таблице, у которой сумма по строкам и столбцам 
равна 7—1; в этой таблице мы опять бы выделили набор из 
п ненулевых чисел (из разиых строк н разных столбцов}, снова 
вычли бы по единице из каждого из этнх чнсел, и перешли бы 
к магической таблице с суммой Т—2 по каждой строке и каж- 
дому столбцу, и т. д.; — через Т шагов мы получнли бы таб- 
лицу с нулевыми суммами, т. е нулевую таблицу. Двига- 
ясь В обратном иаправлении, можно получить из нулевой 
таблицы исходную таблицу М. 

Итак, осталось доказать лемму. Сформулируем ее 
так: если среди п произвольных чисея магической таблицы 
пхп, находящихся в разных строках и разных столбцах, 
есть хотя бы один нуль, то эта таблица — вся нулевая. 

Будем доказывать лемму индукцией по количеству нену- 
левых чисел в таблице; допустим, что она уже доказана для 
всех таблиц к указанным свойством, у которых более № 
нулей. Возьмем таблицу, у которой ровно М нулей (М« 
<лп?). Пусть а, — наименьшее положительное число в табли- 
це. Если все остальные числа, стоящие в одной строке с 
а:, — вулн, то тогда в каждой строке н каждом столбце таб- 
лицы стонт одно чнсло. равное ат, а все остальные числа рав- 
ны нулю. Взяп этн п равных а, чисел, мы получны ненуле- 
вой набор. вопреки условню. Если же в одной строке с а: 
найдется отличное от нуля число &;, то отметнм эту строку н 
от числа 5; перейдем по столбцу и числу аз30 (такое число 
найдется из-за условня равенства сумм по строкам н столбцам). 
Отметив этот столбец, от числа аз перейдем по строке к числу 
6,520, ит. д., — до тех пор, пока впервые ие попадем либо 
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$453. Система грузов, по- 
казанная но рисунке 7, стоит 
на гладком горизонтальном 


столе. Массы кубиков ту, 
то и Кубик массы тз 
удерживается на высоте 1 
над столом. Если систему 
предоставить самой себе, то 
она придет в движение, при- 
чем верхний кубик будет сколь- 


зить по нижнему. Коэф- 
фициент трения между 
кибиками равен в. На ка- 


кое расстояние переместит- 
ся нижний кубик к тому мо- 
менту, Когда кибик массы 
твз коснется стола? 
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числом ак в уже отмеченную строку, либо числом 6; — в уже 
отмеченный столбец. Если мы остановнмся на числе ар (в {-й 
отмеченной строке), то рассмотрим замкнутую ломаную со 
взаимно перепендикулярнымн звеньями. в вершинах которой 
стоят числа ак, 61, Ч: +1, бут. ---. Виа {если же остано- 
вимся на числе 5; в }-м отмеченном столбце — то ломаную 
с вершинами в числах 6, ау. бл ау. ..., 1—1 — см. рибун- 
ки 5, а) н 6)); назовем такую ломаную циклом. 

Пусть получился цнкл ад. бр ау. ча, 0 ба. 
Выберем средн этнх чнсел наименьшее — пусть нм оказалось, 
например, число 6;+:. Заменим теперь наш цикл таким: 
ака, бр — ча, ааа, 0, об 

к-:—61+:- Ясно. что при этой замене мы получим табли- 
цу, у которой сумма чисел по каждой строке и каждому столб- 
цу — та же самая, н которая «столь же плоха» (в том смысле, 
что у нее нет ни одного набора из ненулевых элементов нз 
разных строк н разных столбиов). но у которой по крайней 
мере на один нуль больше. По предположению индукцни, 
эта таблица нулевая. Но тогда и нсходная таблица — тоже 
нулевая. Утверждение доказано. 

Итак. ответ в задаче в): через ТГ шагов мажно получить 
любую таблицу, у которой сумма чисел постоянна по каж- 
дой строке и каждому столбцу и равна Т. 

Ответ на вопрос задачн 6} при л==2 отрицательный, а 
прн п>3 утвердительный. На рисунке 6 изображена таблнца 
3х3 с попарно различными числами, которая указанными 
преобразованнями за 15 шагов получается из пулевой. 

Указать магическую таблицу ах л с различными числами 
для любого п довольно трудно. Вместо этого мы сформули- 
руем такое более общее, чем задача 6), утверждение. Пусть 
задано множество А из тэлементов и некоторая системз Ву,..., 
В, его подмножеств, «разделяющая» все элементы этого 
множества (то есть такая, что для любых двух элементов а. 
а’из А найдется подмножество Вь, 1<#<г такое. что один 
на элементов а, а’ принадлежит Вк. а другой— нет). 

Припишем каждому подмножеству Вь некоторое нату- 
ральное число — «кратность» рк, Н назовем весом элемента 
аЕА сумму кратностей подмножеств, содержащих а. Мы ут- 
верждаем, что можно выбрать набор (ра, Ро, ..., Рг) так, что 
веса всех элементов будут различны. В самом деле, достаточно 
положить рн==2*-—1, — ведь множество чисел{1,2,23,...27т-1} 
обладает таким свойством: суммы чисел любых двух 
его подмножеств различиы. 

В нашей задаче А — это множество элементов таблицы 
{пт=л?), В....., Вг — подмножества из я элементов, стоящих 
в разных строках н разных столбцах (всевозможных таких 
полмножеств г = п!, н при л>> 2 эта система подмножеств 
«разделяет» элементы А), а кратность ра показывает, сколько 
Раз нужно прибавить по 1 к элементам подмножества Вхк. 


Ф. Шлейфер 


а 


Так как стол гладкий (трение между столом и кубиком мас- 
сой М отсутствует). то прн денженин на снстему нзавне не дей- 
ствуют ннкакие горизонтальные снлы (силы трения между ку- 
биками массамн т; и М — внутренние силы). Следователь- 
но. центр масс системы не может сместиться в горизонталь- 
ном направленни. 

Обозначим через {ь расстоянне, на которое переместятся 
в горизонтальном направлении кубики массами то и М. Ку- 
бик массой п переместнтся. очевидно, на расстоянне 
1—1, причем в протньоположном направленнн. 

Приравняем координаты центра масс снстемы до начала 
двнжения кубнков и после того, как оно прекратится: 


паха + таз Е Мх, _ т ба отб, Мо, №) 
тт РМ = тт. -М ы 


Рис. 7. 


$454. Если на первичную 
обмотку ненагруженного 
трансформатора подать на- 
пряжение (\=220 В, то 
напряжение на вторичной об- 
мотке будет И.=127 В. 
Какое напряжение И будет 
при Из-=220 В на нагрузке 
Ю=10 Ом, подключенной 
ко вторичной обмотке этого 
трансформатора?  Актив- 
ное сопротивление — первич- 
ной обмотки трансформа- 


тора г1=2 Ом, а вторич- 
Ной Гз=1 Ом. Внутреннее 
сопротивление — генератора 


тока принять равный нулю. 


где х:, ха Н хз — начальные коордннаты кубиков массами 
т, тз и М относительно произвольного начала отсчета. 
Отсюда 


"АЕ ПЕН 
= им 


И. Слободецкий 


Ф 


Обозначим действующее значенне э. д. с. индукции. возни- 
кающей в первичной обмотке ненагруженного трансформато- 
ра, через $1, а во вторнчной обмотке — через #,. Очевидно, 
что 

8. Ра ь 

Г ыы 
где п; — число витков в первичной обмотке, п. — во вторнч- 
ной обмотке и #==п:/пз — коэффициент трансформации. По- 
скольку в ненагруженном и 

1=бон 5—0, 


то 


‹ 

Когда трансформатор нагружен, то есть ко вторичной 
обмотке подключено сопротивление К. по первичной обмотке 
идет ток 


Ш-— %' 
И. [0 


п 


а по вторичной обмотке— 


#2 
В=ка. (2) 


Здесь | н %е— действующие значения з. д. с. индукции 
в первичной н вторичной обмотках нагруженного трансфор- 
матора. 

оэффициеит полезного действня трансформатора прак- 
тнчески равен единице. Это означает, что мощность в первич- 
ной обмотке трансформатора равиа мощности. передаваемой 
во вторичную цепь: 


1%1=1:8.. 
Тогда 
г 9 
ГА а %, =й. {3} 
Объединим уравиения (1), (2) н (3) в снстему: 
а 
п 
83 
„= 
В-Нгь 
5 
Е = Г: 
откуда ый 
РЕН ььнй. ВЕЛНИРН 
ВРАЕИЕтО. 
|. 
ВИК 
== ыю и = 10В. 


В. Скороваров 


$455. ° Потери мощности 
в яинии электропе: ачи 
составляют 5% ст мощно- 
сти, получаемой потреби- 
тедем. Как нужно изменить 
напряжение на входе линии 
и сопротивление потреби- 
теля для того, чтобы при 
той же мощности, получае- 
мой потребителем, потери 
в линии снизить 90 197 


$456. Какую минимальную 
скорость нужно сообщить на 
Земле космическому  кораб- 
Аю для того, чтобы он попал 
на Солнце? Каким будет 
время полета корабля к Солн- 


цу? 


Рнс. 8. 


Мощность, получаемая потребителем. равна 
0 
Р == дк 
5 — Чаи ^, 
где /о— ток в линии электропередачи, г — сопротивление 
линии, Ю — сопротнвление потребителя н И, — напряже- 


ние на входе линни. Эта мощность по условию должна 
остаться неизменной. Следовательно, 


2 
у ы С В 
в 
где (/, — новое напряжение на входе линии и Ю. — иовое 
сопротивление потребнтеля. Обозначим через & отношенне 


мощности, теряемой в проводах, к мощности, получаемой 
потребителем. Тогда 


т 0,05 го 
в = = —=У, , бр = — =, 
" в В № 
г 
Отсюда К =д-и К =. 
Следовательно, 

В: _ 
ве 


1 
"(1+ 
= И =.“ - 5 
— т; ТВ, ши "И - 


И. Слободецкий 


Представим себе, что с Земли запущен космический корабль, 
скорость которого немного меньше скорости орбнтального дви- 
ження Земли. Траекторией движения корабля будет эллипс, 
в одном нз фокусов которого — Солнце. Чем меньше началь- 
ная скорость корабля относительно Солнца, тем более вытя- 
нута его орбита. При некотором значення этой скоростн ко- 
рабль п своем двнжении коснется поверхности Солица. Ины- 
ми словамн, высота перигелия орбиты корабля будет равна 
раднусу Солица. Раднус Солина нримерно в 200 раз меньше 
радиуса орбнты Земли. так что малая полуось эллиптической 
орбиты корабля, касающейся Солнца, много меньше большой 
полуоси. Для оценки можно считать. что малая полуось про- 
сто равна нулю. При таком предположенни траектория дви- 
жения корабля превращается и прямую, соединяющую точку 
запуска корабля с Солнцем. то есть корабль попадает на 
Солице, свободио падая на него. Следовательно, в начальный 
момент скорость корабля относительно Солнца должна быть 
расна нулю. Для того чтобы выполнялось это условие, ко- 
раблю необходимо на Земле сообщить скорость, равную по 
абсолютной величине орбитальной скорости Земли, но на- 
правленную в противоположную сторону. 

Радиус орбиты Земли равен примерно 1,5.10\ м, период 
обращения Землн вокруг Солина —3.15 -107с. Следовательно, 
орбитальная скорость Земли равна 

2л.1,5.100 
[А ==5 1107 =3`10' м/с. 


Такую скорость нужно сообщить кораблю на Земле (рис. 8}. 
Для того чтобы иайти время полета корабля к Солнцу, 
воспользуемся третьны законом Кеплера. Согласно этому за- 


Ф457. Дева плоских воздушь 
ных конденсатора с одина- 
ковыми  обкладками имеют 
одинаковые заряды. Расстоя- 
ние между обкладками у пер- 
вого конденсатора вдвое боль- 
ше, чем у второго. Как иэ- 
менится  внергия электри- 
ческого поля системы, если 
второй конденсатор вставить 
между  обкладками первого 
так, как показано на рисун- 
ке 9; ац 6? 


НИИ: неее 
Е + 
Ез на 


+ 
Е; = 
Ез — 


кону квадраты периодов обращения корабля и Земли вокруг 
нца относятся как кубы больших полуосей орбит корабля 
и Земли: 


Тк _ (©/ 
в- в 


(К — раднус орбиты Земли). Время полета корабля к м 
составляет половнну пернода его обращения по эллиптнческо 
орбите, то есть 


Тн 1 
# ое ее с. 

А. Дозоров 

Ф 

Энергия электрического поля заряженного конденсатора 

равна 

_ 606 Е 
У = р. у, 


Где ве — электрическая постоянная, = — диэлектрическая 


проницаемость среды, Е — напряженность поля и И — объем, 
занимаемый электрическим полем. 

Найдем начальную энергию №. электрического поля сн- 
стемы двух воздушных конденсаторов (е=1). Поскольку 38- 
ряды на конденсаторах одинаковы, напряжениость поля в 
первом конденсаторе такая же, как и во втором. Обозначим 
ее абсолютиое значение через Ез. Пусть объем первого кон- 
пра равен Уз, а второго, соответственно,  У»/2. 

стда 


2062 
а а 


После того как конденсаторы будут вставлены один в дру- 
той, абсолютные значения напряженностей электрических 
полей между пластинамн станут другими. Для случая а) 
(рнс. 9, а) 


Е =Е,=Бо, Е.=2Ео. 
Соответственно изменится и энергия системы: 
ай 2 
у НИ) "Ру, = 5-6 ЕЗУо. 
Отсюда 
РВ. 
И. 3“ 
В случае 6) (рис. 9, 6) 
Е =Е.=Вео, Ез=0. 
Тогда 
203? г 
= -5 1 (уни) =-реоУь, 
и 
у 1 
т. з. 


С. Козел 
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По странмцам школьных учебников 


А. Земляков, Б. Ивлев 


Вопросы 
по алгебре 
и анализу 


Мы продолжаем публикацию вопросов по 
математике (см. «Квант», 1978, № 1, с. 36). 
На каждый из перечисленных ниже вопро- 
сов дано пять варнантов ответа (а, 6. в, г, 
д), из которых ровно одни — верный. Тре- 
буехся указать верные ответы. Постарайтесь 
уложиться в полчаса. Сверьте свон ответы 
© привеленнымн в конце номера. (После но- 
мера каждого вопроса в скобках Указан 
класс, на который этог вопрос рассчитан.) 


А. Функции, графики, уравнения 


1 (УПВ. Какие из функций, за- 
данных на рисунке 1 с помощью стре- 
лок, являются обратимыми? 

а) Только },; 6) Ни! в ри 
5; г) Бир»; д) все обратимые. 

2 (М1). График какой 
функции выглядит так, как показано 
на рисунке 2? 


Рис. 1. 
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а) у=х? + 2х—3; 6) и=х— 
— 2-3; в утро и 
ги = —х? + м Гдиуи=-е- 
+ 2—1. 

3 (Ш). Сколько существует 
теометрических прогрессий с четвер- 


. тым членом а; = —2 и десятым чле- 


ном @1о = —1? 
`а) Ни одной; 6) одна; 
г) три; д) бесконечно много. 
4 (Ш). Сколько решений 
умеет уравнение 


в) две; 


25 Зы И (х— 2) —3) п: 


58 —-9е-п 


хх- Пк 2—3) и. 
&— 5 < —3(—1 ? 


а) Ни одного; 6) бесконечно много: 
в) пять; г) три; д) одно. 

5 (УП. Па сколько  пропен- 
тов увеличится покупательная спо- 
собность населения (т. е. количество 
товаров, которое можно приобрести 
на давную сумму денег). если цены 
на все товары снизить на 20%? 

а) На 20%; 6) на 25%, в) на 40%; 
Г) на 10%; д) на 12%. 


Б. Анализ и комбинаторика 


6 (Х). Расположите числа $1, 
с0$ 2. сш З в порядке возрастания 
(аргументы даны в радианах). 

а) сё 3<с0$ 2<5зш 1: 6) зщ 1< 
< с0$ 2<5 с 3; в) с05 2< т 1<< а 3; 
г) се 3З<5 т 1<с0$ 2: д) с052< 
< ав З< яп 1. 

7 ((Х). Известно, что последова- 
тельности (а) и (а,в,) — сходящие- 
ся. а последовательность (5„) — рас- 
ходящаяся. Чему может быть равен 
предел В ав = а? 


а) Такого не бывает; 6) а может 
быть любым; в} а может быть любым, 
кроме 0; г) а = 0; д) а=1. 

8 (Х)- Чему равен предел 


а) А =0; бА=--; 
1 1 
в) А= 4; й А--; 


д) этот предел не существует. 


Рис. 2. 


= (х=? 


ловек? 


9 (1Х). По какой формуле вычис- 
ляется производная функции Й (х) = 


а) № (х) = | (2х); 6) В’ (х) = 210; 


в) (Хх =Р 2х; у =2хх 
хр (х?), д) Нб) =2х-Р (°). 
10 (1Х). Сколькими способами 


грунпу из 12 человек можно разбить 
на три подгруппы — из 3. 4 н 5 че- 


а) С, -- С*; 6].С3, -С%; в) С3, + 


и С С С. - 4..5. 


Кто меньше? 


На третьей странице обложки 
рассказано о некоторой нг- 
ре. Разумеется, нзложенные 
там правила дают возмож- 
ность сесть и начать нграть. 
Однако, как показывает опыт, 
освонть игру «с ходу» до- 
вольно сложно. Чтобы об- 
легчить нашим читателям 
этот подготовительный пе- 
рнод, мы разбираем ири- 
веденную на обложке пар- 
зию. Если вы винмательно 
проследите за разбором, то, 
конечно, полностью освоите 
правила игры. 

Итак. первый ход. Что 
означают три белых булавки? 
Во-первых, у загадчнка есть 
фишка одного из невыстав- 
ленных в вопросе иветов—бе- 
лая или красная. Действи- 
тельно, если бы весь набор 
загаданных цветов был пред- 
ставлен в нашем вопросе, 
то загадчнк должен был бы 
выставить Четыре булавки. 
(Заметьте, что в этом  рас- 
сужденнн нам не существен 
цвет выставленных булавок.)} 
Более того,  краско-болая 
фишка должна быть только 
одна — иначе булавок было 
бы Рыставлено еще меныше. 
Итак, у загадчика одна 
красно-белая фишка и три 
желто-черно-снне-зеленые 
фншкн. Во-вторых, все жел- 
то-черно-снне-зеленые фишки 
стоят на «чужих» местах: 
против желтой — не желтая, 
против черной — не черная 


н т. д. (здесь мы, наконец, 
учлн, что все булавкн в от- 
вете — белые). 

Второй ход. Мы убралн 
желтую фишку и добавили 
белую — количество була- 
вок в ответе не изменилось. 
Следовательно. и загазан- 
ном наборе желтых и белых 
фишек одинаковое число. Йо 
как мы выяснили при анализе 
первого хода, белых фншек 
не больше @лной. Поэтому 
в отгадываемом наборе либо 
вовсе нет ни желтой, ии бе- 
лой фишек, лнбо нх — по 
одной штуке. Далее, у про- 
тивника есть ровно одна жел- 
то-красная фишка (см. раз- 
бор первого хода), а из пер- 
вого ответа нам известно. 
что у него ровно одна бело- 
красная фишка. ‘’Гаким 06- 
разом, нмеются следующне 
две возможности: 

а) у противника есть од- 
иа красная фишка и иет ни 


желтых. ни белых. а трн 
оставшнхся фишки — чер- 
но-сине-зеленые . 

6) у противинка нет 


храсной фишки и есть одна 
белая н одна желтая, а две 
оставшиеся фишки — черио- 
снне-зеленые. = 

Ну н накснец, в первом 
столбце стоит не черная н 
не зеленая фишка. во вто- 
ром — не снняя н не зеле- 
ная ит. д. 


Третий ход. Решено про- 
вернть первую возможиость: 
красная фншка есть. Поймт- 
ка оказалась удачной — все 
цеста противияка угаданы. 

Теперь, учитывая, что 


мы знаем про мабор против- 
ника довольно много, можно 
попытаться описать все воз- 
можные наборы, на которые 
первые три ответа совпадают 
с выставлевными . 

Во втором столбце долж- 
иа стоять черно-красная 
фишка. 

Предположим, что она 
черная. Тогда красная фишка 
должна стоять в нервом столб- 
це — так как там не могут 
стоять ни зеленая, ни снняя 
фишкн (если бы в первом 
стояла синяя фищка, в от- 
вете было бы как минимум, 
две чериье булавки). Ана- 
логнчно, сине-зеленые фишкн 
могут стоять только в треть- 
ем столбце, а в четвертом 
столбце может оказаться толь- 
ко еще одна черная фишка. 

Итак, еслн во втором 
столбце стоит черная фишка, 
то в первом столбце стоит 
красная фишка, в третьем — 
снне-зеленая, в четвертом — 
черная. Если же во втором 
столбне стонт красная фнш- 
ка, то в первом столбце сло- 
ит синяя фишка, в четвер- 
том — чериая, в третьем — 
сине-зеленая. Таким обра- 
зом, есть всего четыре воз- 
можных варманта. Какой бы 
нз этих варнантов ния был 
выставлеи, нам четвертый 
вопрос все их «разлнянт»: 
ответы и этнх четырех слу- 
чаях будут различными, ин 
на пятом шаге мы наверняка 
выставим иабор загадчика. 
Однако, нам повезло и мы 
сэкономили один ход. 


Л. Лиманое 
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Б. Гейдман” 


Композиция 
двух осевых 
симметрий 


Поводом для заметки послужила за- 
дача 56 из числа задач на повторение 
по курсу У1--УШ классов учебного 
пособия «Геометрия 8». Докажите, 
что композиция двух симметрий, оси 
которых пересекаются под углом @, 
есть поворот, причем центром пово- 
рота является точка пересечения осей, 
а угол поворота равен 294. 

Что понимать здесь под углом а? 
Если а — величина угла между ося- 
ми симметрин, то а принимает значе- 
ния от 0° до 90°. В то же время угол 
поворота характеризуется направлен- 
ной величиной и 2 @ может прини- 
мать значения от —180° до 180°*). 
Может быть, нам «повезло» и углу а 
между осями симметрии соответствует 
угол поворота 2а в пределах от 0° 
до 180°> На самом деле — нет. Мы 
уточним это позже, а пока займемся 
решением задачн. 

Композиция двух симметрий отно- 
сительно осей [и т, пересекающихся 
в Точке О. очевидно, оставляет не- 
подвижной единственную точку О 
плоскости. Известно, что перемеще- 


*) Напомянм различные случая употреб- 
ления угловых величин в курсе геометрии 
УГ—УПТ классов: 


1} величнва @ угла (геометрической фи- 
гуры) лежит в пределах: 0°<а<<360°; 

) угол между двумя лучамн лежит в 
пределах: 0°<5а<180°; 

3) угол между двумя 
в Пределах: 0°=0<90°; 

4} любой поворот характернауется уг- 
лом, лежащим в пределах: —180°<о:= 180°. 


прямыми лежит 
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ние с единственной неподвижной точ- 
кой О является поворотом плоскости 
с центром в точке О *). 

Найдем угол поворота. Возьмем 
точку М на оси [. При симметрии $; 
относительно оси [ она остается не- 
подвижной, а при симметрии Зи 
относительно оси т она перейдет 
в точку М,, причем величина угла 
МОМ, равна _2а, т. е. композиции 
симметрий т; соответствует по- 
ворот плоскости вокруг точки О на 
угол 2а (рис. 1). 

Теперь рассмотрим композицию 
симметрий 5;°5„ — сначала отно- 
сительно оси т, а затем относительно 
оси {. 

Пусть Мет ис. 2); тогда 
эь (№) = М, а $, (№) = М,, вели- 
чина угла МОМ. по-прежнему равна 
2а. а угол поворота равен (—20), 
так как направление поворота совпа- 
дает с вращением по часовой стрелке. 
Композиция симметрий $5»5„ есть 
поворот плоскости вокруг точки О 
на угол (—2а) (см. рис. 2). 

Итак, одному и тому же углу 
между осями соответствуют два раз- 
личных поворота плоскости. Дело 
в том, что композиция осевых сим- 
метрий не коммутативна н для того, 
чтобы поворот определялся однознач- 
но, необходимо фиксировать порядок 
этих симметрий. 

В свою очередь величина угла 
между осями симметрий должна отра- 
жать этот порядок, т. е. быть направ- 


*) Рекомендуем прочитать статью 
В. М. Фишмана «Решение задач с помощью 
геометрических преобразований»  («Кваить, 


1975, № 7), где это доказано, или доказать 
это самостоятельно. 


Рис. 1. 


Рнс. 3. 


Рис. 4. 


Рис. 5. 


ленной. Будем считать, что направ- 
- ленный угол от прямой [ д0 прямой т 
по модулю равен обычному углу 
между ними, а его знак положитель- 
ный; если при достаточно малом 
повороте вокруг их точки пересече- 
ния О против часовой стрелки 
прямая [ попадает внутрь острого 
(или прямого) угла. образованного 
этими прямыми. Если же прямая { 
попадает внутрь острого (или пря- 
мого) угла прн малом повороте по 
часовой стрелке вокруг точки О, 
то угол от прямой [ до прямой т — 
отрицательный, а модуль его равен 
обычному углу между прямыми. Угол 
от данной прямой до нее самой счн- 
тается равным 0°. Таким образом, 
величина направленного угла & от 
прямой { до прямой т принимаег 
значения: —90°<@ =90°; каждая па- 


ра пересекающихся прямых [и т 
задает два направленных угла — угол 
от прямой [ до т, равный @, и угол 
от прямой т до [, равный (—а). 

При таком подходе к величине 
угла между прямыми “удается приве- 
сти в соответствие композицию двух 
симметрий и поворот вокруг точки 
пересечения их осей: Нашу задачу 
можно теперь сформулировать более 
точно следующим образом: 

Пусть угол от прямой { до т ра- 
вен @; тогда композиция симметрий 
$п° $; есть поворот вокруг точки 
пересечения этих осей О на угол 23а. 

Проиллюстрируем этот же подход 
на доказательстве хорошо известной 
теоремы о вписанном угле. 

Теорема. Величина вписан- 
ного угла равна половине угловой вели- 
чины дуги *), на которую он опирается. 

Доказательство. Угол 
АВС вписан в окружность с центром 
О. Проведем через О прямые [ и т, 
перпендикулярные к его сторонам. 
Эти прямые пройдут через середины 
хорд АВ и ВС соответственно. 

`` 


Пусть АВС = а. где 0°<а=90°. 
В этом случае угол от прямой [ до т 
может быть равным @ (рис. 3) или 
(—<) (рис. 4). Композиция симмет- 
рий 3„’ 5; переведет точку А в’ 
точку С, так как при $; А переходит 
в В. а при 5„— В вС. С другой 
стороны эта комиозиция может быть 
заменена поворотом А“ или А-а 


вокруг центра О на угол 2а или (—24), 
притом С = Е2< (А) или С =В-2%«А) 
И в том, и в другом случае угловая 
величина дуги АлС, на которую опн- 
рается вписанный угол АВС, равна 
2 (так как точка А переходит в С, 
пройдя дугу АлбС). 
к 


Пусть АВС = а, где «>90°. Тогда 
угол между прямыми Г ия т может 
быть равным (&--л) (рис. 5) или 
(п—©) (рис. 6). 

Композиция симметрий Эт $ь 
переводящая точку А в точку С, 


*) Угловая величниа дуги равна, по оп- 
ределению, величнне соответствующего ей 
центрального угла с, т.е. принимает значе- 
ння в пределах: 0°<а<< 360”. 
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Рис. 7. 


в этом случаеесть поворот А ‘9—2) или 
Кик. Точка С = В 
или С = А2(^—@ (А). Угловая вели- 
чина дуги АВС равна 2 (л--©) (точ- 
ка А переходит в точку С, двигаясь 
по дуге АВС), а дуга АпС, на кото- 
рую опирается вписанный угол АВС, 
имеет угловую величину 21—2 (и— 
— ©) = 2а. Теорема доказана. 

В заключение два несложных уп- 
ражнения. 

1°. На рисунке 7 изображен «ма- 
гический квадрат», в котором оста- 
лась незаполненной одна клетка. Ка- 
кой из восьми треугольников. запол- 
нивших восемь клеток «магического 
квадрата», должен стоять в пустой 
клетке? Ответ постарайтесь обосно- 
вать. 

2°. Треугольники АВС и А’В’С' 
симметричны относительно двух раз- 
личных прямых [ и т. Докажите, 
что эти треугольники — правильные. 


Задачи 
наших 
читателей 


1. Докажнте. что если 


О<а: < а. <аз<... < ал: 
>= 6:>=...2т > 0, 


то выполняется неравенство 


з 
5 п (аа-ра,Га,-+-...-а„) 
РР В * 


2. Найдите нанменьшее зна- 
чение суммы 


Нео, ЗН Чо, Е 162. -- ... 
..- 4 4620. 

если 

$1 о; -- $02 а, -- 

$72 а, |... -- “п ал = 


1 
ВЕ 


Е 23 м. 


С. Берколайко 
3. Докажите, что 
а) еслиа, Винс — длины 
сторон треугольннка. то 


1 
а* + 5* >=": 


в) а. 6. сна — длины 
сторон израллелепипеда Н 
одной из его диагоналей, то 


ва 
ПАРЕ ое. 


В. Малинин 
4. Докажите, что в пронз- 
вольном треугольнике 
р? 
яв, 


где 5 — его площадь, Р 

периметр, а ® — радиус опи- 

саниой около него окруж- 
ности. 

А. Агаев 

(ученик 9 класса) 


__ И 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Найдите два таких 
числа БА и ЭТ, что БА? = БЭТА, 
и ЭТ = БЭАТ. 
2. Попробуйте 

рывок из книги «Алиса в Зазеркалье» 


двузначных 


расшифровать — от- 
английского математика и писателя 
Льюиса Кэррола. Эта книга — про- 
долженне всем известной «Алисы 
в стране чудес». Отрывок имеет пря- 
мое отношение к математике (см. 
рис.). 

Текст зашифрован следующим обра- 
зом: десять букв — а, е, и, Н!, о, у, 
ы, э, ю, я — как-то разбиты на пары, 
остальные двадцать две буквы (бук- 
ва «ё» у нас не встречается) тоже как- 
то разбиты на пары, и каждая буква 
в тексте заменена на другую из той 
же пары. Отрывок записан ло всем 
правилам русского языка. 

3. Николай с сыном и Петр с сыном 
были на рыбалке. Николай поймал 
столько же рыб, сколько его сын; 
а Петр — втрое больше, чем его сын. 
Всего было поймано 35 рыб. Сына 
Николая зовут Григорий. Как зовут 
сына Петра? 

4. Какое наибольшее количество 
месяцев одного года может иметь 
по 5 пятниц? 


5о 


7’ БИВЕО-ЖАКИПЧ: 
‚@/ ЗВЕЛЕ,- ЗБИСИВ ` 
ФИВМИУ-КЕВМИУ 
ПЕЛЕВЧЖЕ в: 


р. 


\|Й ДГОСГАМОВЧЖЕ, # 
=! = ЕЖЕ ЕСЖИЬИОМ 


МЕВЧБЕ МЕ, БМЕ 1 [| 
|\ Э ЦЕБЙ, БМЕКЮ 1 
= ЕКЕСЖИБИВЕ, 


\ -ЖА КЕВЧФО, М 
3 АА №. у 17 


=. 


Р`^ У сад: 


И. Белкин 


Спор. 


о лягушке 


Действующие лица в этом рассказе — 
итальянские ученые Луиджи Гальва- 
ни и Алессандро Вольта. Время дей- 
ствия — последнее десятилетне ХУШ 
века. Тема рассказа — одно из важ- 
нейших открытий в физике за всю 
историю ее развития. Оно прямо 
привело к тому, что следующее, 
Х[Х столетие стало не только веком 
пара, но и веком электричества. 
Началась эта история с того. что 
в 1791 году профессор анатомии н 
медицины Университета в Болонье 
Луиджи Гальвани (1737—1798) онуб- 
ликовал свой «Трактат о силах элект- 
ричества при мышечном движении». 
Вместе со многими другими читате- 
лями с трактатом познакомился дру- 


гой профессор — профессор физики 
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университета в Павии Алессандро 
Вольта (1745—1827). Между двумя 
профессорами возник научный спор, 
который длился несколько лет, ре- 
зультатом которого и стало упомяну- 
тое важное открытие. Даже не одно, 
а по крайней мере три. Важную роль 
НИ в этом споре, и в сделанных откры- 
тиях сыграли ... лягушки. 


Наука об электричестве 
в конце ХУПТ века 


О природе электричества к рассмат- 
риваемому времени у исследователей 
былн довольио туманные представле- 
ния, и ни одно из них не было обще- 
принятым и убедительно обоснован- 
ным. Более других последователей 
имели воззрения американского уче- 
ного и государственного деятеля Бен- 


джамина Франклина. Он полагал, 
что «электричество» — это особая 
жидкость (флюнд), — содержащаяся 


в каждом теле в определенном, «нор- 
мальцом» для этого тела количестве. 
Процесс электризаиии тел состоит 


в том, что часть этого флюида из 
одного тела передается другому. То 
тело. которому электрическая жид- 
кость передана и у которого, таким 
образом. оказался избыток этой жнл- 
кости. Франклин предложил считать 
положительно заряженным, а другое 
тело, потерявшее часть электрической 
жидкости, — отрицательио заряжен- 
ным. Франклин приписывал электрн- 
ческому флюиду ряд свойств, которые, 
ло его мнению, объясняли электрн- 
ческие явления. В частности, он от- 
мечал. что отдельные части электри- 
ческого флюида отталкиваются друг 
от друга, а в целом электрическая 
материя очень сильно ирнтягивается 
к обычной материи. 

К рассматриваемому времени бы- 
ли изобретены и широко использова- 
лись исследователями устройства, по- 
зволяющие накапливать электриче- 
ство. — электростатические машины 
и конденсаторы в виде так называе- 
мых лейденских банок. Было уста- 
новлено, что одни гела совершенно не 
пропускают через себя электрнче- 
ский флюид, а другие пронускают его 
с разной степенью «иодатливости» 
(то есть сопротивления). 

Наконец, были известны харак- 
терные явления, — сопровождающие 
электрический разряд, то есть переход 
электрической жидкости от одного те- 
ла к другому или к Земле. Это, во- 
первых, свечение в виде электриче- 
ской искры, которую можно извлечь 
низ заряженного тела, причем было 
убедительно доказано, что молния — 
это тоже электрическая искра гран- 
днозных размеров. Во-вторых, прн 
прохождении разряда через тела жи- 
вотных или человека пронсходит рез- 
кое сокращение мышц, вызывающее 
ощущение удара. иногда очень силь- 
ного и опасного для жизни. Оба эти 
явления считались надежными при- 
знаками электрического характера 
процессов, при которых они наблю- 
даются. 

Добавим, что к этому времени 
были изучены и описаны особые ор- 
ганы некоторых рыб (скаты, угри, 
сомы), способных создавать электри- 
ческие разряды, вызывающие у жертв 
нападения совершенно такие же уда- 
ры. как и разряды лейденских банок 
и электрических машии. 


На сцене появляется лягушка 


В таком положении находилась нау- 
ка об электричестве, когда в 1791 го- 
ду вышел в свет упомянутый выше 
трактат Луиджи Гальваин, в кото- 
ром были описаны опыты, проведен- 
ные им в 1780—1790 годы. 

Наблюдения, сделанные Гальва- 
ни, были необычайно трудны для 
понимания. Первое из них заключа- 
лось п следующем. 

Работая с препарнированной ко- 
нечностью лягушки, Гальвани и его 
помощники (одним из них, как ут- 
верждают некоторые историки, была 
его жена. н именно она сделала ре- 
шающее наблюдение) заметили. что 
если прикоснуться скальпелем к бед- 
ренному нерву лягушки (тем самым 
заземлив его) в тот момент, когда из 
стоящей в комнате электростатиче- 
ской машины извлекается искра, то 
мынщы лягушки начинают резко сок- 
ращаться. Явление очень странное, 
если учесть, что разряд проходил 
не через тело лягушки и что лягушка 
была мертвой. 

Специальный опыт был поставлен 
Гальвани во дворе во время грозы н 
дал те же результаты: на каждый 
грозовой разряд мышиы лягушки 
исправно реагировали сокращеннямн, 
если нерв был заземлен. 

Этому явлению Гальвани никако- 
го объяснения не дает. да он и не 
мог его дать*.). 


*) Дело в том, что в электрической иск- 
ре и ш молиии происходят эдектрические ко- 
лебавия, которые в виде редноволн распро- 
страняются по всем направлениям. Мышцы 
лягушки служили, ло-видимому, «приемия- 
ком» таких волн и реагировали на них со- 
кращениямя. Однако о существовании этих 
колебаний стало извество лишь через много 
десятилетий — в 1859 году. О том, что они 
распространяются в вяде радиоволи, узизля 
почти через 30 лет после этого — п 1888 го- 
ду. А еще через 7 лет А. С. Попов исполь- 
зозал радиоволяы для целей связи. Кстати, 
ни А. С. Попов своим приемником «ловил» 
радиоволны от грозовых разрядов (он даже 
ни иазывался грозоотметчиком). Ирепариро- 
ваиные лягушки Гальвани, по-видимому, то- 
же реагировали на радиоволны от электрни- 
ческих искр и грозовых разрядов. 

Но разве можно было догадаться об 
этом п 1791 годуз 
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Продолжая свои исследования, 
Гальвани сделал еще одно, не менее 
странное, наблюдение. Пытаясь об- 
наружить влияние на пренарирован- 
ную лягушку атмосферного электон- 
чества в тихую погоду, Гальвани под- 
весил на железиую ограду балкона 
с помощью латунных крючков ко- 
нечности лягушек. Но теперь сокра- 
щения мыши наблюдались только тог- 
да, когда мышцы лягушки спецналь- 
но прижимались к железной ограде. 
так что создавалась замкнутая цепь: 
железо — мыища — нерв — латунный 
крючок — железо. Удивленный этим 
странным обстоятельством, Гальвани 
перенес опыты в комнату. где п влия- 
нни атмосферного электричества ие 
могло быть и речи. Здесь, положив 
препарированную лягушку на сереб- 
ряную пластинку и прикасаясь к иер- 
ву лягушки стальным скальпелем, 
Гальванн снова обнаружил резкие 
сокращення мышиы всякий раз, ког- 
да нерв (или спинной мозг. откуда он 
выходит) и мышца соединялись ме- 
таллическим проводником. Гальвани 
был достаточно наблюдательным экс- 
периментатором, чтобы заметить и от- 


метить одно обстоятельство:  сок- 
ращення мышц лягушки особенно 
снльны тогда, когда нерв и мышца 
замыкаются парой разнородных 
металлов. 

Один из опытов Гальвани был 


особенно эффектен. Он держал в ру- 
ках препарированную лягушку за 
одну лапку так. что другая касалась 
серебряной пластинкн. Той же ила- 
стинки касался латунный крючок, 
проходивший через спинной мозг ля- 
гушки, так что мышца и нерв замы- 
кались через латунь н ‹еребро. Прн 
этом мышина лапки, касавшейся пла- 
стинкн, сокращалась. ланка ирипод- 
нималась. разрывая цепь, снова па- 
дала на пластинку. и все начиналось 
сначала. Вид зиляшущей» мертвой 
лягушки вызвал немалое удивление 
исследователя. От объяснения этого 
явления Гальванн не отказался, и со- 
стояло оно вот в чем. 

Сокращения лягушачьей мышщы 
указывали на то, что процесс имеет 
электрическую природу. Но откула 
взялось электричество? Ведь лягуин 
ка не похожа на электрических сомов 
или угрей, п электрического органа 
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Луиджи Гальвани {1737— 1798), 


у нее нет. К тому же лягушка мертва. 
Тем не менее Гальвани высказывает 
утвержденне о существовании особого 
животного электричества. По мне- 
нию Гальвани внешняя поверхность 
и внутренняя часть мышиы лягушки 
(как, впрочем. и всякого другого 
животного) образуют нечто вроде кон- 
денсатора (лейденской банки). кото- 
рый возбуждается (заряжается) дей- 
ствнем спинного мозга, передаваемым 
через нерв. При замыкании через ме- 
талл «конденсатор» разряжается. по 
цепи протекает электрическая жил- 
кость (возникает электрический ток. 
как сказали бы мы теперь). на что 
мынша и реагирует сокращением. 
Понятно, что прн таком взгляде на 
вещи совершенно безразлично. замы- 
кается ли цепь одним и тем же метал- 
лом нли двумя различными металла- 
ми. Несколько позже Гальвани дал 
такое «объяснение» роли разпород- 
ности металлов. По мнению Гальва- 
ни животное электричество отличает- 
ся от обычного. И главное его отли- 
чие именно тем. что оно... «более 
эффективно действует через разно- 
родные проводники». 

Ниже мы увидим, чтб действитель- 
но открыл Гальвани, что он не от- 
крыл (хотя и мог открыть), в чем он 
ошибался и в чем он был прав. 


Алессандро Вольта (1745—1827). 


За дело берется Алессандро Вольта. 
Спор ю лягушке 


Трактат Гальванн вызвал большой 
интерес. Привлек он внимание н 
профессора физики университета в 
Павии Алессандро Вольта, уже из- 
вестного своими работами по иссле- 
дованню электрических явлений и 
своими изобретениями в области 
электричества. Узнав об опытах Галь- 
вани и нисколько не веря в существо- 
вание животного электричества, Воль- 
та тем не менее повторил эти опыты. 
Физик-экспериментатор, он сумел не 
хуже анатома Гальвани препарнро- 
вать лягушек, повторить опыты и по- 
лучить те же результаты, заставив- 
шие его сначала даже поверить в жн- 
вотное электричество. 

В лекции, прочитанной 5 мая 
1792 года, он всячески превозносит 
Гальвани, восхваляет сделанное им 
открытие, говорнт о его необычайной 
важности и т. д. Однако чуть позже, 
14 мая, в другой лекции Вольта уже 
спорит с Гальвани, доказывая. что 
обнаруженное Гальвани явление — 
чисто физическое, а не физиологиче- 
ское, что животного электричества 
не существует и что дело совсем не 
в лягушке, а именно в двух разнород- 
ных металлах, соприкасающихся с 


ней и замыкающих цепь. В доказа- 
тельство Вольта описывает свой зна- 
менитый опыт, состоявший в следую- 
щем. Два конца двух разных метал- 
лических пластин он прикладывал 
к собственному языку. и когда дру- 
гие концы пластин соединялись, то 
ощущался кисловатый вкус, причем, 
действие было не мгновенное, а дли- 
тельное. (Этим способом и теперь 
пользуются для проверки годности 
сухих батареек.) Язык с усиехом 
заменил лягушку! 

С этого и начался длнтельный 
спор между Гальвани и Вольта о 
роли лягушки в сделанных ими обоими 
наблюдениях. Вольта старался дока- 
зать, что лягушка, так же как и язык 
экспериментатора, — это только свое- 
образный индикатор течения элект- 
ричества. а главную роль играет пара 
разнородных металлов. С этой целью 
ок старался исключить из «гальвани- 
ческих» опытов лягушек и вообще 
любой биологический объект, вклю- 
чая и собственный язык. Гальванн 
же, пытаясь доказать, что .в основе 
явления лежит животное электри- 
чество. а металлы лишь наиболее 
эффективно проводят его, стремился 
устранить металлы из своих опытов 
н получить прежние результаты с по- 
мощью одних только биологических 
средств. Коротко говоря, Вольта хо- 
тел получить электрический ток без 
лягушек, а Гальвани хотел добиться 
сокращения мыши без металлов. 

Как это ии странио, успехом увен- 
чались усилия обоих участников спо- 
ра. В 1894 году Гальвани описал 
опыт, состоящий в том, что нерв н 
мышиа лягушки соединялнсь не ме- 
таллом, а лягушачьей же мышцей. 
Каждый раз замыкание такой цепи 
вызывало вздрагивание лягушки. 
Гальвани счел свою задачу выпол- 
ненной и нсследований не продолжал. 
Вскоре Северная Италия была за- 


воевана Наполеоном Бонапартом. 
Гальванн выступил противником 
французского владычества на его 


родине, лишился в 1797 году долж- 
ности профессора, а в 1798 году 
скончался. 

Вольта еще ранее с помощью изо- 
бретенного им электрометра (усо- 
вершенствованного электроскопа} по- 
казал, что два различных металла 
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Рис. 1. 


прн контакте электризуются. (Телерь 
это явление называют контактной 
разностью потенциалов.) Но если та- 
кую пару соприкасающихся металлов 
замкнуть, то течения электричества 
в цепи не будет, так как токи через 
спан имеют противоположные на- 
правления (рисунок 1). В «гальвани- 
ческих» же опытах электричество те- 
чет по замкнутой цепи. И Вольта 
решил, что причина этого в том, что 
и в онытах Гальвани, н в его соб- 
ственных фигурировал третий иро- 
водник — жидкий (жидкость в мыш- 
цах лягушки или жаедкость па языке). 
Он заменяет «влажные» участки 
«гальванической» цепи просто смо- 
ченным картоном и показывает, что 
такая система образует источник не- 
ирекрацакяцегося движения элект- 
ричества. Об этих опытах Вольта со- 
общил в 1796 году. Тем самым. как 
казалось Вольта, было покончено с 
животным электричеством Гальвани. 
Но Вольта по-прежнему говорит а 
«гальванизме», воздавая должное то- 
му, кто дал толчок его собственным 
исследованиям. И до сих пор явления, 


связанные с прохождением постоян- . 


ного электрического тока. называют 
гальваническими. 

Так появился на свет «гальвани- 
ческий» элемент, изобретенный Воль- 
та. После 1796 года автор этого изо- 
бретения молчал долгих четыре года. 
Все эти годы он искал способ полу- 
чения более мощных нсточников, чем 

‚его первый элемент, состоявший из 
пары разнородных металлических 
электродов (так мы их теперь назы- 
заем), соприкасающихся с жидким 
проводником. В конце концов Воль- 
та нашел такой способ. Он располо- 
жил друг за другом ряд своих эле- 
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ментов в винде чаш с жидкостью, в 
которую погружены серебряные и 
цинковые электроды: серебро — жид- 
кость — цинк—серебро —жидкость— 
цинк и (рисунок 2). Соединив 
попарно цинковые и серебряные элек- 
троды из соседних чаш, он получил 
источник, напряжение (как мы те- 
перь говорим) на концах которого 
пропорционально числу элементов (у 
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Вольта их было до 60). В 1800 году 
Вольта сообщил о еще более простом 
и компактном устройстве, которое 
он сам назвап сначала чискусствен- 
ным электрическим органом» (он вы- 
зывал удар, напоминающий удар от 
электрического органа рыб), а затем 
«электродвижущим аппаратом». Уст- 
ройство это состояло из поставленных 
друг на друга пар цинковых и мед- 
ных кружков, разделенных смочен- 
ными в растворе серной кислоты кар- 
тонными кружками (рисунок 3). Сов- 
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Рис. 3. 


ременникия назвали это устройство 
«вольтовым столбом». Ввиду простоты 
их изготовления вольтовы столбы 
вскоре появнлись во всех физнческих 
пабораторнях, н ими пользовались 
вплоть до начала ХХ века. 
Значение этого открытия было 
очень велико. Можно сказать, что 
с изобретением Вольта источника 
постоянного тока началась новая эра 
в исследовании электричества. Мно- 
гочисленные опыты, целью которых 


было изучение «взаимодействия» элект- 
рического тока с веществом, дали 
науке много важных открытий. В 
1800 году с помошью вольтова  стол- 
ба было открыто разложение воды 
электрическим током. Исследования 
химического действия электрическо- 
го тока, самыми результативнымн и 
важными из которых б и работы 
английского ученого Дэви, привели 
Х появлеиню новой ветви науки — 
электрохимии. В первом десятилетин 
ХХ века академик Пстров в России 
и Дэви в Англин открыли электрн- 
цческую дугу (есть справедливость 
в том. что ее часто называют воль- 
товой дугой!). Еще через десятиле- 
тне было открыто магинтное дейст- 
вне электрического тока, п это от- 
крытие привело в конце века к тех- 
нической революции, связанной с 
появлением электротехники. 

Вот к чему иривел долгий спор 
о лягушке! 

Во всех этих исследованиях, имев- 
ших столь важное значение для фи- 
зики н техники, сам Вольта иикакого 
участия не принимал. Как н Гальва- 
ни, Вольта, добивщись успеха, прак- 
тически прекратил научную деятель- 
ность. Его открытие получило всеоб- 
щее признание н произвело огромнэе 
внечатление. Лважды, в 1800 и в 
1801 годах. он докладывал о своем 
открытин в Парижской Академии на- 
ук. На последнем докладе присут- 
ствовал Наполеон Бонапарт, вполне 
оценивший важность открытия Воль- 
та. Вольта был осыиан наградами. 
Он получил медаль Академни, боль- 
шую денежную награду, титул гра- 
фа и звание сенатора, высшие фран- 
цузские ордена. Но в науке его роль 
была закончена. В 1819 году он по- 
кинул профессорскую кафелру, а в 
1827 году скончался. 


Итоги спора о лягушке 


Спор между Гальвани и Вольта при- 
вел не только к появлению первого в 
истории источника зюстоянного элек- 
трического тока. Это не был сяюр, 
закончившийся победой одного из 
его участников и поражением друго- 
го. История не обидела и Гальвани. 
И дело не только в том, что его имя 
присвоено источнику тока, который 


он не открыл, хотя и мог открыть 
{ведь в опыте с двумя металлами и 
мышцей лягушки Гальвани имел дело 
именно с гальваническим элементом). 
Но в своем знаменитом опыте, в ко- 
тором мынша лягушки вздрагивала, 
замкнутая мышшей же, он в самом 
деле открыл «животное электричество». 
Много позже (в 1837 гсду) это было 
доказано итальянским физиком Мат- 
теуччи и (в 1848 году) немецким фи- 
знологом Дюбуа-Реймоном. Правда, 
теперь это называется не животным 
электричеством, а биоэлектрическими 
потенциалами или биотоками. 

Открытне Вольта имело пе толь- 
ко важное практическое значение. 
Опо также поставило перед учеными 
задачу объяснить такне явления, от- 
крытые Вольта, как контактная раз- 
ность потенциалов н гальванический 
ток. 

Сам Вольта полагал, что в основе 
действия гальванического элемента 
лежит нменно контактная разность 
потенциалов. Однако. он считал, что 
для возникновения постоянного элект- 
рического тока просто требуется не 
два контакта на коицах двух раз- 
личных металлов, а три, как это но- 
казано на рисунке 4: два контакта 
двух металлов с проводящей жилд- 


/® 


и 


Рис. 4. 


костью в точках а и 6 и коитакт двух 
металлов в точке с. Это объясиение 
ошибочное. Но только через миого 
десятилетий было показано, что прни- 
чиной возникновения электродвижу- 
щей силы в химическом элементе яв- 
ляется химическое взаимодействие ме- 
таллов с электролитом (так теперь 
называют проводящую жидкость в 
элементе). И лишь в 1888 году Нерн- 
стом была дана полная теория тгаль- 
ванических элементов. 
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Ниже публикуются образцы вариантов пись- 
меиного экзамена по математике, предлагав- 
шихся тем поступающим на мехаиико-мате- 
матический, химический, географический, би- 
ологический факультеты и факультет почво- 
ведения, которые окоичили средиюю школу 
в 1977 году, и примеры задач устного экзаме- 
на по физике. 


Математика 


Механико-математнческий факультет 
|. Найти все числа а>> 0, для которых 


а 
[2-м ы а. 
о 


2. Длины боковых сторон трапеции рав- 
ны Зи 5. Известно, что в трапецию можно 
вписать окружность, касающуюся всех ее 
сторон. Средияя линия трапеции делит тра- 
пецию на две части, отношеине площадей ко- 


торых равио т Найтн длииы оснований тра- 


пеции. 
3. Доказать, что для функции [(х) = 
= (с0$ х) (т 2х) 


7 
шт [р() > ——>5. 
А. 9 


4. Найти все решения системы уравнений 
у3 — 9х? -|- 27х — 27 =0, 
23 — 943 -1- 27у — 27 -=0, 
х3 — 922 | 272— 27=0. 


5. Основанием пирамиды АВС  яв- 
ляется равносторонний треугольник АВС, 
длина стороны которого равна 4 }/ 2. Боковое 
ребро 5С перпендикулярно к плоскости осно- 
вания и имеет длину 2. Найти величину угла 
и расстояние между скрещивающимися пря- 
мыми, одна из которых проходит через точ- 
ку 5 и середину ребра ВС, в другая прохо- 
дит через точку С и середииу АВ. 


Хнмический факультет 


1. Из пункта А в пункт В доставлена 
почта. Спачала ее вез мотоциклист: проехав 
?›; расстояния от пункта А до пункта В. он 
передал почту ожидавшему его велосипеди- 
сту. который и доставил ее в пункт В (время, 
потребовзвшееся на передачу почты, счи- 
тать равным нулю). При этом пючта была до- 
ставлена из пункта А в пункт В за промежу- 
ток времеин. необходнмый. чтобы проехать 
от пункта А ло пункта В со скоростью 
40 км’час. 

Известно, что еслн бы мотоциклист и вело- 
сипедист выехали из пунктов А ин В одновре- 
менио навстречу друг другу. то они встре- 
тились бы через промежуток времени, необ- 
ходимый для проезда от пункта А до пункта В 
со скоростью 100 км/час. 

Найти скорость мотоциклиста. считая, 
что она бельше скорости велосипедиста. 

2. Найти площадь фигуры, ограничен- 
ной линиями 

ух — 2х +2, уг хе - 4-5 уе. 


3. Решить неравенство 
105 | (6%+1 — 36%) > —2. 
г 


4. В выпуклом четырсхугольнике длины 
диагоналей равны одиому н двум метрам. 
Найтв площадь четырехугольника. зная, 
что длины отрезков. соеднняющих середины 
его противоположных сторои, равны. 

5. Найти все решения уравнения 


2—У 3 с05 2х1 3т 2х — 4 с0$? Зх, 


удовлетворяющие неравеиству 


«(#4 >00. 


Географический факультет 


1. Решить неравенство 
2% х- 4. 
2. В треугольнике АВС сторона АВ 
имеет длину 3 м, высота СО. опущенная на 


сторону АВ. имеет длину } Зм. Основание р 
высоты СР лежит на стороие АВ. длина оТ- 
резка АР равна длнне стороны ВС. Найти 
длину стороны АС. 


3. Найти промежутки возрастания и 
убывания. а также точки максимума и миии- 
х 
мума функции  иу= ее 


4. Грузовик и гоночный автомобиль вые- 
хали одиовременно из пункта А и доажиы 
прибыть в пуикт С. Грузовик, двигаясь Е 
постоянной скоростью, доехал до пункта С, 
проделав путь. равиый 360 км. Гоночный ав- 
томобнль лоехал по окружной дороге и сна- 
чала доехал до пуикта В. расположенного в 
120 км от пункта А. двигаясь со скорсстью, 
вдвое большей скорости грузовика. После 
пуикта В он увеличил свою скорость на 
40 кы/час и проехал путь от пункта В до 
пункта С. равный 1000 км. Они прибыл в 
луикт С на 1 час 15 мнн позднее грузовика- 
Если бы гоночный автомобиль весь свой 


путь от пункта А до пункта С ехал с той же 
скоростью, что и от пуикта В до пуикта С, 
то в пункт С он прибыл бы на | час позднее 
грузовика. Найти скорость грузовика. 

5. Решить уравнение 


25 (+ <) = 1-Е 85 2х-с052х. 


Бнологический фахультет 
1. Решить уравнеиие 


Из 2— х? =х— 2. 


2. В вылуклом четырехугольннке АВСР 
углы при вершинах А и В — прямые, вели- 
чина угла при вершине О равна 45°, длина 
стороны ВС равна | м, длина диагонали ВО 
равна Я м. Найти площадь этого четырех- 
угольника. 

3. Найти площадь фигуры. ограничен- 
ной линией у = 0,5х* — Зх -|- 4,5 м касз- 
тельными к ней в точке (1; 2): у == 4-—2х ив 


точке (& 3) у=х— 3,5. 


4. Решнть уравнение 


2 (+ 3.) +2 (4-+-4) = 


о {х л И х л 
—=З5т (++) +уз с05 (++3). 

5. Найти все те значения параметра $. 
при каждом из которых все корни уравнеиий 
х* -- Зх -|- 2$ = Он х?-{ 6х -— 55 =0 раз- 
личны и пересехаются, т. е. оба уравнения 
имеют два кория мн между двумя корнями од- 
ного уравнения иаходится ровно один корень 
другого уравнения. 


Факультет почвоведення 


1. Решить уравнение 2 Их 5 =х- 2. 

2. Указать промежутки возрастания и 
убывания, я также точки максимума и миин- 
мума функции }{ (х) = хе-3х. 

3. Решить уравнеине 


[т х]| = зтх -+ 2 с0$ х. 


4. Основание АВ трапеции АВСО вдвое 
длиниее основання СД и вдвое длиннее боко- 
вой стороны АД. Длина диагоналн АС рав- 
на а, а длииа боковой стороны ВС равна 5. 
Найти площадь трапеции. 

5. Рота солдат прибыла на парад в 
полном составе прямоугольным строем по 
24 человека в ряд. По прибытии оказалось, 
что ие все солдаты могут участвовать в па- 
раде. Оставшийся для парада состав роты 
перестронли так. что число рядов стало на 
2? меньше прежнего, а чнсло солдат в каждом 
ряду стало на 26 больше числа новых рядов. 
Известно, что если бы все солдаты участвова- 
ли в параде, то роту можно было бы выстро- 
ить так, чтобы число солдат в каждом ряду 
равнялось числу рядов. Сколько солдат бы: 
ло в роте? 


С. Алешин, 
М. Потапов 


Физнка 


Мехаиико-математический - факультет н 
факультет вычислительной математики и 
кибернетнкн 


1. С вышки высотою й==10 м в горизон- 
тальном направленни слева направо броса- 


ыы 
ют камень со скоростью [01|=23 м/с. Од- 
новременно к поверхности земли под углом 
&«=30° к горизонту справа налево бросают 


5 
второй камень со скоростью [1%3[=20 м/с. 
На каком расстоянии { от осиоваиия вышки 
бросили второй камень, если камни столк- 
нулись в воздухе? 

2. Конструкция нз пяти одинаковых 
стержней закреплена в точке А (рис. 1). К 
точке Д подвешен груз массы т=1,7 кг. 
Определить, г какой силой растяиуты (илн 
сжаты) все стержии. Массой стержией пре- 


С 
иебречь. Ускореиие свободиого падения |&| 
считать равным 10 м/с?. 

3- Два одинаковых маленьких сосуда, 
объем каждого из которых равеи У=0,03 м3, 
соединены горизонтальной цилиндрической 
трубой, объем которой равен 2У, а сеченне 
5==0,1 м2. В середине трубы находится тон- 
кий поршень, способный перемещаться без 
трения. Давление газа в сосудах равио р. 
К одному из сосудов. посредством трубки 
пренебрежимо малого объема, присоедния- 
ют третий такой же сосуд, давление газа п 
котором равно 2р. Определить псремещение 
поршня х после установления равиовесия. 
Температуру газа считать постоянной. 

4. Четыре одинаковых гальванических 
элемента с э.д.с. &=2 В и внутренним 
сопротивлением г=0.5 Ом соединены попар- 
но параллельно, а эти две группы соедине- 
ны между собой последовательно. Какую 
мощность Р такая батарея отдает во внеш- 
июю цепь с сопротивлением Ю-=2 Ом? 

5. Электрическая лампа г вольфрамовой 
нитью в момент включения потребляет мощ- 
ность Р,==500 Вт. Какую мощиость Р она 
будет потреблять после того, как ее нить 
нагреется до температуры :=2500°С? Ком- 
натная температура {;=20°С. Температур- 
ный коэффициент сопротнвления вольфрама 
@==4.5. 10-3 КЫ—. 

6. Два неподвижиых параллельных го- 
ризонтальных проводящих стержня, находя- 
щихся иа расстоянии [-—1 м друг от друга, 
помещены в однородное магнитное поле, ин- 


Рис. 1. 
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Рис. 2. 


дукцня которого равна [В |-=0.1 Т и направ- 
лена вертикально. На стержнях, перпенди- 
кулярно к ним. лежит металлический стер- 
жень массы п-=0,5 кг. Определить ускоре- 


ние |а| этого стержня. если по нему про- 
пустить ток [:-=50 А. Коэффнииент трения 
между стержнями равен А=—0.2. Ускорение 


свободного падення |&| считать равным 
10 м/с2. 

7. Собирающая линза с фокусным рас- 
стояинем Ё,—10 см ин рассеивающая линза 
с фокусным расстояннем ЁР,=20 см, имею- 
щие общую главную оптическую ось. пахо- 
дятся на расстоянии а=30 см друг от друга. 
На расстоянни 4,=10 см от рассеиваюшей 
лиизы со стороны, противоположной собираю- 
щей линзе, находится предмет. Определзнть 
расстояние {., между изображением предме- 
та, созданным обеимн линзами, м собнраюшей 
Лизой. 


Географический, геологический, химический 
факультеты и факультет почвоведення 


1. Двигаясь равиоускоренно, тело про- 
ходит за промежуток временн {1 =4 г путь 
51=2 м. а за следующий промежуток [= 
==5 с — пуль $.=4 м. Определить ускорение 


С 
[а|[ тела. 

2. Два тела одновременно начинают дви- 
гаться из одной точки в поле силы тяжести 


скоростямн, равными 00—? м/с. Одна нз 
| 


скоростей направлена под углом @; = Е 


л 
а другая — под углом а; = — 4 к горизон- 


ту. Определить относительную скорость этнх 
тел через время [= 2 с после начала дви- 
жения. 

3. Два тела с массами т:-=2 кг и т.= 
= | кг подвешены с помощью невесомых 
и нерастяжимых нитей и невесомого блока, 
как показано на рисунке 2. Нить перереза- 
ют в месте, отмеченном косым крестом. Че- 
рез сколько времеми после этого скорость 


-. 
тела т, станет равной [э|=4,9 м/с? Трени- 
ем пренебречь. Считать, что блок движению 
тел не помешает. Ускорение свободного па- 


дения |в|=9,8 м/с2. 

4. В калориметр. содержащий воду при 
температуре :=5°С, опустнли т-=40 г льда 
при температуре {= -—10°С. После уравнн- 
вания температур в калориметре осталось 
т1=19 г льда. Сколько воды было в кало- 
рнметре до начала опыта? Удельная тепло- 
емкость воды ‹в=4,2 кДж/(кг.К). удельная 
теплоемкость льда сл= 2,1 кДжДкг-К), удель- 
ная теплота плавления льда А=3.4 . 10$ Дж/кг. 

5. Два коиденсатора с емкостями С.= 
=2.10-Юю Фи С,=10-1Ф заряжены до на- 
пряжений (,=200 В и (.-=100 В соответ- 
ственно. Затем положительная обкладка пер- 
вого конденсатора соедимена с отрицатель- 
ной обкладкой второго, а отрицательная пер- 
вого — с положительной второго. Опреде- 
лить заряды на пластииах конденсаторов 
после соединения. 

6. Генератор постоянного тока нмеет 
э.д.с. &= 200 В нп внутрениее сопротивле- 
ние г=.4 Ом. Чему должно быть равно со- 
противление внешней цепи А. для того что- 
бы в ней расхоловалась мощность Р=2,5 кВт? 

7. Точечный источинк света находится 
на расстоянии 4=50 см от тонкой собираю- 
щей линзы и на расстоянии {-=5 см от ее 
оптической оси. Действительное нзображе- 
ние источинка иаходится на расстоянии Ё= 
—10 см от оптической оси. Определить фо- 
кусное расстояние Ё линзы. 
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Шварев В. В. Грунт Лу- 


пр., 12. магазин № 3 «Кнн- 
га-почтой». 


А. Зазело 


Множества 
значений 


числовых функций 


Напомним, что множеством значений 
Е() числовой функции { называется 
множество всех а ЕВ. для которых 
существует хотя бы одно х ЕО 
такое. что } (х) -- а. Можно сказать 
по-другому: Е {}) состоит из тех а. 
при которых уравнение } (х) -- а име- 
ет хотя бы одно решение. В простых 
случаях это уравнение можио иссле- 
довать и тем самым отыскать ЕЁ {}). 

Пример 1. Найдем множество 
значений функции 


Нота. 


Уравиение { (х) = а переписывается 
в виде ах* — 2х а = 0: при а -= 0 
ему удовлетворяет х =: 0, а в случае 
а О мы имеем квадратное уравне- 
ние, которое имеет решения лишь при 
таких а, при которых его дискрими- 
нант неотрицателен: ОР = 4 — 4а* = 
>0, т.е. а? 1, или а 11 


имеет решения тогда н только, тогда, 
когда а Е {-—1; 1}, поэтому Е} -- 

{—1; !|. Заметим, что одновре- 
менно мы нашли наименьшее и на- 
ибольшее значения функции #— 
— пит ф -= —1, тах } = ]. 

Задачи 1—3. Найти множества зиа: 
чений указанных функций, я также их нан- 
большие н нанменьшие значения (в тех слу- 
чаях. когда они существуют). 

2х. 6 | 1 

а) 1-х, ) $ -- х2' в) | — хз - 
2. а) лх —3; 6) 106, х | 108.2; 
в) Ех -- сшх. 
3. а) с05? х-1|- 605$ 2х; 
в) чи х-Е с0$% х 


1. 


6) $тх-с0$ х; 


В ряде случаев отыскание мно- 
жества значений данной функции сво- 


дится к исследованию квадратичной 
функции на том или ином промежутке. 
Чтобы не ошибиться, полезно нарн- 
совать график этой квадратичной 
функции. 

Пример 2. Найдем множество 
значений функции 

# (%®) =? 005 х  с0$ 9%. 

Перепяшем } (х} в внде } (х) == 2 с0$ х- 
+ 2 60$ х— | = 22 + 92 — |, где 
через г обозначена функция <©05х. 
Поскольку 2 == с0$ х принимает зна- 
чения г Е [--1; 1]. остается выяснить, 
каково множество значений квадра- 
тичной функции в (2) = 22° + 22 — 
—1 на отрезке |—1; 1]. Графиком функ- 
ции # (2) является парабола с вер- 


шиной в точке с абсциссой 2. = —". 
(поясните), направленная ВЕТВЯМИ 
вверх. Мы имеем: 2 (2) = —?., 


& (1) = 3. Если пост. 
ронть график квадратного трехчле- 
на. то ясно. что множество зна- 
чений & на отрезке [-—1;1] (илн мно- 
жество тех а, при которых уравнение 

5 (2) =: а имеет хотя бы один корень 


. & [-—1: 1), есть отрезок [—3/.›; 3]. 
Следовательно, множество значений 
исходной функции} (х) = 2 с05х + 
+ с05$ 9х есть отрезок ел | 
Заодно, ха чашли пит} = —*', и 
пах { = 


Задачи 4—5. Исследуя подходящие 
квадратичные фуикцин на соответствующих 
промежутках. найдите множества значений 
следующих функции. а также их наинмень- 
шие ы наибольшие значения. 

4. а) Б со; х- с0$ 2х; 6} ип х -- с0$ 2. 

Э. а) 4% уАьЯ) х+Е -- 3: 6) зн Я 
—_ 91 +2 я 

При отысканин 
чений функции вида 

#1) =А с0$ х + В Япх 
можно выразить со$ х и эт х через 

== 40 (х/2) (см. «Алгебра и начала 
анализа 10», и. 91) ин затем исследо- 
вать получающееся уравненне (отно- 
сительно # оно будет квадратным). 
Однако быстрее и проще это делается 
так: 


множества зна- 


Асозх-+- Взтх=И А ВХ 


А В . : 
х( ув ох + улеевеми я} 


поскольку 
А 2 В 2 
([увееяе) + (ув) = 1. 
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существует такое значение &, что 


А . В 
©С05 & = Ув: . Л “= ИА В: 
(объясните), и поэтому 
А созх- Взтх == 


=У А+ В? (с0$ х соза-зт х зта) -= 
=И А? В? с0$ (х—а). 


Поэтому множество значений функ- 
ции (0) = А с0$х + В зп х есть 
отрезок [—И 42-83; ИУ А+ В]], 
то же относится и к функциям вида 
А с0$ ®х + В п ох, где эх = 0. 


Задача б. Укажите множества значений 
следующих функций: 


а) со5 х — тх-+ 1; 6) 3с055- + 4 яп >; 
в} с052 х — Упх с0$ Хх. 

По сути, во всех разобранных при- 
мерах и приведенных задачах решения 
уравнення } (х) = а можно выписать 
в явном виде, т.е. уравнение | (х) = 
= а с параметром а «решается» (сво- 
днтся к линейным, квадратным нли 
простейшим показательным, логариф- 
мическим и трнигонометрическим урав- 
нениям). Благодаря этому нанмень- 
шие и наибольшие значения рассмат- 
рнваемых функций отыскиваются без 
использования производной (более то- 
го, исследование с помощью пронз- 
водной здесь зачастую было бы более 
громоздким, чем алгебранческое ис- 
следование). В случае же, когда урав- 
нение } (х} = а не поддается непос- 
редственному решению («не решается»), 
разумно пойти обратным путем, ко- 
торый мы сейчас и опишем. 

Пример 3. (Эта задача взята 
из «Примерных варнантов вступи- 
тельных экзаменов по математике в 
вузы в 1977 г.», «Квант», 1977, № 6, 
с. 89). Найдем множество значений 
функцни 

Е) = зтх- с0$ 2х. 
Обозначив Ут х = 2, мы можем за- 
писать: { (х) = & (2) = 2(1 — 222) = 
= 2— 223. Как и в примере 2, за- 
дача сводится к отысканию множест- 
ва значений функции & на отрезке 
[--1; 1]. Заметим, что уравнение 
& (2) = а — кубическое, и решить 
его мы не можем. Найдем наименьщее 
и наибольшее значения функцин в 
на отрезке [—1; 1]. Действуя по 


общей схеме исследования функций 
на отрезке (см. «Алгебра и начала ана- 
лиза 9», и. 59). находим критические 
точки функции: 8’(2) = 1—62* = 0 
при 22=\,, те. 2=-М Мб; 
обе критические точки иринадлежат 
отрезку [—1; 1], а значения функции 
в них следующие: 


&(И 1/6) =У 6/9, &(—И 16) = —И 6/9. 
Сравнивая эти значения со значе- 


ниями в концах отрезка — с 
Я (—1) =Тие (1) = 1, — получаем: 
т (2 — 223) = —1, тах (2 — 223) =1. 
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Поскольку функция Я всюду иепре- 
рывна, естественно заключить, что & 
принимает любые значения между 
наименьшим и наибольшим, т.е. 
Е (п) = Е = 1-ЕВ И. Чтобы это 
доказать, мы воспользуемся важной 
теоремой в множестве значений не- 
прерывной монотонной функции: 

если функция Е непрерывна и в03- 
растает (или убывает) на отрезке 
[а; 5], то множество значений, при- 
нимаемых функцией Е на этом от- 
резке, также является отрезком: 
[Е (а); Ё (6)] (или Ш (6); Е @)|, если 
Е убывает). 

Эта теорема в более общей и пол- 
ной формулировке приведена в п. 84 
учебника «Алгебра и начала аналн- 
за 10» (без доказательства). Возвра- 
щаясь к нашей функции, получаем, 
что & возрастает на отрезке [— 1/6; 


И!/6] и убывает на — отрез- 
ках [--1; —МИ 1/6], [И 16, 1. 
Согласно последней теореме мно- 
жествами значений & на этих отрез- 
ках будут, соответственно, отрезки 


[-И 6/9; Ибл}, [-И 69; 1 
и [-1;И 6/9]; 


их объединение даст множество зна- 
чений И & на всем отрезке 
[1 ИЕ) = НЕ И. 

Задачи 7—8. Найдите множества 
значеннй указанных функций. 

7. хз — 6х? -|- 9х. если: а) х Е [2; 4]; 

6) хЕ [-2; 2]. ^ 

8. а) соз х-9т 2х; 6) япх | яп 3х. 

Задача 9. В каких пределах может 
изменяться объем конуса с образующей 
длины | дм? 

Задача 10. В каких пределах может 
быть заключена площаль полной поверхно- 
сти цилиндра объемом |} дм3? 
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Международные олимпмады школьнимов 


д. ®. 


ввосаАс 1977 


А. Савин 


ХХ Международная 
олимпиада 
по математике 


Х1Х — Международная — математн- 
ческая олимпиада, проходившая в 
июле 1977 года в столице Югославии 
Белграде, была рекордной по числу 
участников — для участия в сорев- 
нованнях прибыли команды из 21 
страны: Австрии, Алжира, Англин, 


Бельгии, Болгарии, Венгрин, ГЛР, 
Италии, Кубы. Монголия. Нидер- 
ландов, Полыин, Румынии, СССР, 


США. Финляндии, Франции, ФРГ, 
Чехословакии. Швеции и Югославии. 

В команду Советского — Союза 
вошли: Амиран Амброладзе из Тбни- 
лнси, Андрей Аузиныш из Риги, Ярос- 
лав Виннишин из школы-интерната 
при КГУ. москвич Виктор Гальпе- 
рин, Александр Кодрян из города 
Рыбница Молдавской ССР, Григорий 
Рыбников из Москвы, Дмитрий Фла- 
ас из школы-интерната прин НГУ и 
Андрей Чурбанов из школы-интерна- 
та прн МГУ. Команду сопровождали 
В. Орлов (Академия педагогических 
наук СССР) и автор этих строк (ру- 
ководитель команды). 

Все школьники — участники со- 
ревнований — были размещены в Пио- 
нерском городке на окраине Белгра- 
да. расположенном в тенистом парке, 
что было особенно приятно: стояла 
жаркая погода. 

Торжественное открытие олимпиа- 
ды состоялось 6 июля 1977 года в Пио- 
нерском городке. Там же 6 и 7 июля 
были проведены оба тура олимпиады; 
в каждом туре предлагалось по три 
задачи. 


10 июля прошел симпозиум участ- 
ников олимпиады. От советской ко- 
манды с докладами выступили: 
Амброладзе Амиран — «О иредстав- 
ленин натуральных чисел в виде раз- 
ности двух простых», 

Аузиный Андрей — «Оптимизация 
работы двух носильщиков», 
Гальперин Виктор — «Коммутнрую- 
щие многочленых, 

Флаас Дмитрий — «Об одной ком- 
бинаторной задаче теорнн групп». 

В этот же день ученики, отмечен- 
ные специальными призами за орн- 
гнинальное решение задачи, расска- 
зывали участникам олиминады свои 
решения. От советской команды вы- 
ступил Виктор Гальперин, полу- 
чивший специальный приз за реше- 
ние третьей задачи. Координаторами 
жюри были отмечены также оригн- 
нальные решения 6-Й задачи Григо- 
рия Рыбникова и Андрея Чурбанова 
н 2-й задачи Виктора Гальперина. 
Решения указанных задач. данное 
нашими участникамн. будут опубли- 
кованы в специальном сборнике, из- 
данном на сербско-хорватском и анг- 
лийском языках. 

|| нюля все участники олимпнады 
совершили экскурсию по Дунаю до 
одной из крупнейших в Европе ГЭС, 
построенной совместно Югославией 
и Румынней. Интересно отметить, что 
корабли на подводных крыльях, на 
которых совершалась экскурсия, и 
все 12 гидравлических турбин, ус- 
тановленных на ГЭС. имеют марку 
«Сделано в СССР». 

2 июля состоялся симиозиум науч- 
ных руководителей команд под наз- 
ванием «Молодежь и математические 
олимпиады», на котором выступил ру- 
ководитель советской команды А. Са- 
ВИН. 

Ниже публикуем текст задач, пред- 
лагавшихся на олимпиаде. 


Первый день 


1. Внутри — данного квадрата 
АВСР построены  равносторонние 
треугольники АВК, ВСЁ, СОМ, 
ДАМ. Доказать, что середины четы- 
рех отрезков КЁ, [.М, ММ, МК вмес- 
те с серединамн восьми отрезков АХ, 
ВК, ВЕ, СЁ, СМ, РМ. РМ, АМ 
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Г. Рыбинков. 


В. Гальперни. 
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являются вершинами правильного 
двенадцатиугольника (6 очков). 

2. В конечной последовательнос- 
ти действительных чисел сумма яю- 
бых семи последовательных членов 
отрицательна, а сумма любых один- 
надцати последовательных членов по- 
ложительна. Найтн наибольшее число 
членов такой последовательности (6 
ОЧКОВ). 

3. Пусть л — заданное натураль- 
ное число, большее 2, и пусть У, — 
множество чисел вида | | Ап, где 
к — 1.2, ... Число т Е И„ будем на- 
зывать неприводимым в У,, если не 
существует чисел р, 4 Е И, таких, 
что ру = т. Доказать, что сущест- 
вует число г Е \У,. которое можно 
разложить на неприводимые в И, 
множители более, чем одним спо- 
собом (7 очков}. 


Второй день 


4. Пусть а, 6, А. В — данные 
денствителырые числа. Рассмогрим 
< -- 1 -— а созх — Бх — 
—А со52х —В &Яп2х. Доказать. что 
если (>) > 0 для любого действи- 
тельного х. то а* - 6: 2, а АЗ 
+ В: = 1 (6 очков). 

5. Пусть и н 6$ — натуральные 
числа. При делении а* -+- 6? наа + 6 
получается частное 4 и остаток г. 
Найти все пары (а, 5), для которых 
9 | — 1977 (7 очков) 


6. Пусть { (п) — функция, опре- 
деленная на множестве натуральных 
чисел Н прннимающая значения в 
том же множестве. Доказать, что 
если для каждого и выполняется не- 
равенство | (п-+1} >[ { (п)). то 
для каждого п имеет место равен- 
ство | (п) =п (8 очков). 


12 июля состоялось торжествен- 
ное закрытие олимпиады. на котором 
были оглашены имена победителей. 
Первыми иремиями награждено 13 
школьников, набравших от 40 до 
34 очков: Г. Рыбников (СССР, 40 оч- 
ков), К. Гриль (Австрия, 40). Р. До- 
герти (США, 40). М. Ларсен (США. 40) 
Д. Риккард (Англия, 40), Г. Моль- 
дер (Нидерланды. 39). И.-Ж. Балаш 
(Венгрия, 36), Ю. Рахман (ФРГ. 36}, 
Р. Дуааи (Франиия, 35), 3. Магяр 


(Венгрия, 34), И. Хастад (Швеция, 
34). Л. Гартнер (ГДР, 34). М. Мар- 
чинек (ГДР, 34). Вторую премию по- 
лучили 26 участников, набравших от 
33 до 34 очков. Среди них Амиран 
Амброладзе (24) и Виктор Гальпе- 
рин (31). 


Третьей премией было награждено 
36 человек, в том числе советские 
школьники Андрей Аузиныш (23). 
Ярослав Виннишин (21), Дмитрий 
Флаас (21) и Андрей Чурбанов [29]. 

В неофициальном командном за- 
чете на первое место вышла комаила 
СЩА {202 очка), команда СССР за- 
няла второе место (192 очка), далее 
идут команды Венгрии, Великобри- 
тании и Нидерландов. 

Олимпиада была прекрасно ор- 
ганизована, между ее участникамн 
царил дух дружбы и взаимопони- 
мания. Участники команды Советско- 
то Союза долго будут помнить тепло 
встреч с югославами — хозяевами 
олимпиады и с участниками команд 
других стран. 

Югославская центральная  га- 
зета «Политика» посвятила статью 
рассказу о члене советской команлы, 
четырнадцатилетнем Диме Флаасе — 
самом молодом участиике этой олим- 
ннады. 


Задачи наших читателей 


1. Докажите, что 


2-1--1 2.21 2.31 
2) = т-яз фз... 
2-1977—1 — 1977.1979_ 


-- 2 71977219782 19782 › 


& & 
6} ато 1.2 -- 2113-23 и 


[2 
ет + мот 1077.1078. = 


1977 
На 
Н. Адигёзалов 


2. Докажите. что если А, [р ид — нату- 
разъные числа, то 


а) из А -|- [7=р -Р 9 следует, что 


= 


/ 


6) из &--1-Ра>р-9 следует, что 
Е “1 
(2 =е- 
Я. Сиконник 
3. Найдите сумму 
1 1 ь 1 
а) Со С +6 01+ .-. Е Сы 


] 2 } 
6) С = ит Са = Сей Са +... 


1 э 
+ т Син. 
А. Резников 


4. Докажите, что 
т: 2 ли 
со 5 се | -й СС т?) А 


2: Ао 9". 


С. Конзгин 
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Уважаемая редакция 
«Кванта» 

В <«Кваите № ВБ за 1977 г. 
в статье И. Башмаковой«Иса- 
ак Ньютон» имеется эпи- 
граф — лвустишие: 
«Был этот мир глубокой тьмой 
окутан. 
Да будет свет! И вот явился 
Ньютои». 
Помнится мне, что в какой-то 
старой книге я читал, что 
на могиле Ньютона, на над- 
тробной плите, имеется по- 
добиая надпись, но в той 
книге она была дана в ори- 
гинале — по-английски. Яв- 
ляется ли перевод Марша- 
ка переводом этой надписи? 
Идектнчны ли эпиграмма А. 
Попа и надпись на могиле 
Ныюотонз? 
Если сможете, то сообщите 


мне, прошу вас, эпитафию 
на могиле Ньютона. 
И. И. Корнис, 


учитель, г. Джамбул 


Спрашивайте — 
отвечаем 


Уважаемый тов. И. И. Корнис! 

Вас интересует вопрос о надписи на могиле 
И. Ньютона и о ее связи с двустишием А. Попа. 

Ньютон похоронен в Вестминстерском аббат- 
стве в Лондоне и эпитафия на могильном памят- 
нике гласит: 

«Здесь покоится сэр Исаак Ньютон, дворянин, 
который почти божественным разумом первый до- 
казал с факелом математики движение планет, 
пути комет и приливы океанов. 

Он нсследовал различие световых лучей и 
появляющиеся при этом различные свойства цве- 
тов, чего ранее никто не подозревал. Прилежный, 
мудрый н верный истолкователь природы, древ- 
ностн и св. писания, он утверждал своей филосо- 
фней величие всемогущего Бога, а нравом выражал 
евангельскую простоту. Пусть смертные радуются, 
что существовало такое украшение рода человече- 
ского. Родился 25 декабря 1642 г., скончался 
20 марта 1727 г.» (См. С. И. Вавилов, Исаак 
Ньютон, Изд-во АН СССР, М.—Л., 1945 г., с. 216). 

На статуе Ньютона. воздвигнутой в Тринити 
колледже в 1755 г., помещена надпись из Лукре- 
ция Кара: «@ш репиз Питапит шрето зирегауй» 
(т. е. «Он превосходил разумом род человеческий»). 

Как Вы видите, ни та, ни другая надпись ие 
имеют связи с двустишием Попа, которое в под- 
линнике звучит так: 

Маге ап@ паёиге’з азиз 1ау Ма ш пер. 
Со@ за14: «1е{ Ме\Аоп Бе!» АпЦ аМ маз ИБ. 

Этн строки быстро получили широкую извест- 
ность. В своей книге «Исаак Ньютон» С. И. Ва- 
вилов приводит их перефразировку, сделанную 
М. В. Ломоносовым: 

Россия тьмой была покрыта много лет. 

Бог рек: «Да будет Петр!» И бысть в России свет. 


С уважением, профессор И. Башмакова 


Информация 


— 


Задачи 

ХЬ Московской 
математической 
олимпиады школьников 


С 27 февраля по 27 марта 1977 года проходила 
траянционная Московская математическая 
олимпиада. Первый тур проводился только 
для  десятиклассинков, остальные классы 
(7—9-е) сразу участвовали во втором, за- 
ключнтельном туре, вместе с десятикяас- 
сниками, успешно прошедшими первый тур- 
Ниже мы публикуем предложенные на олим- 
пиаде задачи. 


Первый тур (десятый класс) 


1. Последовательность натуральиых чи- 
сел {х„} строится по следующему правилу: 
ж==2, хп+1=11.5 хин] (['] — целая часть чис- 
ла). 

а) Доказать, что в последовательности 
{х„} бесконечно много нечетных чисел. 

6) Доказать, что в последовательности 
{х„} бесконечно миого четных чисел. 

(С. Конягин) 

2. На столе расположено п картонных 
квадратов и п пластмассовых Квадратов. Ни- 
какие два картонных квадрата ме имеют об- 
щих точек, в том числе и точек границы. То 
же самое имеет место и для пластмассовых 
квадратов. Оказалось, что множество вер- 
шин картонных квадратов совпадает с мио- 
жеством вершин пластмассовых квадратов. 
Обязательно лн каждый картониый квадрат 
совпадает с некоторым пластмассовым? 

(В. Прасолов) 

3. а) Двенадцать тонких твердых стерж- 
ней длины | скрепилн так, чтобы получился 
каркас куба. Можно лн сделать в ядоскости 
отверстие площади меньше 1/100, не разби- 
вающее плоскость на куски, чтобы через ие- 
го можно было бы протащить этот каркас? 

6) Тот же вопрос для каркаса тетраэдра 
с ребром длины 1. (В. Прасолов) 

4. Каждая точка числовой оси, коорди- 
ната которой — целое число, покрашена ли- 
бо п красный, либо в синий цвет. Доказать, 
что найдется цвет со следующим свойством: 
для каждого натурального числа А нмеется 
бесконечио много точек этого цвета, коорди- 
наты которых делятся иа А. (С. Конягин) 


Заключительный тур 


5. (7—8 кл.) В каждой вершиие выпук- 
лого А-угольника находится охотинк, воору- 
женный лазерным ружьем. Все охотники од- 
иовременно выстрелили в зайца, сидящего 
в точке О внутри этого Ё-угольника. В мо- 
мент выстрела заяц пригибается, п все охот- 
иикн погибают. Доказать, что нет другой 
точки, кроме О, обладающей указанным 
свойством. (С. Елисеев) 

6. (7—8 кл). Куб ЗЖЗХЗ составлен из 
14 белых и 13 черных кубиков со стороной 
1. Столбик — это три кубика, стоящих ря- 
дом вдоль одного направления: шнрины, дли- 
ны или высоты. Может ли быть так, что в каж- 
дом столбике а) нечетное количество белых 
кубиков? 6} нечетное количество черных 
кубиков? (В. Авилов) 

7. (7—8 кл.). Докажите, что можно най- 
ти более тысячи троек натуральных чисел 
а, 5, с, для которых выполняется равенство 
@-{-т= с. (Д. Бернштейн) 

8. (7 кл.) В доске торчит 1977 гвоздей. 
Играют двое, ходят по очереди. Ход состоит 
в том, что играющий соединяет проводом 
два гвоздя. Если в результате хода оказа- 
лась замкнутая цепь, то сделавший этот ход 
считается выигравшим. Кто вынгрывает при 
правильной нгре: первый или второй? (Не 
разрешается соединять проводом два ранее 
уже соединенных гвоздя.) (Н. Агаханов) 

9. (7—8 кл.} Найти наименьшее п такое, 
что любой выпуклый 100-угольник можно 
получить в виде пересечения л треугольни- 
ков. Докажите, что для меньших п это мож- 
но сделать не г любым выпуклым 100-уголь- 
ником. (С. Ландо) 

10. (9 кл.) В простраистве расположено 
п отрезков, никакие три из которых не па- 
раллельны одной плоскости. Для любых 
двух отрезков прямая, соединяющая их се- 
редииы, перпеидикулярна обоим отрезкам, 
Прн каком наибольшем п это возможно? 

(Г. Гальперин) 

1}. (9—10 кл.) См задачу М 479.*) 

12. (8-10 кл.) См. задачу М 478. 

13. (9 кл.) В простраистве расположен 
выпуклый многогранннк, все вершины ко- 
торого находятся п целых точках. Других 
целых точек внутри, на гранях и на ребрах 
нет. (Целой иазывается точка, все три коор- 
динаты которой — целые числа.) Доказать, 
что число вершин многогранннка не превос- 
ХОДИТ ВосЬМН. (С. Миронов) 

14. (9—10 кл.) См. задачу М477. 

15. (10 кл.) Можно ли на плоскости рас- 
положить бесконечное множество одинако- 
вых кругов так, чтобы любая прямая пере- 
секала не более двух кругов? 

{Н. Константинов) 

16. {10 кл.) Последовательиость иату- 
ральных чисел {х„} строится по следующе- 
му правилу: х1=2, -.., хн==[1,5 ха] 1. 
целая часть числа). Доказать, что последо- 


вательность у = {—1%п иепернодическая. 
(С. Конягин) 
Г. Гальперин 


*) «Задачник «Квантаз, «Квант», 1977, № 12. 
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Рецензии, библиографии 


Намяти 
Отто Данкела 


В 1957 году редакция журна- 
ла «Американский математн- 
ческнй ежемесячинк» (‹ Тбе 
Атейсап Ма{Шета са] Моп- 
Шу) выпустила вн свет спе- 


цнальный (дополнительный) 
номер: «Тне Оцо Рупке! 
Метог!а1  РгоЫет Воск». 


Этот номер был посвящен 
памяти профессора Отто Дан- 
кела (1869-1951), свыше 
тридцати лет руководившего 
«Отделом задач» этого жур- 
нала. 

Номер, посвященный 
Данкелу, содержал «400 
«лучших» задач», отобранных 
из 2704, которые читатели 
журнала прислали за период 
с 1918 по 1950 год. Средн кор- 
респондентов были студенты, 
преподаватели средней и выс- 
шей школы, а также извест- 
ные в Америке п за ее пре- 
делами ученые (Г. Дьюдени, 
Г. С. М. Кокстер, О. Оре, 
Г. Пойа, Ч. Тригг; много 
задач самого О. Данкела). 

Отбор «лучших» задач 
был поручен двадцати четы- 
рем математикам, на’ протя- 
жении многих лет актнвно 
сотрудничавшим в «Отделе 
задач» «Е жемесячника». Каж- 
дый из ннх представил свой 
список «лучших» задач. По 
этим спискам и был сделан 
окоичательный отбор, н ко- 
тором основную роль игра- 
ло «количество голосов». по- 
лученных той или ниой за- 
дачей. 

В этом году в издатель- 
стве «Мнр» п серии «Задачи 
и олимпиады» *) вышла кии- 


*) В серии «Задачи и 
олимпиады» уже вышли две 


кииги: Ч. Тригг, 3а- 
дачи © изюминкой, м, 
«Мир». 1975, и И. Кюр- 
шак и др.. Венгерские 
математические олцмпиа- 
ды, М.. «Мир», 1976 (об 
этой кинге см., «Кваит», 
1977, № 1). 
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га «Избранные задачи», со- 
зданная на основе упомяну- 
того мемориального сборни- 
ка. Эта книга довольно су- 
щественно отличается от аме- 
рниканского оригинала — в 
лучшую сторону (условия за- 
дач, а особенио их решення 
достаточно свободио перело- 
жены переводчиком книги 
Ю. А. Даниловым и редак- 
тором книги профессором 
МГУ В. М. Алексеевым). 

Книга «Избранпые за- 
дачи» состоит из трех частей, 
как и две ее предшественин- 
цы (см. сноску). Первая 
часть — это условия задач; 
вторая — их решения, со- 
бранные Ю. А. Даниловым 
из различных вылусков жур- 
иала «Атегсап Ма\етаН- 
са! Моп Шу». Третья же 
часть книги полностью на- 
писана В. М. Алексеевым. 
В этой части приводятся не- 
обходнимые сведения из тео- 
рин и комментируются от- 
Дельные решення. 

По сравиению с уже вы- 
шедшими в той же серин кин- 
гамн сборник «Избранные за- 
дачн» более труден. Боль- 
шая часть задач рассчнтана 
не на школьников, а на сту- 
дентов первых двух курсов 
вузов. Эти задачи могут быть 
использованы для студенче- 
ских олимпиад, которые в 
последние годы, наконец, иа- 
чали завоевывать популяр- 
ность, но пока еще очень 
плохо обеспечены литерату- 
рой. 

Почти про все задачи 
сборника можно — сказать, 
что они иувлекательны. Но 
увлекательность отнюдь не 
единственное качество ото- 
бранных задач. Подавляю- 
щее большииство задач за- 
трагивает вопросы современ- 
ной и классической матема- 
тики. решение которых тре- 
бует вместе с остроумием 
и нзобретательностью также 
в умения свободно пользо- 
ваться разнообразнымн 
средствами математического 
арсенала. Сборник, конечно 
же, не может служить посо- 
бием для овладения каким- 
либо разделом математикн, 
хотя в нем очень много за- 
дач по элементарной геомет- 
рии. по теормн чисел (де- 
яимость, диофантовы урав- 
нения), большой выбор задач 
по алгебре м анализу (оп- 
ределители, вычисление ин- 


тегралов, дифференциальные 
уравнения, ряды), богато 
представлена ныне почти вы- 
шедшая из моды проективная 
геометрия. Все эти задачи 
могут быть использованы как 
для повышения интере- 
са школьников и студентов 
к изучаемому матерналу, так 
н для треинровки будущих 
«олимпийцев» и для деятель- 
ности оргкомитетов. 


Более элементарные за- 
дачи в сборнике — это по- 
следине сто задач (задачи 
301—400). Среди иих много 
интересного найдут для себя 
любитеди «развлекательной» 
математики (задача 277 про 
кругосветный ° полет, за- 
дача 303 о «черной» пятнице, 
задача 312 п служащих бан- 
ка). Вообще же этот! во мно- 
гих отношениях. уиикальный 
сборник, несомненно, будет 
способствовать развитню 
творческих способностей — 
ведь решение нестандартной 
задачи обязательно приводит 
к открытию новых связей 
в рассматриваемом вопросе 
и в конце концов — не толь- 
ко к доказательству «чужой» 
теоремы, но и к обнаруже- 
нию своей собственной. 


Мы надеемся, что новый 
сборинк заинтересует широ- 
кий круг читателей, полу- 
чающих удовольствие от раз- 
мышлення над трудной зада- 
чей. 

Чтобы читатель мог со- 
ставить собственное мнение 
о новом сборнике задач, мы 
публикуем условия некото- 
рых из них. 


!. Кругосветный полет 
{№ 277). Каждый самолет, 
входящий в некоторую груп- 
пу. может служить заправ- 
щиком для любого другого 
самолета той же группы. 
Емкость тонливных баков 
каждого самолета позволяет 
ему пролететь без дозаправ- 
кн горючим одну пятую ок- 
ружности Земли- Предпола- 
гается, что все самолеты лс- 
тят Е одинаковой постоянной 
скоростью относительно Зем- 
ли н одинаково расходуют 
горючее, нмеется лишь одна 
посадочная площадка; весь 
запас горючего хранится иа 
базе и время заправкн пре- 
небрежимо мало. 

Определить нанменышее 
чнсло самолетов, необходи. 
мых для обеспечения круго. 


светного полета одного са- 
молета н его благополучиого 
возвращения па базу. 


2. Вероятность — «чер- 
ной» пятнины (№ 303). До- 
казать. что трннадцатое число 
месяца г большей вероят- 
ностью приходится на ият- 
ницу. чем на другие дни не 
дели. 


3. Еще одно свойство 
гармонического ряда (№ 304). 
Доказать, что частная сумма 


1 1 | 
о ИЕ Зе 


гармонического ряда не бы- 
васт иелым числом ни прн 
каком М. 


4. Простые числа в ариф- 
метнческой прогрессии 
{№ 305). Доказать, что, за 
единственным нсключением, 
в любой — арифметической 
прогрессин, члены которой— 
положительные целые чис- 
ла, а разность меньше 
2000. простыми числами мо- 
гут быть не более 10 после- 
довательных членов. 


5. Нули н точки экстре- 
мума  кубического  миого- 
члена (№ 318). Дан куби- 
ческий  многочлеи у=-х3З-|- 
-+рх?--0х. Определить все 
целочислениые пары козэф- 
фициентов р и 4. при которых 
уравнение у—=0 нмест раз- 
личные целочислеиные корни 
и пелочисленные координаты 
двух точек экстремума. 


6. Задача иа разрезание 
{№ 326). Как разрезать пра- 
видьный шсстиугольник на 
нанменьшее число частей. из 
которых можно составить 
равносторонивй треугольник 
той же площади? Кэждый 
разрез производится вдоль 
прямой. 


7. Гамильтонов цикл на 
многограниике (№ 358). 
Предположим, что мы хотим 
побывать в вершинах много- 
гранниха, а достичь нх 
можно, лишь — двигаясь 
вдоль его ребер. Гамильтон 
рассмотрел задачу 0б об. 
ходе всех вершин многогран- 
ника по маршруту, который 
не проходит через одну и ту 
же вершину дважды. (В тео- 
рин графов такой маршрут 
прниято называть гамильто- 
новым циклом.} Нетрудно до- 


казать, что задача Гамиль- 
тона для додекаэдра имеет 
решение. Доказать, что для 
ромбододекаэдра задача Га- 
мильтона решения не имеет. 


8. Определение фальши- 
вой монеты при помощи взве- 
шивання (№ 359). У одного 
человека было 12 монет, не- 
отличимых ио внешнему ви- 
ду. Одиа монета была фаль- 
щивая н отличалась по весу 
от настоящей. У человека 
под рукой были также очень 
чувствительные равноплечие 
весы, ио без гирь. Может ли 
он при помощи не более 
трех взвешиваний обнару- 
жить фальшнвую монету и 
определить, тяжелее она или 
легче, чем настоящая? 


3. «Равиобедреиные п- 
точечннки» (№ 360). Назо- 
вем множество, состоящее из 
п точех на плоскости, равно- 
бедренным п-точечинком, ес- 
ли любые три нз них распо- 
ложены п вершинах равно- 
бедренного треугольника 
Щесть точек на плоскостн 
можно расноложить так, что- 
бы они образовывалн равно- 
бедренный б-точечник 

Доказать, что на пло- 
скости нельзя выбрать семв 
точех. образующих равнобед- 
ренный 7-точечиик. Чему 
равно нанменьшее число Ё 
такое, что из любых А точек 
в нростраистве можно вы- 
брать три. ие расположен- 
ные в вершинах равнобед- 
рениого треугольника? 


10. Дети в саду (№ 370). 
Из сада доносятся детские 
голоса. 

— Должио быть, там нг- 
рают Вашн дети? — спросил 
гохть. з 

— Не только мон,— от- 
ветил хозяни, там резвятся 
сорванцы из четырех сс- 
мейств: мои дети. детн брата 
н сестры, а также двоюрод- 
ного брата. Правда, моя 
семья самая многочисленная, 
у брата детей меньше, у се- 
стры еще меньше, а самая 
маленькая семья у двоюрод- 
ного брата. Ребята нграют 
в салочки,— продолжал хо- 
зяин.— Им бы хотелось сы- 
грать в бейсбол. но нх слиш- 
ком мало, чтобы составить 
две команды *}. Интересно 


*) Бейсбольная команда 
состоит из 9 человек. 


заметнть,— добавил он.— 
что пронзведение числа де- 
тей во всех четырех семей- 
ствах совпадает с номером 
моего дома, который вы, ко- 
нечно, заметили ца воротах. 
— Я немного разбираюсь 
[Е математнке, — сказал 
гость.— Попробую — устано- 
вить, сколько детей п каж- 
дом из четырех семейств. 
Проделав какие-то вы- 
кладки, гость спросил: 
— В семье Вашюго двою- 
родиого брата один ребе- 
нок? — После того, как хо- 


° зани ответил на этот вопрос, 


гость заявил: 

— Теперь я знаю. 
сколько детей и каждом из 
четырех семейств. 

Сколько детей было в 
семьях хозянна дома, его 
брата, сестры ин двоюродного 
брата? 


11. Придворный — мате- 
матик и шут (№ 374). Од: 
нажды придворный матема- 
тик нолучил сразу все свое 
жалованье за год серебряны- 
ми талерами и. сложив из 
монет 9 неравных столбиков, 
расположил их и виде магн- 
ческого квадрата. Королю за- 
тея придворного математика 
пришлась по вкусу. но он 
носетовал на то, что ни в од- 
ном столбике число талеров 
не было простым. 

— Если бы Ваше велн- 
чество добавило еще 9 тале- 
ров в моему жалованию.— 
заметил придворный матема- 
тнк— я смог бы увеличить 
число монет в каждом стол- 
бике па 1. и тогда все 9 чи- 
сел стали бы простыми. 

Проверили. Все оказа- 
лось имеино так. как сказал 
придворный математик. Ко- 
роль уже собрался было уве- 
личить жалование матема- 
тику на Я талеров в год, 
как в дело вмешался щут. 
Он взял по одной монете 
из каждого столбика, и чис- 
ло оставшихся талеров в 
каждом из 9 столбиков так- 
же оказалось простым. Более 
того, 9 новых чисел по-преж- 
нему составляли магический 
квадрат. Девять «лишних» та- 
леров шут оставил себе. 

Сколько талеров полу- 
чал в год придворный мате- 
матнк? 


И. Клумова 


Ответы, указания, решения 


\,, 


ь4 


Вопросы по алгебре н анализу 


Ответы. 1. в. 2. г. 3. в. 4. г. 5. 6. 
6. а. 7. т. 8. в. 9. д. №. 6. 
Приведем поясмения к некоторым вопросам. 
2. Ветви нарисоваииой параболы у = 
— ах? -- 6х -- с направлены вниз, пт 


а<0. Абсцисса вершины параболы 0—5 


положительна, поэтому 6> 0. Наконец, 
лри х= О значенине у= с положительно, 
т.е. с>> 0. По знакам а, 6 и с можно выбрать 
верный ответ. 

3. Если (ал) — наша геометрическая 
прогрессия, то аз — а4- 9%; поэтому в даи- 
ном случае 9°'==—5_ ‚откуда 9== = — 
две возможности. 

6. Число | находится в Т четверти, чи- 
сла 2 н 3 — во Ц четверти, поэтому зт 1 > 
>0, с52<0, с\83<0. Кроме того, 


: 3х 
<0$ 2> —1, а сш3 < -—1, ибо 3>-. 


7. Допустнм. что Шт ав = аз 0. То- 
п-е 
гда по теореме о пределе частного последо- 
вательность (6б„) имеет предел при п-—оо 
(=. — алёп 
п 
Следовательно, а = 0. 
10. Из 12 человек группу в 3 человека 
можно выделить С}, способами. Каждому 


из этих способов отвечает {9} способов вы- 


брать группу в 4 человека низ 9 пока ие выб- 
раниых. Оставшиеся после второго выбора 
5 человек образуют третью группу. 


). что противоречит условию. 


Композниня двух осевых симметрий 


1°. Зафиксируем две оси симметрии { 
и 21 правильного треугольника (см. рисунок). 


Рис. 1. 
т 


! 


Тогда в первом столбце квадрата инжний 
треугольник получается из верхнего компо- 
зицией симметрий 5° 5;. Треугольники 
второго столбца получаются из соответствую- 
щих треугольников первого столбца сим- 
метрией 5$, а треугольники третьего столб- 


ца — образы соответствующих — треуголь- 
ников второго в симметрии 5т- 
Ответ. В пустой клетке должен 


стоять треугольн ик 


2°. Композиция $555; переводит тре- 
угольник АВС в себя. С другой стороны, ком- 
позиция двух осевых симметрий есть поворот 


на ненулевой угол, если оси пересекаются. 
или перенос. если оии параллельны (дока- 
жите!). При параллельном переносе тре- 
угольинк не может перейти в себя. Остается 
новорот. Пусть а один из углов треугольни- 
ка; при повороте он переходит в другой 

угол В. откуда < = В. а третий угол ф пере- 
ходит в один из углов ©, В, откуда ф = В=: а. 


Московский государственный уннверситет 
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Математнка 


Механико-математический факультет 
1. По формуле 
а 


(2 — Ах - 3х?) 4х = 
= (2х — 22 4 хз) [6 — 2а — 2а* -| аз. 


Ньютона — Лейбинца 


Задача свелась к решению системы нера- 
венств 
2а — 2472 - а3 а @) 
а>0. 


Система (1) равиосильна системе 
и а— 1)* = 0 
а>0. 


Множество решений первого неравенства 
этой системы ] — со; 0] |]{1}. Ответ: 


а=!1. 

2. Пусть и трапеции АВСР |АВ|< 
< [СР]. ВСР и |8ВС| < |[АБ|. 06о- 
значим центр. вписанной окружности через О. 
Пре через точку О Е: трапеции 
ЕЁ (ЕМВС!. Е Е ПАБ}. |Е0] = |0, 
поскольку перпендикуляры из центра ок- 
ружности к касательнмым являются радиу- 
сами. Проведем через О прямую МК. парал- 
лельную основаниям трапеции (М Е АВ], 
КЕ [СР]. По теореме Фалеса а 
= |КР|] и |Вм|= |МА|, т. е. МК] 
является средией линней трапеции. Поло- 
жим [ВС] =а, |АБ|] =, ЕЕ | = №. 


По условию 


|.) 
а“ 


а- 
ГАЛЛИИ 
а 
За--ь 5 
откуда а%=п. С другой стороны, по- 


скольку четырехугольинк АВС опнсан 
около окружиости, | ВС |-1- | АР | =|АВ|-+ 
+ | СБ |, т. е. а-ь=8. Ответ: длины 
оснований трапеции равны | к 7: 

3. Функция { дифференцируема на про- 
межутке [ —л; л]. Поэтому она принимает 
нанменьшее значеине в одной из точек — л, 
д или в одной из своих критических точек, . 
лежащих на интервале ] —л; л| («Алгебра 
и начала анализа 9%, п. 59). С одной сто- 


роны, {(— л) =Ё (п) = 0>—з5. С другой 


стороны, в критических точках либо с0$ хо= 
= 0, либо со5? х, == 3: 


< 


9 ц 
| 


—=. По- 
уз ° 


скольку [ (х) = 25тх-с0$2 х, имеем |} (хо)|= 


Если с0$ № =0, то [ (хо) = 0>> — Бс- 


2 й 
ли Же с052 3% =: ‚ то 1 тж | = 


= уз Легко проверить неравенство 
4 


Й й 
— зуз > к - Значит, / (хо) > — . 


Задачу можно решить также прн помощн 
равенства 


шт [() = 
(-л; д] 


тт (2—2) 
[ЕП 
вытекающего из того, что }(х) = Рзтх— 
—2 $т3х и для любого {6 [—1:1] найдется 
такое хе [—л; л], для которого 5т х == . 
Вычислив производную от функции у = 
= 21 — 213, легко убедиться. что наимень- 
шее значение иа отрезке [—1; 1] эта функция 


принимает п точке #40 = ==: Поэтому 


ь А У З 7 
В =. 
с ) 5—>-—5 


7 
Значит, но т [(х) >— 5. 
[-я; 21 


4. Сложив уравнения системы, позучим 


(х — З- (— 33+ (2 3=0. (1 
Тройка (3; 3; 3) является решением уравне- 
ния (1). Проверка показывает, что она также 
является решением снстемы. (Заметьте: без 
проверкн этого утверждать нельзя!) Пока- 
жем. что другнх решений система не имеет. 

Из первого уравнения системы 43 = 
= 9х2 — 27х -- 27. Дискримннаит квадрат- 
ного трехчлена 9х? — 27х -|{- 27 отрицате- 
лен. Поэтому, если (хо; 0: 20) — решение 
системы, то у > 6. Следовательно. И>0.- 
Аналогично. из второго и третьего уравне- 
ний получаем 20 > О их > 0. 

Из первого уравиения системы 


№ —Эщ ЕЗю+9 = 
=—= Эхо (хо — 3). (2) 


Так как хобби +3 + 9> 0, из 
{2) вытекает. что числа ш, — Зи хь— 3 ие 
могут иметь разных знаков. Аналогично, из 
второго уравнения следует, что числа 25 — 3 
и % — 3 тоже ие могут иметь разных знаков. 

Таким образом. если хь > 3, 18 ш > 3 
н 2 >3; ели же х<3. то %<3З 


и 2 <3. Решение (хо: У 20) системы 
является также решением уравнения (1}, 
а для (1} ни х>> 3, %> 3. &4> 3, вн 


хо < 3. у < 3, 2, < 3 не годятся. 
Значит. хо = 3, № = 3, 2 =3. От- 
вет: (3; 3; 3). 
$. Обозиачим середину ребра ВС че- 
ез Е, середину стороны АВ — через О. 
ерез точку Е проведем прямую [. парал- 
лельную СО (рис. 2). Прямая { лежит в 


Рис. 2. А 


плоскости основания АВС. Прямая СП 
параллельна плоскостн @. определяемой точ- 
кой $ и прямой { (поскольку СО. а пря- 
мая ЗЕ лежит в этой плоскости. Значит, 
нскомое расстояние между прямыми СР и 
ЗЕ равно длине перпендикуляра, опущенно- 
го из любой точки прямой СО на плоскость ©. 
Ввиду СО]! искомая величина угла есть 
величина угла между прямыми $5Е м (. 

Поскольку |СВ|= |СА]. СОтАВ. Из 
СР следует [4 АВ. Через точку С прове- 
дем прямую 71, параллельную АВ. Прямая т 
также лежит в плоскости АВС. Из {1 АВ 
получаем т 7. Обозначим пересечение пря- 
мых {и т через С. Сеа. Опустим. наконец, 
из точки С перпендикуляр на прямую $б. 
Обозначим его пересечение к 5С через Р. 

По условию $С1 СО. Из ть! ин (С) 
вытекает тг СО. Из СБУ $С и СВ > т сле- 
дует. что прямая СР перпендикулярна пло- 
скости 5С(. Значит. СО СЕ. Но ШЦСШ. 
Следовательно. СР; {. Кроме того. по пост- 
роенню СР 1.50. Значит, СЕта. Итак. иско- 
мое расстояние равно |СЁ |. 


АВ 
1061=14А № 1. 


1651 = ИСбЕ-ЕС5Е = 6. 
1СЕ1-16$|=1С$14 661. 


`Следовательно, 


1651-1061 __2 
1561 Уз. 


Велнчнну угла ЗЕСб мы найдем из 
треугольника 5ЕС. Поскольку 


ба = ИСЕ сб = У 6 
н |$Е | = ИСЗ - СЕ? =2 УЗ, 


по теореме косинусов получаем 


|1СЕ| = 


^^ р О 
соз $Еб = и ^. $Еб = 45°. 
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Задачу можно решить и по-другому — 
при помощи векторов. В плоскости АВС че- 
рез точку С проведем прямую т, перпенди- 
кулярную СР. Введем прямоугольную си- 
стему координат: за начало координат при- 
мем точку С, за ось абсцисс примем пря- 
мую СО, заось ординат — прямую т, за ось 
апилнкат — прямую С5 (см. рис. 3; ив нем 

казаны положительные направления овей). 
Пр и О — такие точки, соответствен- 
но, на прямых $5ЁЕ и СО, что РО\5Е и 
РО +СО. Тогда искомое расстояние равно 
[РО |. Обозначим через © н В числа, опре- 
= 


деляющие положение точек Ри О: ЭР = 
— — > 
=95Е. С@ = ВСВ. 


—> — > = 
РО =РУ -| 5$С- С0. 
= -> -—= 
Найдем координаты векторов Р$, 5с н СО 
о выбранной системе координат. Р5.— —. 
Е. ЗР = = (— а) ЗЕ. Поскольку | СЕ! = |Е В] 
СВ | 


18 
н |851 [РА|, Зы № 


—15С1. 1Ср1= УТАСЕЕТАБЕ = 
=2Уб. Значит, 5Е = (6; Р2:—2)- 


т = -- 
Следовательно, Р5$ = (— | ба; —[ 2%; 2%). 


— 
Очевидно, 5$С = (0; 0; —2). Поскольку 
СБ @ рб; о: 0}, Со = 2 68; 0: 0). 


Итак, 


Ро ={— Ибх +268: — УЗ; 2%—2). 
Неизвестные & и В мы найдем из условий 
>> — — = 
РО-5Е= 0 и РО.СР =: 0. 

(— У 62 +258) рб. (има 

+ 2—2) (—2 =0 
(— бы -- 2168) 2/6 - (— 25) -0-- 
- 2х —2).0 -- 0. 


Из второго уравиення системы —1/ба -+ 
—2} 68 - = р (это можио было предвидеть: 
— 
поскольку РО Ср, первая координата век- 
—> 


тора РО равна 0). Тогда из первого урав- 


неиия =. Значит, В= Итак, 
И 2 ра. 2 
Р0— (0; 212; —3). 


Значит, 


|РЧ| =: 


2.9. 

3) у. 

— № 0 — 
Из $Е = (рб; }2; —2) получаем | $Е| 
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Рнс. 3. 


852 ИЗ. Обозначим угол между 
— — 
5Е и СБ через ‹- 


= 


52.СЬ 
с0$ ф =: —- = 


|1 5Е |1 СБ | 
_ №6: 2 Уб--р2.0- (—2.0 
273-216 


Следовательно, угол между прямыми 5Ё и 
СО равен 45. Ответ: величина угла рав- 


векторами 


_ 2 
- У. 


на 45°, расстояние — ——\ 
Уз“ 


Химическнй факультет 


1 
1. 80 км/час. 2. 2. 3. |-—©о; 0] \) 


(И Пояз5; |. 4.1 м?. 5. ры М - ЛА, 


7л 171 
х= д +71; х= в ат (а, {, ЕД. 


Географический факультет 
1. |— 25; —2[(/12; -+ ©. 2. Е7м. 


3. Точка минимума е; промежутки аа. 
ния |0; Шн ]1; е]; промежуток возрастания 


[е; - о9[. 4. 60 км/час. 5. хо 2, 


7: 
— +2, 169. 


Биологический факультет 


5, 9 7д 
1.3.2. и 3. 8. 4. х= —5+ 
8л дл 38а 
| 4лЁ х=— 8+ = эт 
(&, {[, ТЕР). 5. 10: |. Указаине. 


Корни х:, Хх. квадратного трехчлена } тог- 
да п только тогда перемежаются с корня- 


ми квадратного трехчлена д, когда р (хх 
Ха (х.)< 0. 


Факультет почвоведения 


1 
1. 4. 2. Точка максимума — $}. промежу- 


1 
ток возрастания | — со; з|. промежуток 
убывання [3 т <=] 3. х= 5+ -- 27, 


х = — ата, 162). 4. 4-45. 5. 144. 


Физика 


Механнко-математнческий факультет н 
факультет вычислительной математики н 
кибернетнки 


а в (в |+ ее [соза) и 


оз | бт | 
2. Стержни АВ, АС, ВО н СО растяну- 
ты. а стержень ВС сжат; модули сил упру- 


гости во нсех стержнях однн ни те же и равны 
10 Н. 


М. 


3. х = ИД3$) =: 0.1 м. 

4. Р= 49? ЮДЮ + 1} = 5,12 Вт. 
5. Р.Р И. В 

= = Р:1 1-21 => 45 т. 


6. а| = ИВ Ит — ве == 8 миа. 
1. 4 = Р.Х 
в (а, НР) + 4 Е —_ 
Хх аа, ЕЕ) Аа, — Ра, Ру) = 
= 13,75 см. 


Географический, геологический, химический 
факультеты н факультет почвоведения 
2 (6/5 — 51/61) 


:.[2[= иты 


2. Скорость второго тела относительно 
первого не зависнт от временн, направ- 
лена вертикально вииз н равна по модулю 


=50,07 м2. 


2% Ут О 2,8 м/с. 


3. вит од, 


281 (2т; | тз) 

4. то аи 380 >: 
. С: — Си 
5. 91 = С1 Ся 2—0 .10-8 Кл 
82 = С> м — 10-8 Кл 

4% 2 ув: 

6. ® =ор—г+ар У — АРг = 
= 4 Ом. 


аг. 
7. Е = г == 33,3 см. 


Множества значений чнсловых функций 
1. а) | — со; [0] 2: -:- оо [; 

6) 10; 11. мах /= Е 

в) } — со: 0 [Ш И; Е оо |. 


(Если пил Ёили тах } не указан, то это озна- 
чает. что функция } не принимает нанмень- 
шего. соответственио. нанбольшего значе- 
ния. ) 


2. а) |—3; оо Е 


6} ] — со; —2]9 12: + оо[; 
в) | — <; —2] ч|; Ко[. 
3. а) { (х} = 3 со? х — [, ЕВ = 
= [-1: 2]. тм {= 1, тах {= 
1 
6) №) = 5 т 2х, Е(= 


1 1 ь 
= 
1 
Е. 
в) Из тождества с05ё х - зп? х == | вы- 
текает. что 


Ех) = созх 4 Япйх == (с058х | $112х)3 — 


р и 
— 2 $1л2х со38х == | — —5 97 2х; 


вы=|5; 2]. 


пт =, тах /--2 
4. а) [--5; 17|, тт} = — 5, тах} =7 
(замена со5х = [—1; 1}; 
6) [—2; |, мт} = — 2, шах =1 
(замена зтх=26 [— 1; |). 
5. а) [--1; + о[, тт} == — 1 ваме- 


на 27 = 26]0; -| ©ч]); 


6) Обозначим 2%" *-=2; тогда }{ (х)= 
== & (2) = 22 — 42. 


Так как — 1 $шх= 1, 10 26 | | :2]. и, 
нсследовав фуикцию & на отрезке [3 2 ; 2] 
7 
получим: Е (9) = Е (В = —4; — о . 
шт {= —4, тах {= а 
6. а) 1—2; 1+ 12]; 6) [—5: 5}; 
в) $ (*) = соз3х — зтхс0$х = 


1 
А 1 + с08 2х — 


2 
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—&т 2х) = 5 (1 +- У? соз (; + 1} ‚ по- 
Е = [15% , НУ | , 


8. 2) |-+2: аа (замена т х= 
= 26 1—1; 1); 
6) [- 9; УЗ виз 
—=З$тлх— 4 5т3х, замена зтх = 2). 


9. Пусть х — высота конуса; тогда ра- 
Диус его основания равен г = У 1-— х3, а 


объем конуса — У= лйх = п(1 — 


— хх = У (х). Задача сводится к отыска- 
нию множества значений фуикции У (х) на 
интервале |0; 1[|. Ответ: объем конуса 
может принимать-любое значенне, большее 


1 
Ю нне превосходящее Утшах = И у#)= 


2х 
= М? = 0,4 дмз. 
ев 

10. Пусть х— раднус основания ци- 
линдра, НЙ — его высота. Поскольку У = 


= 


дхз ‚ 
цилиндра равна $ == 2лх? | 2лхй = 2лх3-|- 
+2лх хз = 2ллх -}- < =$ (х). 


найти множество значений функцин $ (х) 
на промежутке ]0; + о<{. Имееы: 5” (х) = 


= лх?А =1, поэтому площадь 


Требуется 


—4лх — в =0, если 2—5. т. е. х= 


1 

= хо = @п) °, причем на промежутке 
Ю; хе] функция 5 (х) убывает, а на проме- 
жутке [хоз -- ©3{ — возрастает. Следова- 
тельно, на любом отрезке [2; х], где 0 
<«в&<«»х., множество значений $ (х) есть от- 
резок [$ (хз); $ (е)]. Из формулы для $5 (х) 
видно, что при достаточно малом =>>0 зна- 
чение $ (е) становится сколь угодно боль- 
шим, поэтому множество значений 5 (х) на 
полуинтервале 2: Хх] есть промежутэк 
1$ (55); -- <9[. Носкольку при х>-хо фуик- 
ция $ (х) возрастает, этот прое ток бу- 
дет множеством значений $ (х) и на всей 
областн определения )0; -{- со|. Итак, от- 
вет: площадь поверхности цилиндра объема 
1 дмз может принимать любое зиачеине, 
большее или равное 

1 


2 
вип = 5$ (хо) = 2л-(2л) 3 --2-(2л)3 = 


© 


=3. (п) ° дм гы 5,5 дм?. 


Х!Х Международная олимпиада по математике 


1. Пусть О — центр квадрата (см. рис. 
на с. 53). Из симметрни очевидно, что доста- 
точно показать два факта: 1) | ОР, ] = | ОР, |= 
— | 0Рз|, 2) | РаРз| = 1РаРь |- 


$2 


Введем систему координат так, как это 
изображено на рисуике, взяв за единицу по- 
ловину стороны квадрата. Тогда, как не 
трудно посчитать. координаты точки Р, 


будут (— -- Е } |) ‚ координаты точки Р»ь 


будут (1 Е +) ‚ а координаты точки 


2 '2 


ке Е, 


5 5 Теперь 


уже нетрудно  убеднться. что 


| ОР. | = | ОР, | =10Р.| = И2—УЗЗ, 


а |РАР, | =| Р.Р, | =7—4У 3. 


?. Покажем, что число членов такой 
последовательности не больше 16. Действн- 
тельно, пусть их больше; тогда для последо- 
вательностн а. а. ..., аа. ... выполнено 
следующее : б< (а Ра»- ... 
... На) - (@: № аз ... фа»... 
+ (а: + а, + ... -- @11} = (а а. ... 
ри + аз} —- (аз е аз + Е + ав) + ее 
.-. + @в 1: аз |... + ап) < 0. что не 
возможно. Последовательиость нз 16 членов 
существует. — например. 5.5. — 13.5. 5, 
5. — 13. 5, 5, — 13, $, 5,5. — 13, 5. 5. 

3. Наиболее простое доказательство свя- 
зано с использованием теоремы Днрихле: 
«Во всякой арифметической прогрессии, у 
которой разность. и первый член взаимно 
просты. содержнтся бесконечное число про- 
стых чисел». Выберем из арифметнческой 
прогрессии п — 1, и — 1..... 8—1... 
четыре простых числа. Пусть это будут 
п — 1, Ап — 1, №п— 1, Рап — 1.- Оче- 
вндно, что произведение любых двух из иих 
принадлежит Ул н является числом, иепри- 
водимым в Ул в силу простоты сомножителей 
каждый из которых ие принадлежнт Ул- 
Отсюда имеем три способа разложения числа 
г = (м — 1) п — | т -— ух 
Хх (Езап — 1) на неприводнмые множители 
из ИУ,. А именно, г= (п — 1х 
Хх (вп — 1) ] (Ёп —1 и 1) = 
— Ап — у) р — 1] (@;п— Хх 
Хх (Е — 1] = (п — ) @м— 1] Х 
х [(Е ап — 1) (Ел — 1)]. 

4. Выбрав чнсла х, и х» так, чтобы 


с0$ д = а/Уа 5, зтлх, = У В, 
с0з 2х, = АИ АЕВЕ, 5т2х,=В/У 29-88, 


мы можем перепнсать { (х) в виде 


[(*®) =1— Иа Ы1 соз («— х)— 
— + Ва с0$2(х— хз). 


В точках х=ж и Х=ЖЯ 
с0$ В (х — хз} обращается в 1, а с0$ (х — хз) 
лнбо равняется мулю, либо имеет разные 
знакн. Отсюдя следует, что У АТ- ВЯ 1. 


л л Е 
В точках х, —-4— их, + -4_ с0$ (х — ха) 
2 
2 
няется нулю, либо имеет разные знаки. От- 
сюда следует, что иа-тё = УФ. 
5. Так как г -- 9== 1977. то г< 44. 
Бели х = 44, то 9 = 41 и условие а? -}- 52 = 
= 7(а + 5) - 9 перепишется так: (а—22)? - 
-+ (в—22)2 = 1009. Обозначива — 22 =хн 
$ — 22 = цу, получаем х?-р ц* = 1009. Но 
квадраты целых чисел оканчиваются лишь 
на 0, 1. 4, 5, 6, 9. Отсюда легко видеть, что 
либо х, либо у оканчивается илн на 0 или на 5. 
Перебирая все такие чнсла. квадрат которых 
меньше 1009; 0. 5, 10, 15, 20. 25. 30, находим 
единственное решенне 152-{ 28% — 1009. От- 
сюда получаем четыре решения для (а, 5): 
(7.50). (37,50). (50.7) и (50.37). 
Если 9 < 43, тог > 128. но из извест- 
ного неравенства 2 (а? -{ 6?) >> (а -{ В)? при 
деленин его на а | В следует. что 249-- 


2 
ар а-Ь нтак как 9 < 44, то НЕ 


равияется ‚ а с0$ 2 (х — х›) либо рав- 


Ь < 88; но г«а- р &Ь. следовательно нс 
88. Получено противоречие. 

6. Покажем. что для любого натураль- 
ного Ё выполнено следующее утверждение: 
если п} Ё, то [ (п) > Е. Для Ё— 1 утверж- 
дение тривнально. Пусть оно верно для Ён 
пусть п й--|!. Тогда п \ 2 и на 
основаиии индуктивного предположения 
[п ПЕ ин / (1—1) >А. Л так 
как { (п) > РЕ (п — 1)). то {(м)> Е или 
{ (п) = Е-- 1. Отсюда вытекает, что } (#) > 
> Ё для всех натуральных #. Допустнм. 
что для некоторого имеет место } (#) > Е. 
Обозначим через А множество всех | (п) 
для п> В. Пусть {= }(п) — наименьший 
элемент множества А. Так как п— 1 > А. 
то [(п— > ЕЁ  Действительио, = если 
п—1>> А. то это следует из иеравенства 
[п Юзп—1 аеслип—1=, то 
низ  меравенства [}(А)> А. Пусть т= 
= } {(п — 1)}. Из сказанного вытекает, что 
т принадлежит А. Но верно неравенство 
[(®) > ГЕп— |). зиачнт, [> т, что 
противоречит тому, что | есть наименьший 
элемент множества А. 

Значит, предположенне {(#) > & не- 
верно, и для всех п имеет место { (п) = п. 


«Задачи ХЬ Московской 
математнческой олимпнады школьников 


Мы приводим указания только к тем зада- 
чам, которые не вошли а «Задачник «Кван- 
та» (см. «Квант», 1977, № 12). 


2. Обязательио. Рассмотрим  выпук- 
лую оболочку вершин всех квадратов. 
Это — выпуклый многоугольник. Выделнм 


у него одиу вершину. Она является общей 
вершнной каких-то картонного н пластмас- 
сового квадратов, К и П. Если эти квадраты 

ин Л пересекаются, то вершина одного 
уз них лежит внутри другого (рис. 4); н тог- 
да некоторые два квадрата из одинакового 
матернала (на рисунке 4 это пластмассо- 
вые квадраты) обязательиос имеют общую точ- 
ку: = с условием. Стало быть. 
Ки совпадают. Выкинув их, к оставшей- 


Рис. 4. 


Рьс. 5. 


Ркс. 7. 


ся системе квадратов применим то же рас- 
суждение (нидукция). 

3. "Можно в обонх случаях. Для про- 
таскивания проволочного куба годится щель 
в форме буквы П с единичной длиной пере- 
кладины и достаточно длинными вертикаль- 
ными частями (см. рис. 5). Для протаскива- 
имя тетраэдра годится щель в виде буквы 
Т с дливиыми прямолинейными частями, 
нли же щель, изображенная на рисунке 6. 

4. Пусть А и В — множества соответ- 
ственно синих и красиых точек. Если бы А 
содержало лишь конечное число точек с ко- 
ординатами, кратными а, я В содержало бы 
лишь конечное число точек с координатами, 
кратнымн 5, то оказалось бы, что в ряду на- 
туральных чисел лишь конечное число чи- 
сел, кратных аб. 

6. а} Не может быть. Иначе в верти- 
кальных столбиках было бы нечетное число 
белых кубиков, я их должно быть 14 — чет- 
нае число. 

6) Да, может. Кубики надо располо- 
жить так, как показано на рнсуике 7 (на 
этом рнсунке изображены три сечения боль- 
шото куба). Тогда в каждом столбике будет 
или один, или три черных кубика (один 
кубик — в «центральном» столбнке). 

7. Перепишем равенство а13-Ё- 616=- с16 так: 


а \15 Ь \15 
(=) +(--) =—=с. Выбрав пронзволь- 


Рис. 8, а.,. 


Рис. 8, 6. 
ные натуральные числа т и п, положим 
= =т и ==“. Теперь я качестве с 


возьмем число с = лй® -- м1; числа аи В 
определяются после этого однозначно. 

8. Ответ: второй. 

9. Наименьшее п равно 50. Любой вы- 
пуклый 100-угольник можно получить н вн- 
де пересечения 50 треугольников, беря вер- 
шины 100-угольника через одну, как это 
показано на рисунке 8,4. 

100-угольник, нзображенный на рисун- 
ке 8,6 (с очень длинной одной стороной) не 
представляется в виде пересечения меныне- 
го числа треугольников. 

10. Ответ: л=2. Предположим, что 
п>3. Возьмем три отрезка а, Бис, и про- 
ведем три прямые. соединяющие попарно 
их середины. Каждый из отрезков а, 6, с пер- 
пеидикулярен двум прямым, выходящим из 
его середины, поэтому он перпендикулярен н 
плоскости, проходящей через все три про- 
введенные прямые. Тем самым три отрезка 
а, 6, с параллельны между собой. что про- 
тиворечит условню. 

15. Можно. Круги достаточио ‘располо- 
жить далеко друг от друга так. чтобы их 
цептры лежали на параболе у х?. 


«Квант» для мляадших школьников 


(См. «Квант» № 1, с. 87) 


1. ХМ — И = МУ. 

2. Обрагимся к рисунку. Клетки его 
заполнены следующнм образом: сперва в каж- 
дую из клеток М записали единицы. Это со- 
ответствует тому. что каждую из букв М мы 
можем выбрать единственным образом. 

Клетки последующих столбнов запол- 
нялись последовательно, столбец за столб- 
цом, слева направо. В каждую клетку мы 
записывали сумму чисел. проставлениых п 
соседних левых клетках. Это соответствует 


количеству путей, которые ведут к данной 
клетке от мачала чтения. 

Остается просуммнровать числа, впи- 
санные и клетки правого столбиа: 90 -- 95- 
-- 95 - 90 = 370. 


3. 342457 364768 
-+ 342457 —-364768 
684914 729536 


4. 44-77 = 3388. 55.99 = 5445. 
77.88 = 6776. 88-88 = 7744. 


Ребусы 


(си. «Квант» № 1. с. 61) 

1- соро к=87172. 

2. 5291Х 189=999 993. 

3. а) |/385297641= 19629: 

6) 1/9814072356=99066. 

4. /141376=376. 

5. ]/87909376-=9376. 

6. а) 4*—256; 6) 232—529; 
=36 864. 
7. 18 072Х 18 072:=326 579 184. 


в) 192= 
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Руколиси ме возвращаются 


«имею удовольствие сообщить Вам о не- 
которых поразнтельных результатах. полу- 


ченных мною... Главный 
тов.. это создание ирибора, который по 
своим действиям. сходен с  лейденской 
банкой. по который. олнако. действует 
непрерывно. то есть его заряд после каж- 
дого разряда восстанавливается сам собой; 
одинм словом, этот прибор создает неупичто- 
жаемый заряд...» Так писал Алессандро 
Вольта презныенту Королевского общества 
(Академня наук Великобритании} 0б изо- 
бретениом нм приборе. который он сам на- 


из этих результа- 


звал «электродвижущим аппаратом». Позже 
французы стали называть его «гальваниче- 
скнм столбом» илн «вольтовым столбом». 


В Милане (Италия) нп Музее нстории наукн 
н техники хранятся вольтовы столбы. сде- 
ланные самнм Алессандро Вольга. (Вы ви- 
дите их на фото.} 


В нсторни изобретения этого прибора боль- 
шую роль сыграл Луиджн Гальвани и его 
знаменитые «гальвапические опыты». Об 
этой историн вы можете прочитать в статье 
«Спор о лягушке» и этом номере жуэнала. 


Кто меньше? 


В этой игре двое играющих: «загадчик» и 
«отгадчик» — обыениваются вопросами н 
ответами. Правда, делают они это безмолв- 
но. Мгра начинается так. Загадчик (на кар- 
тинке его нет — оп отошел) выбирает нз 
фишек шести цветов четыре фишки и вы- 
ставляст их в нишу так, чтобы отгадчнк их 
не видел. Затем отГадчик начинает задавать 
вопросы, выставляя иаборы из четырех фи- 
шек напротив спрятанных фишек загадчнка. 
Ответы загадчнк дает следующим образом: 
если точно напротив его фишки оказалась 
фишка того же цвета. он ставит на боковом 
поле черную «булавку»; еслн же напротив 
сего фишкн оказалась фишка дпругого цвета. 
но средн остальных трех фишек, поставлен- 
ных отгадчиком. есть фишка того же цве- 
та — белую «булавку». (Рекомендуем загад- 
чику сначала сообразить в уме. сколько бе- 


лых и черных «булавок» оп должен поста- 
вить, а затем сразу выставить их рядом с 
«вопросом» отгадчика п любом порядке.) 
Цель отгадчнка — угадать загаданный на- 
бор с помощью возможио меньшего чнсла 
вопросов. 

Поскольку  отгадывать интереснее. чем 
отвечать, игроки из второй половине доски 
меняются ролями: на ней отгадчик загады- 
вает, загадчик — отгадывает. При «двух- 
сторонней» игре вынгравшим считается 
тот. кто отгадал фишки партнера за мень- 
шее число вопросов. 

Доску легко изготовить из картона или 
пенопласта. а цветные фишки — из синчек 
{раскрасив их и шесть различных цветов). 
Играть можно н без доскн —< наборамн из 
четырех цифр. выбираемых нз множества 
{1. 2. 3. 4, 5.6} (су. с. 35). 

Постарайтесь выяснить. какого нанмень- 
шего числа ходов и этой игре заведомо 
достаточно. чтобы угадать любой набор. Мы 
этого не знаем. 


Цена 30 коп. 
Мндекс 70465 


У этого замысловатого лепестка довольно простое ма- 
тематическое  опнсание: ои задается уравнением 
2(х2-+ у?) =2ху (па рисунке, разумеется. — вривелена 
только часть соответствующей поверхности). Почему 


этот лепесток попал ва обложку журнала, вы узнаете. 
прочитав статью Л. Кузнецовой н 3. Скопена «Седло- 


образная поверхность». (см, с. 20). 
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А. Лопшиц 


Площади 
ориентированных 


фигур 


Читатель нашего журнала часто встре- 
чал в нем разнообразные задачн, в 
которых шла речь о площадях. Их 
решения также получались разнеоб- 
разным способами. В. «Кванте» № 3 
за 1977г. мы рассказали об идее 
Мёбнуса — измерять площади ори- 
ентированных многоугольников ие 
только положительными, как ‘это де- 
лается в школе, но и отрицательны- 
ми числами. Мы обещали вернуться 
к рассмотрению этнх вопросов н 
познакомить читателей с решением 
задач, поставленных Мёбиусом, и 
задач, которые их естественно продол- 
жают. В настоящей статье мы пред- 
лагаем сначала ознакомиться с ос- 
новами общей теории измерения пло- 
щадей ориентированных многоуголь- 
ников—этому посвящена первая часть 
статьн; усвоение изложенного в 
ней матернала сделает читателя под- 
готовленным К самостоятельному ре- 
шению не только, тех задач о пло- 
щадях, которые были поставлены в 
нашем журнале, но и многих дру- 
гих. 


}. Основные свойства площадей ори- 
ентированных фигур 


1. Необходимость измерять площа- 
ди плоских фигур была, как пола- 
гают историки, одной из основных 
причин возникновения и развития 
геометрии: древние египтяне долж- 
ны были восстанавливать — после 
очередного наводнения Нила — гра- 


ницы своих земельных участков, за- 
топленных весенними водами, н вновь 
измерять их площади. 


Уже в седьмом классе школьник 
узнает простейшие правила для на- 
хождения площадей параллелограм- 
мов, треугольников, трапеций. Ма- 
тематический вывод этих правил ис- 
пользует несколько основных по- 
ложений. Вот одно из них, быть мо- 
жет, самое важное: если многоуголь- 
ник составляется из неперекрываю- 
щихся многоугольников, то его пло- 
щадь равна сумме площадей этих 
многоугольников. 


Мы будем в дальнейшем пользо- 
ваться более «скромным» свойством 
площадей: 


Первое свойство. Пло- 
щадь любого многоугольника 
А .А,. . А» (п>3) равна сумме пло- 


щадей треугольника А,А.А, и мно- 
гоугольника А,А.А,.. 
пл. А.А. И = 

= ПЛ. А, А.А. + пл. 4.А.А,...А)- 
Одного взгляда на рисунок 1, а как 
будто достаточно, чтобы принять это 
свойство, т.е. согласиться с тем, что 
высказываемое им математическое 
предложение — действительно имеет 
место. Однако для многоугольника, 
показанного на рисунке 1,6, это 
свойство не выполняется; в этом слу- 
чае 
пл. В.,В,...В, = 
= ил. В.ВзВ...-. В, — пл. В.В.В.. 
Придется поэтому, изменить фор- 
мулировку: площадь многоуголь- 
ника А,А,...А, равна либо сум- 
ме, либо разности площадей много- 
угольника А,4А.А,.. А) и треуголь- 
ника А,А.А.. 

Это утверждение осуществляется 
н для выпуклых и для невыпуклых 
многоугольников, но имеет — увы! — 
существенный недостаток: пользуясь 
им, нужно каждый раз смотреть на 
чертеж и выбирать знак «плюс» нли 
«минус». 


п: 


2. Выход из этого положения ука- 
зал (еще в 1827 году) знаменитый 
немецкий геометр Мёбиус. Он пред- 
ложил приписывать площади тре- 
угольника В,В.В, положительное 
значение только в том случае, когда 


Рис. 5. 


вершины В,, В. Вз расположены 
по часовой стрелке (рис. 2, а), а в 
противном случае (рис. 2, 6), 
«площадью»  треугольинка В,В.Вз 
считать отрицательное число, мо- 
дуль которого равен обычной ило- 
щади этого треугольника. 
Полезность этой новой точки зре- 
ния хорошо видна на следующем 
примере. Если точка Р расположена 
внутри треугольника АВС, то (рис. 3). 
пл. АВС = пл. РАВ + пя. РВС - 


- пл. РСА.  (*} 


Однако если точка Р расположена 
вие треугольника АВС, то это ра- 
венство должно быть заменено дру- 
гим, например, в случае, приведенном 


Рис. 6. 


на рисунке 4, а равенством 


пл. АВС = ил. РАВ -|- 
+ пл. РВС — пл. РСА. 


Читатель легко убедится, что в 
зависнмости от расположения точки 
Р справедливы еще пять «иохожнх 
равенств» (рис. 4,6, в; 5, а, 6, 6). 
Однако если воспользоваться пра- 
внлом Мёбиуса, то, как легко про- 
верить, «все эти» семь равенств мо- 
гут быть записаны в виде (ж) (рис. 6). 

Итак, правило Меёбнуса дает воз- 
можность утверждать, что справед- 
лива 


Теорема 1. Как бы ни была 
расположена в плоскости треуголь- 
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ника АВС точка Р, 


пл. АВС = пл. РАВ - пл. РВС + 
-- пл. РСА. 


Вместо семи теорем — одна! Можно 
ли после этого сомневаться в целе- 
сообразностн правила Мёбиуса? 

3. Дадим теперь строгое определе- 
ние площади, использующее правило 
Мёбиуса. 

Прежде всего уточним, о площа- 
ди каких фигур мы будем говорить. 
Назовем многовершиннн- 
ком произвольную замкнутую ло- 
маную, для которой указан поря- 
док следования вершин *). 
Запись А.А....А»„ будет означать, 
что вершина А» следует за вершиной 
А,, А. — за А, -. Ан За Ау 
и, наконец, что очень важно! — А, 
следует за А„. Такой порядок назы- 
вают круговым (илн циклическим). 


Из этого определения следует, 
что упорядоченный л- 
вершинник А,А....А, мож- 
но обозначать п так: А.А....А,А,. 


Таким образом, записи АВС, ВСА, 


САВ означают один и тот же упо- 
рядоченный трехвершинник, а за- 
писи ВАС, АСВ, СВА — другой 
упорядоченный трехвершинник. Бу- 
дем говорить, что трехвершинник 
АВС и ВАС противополож - 
но ориентированы. 
Именно для ориентированных (упо- 
рядоченных) многовершинников мы и 
хотим определить понятие площади. 
Сделаем это Так. Укажем неко- 
торые основные ее свойства. Эти 
свойства доказываться не будут, но 
все остальные утверждения про пло- 
щадь ориентированных многовершин- 
ников будут выводиться из этих 
свойств. (Такой способ определения 
понятий в математике называют ак- 
сиоматическим.) Итак, мы считаем, 
что каждому многовершиннику 
А.А....А„ поставлено в соответ- 
ствие некоторое число — 


пл. А.А....А,; оно может быть 


не только положительным, но и от- 


*) Мы будем рассматривать п тзкие миого- 
вершииники, стороны которых могут пере- 
секаться не только в вершинах (рис. 7). 
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Рис. 7. 


рицательным, и даже равным нулю; 
прн этом выполняются следующие 
свойства: 
(1) пл. АВС = —пл. ВАС; 
(1) пл. А.А.А....А,= 
—=пл. А.АьАз + пл. А.А... А,. 
Если учесть, что многовершинник 
А:А,...А„ совпадает с многовер- 
шинником А,А....А.Аз то это 
свойство можно записать и так: 
(11°) пл. Я.А,...А,А, = 
= пл. ДА.А.А.- пл. А.А....А,А.. 
А теперь вернемся к теореме 1. 
Исходя из соотношений (Г) и (Ш, 
ее уже можно строго доказать! В са- 
мом деле, как бы ни были располо- 
жены в плоскости четыре точки 
РАВС, имеют место — согласно (ЦП) 


и (11) — равенства: пл. РАВС = 
= пл. РАВ -| пл. РВС; пл. РАВС = 
= пл. АВСР=пл. АВС-+- пл. АСР и, 
следовательно, пл. РАВ + пл. РВС= 
= пл. АВС + пл. АСР, т. е. 
пл. АВС = пл. РАВ + пл. РВС — 
— пл. АСР. Учитывая же, что в силу 
(1), пл. АСР =—ил. РСА, получим 
пл. АВС = пл. РАВ + пл. РВС + 

+ пл. РСА. 

Постарайтесь теперь самостоятель- 
но доказать обобщение тео- 
ремы 1: 

Теорема 2. Как бы ни была 
расположена точка Р в плоскости 
упорядоченного ` многовершинника 
А.А....А»„, имеет место равенство 
ил. А.А. АА А» — о 
= пл. РА.А,-+ пл. РА.А.+...-+ 

+ пл. РА,Ат. 
Выведите такое следствие из этой 


Рис. 8. 


теоремы: 
пл. АА.... А, = 
— ПЛ. А.А. ... А; - 


-- пл. АА .,...А,А.. 

4. Еще одно свойство площадей 
нужно использовать для окончатель- 
ного построения правил измерения 
площадей ориентированных многовер- 
шанников: 

(ПТ) Если точка $ является се- 
рединой отрезка АВ, то какова бы 
ни была точка Р, площади ориенти- 
рованных трехвершинников РАЗ и 
РУВ равны (рис. 8). 

И это утверждение мы не будем 
доказывать, а примем как основу 
дальнейших рассуждений. Строгим ло- 
гическим следствием из него является 
следующая, основная в теории изме- 
рения площадей, 


Теорема 3. Если многовер- 
шинник В,В.... 


В» получен из мно- 
говершинника А,А.... А) в резуль- 


тате параллельного переноса й, т. е. 
— —+ —+ 
если А,В, — А.В. = = А,В„= 


= а (рис. 9), то ориентированные 
площади этих многовершинников рав- 
ны: 

пл. А.А. - а Я = ПЛ. В.В. нь Ва 
Читатель без особого труда убедится 
в справедливости этой теоремы, если 
последовательно решит следующие за- 
дачи. 


Задача 1. Точки В, и В. симметричиы 
точкам А, н А, {соответственно) относительно 
произвольной точки Р. Что можио сказать 


© площадях трехвершинников РА,А. и 
РВВ? 
Задача 2. Точки Ва. В,, .... Вл симмет- 


ричиы точкам А;, А. .- 
относительно точки 


., Ал (соответственно) 
Р. Что можно сказать 


Рис. 9. 


© площадях многовершинников А.А. ...Ап 
и В.В,...Вп? 

Задача 3. Трехеершинник В,В.В» полу- 
чеи из трехвершииника А,А,А; в результате 
параллельного переноса. Докажите, что 

пл. А, А.Аз-=пл. В.В.Вз. 


Дальнейшие наши рассуждения 
убедят читателя в том, что из этих 
правил логически строго следует спо- 
соб вычисления площади любого мно- 
говершинника, если какому-либо про- 
извольно выбранному трехвершинни- 
ку А.А,А. приписать некоторое про- 
извольно выбранное число. Этот трех- 
вершинник принято называть «мас - 
штабны м». 


П. Свойства площадей ориентирован- 
ных параллелограммов. Кососиммет- 
рическое произведение векторов 


5. Основное свойство читатель вос- 
примет как почти очевидное; вот 
оно: 

Сумма площадей параллелограммов 
АВСС’ и С’СЬО" равна площади па- 
раллелограмма АВШОО’ (рис. 10, а). 
Действительно, треугольник ВСР 
получается из треугольника АС’О” 
в результате параллельного переноса 


АВ и имеет поэтому (теорема 3) ту 
же площадь, что и он. Если же отре- 
зать от многоугольника АВСОО’С” 
треугольник ВСР и заменить его 
треугольником АС’О’, то и получится 
параллелограмм АВОШ’, площадь ко- 
торого равна сумме площадей па- 
раллелограммов АВСС’ н С’СОГ’. 

Успех этого наглядного доказа- 
тельства зависел от удачного черте- 
жа. На самом же деле формула 
пл. АВСС’ + пл. ССОО’ =пл. АВОО’ 


Рис. 10. 


верна не всегда. Например, если па- 
раллелограммы расположены так, как 
на рисунке 10, 6, то верна такая фор- 
мула: 


пл. АВСС’— пл. С’СОО' = 


= пл. АВОО’. 


Суть дела в том, что нужно, как 
и в теореме 1, брать площади ори- 
ентированных фигур. Справедливой 
будет только следующая 

Теорема 4. Сумма площадей 
ориентированных параллелограммов 


'АВСС’ н С’СОБ” равна площади 
ориентированного параллелограмма 
АВОП’. 
(А) пл. АВСС’-+ пл. ССЬВ’= 

= пл. АВОО”. 


Доказательство *). 
пл. АВСС’-+ пл. С’СОО"= 
= пл. АВСОО’С’ **) = 


= пл. ВСОБ’С’А= пл. ВСБ + 
+ пл. ВОО’С’А = пл. ВСБ + 
+ пл. О’С’АВЬ= пл. ВСО + 
-- (пл. ОСА + пл. О’ 'АВР)= 
= пл. ВСБ + (—пл. АСТ’+ 
+ пл. АВРБ’) = (пл. ВСБ — 


— пл. АС.О’) + пл. АВЬО’ = 
= пл. АВОО". 
6. Обозначим площадь орнентн- 


рованного параллелограмма РОК$, 
построенного на ориентированных 
— = 


отрезках АВи СР (т.е. параллело- 
грамма, в котором Р — произвольно 


*) Оно логически строго следует низ при- 
нязых нами основных свойств площадей н 
уже доказаиных теорем; оно не использует 
оертежа и чнаглядных представлений». 

**) См. следствие из теоремы 2. 


Рис 11. 


> — 
выбраниая точка РО=АВ и ОЮ= 


=—+ — —- 
=Ср рис. 11) *) через 5 (АВ, СБ). 
С помощью этого обозначения дока- 
занная нами теорема запишется так: 


(А:)5 (АВ, МА) + $ (АВ, РО = 


— -— 
= $ (АВ, ММ + РО). 
В самом деле, построив отрезки 


— —+ 
ВС и СО такие, что 


— —+ — —+ 
ВС = ММ; СО = РО, 
мы запишем (А‚) в виде 


—= — — = 
$ (АВ, ВС) + $ (АВ, СБ) = 


— — — — -—+ 
= $ (АВ, ВС + СО} = $ (АВ, ВО), 
а это и есть равеиство (А). 

Читателя не затруднит самостоя- 
тельно доказать справедливость ра- 
венств: 


(45 (АВ, СБ) = —$ (СБ, АВ); 


Е — => —_ — 
(А>) $ (АВ, СР) = —$ (АВ, СБ). 
(рисунки 12а, б подскажут ход рас- 
суждений!). 

Из соотношений (А/) н (А.) лег- 
ко следует, что 


(А!) 5 (ММ + Рб, АВ) = 


— —+ — — 
= 5 (ММ, АВ) + $ (РО, АВ). 
2} Труднее доказать справедли- 
вость соотношения 


— —- — —- 
(Аз) $ (АВ, АММ№) = $ (АВ, М№)-^. 


*) Таких параллелограммов бесконечно 
много; их ориентироваиные площади равиы 
между собой, так как  параллелограмм 

— 


Р'О’Ю’5°. 

— 

Со, получается из параллелограмма 

РОЮ$ в результате параллельного пере- 
— 

РР". 


построенный иа отрезках АВи 


носа 


Рис. 12, а. 


Задача 4. Докажите (Аз). если 

а) А — целое положительное число, 

6) ^ — рациональное положительное число, 
в) 2. — отрицательное рациональное число. 


Справедливо также и соотношение 


. — — — — 
(23) $ (АВ, ММ) = 5 (АВ, ММ)-^. 
(Следует только использовать (Аз) п 
А.) *).) 

В заключение этого списка фор- 
мул, покажем, что из них следует очень 
важная для всей теории площадей 
теорема: 

Если отрезки АВ и СО коллинвар- 
ны (т. е. либо лежат на параллель- 
ных прямых, либо на одной и той же 
прямой), то 


— — 
> (ЛВ, СО) = 0 **). 
В самом деле, в силу (А,) имеем 


— — — —= 
5 (ИВ, АВ) = —5$ (АВ, АВ), 
и поэтому 


— — 
$ (АВ, АВ) = 0. 


— 

Если отрезок СО коллинеарен отрез- 
-—— — - = 

ку АВ, то СР=^ АВ; поэтому 


*) Справедливость формул (Аз) и (Аз 
ири иррациональных А иельзя установить. 
исходя из формулы (А). Для тога чтабы рас- 
просгранить эти формулы и па иррациональ- 
ные ^. нужно наложить некоюрые ограниче- 

— 


— 
ния на выражение $ (АВ. АММ) как функ- 
цию ^. Достаточио. например. считать. что 
эта функция монотонна. 

**) Да это очевидно! — скажет читатель. 


Ведь параллелограмм РОЮ$, постросиный на 
коллииеарных озрезках. вырождается — 
все его вершииы лежат па одной прямой и 
поэтому его площадь равна нулю. Одинко ис- 
пользованное в этом «рассуждении» слово 
поэтому» логически совсем не обосковано >— 
только в тех случаях мы можем говорить 
«поэтому», когда опираемся либо на осповные 
положения 1. 11, 111. либо на уже доказанные 
© их помощью теоремы. 


Рис. 12. 6. 


— — .— — 
$ (АВ, СО) = $ (АВ, АВ) = 


— — 

= $5 {АВ, .4В) - = 0. 
Доказанную нами теорему можно, 
очевидно, записать н так: 

— — 
(А,) $ (АВ, ХАВ) — 0. 

Задача 5. Докажите справеливасть ра- 

т 


(ВОЗ. СЬ ЕР ‚з(аВ. _св.2 

++. ЕВ. н, (В ФВ ‚ВР. АС. 
— 
-| НЕЙ = Е ЗАВ. _ ве — зав, ЕР и Е 
9126. , Св - =. $20. Е ЕРвь. 
> 
(Вз) 5 ОЕ\ -| ОЕ у ‚ОЕ, - | уОЁь = 
ира 

--@ауа — Хоу 1) - 5(ОЕ „ОЕ. 

Замечание. Формулы А оз 


и вытекающие из ннх формулы Ва, ь,з 
дают основание назвать выражение 


— — 
5$ (АВ, РО} произведением векторов 
—> — 
АВин о Учитывая же, что 
— = 
о (АВ, Р9)=Ь—5$ (РО, АВ), 


его называют  ^ососимметрическим 
произведением. В целях краткости 


его обозначают: АВ АРС: 

=> -> -> => 

$ (@, 5) = а ЛЬ. 
Вот как запишутся теперь формулы 
(А; ‚)—(А 4) и и (В, —(В»: «А-а = 
=алё+а/с, аЛЬ Ла, а/\ 
ло =@ЛЫ:, аЛ0а--0. @/ 
лб2тый —^ @лд--в ела, „‘ва+ 
ар 88). ый вена > — а). @/лд к. 
-- ак @/л4) + ВА лЛд, + Вы ( (Л 
Л, (а + к Л ва + 9: = 
= (ха-ха )(@ ЛО. 
7 


111. Вычисление орнентированной пло- 
щади произвольного упорядоченного 
плоского многовершинника 


7. Пусть О — произвольно выбранная 


—>- 
точка плоскости, а векторы ОЕ, и 


—- } 
ОЕ., в ней расположенные, некол- 
линеарны. . 

Еслн х, и х. — два произвольных 


— —+ 
числа, то вектор х.ОЕ,-+х.ОЁЕ. на- 


зывают линейной комби- 
= — — 
нацией векторов ОЕ, и ОЕ.. 
Пусть 


— —: - = 
(1) хОЁЕ, + х.ОЁБ» — ОР. 

Таким образом, задание упоря- 
доченной пары чисел (х,; х.) од- 
новременно определяет и (соответст- 
вующую этой паре) точку Р. При- 
нято говорить, что х, есть пер- 
вая координата точки Р, 
х. еть вторая координата 
точки Р относительно координатной 
системы <0; Е. Е›», заданной на- 
чалом О и «масштабными векторами» 


— - 9 
ОЕ, и ОЕ 
В дальнейшем изложении будем 


-= 
считать, что точка О и векторы ОЕ, 


— 

и ОЕ. фиксированы и будем поль- 
зоваться вместо записи (1) краткой 
запнсью: Р=(х., хо). 

Задача 6. Где расположены точки плос- 
кости (0. &,. Ё.): 

а) первая координата которых (в систе- 
ме <0О; Е,, Ез>) — некоторое положительное 
(отрицательное) число. а вторая координата 
равна нулю, 

6) обе координаты которых положитель- 
ные (отрицательные) числа, 

в) у которых первая координата поло- 
жительная (отрицательная). а вторая отри- 
цательная (положительная)? 


Прнидавая в формуле (1) числам х, 


н х. все возможные значения, мы по- 
—> 
лучим и все возможные векторы ОР 


плоскости, содержащей точки О, 
Е. Е»; иными словами, каждая точ- 
ка Р этой плоскости имеет свою па- 
ру координат: х,; х. (рис. 13). Легко 


убедиться, что они могут быть вы-’ 


числены по следующим формулам: 
л. ОРЕ. пл. ОРЕ 

9) х МИН. И ео = ЕЙ, 

т ОР.Е. * пл: ОЕзЕ, 


В самом деле, умножив (косо!) ра- 


Рис. 13. 


венство (1) почленно на ОЁ ‚получим 
— 


— = —- 
ОРЛОЕ. = ОЕ, ЛОБ, - х,, 
но легко убедиться, что для произ- 
вольного треугольника ОАВ 
— = 
пл.ОАВ=!› ОАЛ ОВ (это следует 
из результата задачи 2), 


и, следовательно, пл. ОРЕз = 
=ил. ОЁБ.Ео хи: 


— — 
Умножив (1) на ОЕ |, получим ОРЛ 


— —- (—= 
ЛОЕ, =ОЕ, ЛОЕ\-хо и, следователь- 
но, пл. ОРЕ, =пл. ОЕ.Еу-хо. 

8. Подставив эти выражения для 
ху нх» в РИ (1), получаем 


ОР пл. ОЕ,Е.+ ОЕ, ра ПОВ 


. ОЕ» пл. ОРЕ, = 0. 
Умножив это равенство почленно на 
О@, получим 


ОР ^ 04 + пл. ЕЕ» + 
4 ОЕ, А 04 п о 


+ 0, 7А 00 пл. ОРЕ\ = 
и, следовательно, 
пл. ОРО : пл. ОЕ.Е. + 
+ пл. ОБ „0 : пл. ОЕ ›Р + 
+ пл. ОЕ›О - пл. ОРЕ‚ = 0. 

Это равенство, связывающее пять 
произвольно расположенных на пло- 
скости точек О, Р, ©, Ев, Е», назы- 
вают тождеством Мёбиуса. Оно бу- 
дет использовано в заключительном 
разделе нашей статьи. 

9. Вот теперь мы можем осущест- 
вить полное решение задачи, которая 
сформулирована в заглавии этого раз- 
дела. 

Теорема 5. Площадь орнен- 
тированного параллелограмма ОАА’ В, 


его 


> — 
построенного на векторах ОДиШОВ, 
может быть вычислена по формуле 


пл. ОАА’В = 


в которой (а, 


818 ОЕ, ЛОЕл *) 
аз) и (В, Вз) — коор- 


динаты векторов ОД и ОВ в коор- 
динатной системе ‹0; Е„, Е». 


Доказательство. пя. ОАД’В= 
— — — —+ 
ЛВ :0Ё, № В.ОЕ‹) = аа с 


х (ОБ, ЛОЕ. 2). 
Следствие. 
пл. бАВ = -- ба ба (ОЕ, лоЁ,) 
В. [2 


Теорема б6. 
пл. АВС. . БЕЗ х (| 9 


в. В,| ^ 
ык В ы Ель, 
У: т 1 


где (@:; а), (В.; В), (ул; №3), 


8, 82 


| 


1; 02), (81; =) — координаты 
точек А, В, ‚ О, Е (соответ- 
ственно) в координатной системе 
<0; Е, Ез>. Площадь координатно- 
то нараллелограмма, т.е.  парал- 
лелограмма, построенного на 


— — 
векторах ОЕ, и ОЁ., должна быть, 
конечно, задана. 

Доказательство. ___ 
лл. АВС...ШЕ = пл. ОАВ + 

+ пл. ОВС +... - 

+ пл. ОБЕ + пл. ОБА. 

Остается использовать следствие тео- 
ремы 5. 


*)12 5 


с < — запись выражения @4 — 6. 


ГУ. Задача Мёбнуса и ее продолжение 


10. В статье, имеющей это название 
{в третьем номере нашего журнала 
за прошлый год), мы предложили до- 
казать, что как бы ни были распо- 
ложены в плоскости пять точек А, 
В, С, Ри Е, площадь х пятивершин- 
ника АВСЬЕ есть корень квадратного 
уравнения 


(3) х— ханье+ате + 
+ ав бе са @ + а) =0, 


в котором а, В, с, 4, е — площади 
ориентированных трехвершинников 

АВС, ВСР, СРЕ, РЕАЛ, ЕАВ. 

Особый интерес, который вызы- 
вает эта задача, связан с тем, что 
пятивершинник АВСРЕ может быть 
и невыпуклым и даже таким, у ко- 
торого стороны пересекаются (рис. 14); 
неудивительно поэтому, что числа а, 
6, с, 4 ие могут быть и отрицатель- 
ными. 


Изящиое доказательство, которое 
дал Мёбиус, использует изобретенный 
им специальный математический ап- 
парат — барицентрическое исчисле- 
ние (барицентр — центр тяжести), 
которое Мёбиус открыл в результате 
изучения вопросов механики твердого 
тела. Современная векторная ал- 
гебра возникла и под влиянием этих 
идей Мебиуса. Мы познакомим чн- 
тателя с векторным доказательством 
задачи Мёбиуса — оно использует 
изложенную выше теорию орнен- 
тироваиных площадей, точнее гово- 
ря, доказанное в п. 8 «тождество 
Мёбиуса» — которое мы запищем так: 


пл. АВС - пл. АБЕ + 
(4) + пл. АБВВ.пл. АСЕ + 
-- пл. АВЕ. пл. АСО == 0. 


В силу свойств ориентированных 
площадей пл. АВСРЕ =х==пл. АВС+ 
-+ пл. АСБ-+пл. АБЕ=а- пл. АСБ-+ 
8; 
х = пл. СРЕ + пл. СЕА + 
+ пл. САВ = с + пл. СЕА + а, 


х = пл. ОЕА + пл. РАВ + 
-- пл. ДВС = а- пл. РАВ Ь, 
н, следовательно, 


пл. АСР = х- а— 4; 

ил. РАВ = х—ь- а; 

пл. СЕА = х—с—а. 
Подставляя эти выражения в (4), 
получим 
аа (х—-6—ди-с-ат 

чех —а— а =0, 

т. е. уравнение (3). 

11. Мебнус предлагает также до- 
казать, что если площадн (орненти- 
рованные!) __ четырехвершинников 
АВСО, ВСШЕ, СОЕА, БЕАВ, 
ЕАВС равны соответственно, @, В, 
“\, 6, в, то площадь х пятивершинии- 
ка АВСОЕ есть корень квадратного 
уравнения 


(5) хфх@твВ учеба - 
= (@8 + № 6+ 6; + =) =0 
(«такого же», говорит Мёбиус, как 

и уравнение 3). 

Это доказательство читатель про- 
ведет самостоятельно. Более затруд- 
нительным будет решение «продол- 
жения» задачи Мёбиуса: 

доказать, что если площади орн- 
ентированных треугольников 

АСР, ВРЕ, СЕА, РАВ, ЕВС 
равны (соответственно) р, 4 г, $, Ё 
то площаль х пятивершинникаА ВСОЕ 
есть корень квадратного уравнения 


(6) х’ = фраг Е $ 0*— 
— 4 (р + 29 - 9$ + $). 
12. Обратим, наконец, внимание 
на то, что и задача Мебиуса и ее 
«продолжение» представляют собой 
частные случан такой задачн. 
На сторонах АВ, ВС, ... 
ориентированного — пятивершинника 
АВСРЁ взяты точки А’, В’, С’, 


р’, Е’ так, что АА’=ААВ; ВВ’= 


площадь х пятивершинника АВСБЕ, 
если заданы плозцади треугольников 
АВС’, ВСО’,..., равные соот- 
ветственно а’, 5’, с’, 4’, г’. (В случае, 
когда ^-=0 — задача Мёбиуса; если 
же ^=1| — ее «продолжение»). 

Совсем неожиданный ответ по- 
лучается для случая, когда А=Му; 
ВОТ ОН: 


Ве: - (асе). 


Еще более неожиданным пока- 
жется, что для произвольно заданного 
А (не равного, однако, /з} задача име- 
ет удивительно... безобразный ответ: 
(7) № А— А) — ха РС + 
+42) 1— № +@ тие +е + 

5 [1— 2А -+. 2А2 
7 т 
ке} | иг 
(1 — А) (1 — 3%): : 
_ @-—^- нех |“ 
+ а — Ле’ вс’ -- Ч Че’ + 
- е’а’) —А2(а’с’ -- се’ е’б’-- Б'’ 
о та {2—2 (1 — ЗА)? = 
— 4’а’)] ОЕ: == 0. 

Утешением, быть может, послу- 
жит то, что при ^—=0 и при ^=1| эта 
формула все же приводит к уравне- 
ниям (3) и (6). Добавочным стимулом 
для вывода формулы (7) будет (для 
настойчивого читателя!) то, что она 
дает решение такой задачи: при ка- 


ком значении числа А (кроме 


1 
^А=-—- площадь  пятивершинника 


А’В’С’'О’'Е’ — однозначио определя- 
ется заданием площадей а’, $’, с’, 
4, е? 

И, наконец, нельзя ли эту послед- 


=АВС; Требуется составить нюю задачу решить без предваритель- 
уравнение, которому удовлетворяет ного вывода «безобразной» формулы? 
Ребусы 

Попробуйте расшифровать |. икс 2. икс 3.  зет 4. сто 
следующие примеры на ум- икс зет зет сто 
ножение, в Каждом из кото- хххх ИКС хх 

рых одинаковые буквы обоз- ма и Е Е ахих 
начают одинаковые цифры, Ре ны —. В 

а разные буквы — разные = Е Ва 

цифры, и ни одно число не тысяча ххххх нгрек много 


начинается иулем. 


Э. Рекстин 


М. Брониитейн 


Необратимость 
тепловых явлений 
и статистика 


Эта статья — глава из кинги «Строение ве- 
щества», написаиной известным советским 
фнзнком, замечательным  популяризатором 
науки М. С. Бронштейном. Киига эта была 
издана в 1936 году. Текст печатается с не- 
большими изменениями. 


Тепловыми явленнями мы называем 
все те явления, происходящие с мак- 
роскопическими телами, в которых 
мы уже не можем ограничиться рас- 
смотрением движения макроскопиче- 
ского тела как целого, а должны рас- 
смотреть и перемещения мельчайших 
частей этого тела друг относительно 
друга, т. е. в конечном счете учесть 
атомистическое строение тела; так, 
например, расширение газа, дефор- 
мацию металлического стержня ит. п. 
мы называем в этом смысле слова теп- 
ловыми явлениями наряду с нагре- 
ванием газа, заключенного в сосуд 
неизменного объема. Закон 
ранения энергин, представляющий 
один из основных принципов меха- 
ники, справедлив и в области тепло- 
вых ‘явлений, это представляет весь- 
ма серьезное доказательство того 
взгляда, что макроскопическое тело 
можно трактовать как механическую 
систему, состоящую из атомов, т. е. 
иными словами, что «тепло есть дви- 
женне». Именно поэтому закон сохра- 
нения энергии получил название пер- 
вого принципа механической теорин 
тепла (вместо выражения чмехани- 
ческая теория тепла» еще чаще унот- 
ребляют более короткое название «тер- 
модинамика»). 


Сох-- 


Когда мы пробуем применять прин- 
ципы механики к макроскопическо- 
му телу, состоящему из огромного 
количества атомов, мы с самого нача- 
ла наталкиваемся на две существен- 
ные трудности. Первая из этих труд- 
ностей имеет чисто практический ха- 
рактер. Она заключается в том, что 
для решения задачи-о поведении ме- 
ханической системы, состоящей, на- 
пример, из 102° частиц, необходимо 
написать, а затем и решить такое же 
огромное количество уравиений: еслн 
бы мы наловчились писать по одному 
уравнению в секунду, то для напи- 
сания такой системы уравнений нам 
потребовалось бы миллиарды мил- 
лиарлов лет. 

Рассматривая тепловые явления 
внимательно, мы видим, что описан- 
ная выше точка зрения на теорию 
тепла как на механику систем, со- 
стоящих из огромного числа частиц, 
наталкивается и на другую трудность, 
уже не практического, а более глубо- 
кого и принципнального. характера. 
Для того чтобы понять смысл этой 
трудности, рассмотрим следующий 
пример. Предположим, что нам дан 
закрытый сосуд, разделенный на две 
равные части заслонкой (рис. 1. 


Пусть в части / находится некоторое 
количество газа, а в части // — пу- 
стота. Выдернем в некоторый момент 
времени заслонку и посмотрим, что 
будет пронсходить внутри сосуда, 
начиная с этого момента времени. 
Опыт показывает, что газ, первона- 
чально помещенный в части /, рас- 
ширится в соседнюю пустоту и рас- 
пределится по всему сосуду с равно- 
мерной плотностью. Это явленне про- 
исходит как бы «само собой»: это 
значит, что с того момента времени, 
когда выдернута заслонка, газ _яв- 
ляется замкнутой системой, за кото- 
рой мы следим извне, никак не вме- 


шиваясь в происходящие в ней про- 
цессы. Сколько бы мы ни следили 
в дальнейшем за газом, он всегда 
будет оставаться распределенным с 
одинаковой плотностью по всему со- 
суду; сколько бы мы ни ждали, нам 
не удастся наблюдать того, чтобы 
газ, распределенный по всему сосу- 
ду Г--1/, «сам собой» т.е. без 
всякого вмешательства извне, ущел 
из части /1 и сконцентрировался весь 
в части [, что дало бы нам возмож- 
ность снова вдвинуть заслонку ни 
тем самым возвратиться к исходному 
состоянию. Отсюда видно, что про- 
цесс расширения газа в пустоту есть 
процесс необратимый: это значит, 
что хотя сам ои может протекать 
в замкнутой системе без всякого вме- 
шательства извне, но обратный ему 
процесс (переход всего газа в часть / 
так, чтобы в части 1{/ образовалась 
пустота) «сам собой» не происходит. 
Опыт показывает, что тепловые яв- 
ления почти всегда обладают этим 
свойством «необратимости»: так, на- 
пример, если рядом друг с другом 
находятся два тела, из которых 
одно теплее другого, то их темпера- 
тура постепенно — выравнивается, 
т.е. тепло «само собой» перетекает 
от более теплого тела к более холод- 
ному; однако обратный процесс без 
всякого вмешательства извне никогда 
не происходит. Кусок сахара, поме- 
щенный в горячий чай, растворяется 
в нем, но никогда не бывает, чтобы 
из горячего чая, в котором уже рас- 
творен кусок сахара, этот последний 
выделялся и вновь становился целым 
куском. Примеров такой же необра- 
тимости можно привести сколько 
угодно. Попробуем теперь разобрать- 
ся, можно ли объяснить эту необра- 
тимость, исходя из принципов меха- 
ники. Рассмотрим какое-нибудь дви- 
жение, происходящее в согласин с 
этими принципами в некоторой замк- 
нутой механической системе (т. е. в 
неизменных внешних условиях). 
Пусть явление заключается в том, 
что мы бросаем из некоторой точки А 
камень, который в конце концов 
падает в точку В. Предположим для 
простоты, что камень движется в 
безвоздушном пространстве (в про- 
тивном случае нам пришлось бы 
принять во внимание сопротивление 


воздуха полету камня, а это сопротив- 
леиие является тепловым явлением; 
так как мы хотим сравнить тепловые 
явления с такими явлениями, в ко- 
торых применимость принципов ме- 
ханикн является основным и не вы- 
зывающим никаких сомнений опыт- 
ным фактом, то мы и должны в нашем 
воображаемом механическом опыте 
заранее исключить все тепловые яв- 
ления}. Является ли полет камня 
из А в В обратимым? Несомненно, 
так как обратный процесс очень лег- 
ко осуществить. Для этого стоит 
только, став в точке В, швырнуть 
камень, сообщив ему такую же по 
абсолютному значению скорость, с ка- 
кой он упал в точку В, но направлен- 
ную в противоположную сторону. 
Из опыта и из принципов механики 
следует, что при этом камень опишет 
точь в точь ту же самую дугу, какую 
он описал раньше, но в противопо- 
ложном направлении, и упадет в 
точку А. Рассмотренный пример по- 
лета камня является лишь частным 
случаем общего принципа механики, 
который гласит, что если в замкнутой 
механической системе может проис- 
ходить какое-либо движение, то и 
«обратное» движение тоже может про- 
исходить. Для того чтобы осущест- 
вить обратное движение, достаточно 
только остановить в какой-либо мо- 
мент времени все части нашей систе- 
мы и затем сообщить им скорости, 
равные по абсолютным значениям, 
но прямо противоположные по на- 
правлениям тем скоростям, какие они 
имели непосредственно перед оста- 
новкой. Таким образом, все механи- 
ческие явления являются обратимы- 
ми. Почему же тепловые явления не- 
обратимы? 

На первый взгляд кажется, что не- 
обратимость тепловых процессов на- 
ходится в резком противоречии с тем 
утверждением механики, что все дви- 
жения обратимы; поэтому мы могли 
бы даже усомниться в справедливо- 
сти утверждения, что «тепло есть 
движение». Противоречие, о котором 
мы только что говорили, было разъ- 
яснено0о лишь во второй половине 
ХГХ столетия немецким теоретиком 
Людвигом Больцманом. Больцман до- 
казал, что это противоречие имеет 
лишь кажущийся характер. 


Для того чтобы понять ндею Больц- 
мана, рассмотрим следующий пример: 
предположим, что нам дана горизон- 
тальная отполированная платформа, 
обнесенная со всех сторон барьером, 
й что на этой платформе имеется 
гладко отполированный шарик, ко- 
торый скользит по платформе, отра- 
жаясь от барьера, когда он сталки- 
вается с ним. Путь шарика за боль- 
шой период времени представит весь- 
ма сложную и запутанную ломаную 
линию. Предположим, что вся поверх- 
ность платформы белого цвета, за ис- 
ключением лишь немногих нанесен- 
ных на нее черных пятен. Эти пятна 
могут быть какой угодно формы, 
круглой, извилистой, удлинен- 
ной и Т. д., с одним лишь тем усло- 
вием, что общая поверхность всех 
пятен вместе взятых составляет ни- 
чтожную долю поверхности всей плат- 
формы. При движении шарика по 
платформе он будет лишь изредка 
вступать на территорию пятен. Если 
мы будем следить за движением ша- 
рика в течение достаточно большого 
промежутка времени, то обнаружим, 
что он будет находиться ина террито- 
рии пятен в течение лишь ничтожной 
доли этого промежутка временн, рав- 
ной отношению суммарной площади 
черных пятен к площади всей плат- 
формы. Это объясияется тем, что дви- 
жение шарика настолько путано и 
извилисто, что через каждый квад- 
ратный миллиметр поверхности плат- 
формы он будет проходить ровно 
столько же раз, сколько через любой 
другой, если только мы будем сле- 
дить за движением шарика достаточ- 
но долго для того, чтобы такое урав- 
нивание произошло. Отношение про- 
должительности пребывания шарика 
на черном’ поле в течение данного 
достаточно большого промежутка вре- 
мени к самому этому промежутку 
времени носит название вероятности 
пребывания шарика на территории 
черных пятен. Эта вероятность очень 
мала, н с этим связано следующее 
утверждение: если положение и ско- 
рость шарика в данный момент мне 
не даны с настолько большой точ- 
ностью, чтобы я мог рассчитать его 
движение на следующие 10 секунд, 
то я всегда могу с достаточно большой 
вероятностью утверждать, что через 


10 секунд шарик будет на белой, 
а не на черной территории. Если 
кто-нибудь пожелает биться со мной 
об заклад, то я могу ручаться за это 
утверждение достаточно большой де- 
нежной суммой против небольшого 
заклада с другой стороны. Поэтому 
я имею право сделать следующие два 
утверждения: 

1) если известно, что в настоящий 
момент шарик находится на черном 
поле, то весьма вероятно, что через 
10 секунд он будет находиться на бе- 
лом; 

2) если известно, что в настоящий 
момент шарик находится на белом 
поле, то весьма невероятно, что через 
10 секунд он будет находиться на 
черном. 

Эти два утверждения можно за- 
менить следующей краткой форму- 
лировкой: переход шарика с черного 
поля на белое весьма вероятен, пе- 
реход же его с белого поля на черное 
весьма мало вероятен. Если же от- 
ношение площади черных пятен к 
площади всей платформы в самом деле 
чрезвычайно мало, например, равно 
одной миллиардной, то шарик будет 
находиться на черной территории в 
среднем одну секунду-в течение трид- 
цати лет (тридцать лет составляют 
около миллиарда секунд). Поэтому 
мы вообще в течение ряда лет, быть 
может, не дождемся того, что шарик 
окажется на черной территорин, если 
только с самого начала не поместим 
его намеренно на одно из пятен. 
(Мы в нашем примере повсюду со- 
знательно устраняем возможность 
точного расчета пути шарика из на- 
правления его движения; для этого 
достаточно предположить, что на- 
чальную скорость шарик получает, 
например, при случайном и не на- 
ходящемся под нашим контролем 
встряхиванни платформы. Поэтому 
мы, хотя и можем прямо посадить 
шарик в начале движения на черное 
пятно, Но не можем сделать так, 
чтобы они туда попал впоследствии.) 

Итак, благодаря ничтожной ве- 
роятности пребывания шарика на чер- 
ном поле, мы практически никогда 
не сможем наблюдать переход шари- 
ка с белого поля на черное, хотя нам 
очень легко осуществить переход его 
с чериого на белое: для этого доста- 


точно с самого начала посадить его 
на черное поле. Получается свое- 
образная необратимость: переход ша- 
рика с черного поля на белое практи- 
чески возможен, переход же его с бе- 
лого на черное практически невоз- 
можен. Однако ясно, что эта необра- 
тимость только кажущаяся, так как 
в теченне достаточно большого про- 
межутка времени (например, в тече- 
ние миллнона лет) шарик будет много 
раз переходить с белого поля на чер- 
ное н обратно, причем и тот, и дру- 
гой переходы, очевидно, будут со- 
вершаться в точности одинаковое чис- 
ло раз. Отсюда следует, что переход 
шарика с черного поля на белое в 
действительности является обрати- 
мым, но практически его необрати- 
мость возникает вследствие непол- 
ного нашего контроля над началь- 
ными условиями опыта: мы имеем 
возможиость посадить шарик с са- 
мого начала на позе заданного цвета 
в желательном нам месте, но не мо- 
жем контролировать направление его 
начальной скорости. Поэтому един- 
ственный способ убедиться в том, 
что процесс в действительности яв- 
ляется обратимым, заключается в до- 
статочно долгом ожидании: если бы 
мы в описанном примере, где площадь 
пятен в миллиард раз меньше пло- 
щади платформы, имели возможность 
следить за движением шарика де- 
сяткн лет, то мы, несомненно, в кон- 
це концов наблюдали бы шарик и 
в моменты его нахождения на черной 
территории. 

Мы видим, что практическая не- 
обратимость имеет место в том слу- 
чае, когда процесс, «обращение» ко- 
торого мы хотим увидеть, заключает- 
ся в переходе от некоторого весьма 
мало вероятного состояния механиче- 
ской системы к состоянию весьма ве- 
роятному (в нашем примере от на- 
хождения шарика на черном поле 
к его нахождению на белом поле). 
В этом случае процесс оказывается 
практически необратимым, т. е. нам 
нужно ждать очень много времени 
для того, чтобы увидеть, как система 
вновь. перейдет ‚из более вероятного 
в менее вероятное состояние. Разу- 
меется, такая необратимость являет- 
ся лишь кажущейся, так как если бы 
у нас было достаточно много временн, 


мы могли бы видеть. как система 
вновь и вновь входит в менее вероят- 
ные состояння и выходит из них. 
Гениальная идея Больцмана за- 
ключалась в том, что необратимость 
тепловых явлений имеет как раз 
такой характер, как необратимость 
перехода шарика с черного поля на 
белое в описанном выше примере. 
Однако тепловые явления отличают- 
ся еще и тем свойством, что вслед- 
ствие огромности числа атомов, из 
которых состоят обычные макроско- 
пические тела, мы еще менее можем 
надеяться наблюдать обращение та- 
ких процессов, как переход тепла 
от горячего тела к холодному, рас- 
ширение газа в пустоту н т. д., 
чем в случае шарика и платформы, 
рассмотренном только что. 
Обратимся вновь к изображенному 
на рисунке | сосуду. Очевидно, что 
в случае равенства объемов частей / 
н // каждая молекула газа будет 
в среднем пребывать одинаковое вре- 
мя и в той, и в другой части, т. е. 
вероятность пребывания данной мо- 
лекулы в части / или в части /1 со- 
ставляет ровно 1/2. Пусть в нашем 
сосуде находятся четыре молекулы. 
Как могут распределяться эти моле- 
кулы по объему сосуда? На рисун- 
ке 2 приведены все 16 возможных 
комбинаций. Все эти комбинации рав- 
новероятны: если мы следим за на- 
шим сосудом в течение промежутка 
времени Т, то из этого промежутка 
времени на каждую комбинацию прн- 


1 
ходится по —в Г, если только этот 


промежуток настолько велик, чтобы 
такое уравнивание успело произой- 
ти. Из всех наших комбинаций толь- 
ко одна соответствует случаю, когда 
все молекулы собрались в части / — 
комбинация 1[; четыре комбинацин 
соответствуют случаю, когда в части # 
собрались три молекулы, а в ча- 
сти {1 находится одна молекула (ком- 
бинации 2, 3, 5, 9); шесть соответ- 
ствуют хому случаю, когда имеются 
две молекулы в части / и две — в ча- 
сти {Г (комбинации 4, 6, 7, 10, 11, 
13); четыре — тому случаю, когда 
в части 7 одна молекула, а в части 11 
их три (комбинации 8, 12, 14, 15); 
н наконец, всего лишь в одной ком- 
бинации 16 все молекулы нахо- 


дятся в части #{/. Отсюда видно, 
что наиболее вероятным является рав- 
номерное распределение молекул 
(шесть комбинаций из 16). Вероят- 
ность такого распределения равна 


6.6, т.е. 371/.%, в то время как 


вероятность исходного состояния (ко- 
торое было в тот момент, когда за- 
слонка была уже поднята, но моле- 
кулы еше не успели выйти из части /) 


| 
равна всего лишь —т-. Т. е. бо. 


Если мы имеем в нашем сосуде 
всего М молекул, то общее число 
возможных комбинаций будет равно 
2^; число же тех из них, в которых 
часть {[ содержит х молекул, 
а часть // — остальные М —х, 
равно, как п 

Е * 
алгебра, ии—хг ). По- 
этому вероятность такого состояния 
газа, в котором часть / содержит х мо- 

т 
лекул, равна Ея. Ве- 
роятность же исходного состояния 


1 
равна всего лишь я. Нетрудно ви- 


числу 


деть, что чнсло тем 


больше, чем ближе х к ==. Поэтому 


после того как заслонка поднята, 
газ перейдет в нанболее вероятное 
состояние — в такое состояние, в ко- 
тором его молекулы распределены 
между обеими частями сосуда поров- 
ну. Однако, если мы будем ждать 
достаточно долго, в конце концов 
должна появиться и такая комбина- 
ция, которая соответствует скопле- 
нию всех № молекул в части /; после 
этого мы могли бы вновь опустить 
заслонку и объявить, что обращение 
«необратимого» процесса расширения 
газа в пустоту произошло. Весь во- 
прос только в том, как долго для 
этого нужно ждать. Если, например, 
М = 10*°, то для того чтобы за время 
наблюдения суммарное время пре- 
бывания всех № молекул сразу в 
части / составляло всего лишь 


*) Напомннм. что символ п! обозначает 
произведенне 1-2-3....-п (так назывземый 
«эн-факторнал»). 


10 


п 


12 


13 


14 


5 


ке) 


16 


-& 
о 


0,001 секунды. необходимо, чтобы 
весь промежуток времени, в течение 
которого мы производим наблюдение 
над газом, равнялся — 0,001.2^ = 
= 0,001 .200**' секунд. 

Вот какой промежуток времени 
нам нужно ждать, чтобы можно было 
надеяться на то, что мы сумеем на- 
блюдать обращение «необратимого» 
расширения газа в пустоту. Этот про- 
межуток времени, записанный в се- 
кундах, выражается числом с трид- 
цатью миллиардами миллнардов цифр 
перед запятой. Если мы захотим вы- 
разить этот промежуток времени не 
в секундах, а взяв в качестве едини- 
цы времени 10'3 лет (такова, приблн- 
зительно, по мнению многих астро- 
номов продолжительность существо- 
вания нашей звездной системы н 
Млечного Пути), то нам придется 
уменышить число знаков на 20 
{1 год = 3-10? секуид). Но число 20 
ничтожно по сравнению с 3.108. 
Поэтому в этих новых «астрономиче- 
ских» единицах времени мы сможем 
сказать об интересующем нас проме- 
жутке времени то же самое, как 
если бы ои был выражен в секундах, 
а именно, что ои пишется числом, 
в котором есть тридцать миллиардов 
миллиардов ° знаков перед запятой. 
Итак, рассматриваемый промежуток 
времени, в течение которого мы долж- 
ны ждать, чтобы увидеть обращение 
процесса расширения газа в пустоту, 
настолько огромен, что в сравиенин 
с ним становится совершенно несу- 
щественным и ничтожным различие 
между одной секундой и продолжн- 
тельностью существования нашей 
звездной системы! Практическая ние- 
обратимость, о которой шла речь 
выше, поэтому становится ничем не 
отличимой от принципиальной не- 
обратимости, а следовательно, не- 
обратимость тепловых явлений ока- 
зывается прямым следствием их ме- 
ханики и нисколько не противоречит 
ей, как думали физики до Больцмана. 

Мы можем утверждать поэтому, 
что тепловые явления всегда проис- 
ходят таким образом, что вероятность 
состояния возрастает; обращение теп- 
ловых явлений, связанное с умень- 
шением вероятности состояния, не- 
возможно. Этот принцип носит на- 
звание второго начала термодина- 


$ 


мики (первым началом, как мы уже 
говорили. называется закон сохра- 
нения энергин). 

Обратимся к рассмотренному на- 
ми примеру с газом в сосуде. Мы 
сможем отличать различные состоя- 
ния друг от друга числом х, т. е. чис- 
лом молекул в части /. Вероятность 
состояния с заданным х. как мы 
видели, равна 

№! 
ж! (№ — х)! 2% 


Так как нас интересует лишь отно- 

шение вероятностей различных со- 

стояний, то мы сможем сократить 

все вероятности на один и тот же мно- 
1 


№ 
житель эм . 
потому одинаковый для всех состоЯ- 
ний. Остается выражение 
1 
х! (М —х)! ' 


не содержащий х н 


которое пропорционально вероятно- 
сти состояния; оно носит название 
статистического веса данного со- 
стояния. Второе начало термоднна- 
мики можно формулировать и так: 
все тепловые явления в замкнутой 
системе происходят таким образом, 
что статистический вес состояния при 
этом возрастает. Если рассматривае- 
мый сосуд с газом разделен не на 
две, а на большее число равных ча- 
стей, выражение для статистического 
веса можно писать аналогичным об- 
разом. Например, если сосуд разде- 
лен на три части и в первой из них 
нмеется х, во второй у, в третьей — 
г молекул (х Ну +2 = М), то ста- 
тистический вес такого состояния ра- 
вен 
Е 
ху! 2! * 


Если сосуд разделен на л -- т рав- 
ных частей, в которых нмеется х,, 
Хо, ау Хлз Ут» У +.» Ут молекул, то 
статистический вес равен 


1 
х}! Хз! О 


соку Уз! . - - Ут!" 


Пусть первые л из этих частей обра- 
зуют вместе то, что мы будем назы- 
вать частью [, остальные же т ча- 
стей образуют часть 1[/ (части [1 
п 7/ уже не равны друг другу). Тогда 
статистический вес части {, рассмат- 


риваемой как отдельная система, ра- 
вен 
| 


Хи ХХ! * 


статистический же вес части // равен 
| 


Ули! . су! * 


Отсюда видно, что статистический вес 
всего газа равен произведению ста- 
тистических весов его частей / и 11. 
А так как логарифм произведения 
равен сумме логарифмов отдельных 
множителей, то, следовательно, ло- 
гарифм статистического веса всего 
газа равен сумме логарифмов стати- 
стических весов его частей, т.е. ло- 
гарифм статистического веса обла- 
дает свойством аддитивиости. Бла- 
годаря такому простому и важному 
свойству логарифм статистического 
веса получил специальиое назва- 
ние — его называют энтропией. Так 
как логарифм числа тем больше, чем 
больше само число, то вместе с воз- 
растанием вероятности н статистиче- 
ского веса должна возрастать и эн- 
тропия. Поэтому второе начало тер- 
модинамики можно формулировать и 
так: существует физическая величи- 
на, называемая энтропией, которая 
обладает свойством аддитивности и 
тем свойством, что энтропия замкну- 
той системы никак не может умень- 
шаться, а может только возрастать 
нли.оставаться постоянной (когда она 
уже достигла максимума). Заметим, 
что в этой формулировке второе на- 
чало термодинамики было известио 
из опытов с тепловыми явлениями 
задолго до того, как Больцман (около 
семидесятых годов прошлого столе- 
тия) открыл истинный смысл энтро- 
пни как логарифма величины, про- 
порциональной вероятности состоя- 
ния. Первые весьма несовершенные 
указаиия на второе начало термо- 
динамики можно найти в работе фран- 
цузского физика Сади Карно 
(1824 г.), а проведенная только что 
формулировка была отчетливо вы- 
сказана Клаузисом (1850 г.} и Вилья- 
мом Томсоном (впоследствии лордом 
Кельвином) (1851 г.} Больцман до- 
казал на примере газов, что второе 
начало термодинамики вместе с ха- 
рактерной для него необратимостью 
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является следствием механикн, а аме- 
риканский теоретик Уиллард Гиббс 
сумел обобщить это доказательство 
на любые макроскопические тела, по- 
строив механическую теорию систем, 
состоящих из огромного числа частиц 
(так называемую статистическую ме- 
ханику). 

Второе начало термодинамики, 
как мы вндим, гласит, что энтропия 
замкнутой системы неизменно воз- 
растает, стремясь к максимуму; до- 
стигнув этого максимума, она даль- 
ше изменяться уже не сможет, вслед- 
ствие чего тепловые явления, свя- 
занные с возрастанием энтронин. пе- 
рестанут происходить. Такое состоя- 
ние системы, в котором энтропия до- 
стигла максимального значения. но- 
сит название статистического равно- 
весия. Переход системы без всякого 
вмешательства извне из состояния 
статистического равновесия в состоя- 
ние, очень сильно от него отличаю- 
щееся, как мы видели, практически 
невозможен, так как для того, чтобы 
он осуществился, нужно ждать по- 
истине чудовищные промежутки вре- 
мени. Это, впрочем, ие относится к 
переходам из состояния статистиче- 
ского равновесия в состояния, кото- 
рые от него отличаются очень мало, 
т. е. в состояния, в которых энтропия 
на совсем ничтожную величину мень- 
ше своего максимального значения. 
В такие состояния система будет 
сама собой переходить совершенно сво- 
бодно, что является чрезвычайно ха- 
рактерным для второго начала термо- 
динамики как для закона, имеющего 
статистический смысл  (статистиче- 
ским называется каждый закон, от- 
ступления от которого не абсолютно 
невозможиы, ио лишь чрезвычайно 
мало вероятны). Так как такие от- 
ступления тем менее вероятны, чем 
они болыше, то болыцие отступления 
от второго начала термодинамики бу- 
дут на практике почти абсолютно 
невозможны; что же касается малых 
отступлений, то всегда можно найти 
столь малые, что они будут не только 
довольно вероятны, но даже будут 
на самом деле почти всегда проис- 
ходить. Подобные небольшие откло- 
нения от состояния статистического 
равновесия к всевозможным очень 
близким неравновесным состояниям, 
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происходящие в равновесной макро- 
скопической системе, получили на- 
звание флуктуаций. Существование 
флуктуаций является наилучшей ил- 
люстрацией правильности статистиче- 
ских идей Больцмана. Флуктуацией, 
которую всего легче и проще наблю- 
дать, является броуновское движе- 
нне, смысл которого заключается в 
следующем. Количество и средняя 
сила *) ударов молекул жидкостн п 
единицу поверхиости любого погру- 
женного п жидкость тела являются 
в состоянин статистического равнове- 
сия вполне определенными (при дан- 
ной темнературе жидкости) величи- 
нами. Однако и действительности эти 
велнчинны постоянно испытывают ие- 
большие колебания. связанные с от- 
ступлениямн от статистического рав- 
повесия. Эти колебания так малы, 
что их в состоянии обнаружить лишь 
весьма малая частица, помещенная 


*) Средний импульс. 
вдниицу времени 


передавземый за 


Задачи 
наших читателей 


#{ Для некоторой функ- 
ции } при всех х верно соот- 


ох + с.. 


Ру ид. — нх 
днскриминанты (р, #0). то 


в жидкость; тело сколь-нибудь боль- 
ших размеров нечувствительно к этим 
колебаниям. В 1827г. английский 
ботаник Броун открыл, что микро- 
скопические частицы, взвешенные в 
в жидкости, дергаются во всевозмож- 
ные стороны чрезвычайно беспорядоч- 
ным и хаотическим образом; эта «пля- 
ска дикарей» объясняется тем, что 
в каждый данный момент количество 
и средняя сила ударов. испытывае- 
мых частицей со стороны молекул, 
распределяются по ее поверхности 
неравномерно, н частица устремляет- 
ся туда, где ее бьют не так часто и 
не так сильно. Но распределение уда- 
ров по поверхности частицы все вре- 
мя меняется, поэтому она и мечется 
во все стороны как сумасшедшая. 
Явленне это исследовалось многимн 
физиками, в особенности Гуи и Пер- 
реном; все предсказания статистиче- 
ской механики бдестяще оправды- 
ваются при сравнении их с этими 
опытамн. На различных других флук- 
туационных явлениях мы здесь оста- 
навливаться не будем. 


со всеми остальными по од- 
ному разу) прн подведении 


ношение фк итогов оказилось. что коли- 

я ; :_ _@1Х ХС! чества очков. набранных 

# (<) = р ха): | {х-а). р их? ых { с. ^ участннкамни, образуют ариф- 

где и — некоторое фнксиро- 5; метическую прогрессню. 

ванное число. Доказать. что = + ——®, Сколько очков у чемпнона 

а) функция {/ перноли- у, о А 
ческая; наб — > 
5а).! 54) = Причем знак «илюс» берется, ра: 2 она 

6) {(х— 50). (5) = если х, — больший ко Р. Винокур 

а пн : й $ рень 
—= {1 (х—7а)- р к Та); (г. Москва) 


в) найти пернод функ- 
пни {. 

О. Светозерский 

(г. Владивосток. 8 класс) 


2. Выпишем все простые 
чнсла, умноженные цкаждое) 
на некоторое фиксированное 
натуральное чнсло. одно за 
другим. Доказать. что в по- 
лученной  последовательнос- 
ти цифр каждая инфра от 0 
до 9 будет встречаться беско- 
нечное чнсло раз. 

В. Соболев 
(г. Москва, 10 класс) 


3 Доказать. что если 
Хо является общим корнем 
квадратных трехчленов 
ах фа м ат 


каждого трехчлена нли мень- 
щий корень каждого трех- 
члена. в знак «минуся — 
еслн хь является большим 
корнем одного трехчлена н 
меньшим — другого. 

И. Васильева 
{г. Новочеркасск. 19 класс) 


4. Куб первого двузнач- 
ного числа равен квадрату 
второго двузиачного числа. 
Второе число в п раз (п Е М} 
больше первого. Найдите эти 
двузначные числа. 

И. Михалкович 
(Минская обл.) 


5. В шахматном турнире 
по круговой системе (т. е. 
каждый шахматист нграет 


6. Существует ли четы- 


рехзначиное число абса такое. 
что 


Г. Гольдфайн 

(г. Рига) 

7. Найти  четырехзнач- 

ное число ибса, удовлетво- 

ряющее равенству 

абса == 8иё- (с — а). 

М. Штеренбере 

(г. Саратов) 

8. Найти три различные 

цифры а, В н 


с такие. что 
абс = фа-фс 
3. Тиркевич 


(г. Черновцы) 


Лаборатория «Каантаю 


Я. Гегузин 


Пузырьковая 
модель 
кристалла 


Слово о моделировании 


На трудном пути познания экспери- 
ментального факта вли теоретическо- 
го положения почти все испытывают 
потребность в образе, в зримой кар- 
тинке, в упрощенной модели. Быть 
может, это преувеличение, но кажет- 
ся, что один из основных компонен- 
тов таланта и ученого и педагога со- 
стоит в умении придумывать образы, 
аналогин ин модели. способные разъяс- 
нить физическое явление и углубить 
его понймание. 

Какой обязана быть модель? Что 
модель должна уметь? Что у нее 
можно просить и что от нее должно 
требовать? Просить можно о помощи 
и требовать должно отсутствия фаль- 
ши, наличия хотя бы доли правды, 
относящейся к излагаемому явлению. 
В жизни к полуправде мы относимся 
презрительно, а пло отношенню к мо- 
дели «полуправда» — высокая похва- 
ла. И конечно, модель должна быть 
наглядной, понятной без утомитель- 
ных комментарнев. Лучше всего, если 
вообще комментарин излншни, если 
наглядность настолько очевидна, что 
почти обретает доказательную силу. 

Физике известно много выразн- 
тельных и красивых моделей, физике 
твердого тела — особенно. В этой 
статье будет рассказано об одной 
«живой» модели, великолепно иллю- 
стрирующей (передающей, отражаю- 
щей) структуру реального кристалла, 
имеющиеся в нем дефекты, их слож- 
ные взаимодействия. Модель эта не 
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нова. Она была придумана выдаю- 
щимся английским физнком Л. Брег- 
гом еще в начале 40-х годов, а затем 
осуществлена им и его сотрудннками 
В. Ломером н Д. Наем. Так мы ее 
и будем называть: модель БЛН (Брег- 
га — Ломера — Ная). 


Что мы хотим моделировать? 


Ответ четкий: реальный кристалл. 
Что значит «реальный кристалл»? Это 
значит — совокупность огромного 
числа одннаковых атомов или моле- 
кул, которые расположены в строгом 
порядке, образуя кристаллическую 
решетку. В некоторых местах стро- 
гий порядок может нарушаться, и эти 
нарущення означают наличие дефек- 
тов в кристалле. И еще одна очень 
важная характеристика: образующие 
кристалл атомы между собой взаимо- 
действуют. О том, как взанмодей- 
ствуют, — немного позже, а здесь-—- 
лишь бесспорное утверждение: взаи- 
модействуют! Потому что, если бы 
не взанмоденствовали, был бы не 
кристалл; а груда беспорядочно на- 
громожденных атомов. Поддержание 
в кристалле порядка — прямое след- 
ствие взаимодействия между обра- 
зующими его атомами. 

Очень распространена так назы- 
васмая мертвая модель кристалла. 
Она устроена так: деревянные или 
глиняные шарики, соединенные друг 
с другом ровными  проволочками. 
Шарикн — атомы,  проволочки — 
символы связей между атомами, их 
«замороженного» взаимодействия. За- 
мороженность взаимодействия и де- 
лает модель мертвой. 

В этой модели атомы разного сор- 
та — шарики различных размеров и 
цвета, разные расстояния между ато- 
мами — проволочки различной длн- 
ны. Это разумная и очень полезная 
модель кристалла. Рассказывая 
о кристалле далеко не всю правду, 
она говорит о нем только правду, 
не фальшивит. В ней нет никаких 
видов движения атомов в кристалле, 
зато очень четко отражен порядок 
в их расположении. Мертвая модель 
кристалла — велнколенный  помощ- 
ник, когда надо зримо представить 
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себе пространственное расположение 
атомов или, например, те направле- 
ния в кристалле, в которых он де- 
формируется или проводит электри- 
ческий ток легче, чем в других. 
Она незаменима, если нужно, поль- 
зуясь данными опытов и так назы- 
ваемыми общими соображениями, 
представить себе возможное распо- 
ложение атомов в еще не нзучениом 
кристалле. Именно такое моделнро- 
вание — шарики и проволочки — 
помогло сделать одно из самых круп- 
ных открытий ХХ века — установить 
структуру молекулы ДНК. Нема- 
лая заслуга мертвой модели! 

Мы, однако, хотим моделировать 
не «мертвый», а «живой» кристалл. 
`Для этого. очевидно, надо научиться 
моделировать взаимодействие между 


атомами в кристалле, оживлять за- 
мороженное в нроволочках взанмо- 
действие. 

Взаимодействие между = атомамн 
в кристалле 

Одна, пожалуй. самая важная, 


характернстнка этого взаимодействия 
непосредственно следует из простей- 
шего факта: расстояние между двумя 
соседними атомами в реальном кри- 
сталле при постоянной температуре 
имеет вполие определенное значение. 
{Речь идет, разумеется, о расстоя- 
нин между положениями, около ко- 
торых атомы совершают тепловые ко- 
лебания. Амплитуда этих колебаний 
значительно меньше расстояния меж- 
ду атомами.) 

Определенное расстояние — это оз- 
начает, что если мы попытаемся его 
увеличить, атомы. протнвясь этому. 
будут прнтягиваться друг к другу, а 
если мы попытаемся его уменынить,— 
отталкиваться. Итак, только из фак- 
та наличня определенного расстоя- 
ния между атомами следует, что взан- 
модействне между ними носнт черты 
и притяжения, н отталкивания од- 
повременно. 

При некотором расстоянни между 
атомами (его мы и назвали опреде- 
ленным) силы притяжения и оттал- 
кивания оказываются равными но 
абсолютной величине. На этом рас- 
стоянии и расположены атомы в ре- 
шетке. 


20 


Хорошо бы придумать такой прием 
моделирования, который передавал 
бы конкуренцию сил притяжения н 
отталкивания. Иначе говоря, «ожив- 
лял» бы взаимодействие между атома- 
ми в кристалле. Именно это и сдела- 
ли авторы модели БЛН! В качестве 
строительных элементов в этой моде- 
лн использованы не глиняные и не 
деревянные шарики, а ... маленькие 
мыльные пузырьки. 


Взаимодействие мыльных пузырьков 
на воде 


Они ие безучастны друг к другу: 
два разобщенных мыльных пузырька 
на поверхности воды друг к другу 
притягиваются, а соприкоснувшись, 
отталкиваются друг от друга. Это 
можно наблюдать в очень простом 
опыте, который доступен любому чи- 
тателю «Кванта». Вот этот опыт. 
Вначале раздобудем необходимое 
«оборудование»: тарелку, медицин- 
скую нглу от пиприца, волейбольную 
камеру и зажим с регулируемым под- 
жатием, с помощью которого можно 
было бы с различной силой сжимать 
резиновую трубку — отросток волей- 
больной камеры. Теперь подготовим 
опыт. Тарелку почти доверху за- 
полним мыльной водой п добавим в 


Рис. 41. 


нее несколько капель глиперина. Это 
для того, чтобы пузырьки, которые 
мы будем выдувать на поверхностн 
мыльной воды, получались устой- 
чивыми. Надуем волейбольную ка- 
меру, зажмем ее отросток и вставим 
в него иглу от ширица (разумеется, 
тупым концом). Опустим свободный 
конец нглы под воду (неглубоко) и 
немпого ослабим зажим (рис. 1!) — 
из иглы одна за другой начнут вы- 
ходить строго одинаковые порции воз- 
духа, которые будут превращаться в 


Рис. 2. 


одинаковые мыльные пузырьки. Мно- 
го пузырьков нам понадобится поз- 
же, а для первого опыта надо ухит- 
риться создать всего два пузырька на 
некотором расстоянии друг от друга. 
Если сразу не получится — получит- 
ся после пятой иопытки! Удобно этот 
опыт проводить с пузырьками, диа- 
метр которых 1—2 мм. 

Пузырьки созданы, теперь можно 
за ними наблюдать. Сначала очень 
медленно, а затем ускоряясь (без 
нашего вмешательства), пузырьки бу- 
дут двигаться навстречу друг другу. 
Столкнувшись, они соприкоснутся не 
в Точке, а как бы вдавятся один в 
другой. При этом несколько по-раз- 
ному будут себя вести два одинако- 
вых и два различных по размеру пу- 
зырька. Понаблюдайте! 

Попытаемся понять происхожде- 
ние силы, которая заставляет пу- 
зырьки самопроизвольно сближаться. 
Несколько удобнее сделать это, рас- 
сматривая не два мыльных пузырька, 
а две спички, параллельно лежащие 
на поверхности воды. И пузырьки, и 
спички смачиваются водой, на которой 
они плавают, поэтому общий харак- 
тер взанмодействия для тех и дру- 
гих один и тот же. Удобство такой 
замены в том, что два плавающих 
пузырька, находясь близко один от 
другого, образуют вместе с жидкостью 
очень сложную поверхность, а спич- 
ки — гораздо более простую (рис. 2). 
Сила, сближающая две плавающие 
спички, возникает вот ‘как. Вода сма- 
чивает спички, поэтому ее поверх- 
ность возле спички искривляется. 
Кривизна поверхности приводит к 
появлению сил, действующих на жнд- 
кость под поверхностью. Это — силы, 
обусловленные новерхностным натя- 
жением, направленные в нашем слу- 
чае вертикально вверх (будем счи- 
тать, что смачивание полное). Под 
действием этих сил жидкость поднн- 


мается по стенкам спичек, причем 
поднятие гораздо заметнее в области 
между спичками (см. рис. 2). Здесь 
жидкость оказывается как бы растя- 
нутой, давление в ней понижается по 
сравнению с атмосферным давлением 
на величину добавочного давления 
А 5 =. где о — коэффициент 
поверхностного натяжения, 4 — рас- 
стояние между спичками, г=4/2— ра- 
Анус кривизны поверхности жнидкос- 
ти *). Следовательно, ин сила давления 
жидкости на снички в области между 
сивчками меньше по абсолютной велн- 
чине силы атмосферного давления, 
действующей на спичкн снаружи. Та- 
ким образом, абсолютная величина 


силы, сближающей спички, равна 
м 25 4921 
[|= доз = 20. = | 


и Са 
р] Г |4 : 
Предскажем любопытное явление: 


так как сила |Р | — 1/4*, спички, на- 
ходящиеся в вязкой среде, будут сбли- 
жаться со скоростью, увеличивающей- 
ся с уменьшением расстояния между 
НИМН. 

И не только спички. Пузырьки 
тоже сближаются ускоряясь (рис. 3). 
В нашей лаборатории сближение пу- 


*› Из условия равновесня столбика жнид- 
кости между спичками следует. что добавоч- 
ное давление Ар равно Гидростатическому 

—* 


завлению р(а(й. Высоту поднятия й жидко- 
сти легко найти из равенства абсолютных 


величии сил тяжести тр и поверхностного 

натяжения Р: м]|а| = |2], или рай а | = 

== 02! (1! — длина спички). Отсюда Ар = 
5 20 5 


=“ре| й = я 


Га 


Рис. 3. 
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Рис. 4. 


Рис. 5. 


зырьков мы наблюдали так. Над ко- 
ветой с мыльным раствором и пузырь- 
ками расположили кинокамеру 
н, когда пузырьки начали сближаться, 
включили её (рис. 4). 
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Сближение пузырьков можно про- 
следить внлоть до их столкновения. 
После того как пузырьки столкну- 
лись, между ними начинает действо- 
вать сила отталкивания. Она обус- 
ловлена тем, что во взаимно вдавли- 
вающихся пузырьках (рне. 5) уве- 
личивается давление газа. которое 
как бы расталкивает пузырьки. 

Видимо, мыльные пузырькн впол- 
не подходят для создания модели 
кристалла, если на поверхности мыль- 
ного раствора поселить не один. не 
два, а множество одинаковых пу- 
зырьков. Если радиус  пузырька 
В-5-10-* см, то на поверхности 
мыльного раствора в обыкновенной 
тарелке, радиус которой Ю.=10 см, 
можно поселить №—(Ю_.Ю)*—4 - 10% 
пузырьков! Такой плот, составлен- 
ный из пузырьков, между ко- 
торыми  дейсгвуют силы при- 
тяжепия и отталкивания, — двумер- 
ная модель кристалла. Например, 
авторы этой очень красивой модели 
показали, что взаимодействие пузырь- 
ков, радиус которых Ю—Ю-' см, 
очень похоже на взаимодействие ато- 
мов в кристалле меди. 


Модель в действии 


Хорошо бы всем читателям «Кван- 
та» показать кинофильм, в котором 
заснята модель БЛН в действии. Онн 
увидели бы и ндеальный кристалл, и 
кристалл с движущимися и взанмо- 
действующимн дефектами, и множест- 
во простых и сложных процессов, 
которые происходят в реальном кри- 
сталле. В статье можно лишь кое о 
чем рассказать и кое-что проиллю- 
стрировать фотографиями и кино- 
граммамн. 

С помощью модели БЛН оказалось 
возможным проверить некоторые след- 
ствия теорни, построенной примени- 
тельно к кристаллу, абсолютно сво- 
бодному от каких-либо дефектов, так 
называемому ндеальному кристаллу. 
Получить такой кристалл в натуре 
экспериментатор практически не мо- 
жет, а вот построить его из пузырьков 
оказалось просто н доступно (рис. 6). 

Один из самых распространенных 
дефектов в кристаллах — это пустая 
познция в узле решетки, незамещен- 


вы 


н ке 
23 
о Се 


3: 


3 


=“ 


$ 
> 


5. 


$ 


25$ 
58 


ная атомом. Физики называют ее 
вакансней. В модели БЛН вакансия— 
это один лопнувший пузырек (рис. 7). 
В полном согласни со здравым смыс- 
лом и результатами опытов с реаль- 
ными кристаллами модель БЛИН свн- 
детельствует о том. что объем одной 
вакансни немного меныше объема, 
приходящегося на занятую позицию. 
Действительно, после того как пу- 
зырек лопнул, его бывшие соседи 
немного переместятся в образовав- 
иуюся пустоту и умельшат ее. Не- 
вооруженным глазом это увидеть поч- 
тн невозможно, по еслн спроектнро- 
вать кино- или фотопленку на экран 
н тщательно промерить расстояния 
между пузырькамн, можно убедить- 
ся, что по сравнению с занятой пози- 
цией вакансия немного сжата. Для 
физиков это свидетельство модели 
БЛН не просто качественная ил- 
люстрация, оно имеет и количествен- 
ную ценность. 


Очень часто в кристалле, вслед- 
ствие его предысторин. оказывается 
постороннее включение. деформирую- 
щее кристалл. При решении многих 
задач физики кристаллов очень важ- 
но знать, как при этом смещаются 
атомы, окружающие включение. Ока- 
зывается, присутствие инородного 
включения чувствуют не только не- 
посредственные соседн, но и атомы, 
расположенные от включения на значи- 
тельном расстоянии. Модель БЛН это 
отчетливо иллюстрирует (см. рис. 7). 

Большинство кристаллических тел 
являются поликристаллами. Это зна- 
чит, что онн состоят из множества 
произвольно орнентированиых крни- 
сталликов, разделениых границами. 
Почти очевидно, что многие свойства 
поликристаллов (такие как механн- 
ческая прочность или сопротнвленине 
электрическому току) должны завн- 
сеть от структуры границ. Модель 
БЛН и в этом вонросе оказалась 
очень помезной: подсказала кристал- 
лофизикам, как изменяется структу- 
ра границы в зависимости от взанм- 
ной ориентации граничащих кристал- 
ликов, от наличия ирнмесен, рас- 
положенных на границе, и многое 
другое. Вот несколько примеров. 

В поликристаллах может проис- 
ходить процесс укрупнения одних 
участков (зерен) за счет других, в 
результате чего средний размер зерна 
увеличивается. Называется этот про- 
цесс рекристаллизацией и происходит 
он по причине очевидной: чем больше 
размер зерен, тем меныше суммарная 
поверхность границ, я значит, мень- 
не и избыточная энергия, которая с 
граннцами связана. Энергия полн- 
кристалла при  рекристаллизации 
уменышается, следовательно, этот про- 
цесс может происходить самонроинз- 
вольно (поскольку приближает состоя- 
ние устойчивого равповесня, В ко- 
тором запас энергии минимален). На 
рисунке В приведена кинограмма. нл- 
люстрирующая последовательные эта- 
пы «поедання» крупным зерном рас- 
положенного в нем мелкого зерна. 

Оказывается (это предсказали тео- 
ретики и аательио изучили экспе- 
риментаторы в опытах с реальными 
кристаллами), движущаяся граннца 
между зернами «заглатывает» те ва- 
кансин которые ей встречаются по 
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путн. При этом граница ие. изменяет 
своего строения. Модель БЛН это 


явление отлично нллюстрирует 
(рис. 9). 

Ограниченность и «полуправда» 
модели БЛН 

Допуская, что читатель проникся 


и уваженнем, и ловернем в модели 
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БЛН, придется его немного охла- 


дкть, обратив внимание и на огра- 
ниченность модели, и на заключен- 
ную в нёй «полуправду». 

Модель БЛН способна модели- 
ровать лишь одну структуру: дву- 
мерную гексагональную плотноупа- 
кованиую. А истинные кристаллы 
нмеют множество структур. Возмож- 
ности «мертвой» модели непомерно бо- 
гаче: в трехмерном пространстве шари- 
ки можно располагать несметным чнис- 
лом способов ин, следовательно, мож- 
но моделнровать любую мыслимую 
структуру. Кроме того. модель БЛН 
в своем современном варианте — дву- 
мерна. Ее авторы пытались осуще- 
ствить п простраиственную (много- 
слойную) нузырьковую модель, но 
экспернментировать с ней оказалось 
совсем не просто, п модель не прн- 
внлась. В нашей лаборатории мы 
осуществили и двумерную, и трех- 
мерную модели БЛН и убедились, что 
трехмерная практическн нежизнесно- 
собна. 

Не будем упрекать модель в ее 
слабостях, о которых упомянули и 
о которых умолчали. Будем ей бла- 
годарны за ее сильные стороны. 


Математический кружок 
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Л. Софман 


Суммы длин 
и минимум энергии 


Математические задачи часто вниша- 
ются природой или. вернее, нашей ин- 
терпретацией природы. физическими 
наукими. Решение математической за- 
дачи также может внушаться приро- 
дой: физика обеспечивает нас ключа- 
ди. которыми мы, будучи предостив- 
лены самим себе, имели бы очень ма- 
30 шансов себя обеспечить. 


Д. Пойа 


В этой заметке мы рассмотрим не- 
сколько известных геометрических за- 
дач. Мы покажем, как они решаются 
с помошью простого механического 
принципа — принципа минимума по- 
тенциальной энергии, согласно кото- 
рому всякая механическая система в 
положении устойчивого равновесия об- 
ладает минимальной потенциальной 
энергией. 

Задача \. На плоскости даны 
прямая [и точки А ши В, лежащие 
по одну сторону от 1. Найти такую 
точку ХЕ Ё чтобы длина ломаной 
АХВ была минимальной. 

Обычно эта задача решается с 
помощью симметрии: если В” — точ- 
ка, симметричная В относительно пря- 
мой [, то искомая точка Х= {0 |АВ'] 
(рис. 1). Таким образом, отрезки 
АХ и ВХ образуют с [{ равные углы: 
©-=В. 
Рассмотрим теперь такую меха- 
ническую задачу. Невесомое кольцо 
Х может скользить без трения но 
горизонтальному стержню [К Х 
прикреплены две нити, перекинутые 
через блоки, вращающиеся вокруг 
осей, закрепленных в вертнкальной 


плоскости в точках А и В (рис. 2). 
К свободным концам нитей С, и 
С. прикреплены грузы одинаковых 
масс. (Нити невесомы и нерастяжн- 
мы. блоки вращаются без трения, раз- 
меры блоков и кольма ХА так малы, 
что их можно рассматривать как ма- 
тернальные точки.) Требуется найти 
положение кольца Х на стержне [, 
прн котором вся механическая снисте- 
ма находится в равновесин. 
Покажем, что эта механическая 
залача в некотором смысле эквива- 
лентна нашей геометрической задаче. 
Действительно, в положенни равно- 
весня потенинальная знергия меха- 
ннческой системы минимальна; поэто- 
му в положении равновесия грузы 
должны висеть совместно как можно 
ниже, Т. е. сумма их расстояний от 
данного горизонтального уровня (по- 
верхности земли) должна быть мн- 
нимальной (грузы одинаковы! }. 
Следовательно, сумма длин |АС,|н 
| ВС ‚| должна быть максимальной. Так 
как длина каждой нити постоянна, 
сумма [АХ |-+ |ВХ| должна быть ми- 
нимальнон. Итак, механическая за- 


ст —— 
„2 
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Рис. 3. 


дача в самом 
дественной с 
чей 1. 

Решим поставленную — механи- 
ческую задачу, не используя энер- 
гетических соображений. В положе- 
ния равновесия механической систе- 
мы сумма сил, действующих на коль- 
цо Х, равна нулю. На Х действуют 


натяжения нитей Г. п т. 


(17, ТЫ — грузы натягивают каж- 
дый свою нить с равной силой, и эти 
снлы передаются блоками без потерь 


деле оказалась тож- 
геометрической зада- 


силы 


на трение) и снла м реакции стержня 


(см. рис. 2). Поскольку М ве 


+7,-0 и м4 в проекции па { 


1. 1-с0з а-= Г, 1-с0$ В. откуда а 
=-В. Мы получили тот же результат, 
что и с помощью нриведенного выше 
геометрического решения. 

Изменим немного механическую за- 
дачу: допустим, что к свободным кон - 
цам нитей подвешены разные гру- 
зы (масс т и М соответственно). 


< 


Тогда условие равновесия М№--Т,- 


--Т.,=0 в проекции на { дает соот- 
ношение т с0$ «= М соз В, т. е. коль- 
цо Х займет такое положение, что 
привязанные к нему нитн образуют со 
стержнем углы & и В, определяемые 


| 05 х м 
из Условия = т {рис. 3). 


пользуя принцип минимума потен- 
циальной энергни, нетрудно показать, 
что соответствующая механическая 
задача тождественпа такой геометри- 
ческой. 

Задача 2. Найти на прямой 1 
точку Х, для которой — величина 
т. |АХ| + М. |ВХ| достигает мини- 
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Рис. 4 


мального значения; А и В — фикси- 
рованные на плоскости точки, М и 
т — данные положительные числа. 

Следующая задача была впервые 
сформулирована в начале Х!Х века 
немецким геометром Якобом Штей - 
нером. Вот ее условие. 

Задача 3. На плоскости даны 
три точки (А, В и С). Найти чет- 
вертую точку (Х) так, чтобы сумма 
ге расстояний от этих трех точек 
была минимальной. 

Мы приведем решение этой зада- 
чн, нспользующее механику, для слу- 
чая, когда заданные точки А, ВиС 
образуют треугольник, все углы ко- 
торого меныше 120” (это предполо- 
жение станет понятным ннже). Рас- 
смотрим такую механическую систему. 
Три нити ХАД., ХВО. и ХСО,, 
соединенные в общем конце Х, пере- 
кинуты через блоки. вращающиеся 
вокруг осей. закрепленных на вер- 
тикальной стене н точках А, Ви С. 
К концам О; (1=1, 2, 3) подвешены 
одинаковые грузы (рис. 4). (Нити 
нерастяжимы и невесомы, блоки рас- 
сматриваются как материальные точ- 
ки, трение в блоках отсутствует.) Тре- 
буется найти точку Х так, чтобы опи- 
санная механическая система нахо- 
дилась в положенин равновесия. 

Как и в задаче |, легко показать, 
что эта механическая задача экви- 
валентна задаче 3. В самом деле, в 
положении равновесия потенциаль- 
ная энергня механической системы 
должна быть минимальной; поэтому 
сумма расстояния от грузов до поверх- 
ности земли должна быть минималь- 
ной, т. е. сумма длин |АО, |, ВВ: н 
СР; должна быть максимальной, н, 
поскольку нитн нерастяжимы, — сум- 


ма |АХ| -+ |8ВХ| + СХ! — минималь- 
ной. 


С другой стороны, в положении 
равновесня сумма сил, действующих 
в точке Х, равна нулю. В Х действу- 
ют три равные по абсолютной вели- 


> 


чине силы натяжения нитей Т., Т.н 
Тз (равные грузы одинаково натя- 
Г т 


=, | = И н Г. 0. Из 
этих двух условий получаем, что 
эти силы должны быть одинаково 
наклонены друг к другу, так что в 
положении равновесия нашей меха- 
нической системы угол между лю- 
быми двумя из трех нитей с общим 
концом Х должен быть равен 120°. 
Поэтому ответ в задаче 3 (при 
условин, что в треугольнике АВС 
все углы меньше 120°!) следующий: 
точка Х — это такая точка, из кото- 
рой все стороны треугольника АВС 
видны под углом в 120°. 

(В случае, когда точки А, ВиС 
образуют треугольник, у которого 
один из углов 2—120°, точка Х совна- 
дает с одной из точек Д, В или С 
(вершиной «большого» угла). Про- 
думайте этот ответ и постарайтесь 
его объяснить.) 

Механическая интерпретация гео- 
метрических задач особенно полезна 
в тех случаях, когда чисто геометри- 
ческие методы решения не дают же- 
лаемых результатов. 

Задача 4. На разных берегах 
реки расположено пять населенных 
пунктов А, А», А. В, (А,, 
А.. А. на одном берегу, В, В. — 
на другом; рис. 5). Требуется по- 
строить мост СО так, чтобы сум- 
ма длин дорог А,С, А.С, А.С, В.О, 
В.О от населенных пунктов до моста 
была минимальна. (Берега реки па- 
раллельны, мост перпендикулярен к 
берегам.) 

Чтобы решить эту задачу, рассмот- 
рим следующую механическую систе- 
му. Жесткий стержень СР может 
скользить без трения по двум парал- 
лельным рельсам, оставаясь все вре- 
мя к ним перпендикулярным (см. 
рис. 5). К концам С и ОБ стержня 
прикреплены нити, перекинутые че- 
рез блоки, вращающиеся вокруг осей, 
закрепленных в точках А;, А», Ах 
В, и В.. К свободным концам нитей 
подвешены одинаковые грузы. Тре- 


гивают каждый свою нить): 


Ркс. 5, 


буется найти ноложение стержия СО, 
при котором вся механическая систе- 
ма находится в положении равнове- 
сия. (Как и раньше, мы предполагаем, 
что нити невесомы и нерастяжимы; 
блоки рассматриваем, как материаль- 
ные точки, трение в блоках не учи- 
тываем.) 

Используя принцип минимума по- 
тенциальной энергни, нетрудно дока- 
зать, что эта механическая задача 
тождественна нашей геометрической: 
в положении равновесия механиче- 
ской системы сумма длин участков 
нитей А.С, А.С, А.С и ВЮ, ВО 
должна быть минимальной. Будем 
решать механическую задачу, не ис- 
пользуя энергетических соображений; 
для этого посмотрим, какие силы 
действуют на стержень СО. На конец 
С стержня действуют равные ло аб- 
солютной величине силы натяжения 


Т,, Тьн То. нитей А.С, А.С, А.С 


(грузы одинаковы) и сила реакции №, 
со стороны направляющего рельса. 
Ва конец Р стержня действуют 


силы р н т натяжения нитей В.О 
и В.О (т, а РЕ 1-7! га Га — 


= ТТ) п сила реакцин №, со стороны 
второго иаправяяющего рельса (па 


рисунке 5 силы №, и №, не показаны). 
В положении равновесия механнче- 
ской системы сумма всех сил, дей- 
ствующих на стержень Со, ‚равна 


т, М, +, = 
Поскольку снлы м, и м, нерпендн- 


нулю: РР „ЕТ 


кулярны к рельсам, а силы Т; рав- 
ны по абсолютной величине, в про- 
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Рис. $. 


екции на прямую, параллельную рель- 
сам, из этого условия получаем 
с0$ @:--с0$ ©&.--с0$ @3--с0$ В,-Е 

+со$ В.==0 (*) 
(углы отсчитываются против часовой 
стрелки, О<а,<л. д<В,<2л, #= 
—=1, 2, 3, }=1, 2: см. рис. 5). 

Соотношение (*), хотя п не позво- 
ляет осуществить построение отрезка 
СО с помощью циркуля и линейки, 
часто оказывается полезным при прак- 
тическом решении задач подобного 
винда. Если на ‘каждом берегу распо- 
ложено по одному населенному пунк- 
ту, то соотношение (») дает с0$ а + 
--соз В=0, откуда В л--а (рис. 6) — 
т. е. отрезкн АС и ВО должны быть 
параллельны. В этом случае отрезок 
СР можно построить пиркулем и 
линейкой (постройте!). 

Итак, мы видели, что механический 
метод оказывается весьма полезным 
для решения геометрических задач 
рассмотренного типа. В заключение 
мы предлагаем читателям несколько 
задач для самостоятельного решення. 
Некоторые из них могут быть решены 
чисто геометрически, решение же дру- 
гих возможно лншь с помощью ме- 
ханической интерпретации. Попытай- 
тесь сравнить полученные геометри- 
ческое и механическое решения. 


Рис. 7. 


Задачи 

5. По одну сторону от прямой [ даны 
две точки А п В. Расположите иа { данный 
отрезок СО, так, чтобы длина ломаной АСОВ 
была минимальной. 

6. Внутри острого угла МОХ дана точка 
А. Постройте треугольник наименьшего пе- 
риметра. у которого вершина совпадает с 
данной точкой А, а две другие лежат на раз- 
ных сторонах угла МОХ. . 

3. Виудри угла МОМ дамы две точки — 
Ан В. Найдите точкн Си Д на лучах ОМ 
н ОУ соогветствеино так. чтобы длина лома- 
ной АСШОВ была минимальной. 

8. Населенные пункты Ан В разделены 
несколькимн реками. ребуется построить 
мосты через эти реки так. чтобы полученная 
дорога из А п В была наименьшей длины 
(рис. 7). 

9. Между взаимно нерпендикулярными 
шоссейными дорогами расположено круглое 
озеро. На берегу озера нужно построить са- 
наторий А ни соединить его асфальтовой доро- 
гой с шоссе [, и бетомной дорогой к шоссе 
{. (рис. 8). Строительство одного километра 


Рис. 8. 


асфальтовой дороги обходится в р рублей, 
а одного километра‘ бетонной дороги — в 9 
рублей. Где иужно выстроить санатории, 
чгобы общие затраты на строительство до- 
рог былн наименьшими? 


Рис. 9. 


19. На круглом острове расноложены два 
города — А н В. В каком месте па берегу 
острова нужно ностроить пристань С. чтобы 
сумма длин дорог АС н ВС от городов до 
пристани была минимальной? 

11. Круглый остров окружен рвом по- 
стоянной ширины. заполиенным водой. На 
острове расположен замок А. Владелец зам- 
ка хочет построить кратчайшую дорогу, сое- 
днияющую замок А с поместьем В своего 
советника. В каком честе нужно цастпомть 
мост через ров? Мост должен быть перпен- 
дикуляреи к берегам рва (рис. 9). 


Победители конкурса «Кванта» 


В прошлом году редакция получила около 10000 писем с ре- 
шениями задач из «Задачника «Кванта». 

Ниже публикуется список школьников — победителей нашего 
конкурса решения задач. В соответствии г решением оргкоми- 
тета Всесоюзной олимпнады победители получили право уча- 
ствовать в республиканском туре Всесоюзной олнминалы 
1978 года. 


Математика 


А. АЛЕКСЕЕВ — г. Москва, ФМШ 18. 10 кл. 

. АРОНОВ -- г. Саратов. с- ш. 13, 10 кл- 

. БАЛИНСКИЙ — г. Львов. с.ш. И. 8 кл. 

. БАТЫРЕВ — г. Москва, с.ш. 9, 10 кл. 

. ВАЙНБЕРГ — г. Казань, с. ш. 18, 10 кл. 

. ВЕЛИКОРОССОВ -— г. Конакогю. с. ш. 5, Ю кл. 

ГАЛСТЯН — г. Ереван. с. ш. 1, 10 кл. 

. ГРИШЕЧКИН — г. Москва, с. ш. ыы 6 кл. 

ГУБА — г. Вологда. с.ш. 8. Эк 

ЕВДОКИМОВ —— г. Ленияград, ФМ 45, 10 ка. 

ЕГОЯН — г. Тбилиси, с.ш. 42. Ю кл. 

ЖЕРДЕВ — г. Славянск. с. ш. 5, 10 кл. 

. ЗИМАНОВ — г. Алма-Ата. РФМШ. 10 кл. 

. ЗОЛОТАРЕВ — г. Ташкент, с. ш. 232, 10 кл. 

ИЗМАЙЛОВ — г. Баку, с. ш. 134. 9 кл. 

КАКАБАДЗЕ -- г. Тбилиси, Е т а 10 кл. 

КАПЛАН — г. Сумгаит, с.ш. И, 

КАЧУРОВСКИЙ — г. Е с. и 165, 10 кл. 

КОРЧАНОВ — г. Ангарск, с. ш. 10, 10 кл. 

КОСТУСЯК — г. Запорожье, с.ш. 28, 10 кл. 

. КУЗЬМИН — г. Череповец. с.ш. 4, 9 кл. 
КУЛЕСКО — г. Донецк, шк.-ннт. Ю. 9 кл. 

. ЛОЗИЦКИЙ — г. Ганцевичи, с.ш. 1. Ю кл. 

. ЛУМЕЛЬСКАЯ — г. Пермь, с. ш. 7, 10 кл. 

. МИЛЕВСКИЙ — г. Мытищи, с. ш. 26, 10 кл. 

. МИНДЛИН — г. Ташкеат, с. ш. 5. 9 кл. 

. МИРЛИН —-г. Левииграр, ФМШ 45, 9 кл. 

. МОСТИВЕНКО — г. С с. ш. 4, [0 кл. 

. НЕНАШЕВ — г. Ленинград, ФМШ 45. № кл. 

. ПАПУШ — г. Харьков, с. ш. 27. 10 кл. 

. ПОТЕМКИН — г. Донецк, с. ш. 2, т ка. 

. ПУНИНСКИЙ — г. Бобруйск. с. ш. 10 кл. 

. РОМАНОВСКИЙ — родне. обл., и ш.. И кл 

. САРЧИМЕЛИЯ — г. Тбилиси. ФМШ им. Комарова. 9 кл. 

. ТРОФИМОВ — г. Москва, с. ш. 2, №0 кл. 

. ШУЛЕМБАЕВ — г. Алма-Ата. РФМЦ], №0 кл. 


АЕ а НЯ 


Физика 


го 


ВЕСЕЛЯНСКИЙ — г. Харьков, с.ш. 97, 10 кл. 

. ГАВРИЛОВ — г. Орск, с. ш. 8, 10 кл. 

. ГАВРИЛОВ — пос. Черноголовка, с. ш. 82, 9 кл. 
ГАЗДА — и. Клевань Ровенской обл., с. ш. 1, Ю кл. 
. ГАРКАВЫЙ — г. Лида, с.ш. |1. № кл. 
ЗАБРОДИН — пос. Черноголовка. с. ш. 82, 10 кл. 
. ЛАШКИН - г. Кнев, с. ш. 96, 9 кл. 
ЛЮДМИРСКИЙ — г. Киев, с. ш. 145, 9 кл. 
НИКИТЕНКОВ — г. Великие Луки, с.ш. 3, 10 кл. 
ПАЛЕЙ — г. Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 

. ПОБЫЛИЦА — г. _Ленииград. с. ш. 521. 
ПОНОМАРЕВ — пос. Черноголовка. с. ш. о 10 кл. 
ТРУТНЕВ — г. Казань. с. ш. 39, 10 кл. 

ФОМИН — г. Новосибирск. с. ш. 130. 10 кл. 


Е 


. ЧУРИЛОВ — г. Харьков, с. м. 27. 10 кл. 
ШЕПТОВЕЦКИЙ —Р г. Москва, с.ш. 9%, 10 кл. 


НЕ 


Этот раздел ведется у кас из 
номера в номер Е момента ос- 
новакня журнала. Публикуе- 
мые в нем ‘задачи не стан- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, выхо- 
дящнх за рамки нынешиен 
школьной программы. Нан- 
более трудкые задачн отме- 
чены знездочкой. После фор- 
мулировки залачи мы обыч- 
но указываем, кто предло- 
жнл нам эту задачу. Разу- 
меется. не все эти задачн 
публикуются впервые. Ре- 
шення задач из этого номера 
можко присылать не позднее 
Г мая 1978 года по адресу: 
113035, Москва. М-35. Б. Ор- 
дынка, 2716, редакция жур- 
нала «Квант», «Задачник 
«Кванта». После адреса на 
конверте напишкте комера 
задач, решения которых вы 
посылаете, например: «М491, 
№492» нлн «$502». Реше- 
ння задач по каждому из 
предметов (математике н фн- 
знке). а также новые задачи, 
просьба присылать в отдель- 
ных конвертах. Задачн нз 
разных номеров журнала при- 
сылайте также в разных кон- 
вертах. В письмо вложите 
конверт с написанным на нем 
вашим адресом (в этом кои- 
верте вы получите результа- 
ты проверки решений). Ус- 
ловин орнгинальных задач, 
предлагаемых для публика- 
цнм, присылайте в двух эк- 
земплярах вместе с вашнмн 
решениями этих задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кваита», новая зада- 
ча по физике» наи «...но- 
ван задача по математнке» }. 
В начале каждого письма 
проснм указывать ваше нмя, 
фамнлию, комер школы н 
класс, в котором вы учитесь. 
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задачник 


ибанта 


Задачи 


М491--М495; Ф503—Ф507 


№491. Рассмотрим геометрическую прогрессию, все 
члены которой — целые числа. (Например: 16, 
24, 36, 54, 81.) 
а) Докажите, что сумма квадратов трех 
вательных членов прогрессии делится 
этих членов. 
6) При каких натуральных л сумма квадратов п 
последовательных членов прогрессии обязательно 
делится на сумму этнх п членов? 

Ф. Кодиров. А. Агпев 


последо- 
на сумму 


№М492. В треугольник АВС вписан треугольник 
А,В.С, (так, что вершины А/, В и С, жжат 
соответственно на сторонах ВС, СА и АВ), причем 
отрезки АА,, ВВ, н СС, пересекаются в одной 
точке Р. Докажите, что прямые, соединяющие 
середины сторон АВ и А,В,. ВС и В,С,, СА и 
С.А, пересекаются в одной точке ©, причем точки 
Р, О и центр тяжести треугольника АВС лежат 
на одной прямой. 

В. Коржов 


№493. Докажите неравенства 
0,7852—в< И я—1 + 2 
4. +И л—@п— 1)? < 0,19 л?, 


А. Сивацкий. ученик В кл. 


М№М494. Внутри квадрата со стороной | расположе - 
но л? точек. Докажите, что существует ломаная, 
содержащая эти точки, длина которой меньше 
а) Зл; 6)* 21. 


А. Тартаковский, ученик №0 кл. 


№М495*. В космическом пространстве вокруг ила- 
неты О по трем круговым орбитам с центром О 
равномерно вращаются три спутника. Угловые ско- 
ростн спутников равны соответственно ®,, ®, 
и ®;, а их начальные положения могут быть про- 
извольными. Обязательно ли найдется такой мо- 
мент времени, когда все трн снутника и точка О 
лежат в одной плоскости, если 


Рис. |. 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


а) ©, =0.=0.=1; 6) и. =0.=1, 0.=2; 
8) 0, =2, @.==3, в,==42 


Попробуйте выяснить. каков будет ответ на этот 
вопрос ири других соотношениях угловых скоро- 
стей. 

Г. Гальперин 
$503. К вертикальной оси привязана нить длины 
2!, на конце и в середине которой прикреплены 
одинаковые шарики (рис. 1). Ось приводят во вра- 
щение с угловой скоростью %. При каком значе- 
нин угловой скорости участки ОА и АВ начнут 
отклоняться от вертнкали? Каким будет отно- 
шение малых углов отклонения участков нити ОД 
и АВ от вертикали? 

Г. Биугаенко 


$504. Колеса легковых автомобилей тщательно 
балансируют — добиваются того, чтобы центр масс 
колеса лежал точно на осн его вращения. Дая че- 
го необходима балансировка колес? 

Ф505. Рассмотрим схему зарядки конденсатора 
от батареи (рис. 2). Конденсатор заряжается до на- 


пряжения батареи ©, приобретая энергию --С0 


и заряд 9=СИ. Этот заряд потребляется от бата- 
рем, которая. таким образом, совершает работу 
и/=СиИ*. Коэффициент полезного действия равен 
1,2. Найти способ зарядки кондеисатора до напря- 
жения батарен с большим к. п. д. Не разрещается 
использовать дополнительные источники энергии. 


А. Ходулев 


Ф506. Под поршнем цнилнидра находился ртуть, 
занимающая объем Ир, и А молей идеального газа. 
Плошадь поверхности поршня равна 5. Поршень 
н дно циянидра изготовлены из матернала, идеаль- 
но смачиваемого ртутью. Ртуть под поршнем прни- 
няла симметричную относительно оси цилиидра 
форму. показанную на рисунке 3. На норшнень 
действует сила Р. 

1) Вывести уразнение состояния системы ртуть + 
газ в форме р=р(\У, Т), где р — давление, 
Т — абсолютная температура, И — объем части 
сосуда под поршнем. 

2) Найти условие, при котором р-> 0. Поверхност- 
ное натяжение ртути равно 0. Силу тяжести не 
учитывать. Принять, что объем ртути и ее поверх- 
ностное натяжение о постоянны (т. е. ше зависят 
от Тир) ничто й. Ю. | 


ХХИ! физическая олимпиада школьников ПИР 


$507. Даны две пружины из одннакового мате- 
рнала, каждая из которых свита виток к витку. 
Диаметры пружин — 3 мм и 9 мм, длины — Ё см 
и 7 см, -диаметры проволок — 0,2 мм и 0,6 мм. 
Коэффициент жесткости первой пружины 0,14 Нм. 
Найти коэффициент жесткости второй пружины. 


А. Кузнецов. И. Кизнецов 


№444 а} На рисунке | четы 
ре прямые разбивают пло- 
скость на одиннадцать обла- 
стей: четырехугольник (1), 
два треугольника {2 и 3), 
три угла 49. 5 м 6), четыре 
«бесконечных тргугольниказ— 
области, ограниченные каж- 
Эая отрезком и двумя лича- 
ми (7. 8, 9 м 10) в «бесконеч- 
ный  четырехугольнику— об- 
ласть. ограниченную двумя 
отрезками п двумя лучами 
(1П. 

Будет ли сказанное верно для 
любых четырех прямых на 
плоскости, среды которых нет 
параллельных и нет прямых, 
проходящих через одну точку? 
6) Три бозыиих круга. не 
проходящие через одну точ- 
ку. разбивают сферу на во- 
семь треугольников. На ко- 
кие области разбивают сфе- 
ри четыре болыиих круга. 
никакие три из которых не 
проходят через одну точку? 
(Большим кругом на сфере 
называют  окружноеть, я8- 
ляющиюся пересечением сфе- 
ры с плоскостью, проходя- 
щейчерезцентр сферы, рис. 2.) 
в) На какие области могут 
разбить сферу пять больших 
криеов, никакие три из ко- 
торых не проходят через од- 
ну точку? 


Рис. 1. 
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Решения задач 


М444, М445; Ф458— $461 


Будем говорить. что несколько прямых на плоскости (вли 
больших кругов на сфере) находят ся в обшем положении, если 
все они попарно пересекаются. причем в различных точках. 
Выпуклую фигуру на плоскостн. ограинчен ную двумя лучамн 
н я-—| отрезками, будем для краткости называть д-углом (у 
п-угла я вершин, 1-угол — это угол в обычном смысле). Пе- 
рейдем к решению задач. 

а) Нетрудно убедиться в том, что для любых четырех прямых 
общего положения разбиение будет всегда одннаковым: 


4-угольников 


З-угольников | углов| 2-углов | З-углов 


— таким же. как на рисунке |. После нескольких мниут, 
проведенных за рисованием четверок прямых. это становится 
совершенно очевидным. Рассуждения, присланные по этому 
поводу читателями. очень разнообразны, но онн показывают, 
что записать короткое и н то же нремя убедительное доказа- 
тельство этого очевидного факта не так просто. В самом деле. 
если не ссылаться на чертеж. пришлось бы лри формальиом 
доказательстве опираться прямо на геометрические аксномы, 
характеризующие расположенне отрезков и прямых на плос- 
кости — решение получилось бы довольно длиниым. Мы не 
будем столь педантнчиы, а проведем лишь набросок доказа- 
тельства. по-видимому. вполне убеднтельного. По существу. 
именно так обычно и поступают в решеннях геометрических 
задач, «близких к аксномам». 
Докажем, что одной Из частей. на которые четыре прямые 
общего положення делят плоскость, будет четырехугольннк. 
Этого достаточно для решения задачи: ясно, что при продол- 
жении сторои любого выпуклого четырехугольника без парал- 
лельных сторон мы получим такие же 10 остальных областей, 
как ца рисунке |. 

Проведем сначала трн прямые общего положения. Они попар- 
но пересекаются в трех точках А, В и С. Четвертая прямая 
{ делит плоскость ва две полуплоскости. Если две из трех 
точек АД. В, С лежат в одной полуплоскостн, а одна (скажем. 
А) — в другой, то прямая { отсекает от треугольннка АВС 
четырехугольиик (ВСЕ: рис. 3. а). Если все три точки лежат 
в одной полуплоскости. причем А — дальше от Г. чем В и С. то 
прямая [ отсекает от 2 -угла с вершинами В и С четырехуголь- 
ник (ВСЕШ: рис. 3. 0). 

Для каждсй из задач 6) н в) мы приведем по два решения. 
причем вторые решения будут нспользовать задачу а), а нер- 
вые — нет. 

6) Ответ: разбиение всегда одинаковое; оно состоцт из 
14 обзастей — 6 четырехугольников и 8 треугольников. 

Первое рещенне. Проведем сначала три больших 
круга /.2.3 {см. рис. 2). Они делят сферу на восемь треуголь- 
ников. Выясним, сколько из них будет пересекать четвертый 
большой круг 3. находящнйся н общем положенни к /. 2н 3. 
Для этого достаточно узнать. па сколько отдельных кусков 
будет разбит круг 4 лочками пересечения с тремя другими. 
Каждые два больших круга пересекаются в двух диаметраль- 
но противоположных гочках. Поэтому большой круг 4 пере- 
секает трн других больших круга Г. 2. 3 всего в шестн точках, 
т.е. разбнвается ими всего ва шесть дуг. Таким образом, 


из восьми треугольников. на которые круги /, 2, 3 делят 
сферу. круг 4 пересекает шесть. разрезая каждый ина треуголь- 
ники четырехугольннк. Два из восьми треугольянков ос- 
таются нетронутымн. 


Второе решенне. Идея этого решения — спроекти- 
ровать сферу на плоскость ин свести дело к задаче а}. Проведем 
произвольную плоскость &, не содержащую центр Р нашей 
сферы. и спроектируем сферу из центра Р на плоскость а 
(т. е. поставим в соответстьне каждой точке М сферы точку 
(МР) Г}а)*). Каждый большой круг (мы можем. конечно. счи- 
тать, что плоскостн В: иашнх больших кругов. г==1. 2. 3. 4, 
не параллельны плоскости @} перейдет и некоторую прямую 
аГВе на плоскости @. Теперь важно заметить. что разбиение 
сферы на области, которое нас интересует, сныметрнчно от- 
носительно точкн Р. Каждой паре симметричных отнсситель- 
но Р л-угольников на сфере при отображенни соответствует 
либо п-угольник па плоскости а. либо объединение р-угла 
и 9-угла, где р-|-9= 1 (первый случай позннкает. когда илос- 
кость а , параллельная @ и проходящая через точку Р. не пере- 
секает нашу пару л-угольников, второй — когда ©’ пересс- 
кает каждый из них; разумеется. во втором случае лучн р-угла 
н лучи 9-угла представляют собой куски одинх н тех же двух 
прямых: эти лучи являются проекциями тех сторои п-уголь- 
ников на сфере. которые разрезаны плоскостью © |- 
Плоскость @ на рнсунке 4. по существу. копия рисунка 1. 
но области 8 и 9, 4 и!0, би И, 5к7 на плоскости 
надо «скленть». чтобы получнть проекцин областей (точнее, 
пар областей} на сфере. Таким абразом, иа сфере имеются: 
трн нары четырехугольников (нх проекцни — 1.8 |) 9.6) 11) 
и четыре пары треугольннков (нх проекции —2, 3. 5 ] 7и 
'А 4 (70). что совпадает со сформулироваиным выше ответом. 


в) Первос решенне. Проведем сначала четыре боль- 
шнх круга [. 2, 3 и 4 общего положения. Онн разрезают сферу 
на треугольникн н четырехугольннки так. что к каждой сто- 
роие этих многоугольников < одной <торовы примыкает тре- 
угольннк, с другой. — четырехугольник. Это легко вывести 
С В =^ из любого решення задачи 6), а еще приятнее убедиться в 
К. этом, раскрасив пинг-понговый шарнк с четырьмя большими 
кругами на исм в два цвета: треугольники — в желтый, че- 
Е тырехугольннки — в Голубой. 
^ Проведсм пятый большой круг 5. Он пересекает первые четыре 
5) в п0сьмн точках и разрезает пополам восемь областей — 
четыре треугольннка и четыре четырехугольника. Каждый 
Рис. 3. треугольшик делится на треугольннк н четырехугольннк. 
А вот четырехугольинк может быть разделен по-разному: 
либо на два четырехугольника, либо на нятиугольник к тре- 
угольник. Но оказывается, что и в этой задаче разбнение всегда 
получается одннаковым! А нменно. из четырех четырехуголь- 
ников, разрезаемых кругом 5. первые два разрезаются на два 
четырехугольннка, а два другие — на пятиугольник и тре- 
"ГОЛЬННК. 
Пока это, Пусть 5 пересекает треугольник, образуемый 
кругамн /. 2, 3, в точках Азн Аз. лежащнх на 2 и 3. Посколь- 
ку каждый из больших кругов Г, 2. 8, 4 пересекает 5 в диа- 
метрально протнвоположных точках. то прн продолжении 
дуги А2Аз и одну сторону. скажем. за точку А, (рнс. 5), на 
ней должиз сначала встретнться точка пересечения с /, ав 
другую — сначала точка пересечения с $; тем самым, из ДВУХ 
четырехугольников — соселей нашего треугольника — круг $ 
разбивает один на треугольник п пятнугольинх, а другой — 
на два четырехугольинка. 
В итоге получзем такой ответ: пять большех кругов общего 
положения всегда делят сферу на такие 22 части: 2 пятиуголь- 
ника, № четырехугольников и 0 треугольников. 


*) Наше отображение неё определено для тех точек М сфе- 
ры. для которых (МР) параллельна а. Это не помешает нач 
в решенин задачи 6) н поможет в решенин в). 


мМ445. 
непересекакицилея 


Центры одинакопых 
окружна- 
стей находянся в центрах 
правильдых заеститзеольни- 
ков. покрывающих плоскость 
так, как указано на рисун- 
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Этот ответ у нас получился так: 


5-уголь- 
мИКОВ 


4-уголь- 
ников 


3-уголь- 
НИКОВ 


4 круга разбивают сферу на о 6 8 


5-й круг оставляет нетрону- 
тым 

разбивает 3-угольянки на 
разбивает 4-угольники на 


Итого . 


А теперь покажем, как этот же ответ получить намного 
проше. 
В торае решение. Сироектируем сферу из центра Р 
ма плоскость ©. параллельную экватору 0. Тогда пара 
сныметричных п-угольников на сфере. не примыкающих к О. 
отобразнтся на п-угольник н плоскости &.а пара п-угольников, 
примыкающих к О — из {1—2)-угол; пользуясь результатом 
задачи а} — единственностью разбиения плоскости четырьмя 
прямыми и нервой табличкой, — мы заключаем. что любые 
пять больших кругов разбивают сферу на два нятиугольтнка 
(нх проекция—3-угол}. 2(1-4} = 10 четырехугольннков (нз 
них восемь примыкает к данному большому кругу О. м этн 
четыре пары праектируются иа 2-утлы}, и 242-23) 1® тре- 
угольников (из них шесть примыкают к болышому кругу О}. 
Те. кто знаком с понятием проективной плоскостн (см.. на- 
пример. «Квант», 1974. № 3). заметят. конечно, что «проек- 
ция». о которой мы говорим. более естественно объясняется 
как отображение сферы на проективную плоскость (при этом 
отображении две диаметрально противоположные точки сфе- 
ры скленваются в одну. образы всех большнх кругов — иря- 
мые, в том числе образ круга О— бесконечно удаленная пря- 
мая)- 
Рисунок 6. иллюстрирующий второе решение, нужно пояс- 
нить. Поскольку «бесконечно удаленную прямую» нарнсо- 
вать трудно, мы на рисунке 6 очень близко к большому кругу— 
экватору О — нровели пунктиром параллель; ее образом при 
проекции будет окружность очемь большого радпуса в плос- 
костн а, содержащая внутри себя все точки пересечения че- 
тырех прямых; этн прямые разбивают вовникающий па плос- 
кости «очень большой круг» на 1| областей: хпятнугольшик», 
пять «треугольинков» и Пять «четырехугольникой»; возвра- 
щаясь с плоскости ина сферу. получаем после удвоення ответ. 
В заключение заметим . что во всех трех задачах ие только вид 
частей разбиения (чнело сторон). но и их взанмное располо- 
жение определяются однознечно, 
Предлагаем читетелям «Кванта» @ качестве задачи для ис- 
следования выяснить, какие бывают разбиения сферы шестью 
болышими кругами или плоскости — пятью прямыми (здесь 
уже нет сдинственностн). Самое трудное здесь. но-видимому, 


доказать то, что найдены все возможные  варнанты 
пазбмеция. 
Н. Васильев 


Заметим. что центры правильных шестнугольников находятся 
н вершинах ромбов (сторона ромба — удвоенная анофема 
шестнугольника. угол прн вершине равен 60°). Таким обра- 
зом. мы нмеем ромбическую решетки на плоскости, веримны 
ромбов — изаы решеткн (см. рис. 7). Далее. если многоуголь- 
ник /1 с вершинами и узлах представлен п виде объединения 


ке 7. Петь М — много- 
угольник © вершинами в цент- 
рах окружностей. Окрасим 
в красный цвет те окружно- 
ети изи их‘ части (дуги). 


которые лежат внутри М. 
Покажите, что сумма гра- 
Оисных величин красных дуг 
равна С-1507. где С=С(М)— 
целое число. п дайте этому 
числу геометрическую интер- 
претацию. 


Рис. 3. 
{@;0+0) 


(@+Р:6 +0) 


& 
многоугольников Ду, ..., Ак (© вершинами в узлах): М=21] АЕ, 
ь а 


то 

С (М)=С (Ар---... С (Аь); 
про такую функцию говорят. что опа аддиииона. Отсюда сле- 
дует, что если многоугольннк Мс вершинами в узлах иред- 
ставлен в виде объединения многоугольннков Ау. .... Ад, из 
которого удалено объедннение многоугольников В’. .... В! 
{Аг и В; — е вершинамн в узлах) — см. рисунок 8: т. е. если 


Г: 1 
М:= ЦА: Ву, причем ОВСА: {#) 
#1 ги 
(здесь № — значок разности множеств нли дополнения). то 


к 1 
С (М)- У СМИ-$ СЦВр. 
{= рт 
Ниже мы покажем, что всякий многоугольник М (с вершинами 
в узлах) представляется и ниде {*), ге ДА; и В; — треугель- 
ники. Поэтому утвержденне задачи достаточно доказать для 
треугольников Тс вершинами в узлах. 

Итак. покажем. что С (Г! — целое число. Впишем треугозъ- 
ник Т в параллелограмм Й со сторонами, параллельными сто- 
ронам решетки. Исскольку вершины ТГ находятся п узлах. 
вершины Л также находятся п узлах. Представим нараллело- 
грамм Я в виде объединеиня треугольинка Ти треугольников 
Тр.у которых две стороны параллельны сторонам решетки 
{рис. 9, а). 6}). Очевидно. что для любого параллелограмма ИП 
с вершинами в узлах и длинами сторон и м.б (за еднницу дли- 
ны мы выбираем длину стороны ромба. порождающега речетку. 
числа п и 6 — целые). число С-С (ПЛ) 2 ав (П разбивается 
на аб порождающих решетку ромбов Ю (рис. 10). в для каж- 
дого такого ромба С (Ю) 2: в ромбе сумма градусных велн- 
чни красных дуг равна 360“--2.180`). Итак. для каждого П 
с вершинами в узлах число С (ПП) — четное. Слеловательно. 
для каждого треугольннка Ту) с вершинамн в узлах. дне сто- 


роны которого параллельны осям решетки, число С (Тл} — 
целое (Груз „всегда можно дополиить до параллелограмма Л 
(рис. 11); тогда 2СТу) СИТ) 2аь. откуда С4Тп) = 
-- ав — целое число). Для произвольного же треугольника Г 
с вершинами в узлах имеем: С (Т) С(П)—ХС (ТГд). т. е. 
С (Г) — также целое число. Итак. для треугольника с вер- 
ииннами ин узлах утвержденне доказано. 

Заметим. кстати. что из равенства С (/Л)=2ав сразу сле- 
дует. что С (П} пропорционально площади 7: 


$ (П)= аб зт 60°, и С(П)!$ (П) = ВУЗ. Аналогично. и 
СТ иу!$ (Тр) -=1ЛУЗ (5(Тр))— площадь треугольника Ту). 
Поэлему С(Т) -= ($ (П) — Х $ ТаГИЗ= $ (ТУЗ, и мы 
получаем. что для всякога треугольника Тс нершивами в 
узлах С (Г)/5(Т) - КУЗ. Поскольку функция С (М) н нло 


щаль 5 (Му адлитивны, го н для произвольного миогоуголь- 
ника № 


С (М) -—- $ (МУЗ. 
Это и есть геометрическая интерпретация числа (2: 
Эая асякого мносбугольника М число С (М) пропорционально его 
площади. 
Осталось показать, что нсякий п-угольник М можно пред- 
ставить п виде {*). 
Заметим. что если дизтональ АВ ие пересекает старои & 
и лежит внутри А. то опа разбивает М на А-угольник и 
{- угольник. причем А<3л п {< п. Если же они лежит вне М. то 
М представляется в видё разнести &- п /-угольников. Поэтому 
достаточно показать, что м любом многоугольнике найлется 
днагональ, не пересекающая его сторои. 
Вазьмем три последовательные першииы многоугольника А1: 
А,. А,. Аз. Если диагональ А) Аз ие пересекается со сторо- 
нами М. то нужная. днагональ найдена. В нротивном случае 
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Рис. 11. 


Рис. 12. 


$458. Мольчнк плыяет со 
скоростью, в два раза мень- 
ией скорости течения реки. 
В каком направлении он дол- 
жен поыть к Эругому бере- 
ги. чтобы его снесло течени- 
ем как можно ченыше? 


Рис. 13. 


$459. Электроплитка содер- 
жит три спиради с <9про- 
тивлениями Ю 120 Ом каж- 
ая. соединенные париллель- 
но Орце с дригом. Плитка 
вкаючается в сеть последо- 
вательно г сопротивлением 
г 50 Ом. Как изменится 
время. необходимое дая на- 
гревания на этой плитке 
чайника с водой до кипения. 
при перегорании одной из 
спародва? 
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отыщем такую его вершину В. лежащую внутри АА.А.А., 
что угол А.А»В — наименьший из возможных. Тогда еслн 
А, Я — днагональ, то она не пересекает ии одной стороны М, 
если же А,В —сторона М. то днагональ А „В не пересекается 
со сторонами М. 
Таким образом, мы от п-угольннка за коцечное число шагов 
перейдем к треугольникам. 
Решения большинства читателей опирались на то соображе- 
ние, что окружности. разрезаемые сторонами многсугольни- 
ка. можно объединить ипопарво относительно середины сторо- 
ны. так. чтобы дуги. понадающие внутрь Аф. давали в сумме 
целую окружность. На этом путн решение получить можно, 
но. как видно Нз рисунка 12. одного этого соображения не- 
достаточно. 

Н. Климова 


Ф 


< — 
Пусть и — скорость течения реки. #, — скорость мальчика 
относительно течения. Тогда скорость мальчика отиосилельно 
берега равна 


> => > 

=. 
Вектор скоростн мальчика относилельио зечения может иметь 
различиые направления, но его конец должен обязательно 


лежать на окружности раднуса |2| (рис. 13). Из рисуика 


вилно. что нектор и составляет минимальный угол с береговой 
линней п том случае. когда оп направлен по касательной к 
окружности — геометрическому месту концов возможных век- 


торов 91. В этом случае мальчик. очевидно, будет снесен тече- 
нием на минимально возможное расстояние. Из рисунка най- 
дем. что ирн этом мальчик должен плыть под углом к бере- 
товой линии, равным 


© == агссо$ 


О. Савченко 


Ф 


Сопротивление плиткн с тремя параллельно соединенными 
спиралями равно ®,==А/3 40 Ом. Пссле перегорання одной 
спиралн сопротивление илитки станет равным  К›=А/2= 
=60 Ом. 

| 


До перегораиия снирали но цепи ядет ток Ё —— ИЕ: 


| [й 
{( — напряженне сети). После порегорания — 1. = Вт . 


Количество тенлоты @. исобходимое для иагревания чай- 
ники с водой до кипення. в первом случае выделяется в плитке 
за время 

[4 О (В, 
= =——— 
(=, ь 


во втором случае — за время 
9 _ Ч. +5 


г Г.В. ик, 


Найдем отношение времен гии #ь: 


ы _ В т7* А. _ 243 
и (ВЮ 249. 


$460. В схеме. изображен- 
ной на рисунке `14. пергкаю- 
чарель все время перекаюча- 
ется из верхнего положения 
в нижнее и обратно. В верх- 
нем положении он задержи- 
вается на время т, 2. 0-3 с, 
в нижнем — на время т, 
= Ю-3 с. Найти мощность, 
потребляемию от источника 
через очень болыиой проме- 
житок времени после начала 
работы переключателя. 
Емкость конденсатора тако- 
ва. что за время 1. он не 
услевает разрядиться сколо- 
нибудь существенно. 


В=108 Ом 


и=1008В 


г= Ом 


Рис. 14. 


Ф461. Каждый квадратный 
метр поверхности стела, на- 
гретого до температуры Т. 
излучает за единицц зреме- 
ни энергию №=5.67 Хх 
х 0-8 Г? Вт. На каком рас- 
стоянии ЮВ от Солнца же- 
лезные опилки превретятся 
в капли. если паотиость по- 
ока  соднечного аизяучения 
{энереня. проходящая в еди- 
наци времени через единацу 
площайи) на орбите Земли 
Ео= 1400 Вт/м?? Температу- 
ру плавления железа принять 
равной Го=1535 К, расстоя- 
ние от Земли до Солнца Ю,= 
= 1,5. 10И м. 


Пусть Ус — напряжение на конденсаторе. Так как, но усло- 
вню. изменение заряда конденсатора за время т, (и следо- 
вательмо, за время т.) мало, то можно считать, что через боль- 
шой промежуток времени после начала работы переключате- 
ля напряжение Ус ме меняется со временем. Тогда. при за- 
с 


— 


рядке конденсатора по цепи ндет ток И == Г] Н и за 
[#1 = (с 
время т, проходит заряд $: = И т, = г т. При 


й 
разрядке конденсатора по цепи идет ток /» = — ‚так что 


за время т, проходит заряд 9: = [ых, = —*. 91 

н 9. — это изменение заряда конденсатора при его зарядке 

и разрядке. В установившемся режиме 91=9г. т. е. 
Оеви с 


к р т.: 


Ю г 


Отсюда пайдем Ис’ 
г 
ги -- Кть` 
Энергия. потребляемая от источника за время т. равна 


И, х,. Следовательно. за время т,Гт, средняя мощиость, 
лотребляемая от источника. равна 


Я 
{1 (1 +. дЕ 


са В (т, + т.) ге 


ит 


Рер= ит 


180 Вт. 


Ф 
И. Слободецкий 


Крупиика железа пагревается до такой температуры Т. при 
которой энергия. излучаемая ею, становится равной энергни. 
получаемой от Солниа. Излучаемая в единицу времени экер- 
тия пропорциональна площедн новерхности крупинки. Бу- 
дем для оценки считать, что опилки—шарикни. средний раднус 
которых равен г. Тогда энергия. пэлучаемая за единицу вре- 
мени каждой крупинкой. нагретой ло температуры Ту, равна 
№ изл=- Адг? у . 

Энергия. получаемая от Солнца за единнцу времени. 
пропорциональна площади наибольшего сечення коупинки, 
то есть д”, и равна 

и У погл” 7/2 Е. 
где Е — плотность потока солнечпото излучения на том рас- 
стоянии А от Солниа. на котором находится крупинка. Так 
как в единице телесного угла от Солнца распространяется 
постоянная энергия, то (рис. 15) Е$:- Е’бз и 

, 
ЕВЕ [ 
51 © ю . 
Следовательно. 


. Ка 
У погл —— 27 Вх (+) . 


Приравняв Шнал н Шпогл. получим 
с. О 3 в 2 
4ле?\№ = 7 Ео (*) } 
Из этого уравнения найдем ь 
Ю Е 
К -= Ав 9 
2 
Л. Стосенко 
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По страницам школьных учебников 


А. Земляков 


Как выглядит 
парабола? 


Старайся наблюдать различные при- 
меты 
А Пущкин 


Вы никогда не задумывались над 
тем, почему параболу — график квал- 
ратичной функцин у--х? — рисуют иа 
координатной плоскости так, как но- 
казано на рисунке 1,а? Почему ее 
не рисуют так, как на рисунках 1, б 
нли 1,6? 

Вы можете ответить, что если рн- 
совать график у-: х* по точкам (рис. 2), 
то получится «как на рнсунке 1, а». 
Однако нельзя взять бесконечно много 
пробных точек, и непонятно, как 
все-таки продолжить график при боль- 
шнх значеннях х. Мы приведем два 
разных рассуждения, показывающих, 
что графики на рисунках 1бн 1.6 
продолжены неправильно. 


Алгебраическое рассуждение 


Прямая у--Ах может пересекаться с 
параболой иу:=х* не более, чем в двух 
точках (рис. 3, а; объясните). Графики 
же на рисунках 1,би 1,6 с некоторы- 
ми из таких прямых пересекаются в 
трех илн даже в большем числе точек 
(рис. 3,6,6). 


Аналитическое рассуждение 


Угловой коэффициент касательной 
к графику днфференцируемый функ- 
цин и-==}(х) в точки с абсциссой х 
равен Ё (х)--[(х) («Алгебра н на- 


чала анализа 9», п. 52). Если прн 
возрастании х коэффициент # (х) воз- 
растает, то касательная образует все 
больший угол с осью Ох, а график 
идет все круче (в случае # (х)>>0; 
см. рис. 4). Для квадратичной функ- 
ции { (х)-=х? угловой коэффициент 
касательной # (х)-=2х как раз обла- 
дает этим свойством, и график у= 
—х? идет все круче при х>>0 (рис. 5, а). 
Напротив, угловые коэффициенты ка- 
сательных к графику 1,би 1,6 убы- 
вают на промежутках от @а до 65; 
см. рисунки 56, в. (В этом рассужде- 
нин существенно используется гео- 
метрический смысл касательной — 
см. замечание 3 из упомянутого п. 52 
учебиика и статью «Геометрический 
смысл производной», «Квант», 1977, 
№ 2). 


Комментарий 


Алгебранческое, как и аналитнческое, 
рассуждение применнмо не только к 
параболе, но и к другим графикам 
функций, в чем можно убедиться, ре- 
щив задачн, предлагаемые ниже. Вто- 
рое рассуждение, в котором анализи- 
руется характер поведения касатель- 
ной к графику, к тому же приводит к 
важному понятию выпуклости функ- 
ций (их графиков) (см. «Алгебра н 
начала анализа 10», и. 79). Заметим, 
что возрастание илн убывание углово- 
го коэффициента # (х)=| (х) может 
быть установлено г помощью произ- 
водной: А’(х)=={[° (х). и Ё(х) возра- 
стает илн убывает в зависимости от 
знака второй производной нсходной 
функции {. 


Задачи 

1 Который из графиков. изображенных 

на рисунке 5. может отвечать функцин у-- 
Хх? 


= 


2 На рисунках 7. а. 6 изображены два 
графика степеиной функции у — х®, глея > 0. 
Для какого из графиков © > 1. а для какого 
а <? 

(Приведите в задачах |. 2 и аналнтиче- 
ское. и алгебранческое рассуждення.} 
3. (10 класс) Как правильно нарисовать 
графики у @” и у--Ю8ох при е>Е — 
как на рисунках 8. а, 9, а. илн как на рисун- 
ках 8,6. 9,6? (Ответ обоснуйте. } 


Рис. 7. 


>$ф-------------- 


Рис. 6. Рис. 9. 
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Вивианна 


Кривую. определенную в под- 


писи к четвертой странице 
обложки. называют иногда 
«кривой Внвиани», иногда 
«окнами Вивиаии», иногда 


кратко  «вивианной», а но- 
рой и просто «косой восьмер- 
Кой» за ее форму. Указал на 
эту пространственную кри- 
вую впервые — нтальянский 
математик Винченцо Ви- 
внани (1622—1703). которо- 
му посчастливилось быть 
учеником Г. Галилея и дру- 
гом Э. Торричелли. В 1692 г. 
Внивиани разослаз рялу ма- 
тематиков нисьма. п которых 
предложил им проделать (ра- 
зумеется. умозрительно) в 
«куполе»  (полусферс) два 
окошка так, чтобы поверх- 


ность продырявленного ку- 
пола была  равиовеляка 
квадрату. который можно 


построить на днаметре купо- 
ла. Оказалось. что нивиан- 
на, если ло ней выполнигь 
Разрез купола, удовлетворя- 
ет условию этой задачи. Сре- 
дн ученых. вииманне кото- 
рых привлекла задача Вн- 
внаии, были Н. Бернулли, 
Г. В. Лейбниц и 
Ж. П. Роберваль. 

„Лейбниц с номощью нинте- 
грального исчислепия сира- 
внлся © задачей Вивианн 
быстрее псех — за одни день. 
Сам Вивиани решил свою 
задачу без поможи интегра- 
ПОВ. 

Внонаниу можно 
строить  циркулем ина мо- 
верхности цилиндра;  пуж- 
но только. чтобы раствор 
циркуля равнялся  злиие 
диаметра цилиидра. т. е. ра- 
днусу — сферы (рис. 1). 
Чтобы доказать эквивалент- 
пость двух определений ви- 
вианны. Укаланных и иодни- 
си к четвертой странице 0б- 
ложки, рассмотрим рису- 
иок 2, на котором 


по- 
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центр? сферы, М — теку- 
щая тонка вивианиы, А — 
точка. и которой вивианиа 
сама себя пересекает, № — 
проекция точки М иа ос- 
нование цилиндра. Теперь 
из раненств [ОМ] = ОА |-—г 
г с0$ м 


следует, чт —=ы 
едует, что соз В 


г, 


т. е. а=-В, 

В декартовых коордиия- 
тах вивиаина определяется 
снстехлюй двух уравнений 


|" = и*--2= В? (сфера) 
х? +- у? = Юх (цилиндр); 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


координаты х.иу, #2 можно 
выразить через угол $ (рис. 
3): х =В со Ф. у = 
=К зтф с05 $, 2= Юзтф. 

Рассмотрим часть но- 
верхности  цилиидра, огра- 
ниченную снизу основани- 
ем цилиндра. сверху — ви- 
вианной (рис. 3). Поскольку 

в 
при АОМ — $ имеем | ММ |-= 
=изт $. криволниейный 
край разверткн рассматри- 
каемого куска поверхности 
цилиндра на плоскость ока- 
зывается сннусоидой. Вла- 
дея элементами  интеграль- 
ного нечисления, вы ©смо- 
жете установить, что ило- 
щадь развертки равна 297. 


Предлагаем вам доказать, 
что угол между двуми каса- 


тельнымн к верхней петле 
виннанны в точке А 
(рис. 3) — прямой. Докажн- 
те также, что ортогональная 
проекция внвианиы на илос- 
кость «иулевого» меридиана 


представляет собой дугу па- 
раболы. 

Рассмотрим теперь цент- 
ральные проекции вивианны 
из разных точек сферы на раз- 
личные плоскости, проходя- 
щие через ее центр. Если за 
центр проектировання ири- 
иять точку В. то проекцией 
внананиы на плоскость Оху 
будет строфоида («Квант», 
1977. № 2. с. 43). Если и ка- 
честве центра просктирова- 
ния взять точку А. то вро- 
секцией вривнаниы на плос- 
кость Оцуг будет равносто- 
рониян гипербола (эта кри- 
вая обычно нспользуется 
для демонстрации обратной 
нропорциопальностн — вели- 
чин). Если, паконец. оста- 
вить ту же плоскость проек- 
тнровзания, а в качестве цент- 
ра проеккнн выббать точку 
А’ сферы. днаметрально про- 
тнвоположную точке А, та 
образом нивманны будет лем 
ниската Бернулли («Квант», 
1977, №1. 5.25). 


В. Березин 


‘ 


| 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Сколько булок было у пекаря? 
Ответом служит нанбольшее возмож- 
ное число «много» в примере, изобра- 
женном на рисунке. 

2. Средний возраст одиннадцати 
игроков футбольной команды — 22 го- 
да. Во время матча один из нгроков 
получил травму н ушел © поля. Сред- 
ний возраст оставшихся на поле игро- 
ков стал равен 21 году. Сколько лет 
футболисту, получившему травму? 

3. Из восьми прямоугольников раз- 
мером 2.4 и шести прямоугольников 
размером 2Ж3 Леня сложил квадрат 
размером 10 10 (см. рис.). Посмотрев 
на этот квадрат внимательно, он 
обнаружил, что в двух случаях сто- 
роны этих прямоугольников образуют 
отрезки, соединяющие противонолож- 
ные стороны квадрата. Это показалось 
Лене некрасивым, и он решнл попы- 
таться сложить нз данных четырнад- 
цати прямоугольников тот же квад- 
рат, но уже так. чтобы подобных от- 
резков не было. Однако он этого сде- 
лать не смог. Помогите Лене, ребята! 

4. Задача-фокус. Возьмите мно- 
гозначное число, у которого все инф- 
ры разные. Возьмите второе число, 
запнсаиное теми же цифрами (в лю- 
бом другом порядке). От болышего 
числа отинмите меньшее. Любую от- 
личную от нуля цифру разности об- 
ведите в кружочек, а сумму осталь- 
ных цифр сообщите отгадчику (если 
разность — число двузначное или 
однозцачиое, то назовите оставшуюся 
цифру или нуль соответственно). От- 
гадчик «угадывает» цифру, обведен- 
ную в кружочек- Как он это делает? 
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Вы. наверное, не раз встречали ариф- 
метические равенства, в которых все 
или некоторые цифры заменены бук- 
вами или другими символами. В таких 
задачах требуется расшифровать зна- 
чение каждого символа и восстановить 
чнселовую занись. 

В Индин и Китае этот вид «мате- 
матических развлечений» появился бо- 
лее 1000 лет назад. В Европе нодоб, 
ные задачн стали придумывать лишь 
с начала ХХ столетия. В тридцатых 
годах нашего века такие задачи наз- 
вали  криптарифметическими *) — 
сгурфагиАпие (фр.), сгирфагИйтейс 
(англ.). В европейских и амернкан- 
ских журналах это название стало 
общепринятым. (В нашей литературе 
их обычно называют «числовыми го- 
ловоломками» или «числовыми ребу- 
сами».) Установились и некоторые 
правила шифровки: разные цифры 
заменять разнымн буквами; избегать 
буквы О для замещения нуля; прн- 


менять один небуквенный символ 
(«звездочку»), заменяющий любую 
цифру. Желательно, чтобы задача 


имела единственное решение. 


*) По-греческн хрел то — слрятанный. 
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Едва появившись, криптарифме- 
тические задачи сразу становятся 
очень популярными. Их составители 
проявляют все большую изобрета- 
тельность и изощренность. Возника- 
ют, например, задачи, в которых бук- 
вы, заменяющие цифры, образуют сло- 
ва и даже фразы. Первым такие зада- 
чи начал придумывать известный ан- 
глийский составитель математических 


‹ головоломок Г. Е. Дьюдени. Исторн- 


чески первымн были две его буквенно- 
арифметические головоломки, опуб- 
ликованные в 1924 году: 
зеп@ -- тоге = топеу; *) 
({\\0)- (хо) = Вгее. 

Первая головоломка обошла весь 
мир и приобрела репутацию кзласси- 
ческой в этом жанре. 

Рассмотрим один пример 
Ттанной» арифметнки:**) 


„ИНН 

`ДОН 
Сжжж 
Ржж 
жжЕж 
жжжЖКИж 

*) $еп@ пзоге топеу — пришли больше 
денег (анпгл.). 


**) Мин, Дон — рекн (Мин — приток Ду- 
пая). 


«спря- 


Здесь кружочком обозначена бук- 
ва, отличная от остальных. 

Первоначальный обзор примера по- 
казывает, что 

1) ни одва цифра множимого и 
множителя не равна ни нулю, ни еди- 
нице; 

2) произведение (ИНН).Н — че- 
тырехзначное число; 

3) произведение (ИНН)-О — трех- 
значное число. 

Будем испытывать возможные зна- 
чения Н. Нетрудно убедиться, что 
Н не может равняться двум. Положим 
Н = 3; тогда И =4и 1<0О<3, причем 
значение О = 2 возможно только 
при И =4. Получаем 
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1299 
866 


*Е» 


жжжКИ»ж 

Сумма 9 + 6 определяет значе- 
ние И = 5 — в отличие от предпо- 
ложения, что И = 4. Значит, и слу- 
чай Н = 3 невозможен. 

Испытание следующего значения 
Н = 4 также приводит к несовпаде- 
нию предполагаемых к получающихся 
в записи результата умножения зна- 
чений И. Поэтому перейдем к предпо- 
ложению, что Н =5. Если так, то 
И = 2. В случае любого И > 2 нет 
подходящих значений для О. Если же 
И =2, оО =4 или О = 3. В пер- 
вом случае, как нетрудно установить, 
вновь возникает разногласие в зна- 


чениях И. Во втором случае получаем 


255 
Хх Д35 


1275 
765 


*%Е* 


***К 25 


Значение И = 2 подтвердилось в 
итоговой сумме, а из всех возможных 
значений Д>>4 пригодно лишь зна- 
чение Д = 8. 

Окончательно: ИНН = 7255, 
ДОН = 835. Испытав остальные воз- 
можные значения Н = 6, 7, 8 и 9, 
убедитесь в том, что других решений 
задача не имеет. 

Решите несколько «криптарифме- 
тических» задач; 

1) опе + &о - Нуе = евце 

2) тего + опе + 10 = Шгее; 

3) {0 -- Шгее -- зеуеп = &м@уе; 

Ё4 линия + линия = 
‚= ФИГУРА 
(здесь ЛИНИЯ — нанменьшее из воз- 
можных чисел); 

5 ЗАДАЧА -- АНАЛИЗ = 
== РЕШЕНИЕ 
(здесь РЕШЕНИЕ — наибольшее из 
возможных чисел); 

6) БОРЯ+ИДИ+БУЛЬ = 
= ДОБР 
(злесь БОРЯ-— это максимальное из 
возможных слагаемых): 

7 ТРИ+ТРИ ++ 
= СЕМЬ 
(здесь «спрятаны» все 10 цифр, причем 
числа ТРИ и СЕМЬ делятся соответ- 
ственно на Зин 7). 


ОДИН = 


в возра- 


Ожерелье матнком П. С. Урысоном. не- 
посредственно перед его трз- 
гической гибелью 

Анту ана сте 26 лет.) 


Так называется замыслова- 
тое украшение, изображен- 
ное на первой странице об- 
ложки. Но это ие творение 
художника-ювелира: оно бы- 
ло создано в начале 20-х 
годов французским мате- 
матиком Л. Антуаном. (Не- 
еколько позднее. но незави- 
симо, аналогичный пример 
был пелучен советским мате- 


Что же изображает ри- 
сунок? Цепочку из шести то- 
ров первого ранга 7‘, 


и т. В каждом и; 


них — снова цепочка (мень- 
шнх) торов; всего — 36 то- 
ров второго ранга, образую- 
щих более замысловатую це- 


почку и, р т, 


По этой же схеме строятся 


торы третьего ранга ТФ), 
то. а т ит. д. По опре- 


деленню, ожерелье Антуана 

есть пересечение всех этих 
< бп—1 

цепочек: А-П {4 77. 
} 


п -1 1 

Разумеется, Антуан прн- 
Думал это миожество ие для 
забаны и даже ис для красо- 
ты: множество А обладает 
совершенно неожнданными 
свойствамн; эти свойства 
изучаются п одиом из самых 
значительных разделов  со- 
временной математикн — то- 
пологий. 


А. Б. 
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Праитикум эбитурмента 


Куйбышевский 
государственный 
университет 


Мы уже рассказывалн о Куйбышевском го- 
сударственном уннверснтете ( «Кваит», 1977, 
№ 7). Добавим только, что в этом году рас- 
шнряется прием на химнко-бнологический 
факультет. На этом факультете нмеются две 
специальности: «химня» (специализации — 
физическая, органическая и неорга- 
пическая химия) в «бнологня» (специа- 
лизацин — биохимия, зоология, геобо- 
таника, гистология пн цитология, 
физиология человека и животных). 
Ниже публикуются образцы варнантов пись- 
менного экзамена н задач из билетов устного 
экзамена по математике,  предлагавшихся 
тем, кто окончил средиюю школу в 1977 го- 
ду, и примеры задач из билетов устного эк- 
замена по физнье. 


М атематнка 


Вариаиты пнсьмеиного 
экзамена 


Механнко-математический факультет 


1. Вычислнть объем правильной тре- 
угольной пирамиды, если известен двугранный 
угол при боковом ребре. равный ©. и радн- 
ус К круга. описаиного около одной из боко- 
вых граней. 


[2 
2. Доказать, что еслн В — "РРацио- 


нальное число, то уравиение 
т х.з Вх:= 1 
не имеет корней. 


3. Найти разность между наибольшим н 
иаименьшим значениямн функции 


1 1 
й = с05х- —5 с0$2х — —3 <0$ 3х. 


4. Найти 
ной линиями 


у = яплх, у. 4 (*° —х). 
5. Найти область определения функции 


_— Ух+5 
_ в9-х’ 


площадь фигуры, ограничен- 


у 
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Физический факультет 


1. Дан куб АВСРА.В,С.О,. Доказать, 
что расстояние между плоскостями, одна 
нз которых проходит через вершины А, В,, 
Р,. а другая — через вершнны В, С,, р, 

1 
равно —3- диагонали куба. 


2. Найтн модуль разности экстремумов 


функцнн 
у= 3-32 3х-- |. 
3. При каких значеннях @ неравенство 
(2 а) хз (За) х+1-—&а 
ж | х-2 


выполняется для всех действнтельных х? 
4. Найти область определения функции 


у сов — 
> УЕ. 


2 


Хнынко-бнологический факультет 


1. Сторона основания правильной че- 
тырехугольной пнрамнды равна а, двугран- 
ный угол прн осиовании равен &. В эту пи: 
рамиду вписан шар. Найти объем пирамнды, 
вершинами которой служат точки касания 
шара с боковыми гранями данной пирамиды 
и произвольная точка, лежащая в плоскости 
основания данной пнрамнды. 

2. Найти площадь фигуры, ограничен- 
иой лнииямн: 


у = 2х? — 8х 1 ни=- 
=- хё—8х — УЗх-ь. 
3. Найти область определения функции 


5х — х? 
у = 18 с НЫ 


4. Доказать, что последовательность 


1 1 1 
Тя арт 


г 4п 
нмеет предел. 


Из билетов устного экзамена 
Механнко-математический факультет 


1. Дано: а, Виуф — углы треугольннка. 
Доказать равенство 
т @-5т В — с05 $ -= с05 @.с0$ В. 
2. Доказать неравенство 
т лх лы д]. 


3. Доказать, что если значення квадрат- 
ного трехчлена ах? -- 6х -- с являются це- 
лыми числами при х, — 0, х — Ги х.=2, 
то прн любом целом х значение данного трех- 
члена является целым числом. 


Физический факультст 
4. Решить систему уравненнй 


2х— 1 У? о 
УИ 2—1 ' 
хи= 12. 


5. Решить уравнеине 


юрт х — 108505 х — Юй, 1—8» — 
—юв» 1-Е шх) = 1. 


6. Решить уравнение 

32 — 2.3 +х+6 | 320+6} = 0. 

7. При каких значеннях х выполняется 
неравенство 


` 


азия [к — 3.) — 5: (+-3)}+2>е 


Физика 
Механнко-математический факультет 


1. Может ли смещение луча, падающего 
из воздуха на плоскопараллельную стеклян- 
иную пластину, быть больше толщнны этой 
пластины? Найти максимальное смещение 


луча. 


Физнческий факультет 


2. Найти силу тока, текущего через ам- 
перметр, и заряд на обкладках коидеисатора 
в схеме, изображенной на рисунке, если ве- 
личина э. д. с. источиика тока равна &, его 
внутреннее сопротивлеине х, емкость кои- 
денсатора С, велнчииы сопротивлений во 
виешией цепи ВЮ. 


Химико-бнологический факультет 


3. На высоте Д от пола и расстоянни $ 
от вертикальной стены параллельно полу 
брошен теннисный шар. Какова должиа быть 
начальная скорость движеиня шара, чтобы 
после абсолютно упругого отражения от 
стены он упал на пол на расстоянии от сте- 
ны, большем $ 

В. Алимпиев, Л. Беркович. 
С. Мешков, А. Хвостов 


Московский 
государственный 
университет 

им. М. В. Ломоносова 


Ниже публикуются варнанты письменного 
экзамена по математике, предлагавшнеся на 
факультете вычислительной математики н 
кнбернетикн и на физическом факультете 
(для окончивших средиюю школу в 1977 го- 
ду}, ин примеры задач устного экзамена по 
физике. 


Математнка 


Факультет вычислительной — математики 
и кибернетнки 
1. Решить неравенство 
За 1 \2х-3 
а (>) +2 > 0. 


2. В треугольнике, одии из углов кото- 
рого равен разностн двух других, длнна 
меньшей стороны равна 1, а сумма площадей 
квадратов. построениых ина двух других сто- 
ронах, в два раза больше площади описаи- 
ного около треугольника круга. Найтн 
длину большей стороны треугольника. 

3. Решить систему уравнений 


п? ( — 2х) — (3— УЗ) би = 
_3 2—1 
р] 1 


18? (5) + (3— 2) т (— 2х) = 
= У2—1 
5 . 


4. Города А, В. С, О, расположенные 
так, что четырехугольннк АВСО — выпук- 
лый, соединены прямолинейными дорогами 
АВ-—6б км, ВС > 14 км. СР = В км, АБ = 
—=15 км и АС = 15 км. 

Из одного из городов одновременно вышли 
три туриста, идущие без остановок я постоян- 
ными скоростями. Маршруты всех туристов 
различны, причем каждый из них состоит 
из трех дорог и проходит через все города. 
Первый и второй туристы перед прохожде- 
иием третьих дорог своих маршрутов встре- 
тилясь в одном городе, а третий закончил 


маршрут иа час раньше туриста, закоичив- 
шего маршрут последним. | 
Найти скоростн турнстов, если скорость 


третьего больше скоростн второго и на 
1 


-5 км/час меньше скорости первого, при- 
чем скорости всех туристов заключены в ин- 
тервале от 5 км/час до 8 км!час, 

5. Найти все значения параметра &, 


удовлетворяющего иеравенствам 05%а< 
п 
<=-5`, при которых минимум функции 


$ (<) — З ха 4х? (соза— та) — Зх? та на 
отрезке —$та=х<с0$ @ прннимает иаимень- 
1иее значение. 


Физнческнй факультет 
1. Решить уравнение 
3 
ме 
2х = 


2. Найти площадь замкиутой фигуры, 
ограничениой линиями: 


у 0, и- 20—21 5х. 
3. Найти отрицательные члены последо- 
вательности 


Фе. 48. _ 
р. — в Пе= 1.2.3, . - -), 


сле Аня — Чисяо размещений, & Рлзо и 
Р„ — числа перестановок. 

4. Дана равнобедренная трапеция, в ко- 
торую винсана окружиость и около которой 
описана окружность. Отиошение высоты тра- 


пеции к раднусу описанной окружности 
равно =. Найти углы транеции. 


5. Ллниа ребра куба АВСРА‚В.С.0,х 
х (АА ||(ВВ (СС ЮР, равна 1. На 
ребре АЛ, взята точка Ё так, что длина отрез- 


1 
ка АЁ равна 3. — На ребре ВС взята точ- 


1 
ка Р так, что длина отрезка ВЕ равна ——. 


Через центр куба н точки Е и РЁ проведена 
плоскость @. Чайти расстояине от вершины 
В, до плоскости <. 

И. Горев 


Физика 


Фнзическнй факультет 


1. После взрыва ракеты. летящей вер- 
тикальио, образовались три осколка одина- 
ковой мессы, которые упали на землю одио- 
временно. Расстояния от места старта до 
места падения двух нз иих равны $, 3 км 
и $ 4 км, причем линин, соединяющие места 
их падения с местом старта, составляют меж- 
ду собой прямой угол. Каково расстояние $3 
от места старта до места падения третьего 
осколка? (При вычнелениях сопротивление 
воздуха не учитывать.) 

2. Тело массы т>х-| кг одной нитью свя- 
зано с неподвижной точкой О,а второй иитью, 
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Рис. 1. 


Рис. 4. 


перекинутой через невесомый блок В, к тс- 
лом массы М--2 кг (рис. 1). В некоторый мо- 
мент временн угол ОАВ прямой, а отрезок ОА 
составляет угол а= 30? с горизонтом. Опреде- 
лять натяжение нити АВ н этот момент вре- 
мени. 

3. На платформе пружиниых весов мас- 
сы А1:=1Ю кг лежит тело массы т-=3 кг 


(рис. 2). С какой минимальной силой |Е| 
нужио сдавить пружину весов, чтобы после 
прекращения действия силы тело при подъеме 
подпрыгнуло на платформе? 

4. Из двух металлических тонких поло- 
сок склепана фигура п виде лестнины (рис. 3). 
Расстояние между полосками гавно а. По- 
лоски имеют разные коэффициенты линейного 
расширения @; на, (а, а,<1). Прн иагреве 
п результате различного удлинения полосок 
лестница искрнвляется. Найти радиус кри- 
визны лестницы, если ее нагреть на АЁ гра- 


Рис. 6. 

дусов. (Ширина лестиицы много меньше ее 
длины.) Удлинением поперечных перекладин 
пренебречь. 

5. Некоторое количества идеального газа 
меняет свое состояние таким образом, что 
этот процесс изображается прямой иа диа- 
грамме рИ {рус. 4). Цайти максимальную тем- 
пературу в таком процессе. Известны ра, 
И. Т, н раИ.. 

$. В однородном электрическом поле на- 
ходятся отринательный ‘заряд —4 с мас- 
сой т н положительный заряд -РО с мас- 
сой М. Заряды точечные; лниия, соединяю- 
щая этн заряды, совпадает с направлеинем 
поля. Напряженность электрического поля 

-— 


равна Ё. На каком расстоянии должны на- 
ходнться этн заряды, чтобы они двигалнсь 


с одинаковыми ускореннямн? Как онн прн 
этом должны быть расположены? 

7. Электрический паяльник мощностью 
50 Вт рассчитан на включение в сеть пере- 
менного тока с напряжением 127 В. Какая 
мощиость будет выделяться в паяльнике, 
еслн его включить в сеть перемеииото тока 
с напряжением 220 В последовательно с 
идеальным диодом? Сопротивление диода при 
прямом маправлемии тока можно считать 
равным нулю, при обратном — бесконечно 
большим. Сопротивление паяльника считать 
постоянным. 

8. В воде идут два параллельных луча. 
Первый луч па границе вода — воздух ис- 
пытывает полное внутрениее отражение. На 
пути второго луча на поверхности воды рас- 
положена плоскопараллельная схекляиная 
пластинка. Выйдет ли второй луч нэ воды 
илн тоже испытает полное отражение? 

9. Пучок парадлельных лучей света па- 
дает пормально на тонкий стеклянный клин 
(призму) с показателем преломления л-=> 1,5 
к предомляющим углом 0-6? (рис. 5). После 
клина свет проходит через лнизу с фокусным 
расстоянием Р=20 см. На экране, располо- 
женном в фокальной плоскости линзы, об- 
разуется световое пятно. Если клии убрать, 
пятно сместится. Определить величниу сме- 
щения. 

10. Тонкая собирающая линза с фокусным 
расстоянием Р=1О см разрезана поперек на 
две половинки. Половинки линзы смещены 
друг относительно друга вдоль главной оп- 
тической оси на расстояиие {= \® см (рис. 6). 
На расстоянии п == 30 см от верхней поло- 
винки на главной оптической оси помещен 
4очечный источник света $. Ма каком рас- 
стоянии от нсточника нужно поставить плос- 
кое зеркало (пернендикулярно к оптической 
оси). чтобы оба действительных нзображения 
нсточннка совпали? 


Ф. Кросс 


Физический закон 


Великие открытня соверша- 
ются чисто случайно. 

Чисто случайно встре- 
тилнсь в лесу Еж н Лев. 

— Приготовься, Еж, — 
говорит Лев. — сейчас я те- 
бя ударю. 

Приготовнлся Еж: свер- 
нулся клубком, не поймешь, 
кде у него душа, а где пятки. 

Лев размахнулся ин — 
хлоп! В чем дело? По всем 
расчетам Ежу бы на три 
метра отлететь, а он отлетел 
только на полтора. А на 
остальные полтора отлетел 
Лев. Да и этих метров по- 
казалось ему мало: поджал 
хвост — н ходу! 

«Интересное явление, — 
подумал Еж, — надо будет 
его проверить!» 


Стал ои его проверять, 
как полагается в научном 
исследовании. Делал опыты 
и на волках, н на медведях. 
Все подтвердилось: чем 
снльнее удар, тем дальще 
зверь и отлетает. Вот как 
Еж н открыл закон: дейст- 
вие равио противодействию. 

Это было велнкос науч- 
ное открытне. До сих пор в 
лесу только действовали, а 
противодействовать = ннкто 
ие решался. Теперь же все 
воспрянулн духом. Зайцы. 
бобры, суслики — всякая 
лесная мелкота  повылезла 
нз своих мор, прет прямо на 
Льва. 

— А 
ударь! 

Начал Лев ударять. На- 
Ролу перебизя — тлядеть 
страшно. 


ну, — говорит, — 


— Это не по закону! — 
возмущается мелкота. — По 
закону действие равно про- 
тнводействию! 


Ударяет Лев. Ему на- 
плевать на законы. 

И тут нашелся одни 
Суслик. Подытожил все 


опыты и — дополнил закон 
Ежа: 


Действие равно протн- 
водействню — это  физнче- 
ский закон. 


Но там, где действует 
физическая сила, физиче- 
ские законы бездействуют. 

В науке этот закон из- 
вестен под нменем закона 
Ежа — Суслик. 


Из книги Ф. Кривина 
«Ученые сказки» 


С. Овчинников 


Принадлежность 
точек прямой 
и плоскости 


При решении геометрических задач 
часто пользуются условием принад- 
лежности точек прямой или плоско- 
сти. Применение векторов позволяет 
записать эти условня в простой и ком- 
пактной форме. При этом в решении 
задачи зачастую отпадает необходи- 
мость в довольно хитроумных допол- 
нительных построениях. 

В этой заметке мы выведем усло- 
вия принадлежности точек прямой 
и плоскости, и рассмотрим примеры 
их применения. Начнем с решения 
следующей задачи. 

Задача |1 (Экономический фа- 
культет, МГУ, 1975). Дан треуголь- 
ник АВС. На сторонах АВ и ВС взя- 
ты точки Аи М соответственно; 
|АВ| = 5 АМ], 1ВС | = З ВМ |. 


Отрезки АМ и СМ пересекаются в 

точке О. Найти отношение площадей 

треугольников АОС и АВС. 
Решение (рис. 1). Так как 


Завс  блАвс ЗАмс | АВ| `| МС] 
а ос 
5 МС] * 


нам достаточно определить, в каком 
отношении точка О делит отрезок МС. 
Проведем МЕ, Е=|ВС], параллель- 


ТЕМ | 
но АМ; тогда вм" ТВ. = в. 
Но | В№| = -|ВС|], откуда |ЕМ| = 


= =! ВС|. Далее, 


[061 _ МС] _ 3/. | ВС] в 
МС — ТЕСТ — */, ВС] ВСТ = 
2. 
= 8 - 
Значит, 
Вос. № № а 
ЗаАвс 5 ин 


Заметим, что большинство абитуриен- 
тов не сумели додуматься до допол- 
нительного построения МЁ || АМ по- 
этому не решили эту задачу. 

Рассмотрим другое решение, осно- 
ванное на результате задачи 254 учеб- 
ника «Геометрия 9». Сформулируем 
этот результат так: 

Теорема 1. При любом выборе 
точки О равенство 


- + -— —= 

ОС = «ОА + (1—&) ОВ (1) 
Оля некоторого числа & является 
необходимым и достаточным условием 
принадлежности точек А, Ви С 
(А-В) одной прямой. При этом 


— — 
ВС = аВА. 


Рисунок 2 иллюстрирует теорему 1. 
Заметим, что значение коэффициента 
& определяет положение точки на 
прямой (АВ). Если О<а 1, то точка 
С находится между А и В; если @>1, 
то точка А находится между Си В 
п, наконец, если &<50, то точка 8 на- 
ходится между А н С. Коэффициент 
© играет роль своеобразной коорли- 
паты на прямой (АВ): началом коор- 
динат служит точка В, а масштаб 
задается отрезком ВА, так что точка 
А имеет коордияату единина. 


ия к задаче |. обозначим 

га — = 

ВА = н ВС = 9. 
— 


= —> + 
ВМ = +7 и ВМ = 9. Так как точ- 


ка О принадлежит прямым АЛ ин 
СМ, то 


Тогда 


-—= —= — 
ВО =с.ВМ + (1-в,) ВС = 
—+ - = 
=а,ВА ++ (1—а.) ВМ, 
Ча 155 
> 


а -— => 
= р —П —@а4 = р + 


= 
75 —@.)4, 

в 
о 


откуза 


Решая полученную снстему, находим 


По теореме 1 


откуда 


1С0| 


0 Зло 1 № р: 
ПО 1 ое И 
Задача 2 (Геологический фа- 
культет. МГУ, 1976). В иарзалело- 


грамме АВСР со сторонами АО = 

и АВ 4 проведен отрезок ЕЁ, сое- 
диняющий точку Ё стороны ВС с точ- 
кой Е стороны СБ. Точки Е и Ё 


ВЕ] _ 1 42| 


== — —— — 


в пацы г Г == 
ыбраны так, что —— ГЕС] 5. 


1 
=—. Известно, что точка М пересече- 


мия днагоналя АС с отрезком ЕЁ де- 


МЕ 
лит этот отрезок в отиошенин Е = 


Найти диагонали параллело- 
грамма. 


Е — 
Решение (рис. 3). Пусть СВ = 
— 


ео ср 3 и СЕ= =х. 4. По условию 


} 


Так как СМ и СА ко: ллинеарны, то 


СМ=ЕСА. Но м" 


= 


откуда 


4 — ы ге № _ РЕ. 


-> 


: т ме № прирн 


— 


9, получаем == = =^; = =х=А, откуда 
1 = 1 р 
х = Но|СЕ|=х [Е 


Рис. 3. 


Рис 1. 
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^^ 
=>. Обозначив ВСЮ через $, из 
треугольника ЕСЁ по а коси- 


нусов находим со5ф=-——. Зная 


10 
с0$Ф, вычисляем по теореме косину- 
сов диагонали | АС| =[ 45 и| ВБ |= 


=} 37. 
Задача 3*). Дан треугольник 
АВС и точка М на стороне ВС. 


Доказать, что 
1АМ |. 18 С |< АВ |. Вы + 


+ АСЕ ВМ |. 
ма е вн ение рис. 4). Имеем 
АМ = <АВ + (1—=а) 'АС. 
_ МС ИВ 
Так как а ТТ 8СТ пои © р } 


Далее, [Ам | = 14 АВ +1—@а) АС | = 


— — 
<а|АВ|+и—в) [АС |= 


МСТ. | МГ 


откуда и следует утверждение задачи. 
Теорема | допускает следующее 
обобщение на случай пространства. 
Теорема 2. Пусть А, Ви С — 
попарно различные точки, не лежащие 
на одной прямой. При любом выборе 
точки О равенство 


—> — —> — 
ОО = с«ОА -+ ВОВ + (1—в—8} 0С 
является необходимым и достаточным 
условием принадлежности точек А, 
В. Си В одной плоскости. 
Доказательство. 1} До- 
статочность. Пусть (2) выполнено. 


= — — — 
Находим Ор — ОС =@& (ОА—ОС) + 


- [АС|. 


+ в (08 — 0С), откуда СБ = абА + + 


+8СВ. _Таким образом, векторы СА, 


СВ и [992 компланарны и. следова- 
тельно, точки Д, В, Си В принадле- 
жат одной плоскости. 

2) Необходимость. Если А, В, С 
н р принадлежат одной плоскости, то 


-— —> => 

векторы СА, СВ и СБ компланарны. 
Так как точки А, Ви С попарно раз- 
личны и не лежат на одной прямой, 


— — 
то векторы СА и СВ неколлинеарны. 


*) Эта задача предложена И. Шарыгиным. 
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Применяя теорему 11 из $ 21 учебника 
«Геометрия 9», получаем, что вектор 


—> 
СР единственным образом представ- 
ляется в виде 


СР = «СА +. ВСВ, 
откуда для любой точки О 


ОБ — 0С = а ОА—0б) + 


+- В (ОВ — 06) 
НлИ 


— —>— — — 
ОР = аОА -|- ВОВ -|- (1—«— В) ОС. 

Теорема 2 позволяет в решении 
некоторых задач обойтись без допол- 
нительных построений. выполнение 
которых в пространстве обычно вы- 
зывает затруднения. 

Задача 4 (Мехмат, МГУ, 1965). 
Плоскость отсекает от боковых ребер 
5А, 5В и $С правильной четырех- 
угольной пирамиды $АВСЬ с вер- 
шиной $ отрезки 

1$К|=--1$А. |561 м,[38|, 
[$М |=, |$С | соответственно. Длина 
бокового ребра пирамиды равна а. 
Найти длину отрезка 5№, отсекаемого 
этой плоскостью на ребре $0. 


— 
ыы 5). Пусть $4 = 


=. 58 =9н 55 - г. ВЕ 95 — 
— = 
ра + о В ВА + ВС = 
> — => — > > 
= 9 9—9 + (— 9) = ра. 
Имеем 
> > —= 
$ = вр в — 9+7 


Рис. 5. 


Так как точки А, 2, М в М привад- 
лежат одной плоскости, то по теоре- 
ме 2 | 


— —>- —+ 
5№ =а5К -- В 5. + 
=== 2 = 
(1 —а«—В)$М = ар 
р > 
+9 +3 —а—ВР. 


Мы получили два разложения векто- 


— 
ра $М по некомпланарным векторам 
=> = — 


р, д иг. Приравнивая коэффициенты 
этих разложений, получаем систему 
уравнений . , 


2 
= а, 


Из этой системы находим # =? 
откуда 
= 2 
1$! | = Ее 


Мы, по существу, здесь не использо- 
вали условия правильности пирами- 
ды ЗАВСО. (Какое ина самом деле 
использовалось свойство правильной 
пирамиды?) Предлагаем читателю са- 
мостоятельно решить эту задачу, ие 
опираясь на теорему 2. 

Задача 5 (Мехмат, МГУ, 1965). 
Дана правильная треугольная приз- 
ма АВСА_В,С, с боковыми ребрами 
АА,, ВВ, н СС,. Пусть точка Р делит 
ось ОО, призмы в отношении 5: ] 
Через точку Р и середины ребер АВ 
н 4,:С, проведена плоскость. В ка- 
ком отношении эта плоскость делит 
объем призмы? 

Решение (рис. 6). Пусть № 
ив — чины В не и о 


аи АВ = = р. АС = Чи и АА, = 


ЕЕ т. Тогда к. АМ =-РФ, АЁ = 
1 = 5 - 
9 нАР=-® (249)+> 


Пусть Х — произвольная точка секу- 
щей плоскости. Тогда 


—- — —* 
. АХ =аАР -+ ВАЕ-- 


+0—@—в) ‚ь 9 -т- 
—_-|- 


Для построения сечения выясним, в 
каких точках секущая плоскость пе- 
ресекает ребра призмы. 

1) Ребро АА,. Пусть Х=Ё 
точка пересечения секущей плоскости 


— => 

с ребром АА,. Имеем АЁ = Аг. Но 
в то же время справедливо разложе- 
ние (3), откуда имеем 


5 — 2 
Хх В 
п Ы 
5 
Решая эту систему. находим А = 
—= —1!/,. Таким образом,  |АЁ.|= 
| 
=-5 | АА, |. 
2) Ребро АС. Пусть Х=Ё 


точка пересечения ребра АС и секу- 


— — 
Тогла АР = №4. 
получаем снстему 


щей — плоскости. 
Сравнивая с (3), 


Рис. 6. 
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откуда = и [АЕ |= 1АС|. 


3) Ребро ВВ,. Положим Х=р. 


— —> > 
Тогда АР = р- г. Сравнивая с 
(3). получаем систему 


1 & в 
о" 
Зе В=А, 


откуда. == н|ВР1=1В,В] = 


1 
= = ВВ,|. Рассматрнвая аналогично 


ребра С.В: и А,В,. находим 
1 

[В.К] = -а-| СВ» | и | 8,М |= 

| 
. = Ро ] А.В, Ё 

Итак, сечение полностью опреде- 
лено (рис. 7). Вычислим объем мно- 
гограиника А.ЕКВ ОМАР. Для это- 
го надо из объема пирамиды [А.ЕМ 
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вычесть объемы пирамид [АЕМ и 
ОВ.КМ. Пусть У — объем призмы. 
Из предыдущих вычислений нам из- 
вестны соотношения между высотами 
А, ШВ, |, ША | пирамид 
ГАЕМ, ГАЕМ, ОВ.КМ и высотой 
призмы, а также соотношения меж- 
ду площадями оснований. Это позво- 


р т. 
ляет легко найти, что УрлЕМ = а я 


| Е 1 
Углем = 72 Уи Умкв,в та и 


откуда объем многогранника 
АЕКВ,ОМАЕ равен Уфу 
1 49 
и г ь 
—-5 Ри „Итак, секущая плос 


кость делит объем призмы в отноще- 
нин 49:95. 

Заметим, во-первых, что в нашем 
решении ннгде не использовалось 
условие, что призма правильная. Во- 
вторых, наш метод решения приго- 
ден и в том случае, когда точки Ё и 
№ не являются серединами ребер 
А.С, и АВ, тогда как решение с до- 
полнительными построениями *) это 
обстоятельство существенно исполь- 
зует (прямая ЕР пересекает ВВ, 
в точке Р потому, что |А.Е|] = 
= ЕС, |). 

Внимательный читатель, наверное, 
заметил, сравнивая теоремы | и 2, 
что в теореме |1 коэффициенту а 
было дано простое геометрическое ис- 
толкование, тогда как геометриче- 
ский смысл коэффициентов а и В 
в теореме 2 остается неясным. Мы 
восполним этот пробел в одном важ- 
ном частном случае, оставляя 0боб- 
щение читателю. 

Теорема 3. Если в условиях 
теоремы 2 точка ОР лежит в тре- 
угольнике АВС, то из равенства 


ОБ = «ОА + ВОВ + 1—а—вВ) ОС 
следует 


&— вос? Злвс, 


В = Зарс : Завс, 
1—@— В = Здрв : ЗАВС- 


*) Сравните решение этой задачи с пр - 
веденным в книге Г. В. Дорофеева, 
М. К. Потацова. Н. Х. Розова «По 
собне по математике для поступающих п ву- 
зы», Москва, 1976, раздел 3, 66, задача 7 
(с. 514). 


Рис. 8. 


Доказательство (рис. 8). 
Как следует из доказательства теоре- 


мы 2 1875) = еСА -- ВСВ. Положим 


СК = аСА, СЕ = ВСВ. Из рисунка 


8 ВИДНО, что Заре 6 Завс — В 
и Эно: Элде = ©. Из этих 
равенств легко вытекает, что 
Здрв : Злвс = 1--—В. 

Задачи 


1. (Гесфак, МГУ. 1966). Точка К делит 
медиану АП треугольника ААС в отношении 
3: 1. считан ог вершнны. В каком отношении 
прямая ВК делит площадь треугольннка 
АВС? 

2. (Гесфвк. МГУ. 3974). Дана правиль- 
ная четырехугольная пнрамида РАВСО к 
вершиной Р. На ребрах РА и РС ъзяты точки 
Ки М соответственно, причем [АК]: [КР |= 
=1:3. [СМ] = РМ]. Нами отиошение. 
н котором делигся ребро РВ плоскослью, про- 
веденной через точки О. Ки М. 

3. (Химфак. МГУ. 1970). Плоскость про- 
ходит через вершину А основания треутоль- 
ной пирамиды $ АВС. делит пополам медиану 
$К треугольника $АВ. а меднану У тре- 
угольника $АС пересекает в точке 71? такой. 


что |5В| = 5 [РЕ 1. В каком отношении 


эта плоскость делит объем пирамиды? 


Поправка. В условии задази М483. онуб- 
лнковапиой п Задачнике «Кванта» («Квант», 
1978. № |. допущена опечатка. Циже мы 
помещаем правильнос условие этой задачн. 


Срок прнсылки ее решений продлевается до 
1 мая 1978 года. 


4. ({Геофак. МГУ. 1976). В параллело- 
грамме АВСР с днагоналямн. равными 
|4] =би [80| = 24, проведен отрезок 
ЕЕ. соединяющий точку Ё днагонали АС 
с точкой Е стороны ВС. Точки Ёи Е выбраны 

Пе 1 18] _Т. 
м ай а | 
Известно. что точка М пересечения днагонали 
ВР с отрезком ЕЁ делит его в отношении 


1ЕМ] 1 


МЕ! — —5 * Найти сторомы параллелограм- 


ма. 

5. Дан треугольник АВС. На стороне 
АВ взята точка О. а на стороне ВС — точки 
Е нЕ так. что |МО0|: |028] =3:2. [ВЕ]: 
ЕС] =1:3Зи [ВЕ]: [ЕС | =4:1. В ка- 
ком отношении прямая (АЕ) делит отрезок 
РЕ? 

6. (Мехмат, МГУ, 1964). Дап куб 
АВСРА,В.СьОь. где АЛ,. ВВ,. СС,. РВ, -— 
боковые ребра. В каком отношении делит 
объем куба плоскость. проходящая через вер- 
щиму А. середину ребра ВС и центр граии 
СС? 

1. (Мехмат, МГУ, 1965). Дана правильная 
четырехугольная пирамида 5АВСО с вер- 
шиной $. Через середины ребер АВ. АБ 
н С5$ проведена плоскость. В каком отиаше- 
нин эта плоскосчь делит объем нирамиды? 

8. Внутри треугольника АВС взята точ- 
ка О. Прямые (АО), (ВО) и {СО} пересекают 
стороны ВС. СА п АВ соолветственно в то8- 
ках Р. Чи К. Локазать, что 


9. Точки Ри О делят стороны ВС и СА 
треугольника ЛВС в данных отношениях: 


ЗВ. 60 
[РСТ а 


Пусть О — точка пересечения прямых АРи 
ВО. — Цайти отношение площади четырех- 
угольника ОРСО к площади треугольника 
АВС. 

10. Пусть ОАВС — треугольная пирз- 
мида с вершиной О, а М — точка внутри 
треугольника АВС. Тогда 


10М |. ЗА вс= ОА |-$мвс = [08[-$маАс- 
+ [ОС |. $мар, 


№463. а} Докажите, что отиощиняе хвадра- 
та ралнуса вписанной окружностн прямо- 
угольного треугольника к сумме квадратов 
длни меднан. проведенных из острых углов, 
не превосходнт 1/20. 

6) Какое паибольшее значенне может при- 
нимать это отношение? 
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В. Орлов 


Парадокс 
«большого» 
тела 


При решении задач, в которых рас- 
сматривается взаимодействие тел с 
существеино различными массами, из- 
менением энергин тела большей мас- 
сы обычно пренебрегают. И это пре- 
небрежение часто оказывается вполне 
корректным. Однако необходимо чет- 
ко представлять себе, когда такое 
допущение возможно, а когда этого 
делать нельзя. 

Для выяснения этого вопроса рас- 
смотрим ряд задач, сформулирован- 
ных в виде парадоксов. 

Задача 1. Камень массы т 
падает на Землю с высоты В. 1) За- 


пишем закои сохранения энергии. 
рассматривая движение камня в си- 
стеме отсчета, связанной с центром 
масс системы камень — Земля. К мо- 
менту падения камия на Землю вся 
его потенциальная энергия тай пе- 


решла в кинетическую энергию 
ти? 
2 
ти? 
тай = —5—, 


—> 
где и — скорость камня перед уда- 
ром в Землю. 

2) Запишем закон сохранения энер- 
гни, рассматривая движение в систе- 
ме отсчета, связанной с лифтом, кото- 
рый движется вниз с постоянной ско- 


«Большим» телом в данной статье мы 
будем называть тело, масса которого во много 
раз больше. чем массы остальных тел, взан- 
модействующих г им. 
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> 


ростью и относительно Земли. В 
этой системе Земля обладает книнетн- 


ь „Мия 
ческой энергией -^5- (М — мас- 


са Земли). камень в начальный мо- 


мент имел кинетическую эн ергню 
ту" 
о" И потенциальную энергню 


трй. .К моменту падения камня на 
Землю н его кинетическая энергия, 
н его потенциальная энергия равны 
нулю, так что для всей системы можно 
записать: 

ти? 


Ми? . ь сы 
и 


Мо 


> 
2 


= т +тев=о. 


Получается, что закон сохранения 
энергии не выполняется в системе 
«лифт», но выполняется в системе от- 
счета, относительно которой лифт 
движется с постоянной скоростью. 
Парадокс?! 

Задача 2. Пуля массы т, летящая 


— 


со скоростью и, попадает в склон 
горы и застревает в нем. 


В 


Применив 
энергии в системе отсчета, в которой 
Земля неподвижна, найдем изменение 
энергии пули: 


закон сохранения 


Будем рассматривать движение 
пули в системе отсчета, связанной 
с автомобилем, который движется со 

—> 


скоростью и в ту’ же сторону, что и пу- 
ля. Тогда изменение кинетической 
энергии пули равно 


ти? Ни 


В системе отсчета, связанной с 
автомобилем, который движется со 


скоростью и в сторону, протнвопо- 
ложную направлению движения пули, 


м — => |2 
пи? т ( оти |} 
АК. == р] Пот: 
то? > 11 
нм 


Куда девается часть кинетической 
энергии пули? При резком торможе- 
нии пули выделяется тепло; иными 
словами, энергия пули переходит в 
тепло: |АК | = О. И мы можем изме- 
рить количество выделяющегося теп- 
ла (пуля, например, понадает точно 
в калориметр). Однако из наших 
рассуждений следует, что производя 
три раза одни и те же измерения, мы 
должны получить различные резуль- 
таты: 9,220.70. Парадокс?! 

Можно придумать еще много по- 
добных задач, в которых «парадоксы» 
возникают только оттого, что рас- 
сматриваемые системы тел — незамк- 
нутые, а во всех рассуждениях это 
не учитывается. В приведенной выше 
задаче 2 в систему не включено такое 
«большое» тело, как Земля. А в задаче 
1, пункт 2), хотя и включена в систе- 
му Земля. но изменение ее энергии 
считается равным нулю. В пункте 
1) энергия Земли вообще не фигури- 
рует, однако, наверняка, любой чн- 
татель скажет, что здесь все записано 
верно. 

В чем же дело? Почему при выборе 
одних систем отсчета получаются впол- 
не корректные результаты, при вы- 
боре других — парадоксы? Какую на- 
до выбрать систему отсчета при реше- 


нни задачи, чтобы телом большой 
массы можно было пренебречь, упро- 
щая тем самым решение задачи? 
Чтобы ответить на эти вопросы, вер- 
немся к задачам-«парадоксам» и про- 
ведем все рассуждения «абсолютно 
строго». 

Задача 1. 1) В системе отсчета, 
связанной с центром масс системы 
тел камень — Земля, в начальный 
момент Земля покоится и вся энер- 
гия системы равна потенциальной 
энергии камня. К моменту падения 
камня на Землю энергия системы рав- 


то? Ми? > 
на о о. где, и — сю- 
рость, которую приобрел  ка- 


мень под действием силы притя- 


р 
жения Земли, а и — скорость, 
которую прнобрела Земля под дей- 
ствием силы притяжения камня. Най- 


= З— 
дем скорость ш|, воспользовавшись 
законом сохранения импульса: 


то — Мы! = 0, 


м [2 | 


Теперь запишем 
энергии системы: 


откуда 


закон сохранения 


т |2 
ь м (Го | 
тв -- ыы -. — ) — 
ти? т 
=—9 (1+-#)- 


Эта запись — «абсолютно строгая». 
Однако ясно, что во всех реальных 
задачах (0 падении тел на Земле) 


т< М и величина ничтожно 


м 
мала по сравнению с 1, так что ею 
можно пренебречь. Тогда в системе 
отсчета, связанной с центром масс 
системы тел камень — Земля, закон 
сохранения энергии запишется так: 
ту- 


тай = 5 


2) В системе отсчета «лифт» на- 
чальная энергия системы камень — 


пи? Ми? 
Земля равна тай + —5— + —5—, к 
моменту падения камня энергия снсте- 
Ми? =. 
мы равна ‚ ео и — сю 


рость Земли к этому моменту. Вос- 
пользовавшись законом сохранения 
импульса — 
—> > > 
т + М |ч[ = М, 


найдем № |: 
[« 1-15 |( Рем 


Итак, энергия системы к моменту 
падения камня равиа 


Ми? Му? р И то? 
ты 


Мы же раньше считали, что энергия 
Земли не меняется и к моменту паде- 


Мо? 
ния камня равна ы 


= т. © 


> 


„ и 

мы пренебрегли величиной м — 

Моз $ 2 

= 9" = ——. 

ааа ЗВ 
больше кинетической энергии камня. 
Очевидно, что в этом была наша 
ошибка. которая и привела к пара- 


т 


которая 


доксу. «Строго» закон сохранения 
энергии системы следует записать 
так: 
ти? Ми 
тей — +5 = 
Ми". п? 


Вр И ПИ, 
РЕ т 


Используя условие «большого» те- 


ла, т. е. учитывая, что т<М, 
мы можем пренебречь — величиной 
т т 
—`-5—. И тогда нз закона сохра- 
нения энергии найдем 
ту? 
а } 
трой э— 


Итак, в системе отсчета, связан- 
ной с центром масс системы камень — 
Земля, в которой «большое» тело — 
Земля — первоначально покоится. из- 
менением энергии «большого» тела мож- 
но пренебречь. В системе «лифт» 
«большое» тело Земля имеет началь- 


ную скорость и, изменение ее энер- 
гии сравнимо с изменением энергии 
камня, и пренебрегать этим измене- 
нием нельзя. 

Изменения кинетической энергии 
Земли в двух рассмотренных систе- 
мах отсчета можно найти и по-дру- 
гому — рассчитав работу силы при- 
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тяжения, действующей на Землю со 
стороны камня. В обеих системах 
сила притяжения одна и та же и рав- 
на 


> -> = 

Е = Ма = —тв. 
Однако перемещения Земли в разных 
системах различны: 


=> 
Совершаемые снлой РЁ работы, а сле- 
довательно, изменения кинетической 
энергии Земли, равны 


=> ь-. 
А, АК, = т Е. 

. а й 
дьзак, т В+) 


м | 1-1 |-= 
Подставив | |= я | °|=| #1, 


получим 


ти 


АК, = 2 


ы. 
"ТМ 


т 


ти? 
АК; = т? ом. 


Эти результаты показывают, что 
изменение кинетической энергии од- 
ного и ТОГО Же тела может быть суще- 
ственно различным в различных систе- 
мах отсчета. Однако закон сохране- 
ния энергии для замкнутой системы 
тел выполняется в любой инерциаль- 
ной системе отсчета. 

Обратимся теперь к задаче 2. 

Задача 2. Изменение кинетичес- 
кой энергии пули в рассмотренных 
системах отсчета различно: 


АК, = — т , 
АК. — т 
и |1] 


Согласно теореме о кинетической 
энергии — А = АК — различна и 
работа внешней силы, — силы, дей- 
ствующей на пулю со стороны скло- 
на горы. Другими словами, вследствие 
относительности перемещения в раз- 
личных системах отсчета относитель- 
на и работа внешней силы, а следова- 
тельно, относительно и измененне ки- 
нетической энергии незамкнутой си- 
стемы тел. 

Парадокс, к которому мы пришли 
в этой задаче, вызван ошибочной за- 


писью 
@ = —АК. 


Это выражение справедливо лишь 
для замкнутых систем тел, так как 
для таких систем изменение кинети- 
ческой энергии всех тел системы ин- 
вариантно (т. е. неизменно} относи- 
тельно любых инерциальных систем 
отсчета. 


Так что в задаче 2 количество 
выделившегося тепла равно © = 
=1АКы! +1АКз |, где АКии АКз— 
изменения кинетических энергий пу- 
ли н Земли. Однако ответ, получен- 
ный в пункте 1), верен, именно такое 
количество тепла выделяется, в ка- 


кой бы системе мы ни решали задачу: 
ти? 
© =|АК, | =-8 


Докажем это утверждение. Для этого 
проведем строго все наши прежние 
рассуждения: 

1) В системе отсчета, в которой 


Земля — (гора) первоначально по- 

коится, энергия системы равна ки- 
8 ти? 

нетической энергии пули —>—. При 


попадании пули в гору Земля прноб- 
> 

ретает некоторую скорость ци, кото- 

рую мы можем найти из закона со- 


> — 

хранения импульса: М]и]=т]о|, 
— т => 

откуда |и | == ||. Следовательно, 


Земля приобретает 
Ми? 
ве. 
нения энергии всей систем ы должен 
быть записан в виде 


кинетическую 


энергию АК. — н закон сохра- 


ти т ти? 
[АК] п. ч.0, 
илВ 
то? т ти? 
9= м2: 


Воспользовавшись условием «боль- 


шого» тела— п: < М, получим 
ти? 
О = 5 =| АК, |! 


2) В системе отсчета, связанной 
с автомобилем, который движется со 
> 


скоростью и в ту же сторону, что 
н пуля, кинетическая энергия Земли 
изменяется на величину АК-. Это из- 


менение вызвано уменьшением ее ско- 
>. 

рости от значения |и| до значения 

-> > 

|4 —Ац|. 

Величину Аи можно определить, 
применив закон сохранения импульса’ 
для системы тел пуля — Земля в инер- 
цнальной системе отсчета, связанной 
с их центром масс (изменение ско- 
рости инвариантно относительно инер- 
цнальных систем отсчета!): 


— — > т = 
М|Аи|=т]ч|, Аи = |9]. 


С учетом этого значения Аи изме- 
нение кинетической энергии Земли 
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в рассматриваемой системе отсчета 
равно 


= М (и — А)? Ми? 
АК: ера Пи ЗН Ей 
=> > МАи? > > 
— Ми [Аи] +- —5— == фто Пи + 
т ту? 
+м Я 
Так как м < М, то можно запи- 
сать: АК. =. тии. 
С учетом уменышения энергии 


Земли закон сохранения энергии за- 
пищем в виде 


Е Е 2 > > 
тои] 0. 


Отсюда 


З 
9—5! 


3) В системе отсчета, связанной 
с автомобилем, который движется 
—> 


со скоростью и в сторону, противо- 
положную направлению движения 
пули, кинетическая энергия Земли 
увеличивается на величину АК. = 


—> > 
= то и|. (Доказательство этого 
аналогично выше проведенному.) С 
учетом увеличения кинетической энер- 
гии Земли закон сохранения энергии 
можно записать в виде 


и те ш| +0. 
Отсюда 
9 


Итак, выражение © = АК, спра- 
ведливое лишь для замкнутых си- 
стем тел (т. е. когда АК есть изме- 
нение энергии всей системы), ока- 
зывается корректным и для незамк- 
нутой системы тел, когда эта система 
рассматривается в системе отсчета, 
в которой «большое» тело первона- 
чально покоится. 

В заключение предлагаем вам са- 
мостоятельно разобраться в следую- 
щих «парадоксах». 

1. Автомобиль А движется со скоростью 


и огноснтельно Земли. После того как ско- 
роесть автомобиля увеличилась вдвое. его кн- 
нетическая энергия возросла на величину 


С точки зрения иаблюдателя. иаходящегося 
в автомобиле Б, который движется к той же 
> 


скоростью пи в том же направленни, что 
и автомобиль А, изменеиие кинетической 
эиергии автомобиля А будет равио 

ти? 


з 
АК, = Ф —0=— 


Для наблюдателя. находящегося в автомо- 
биле В. который движется с той же по моду- 
лю скоростью, что и автомобиль А, ио и про- 
тивоположиом направлении, изменение ки- 
иетической энергии автомобиля А будет равно 


ы 2и) 5 
АК, = ыы ее = 5-ту?. 


Получился странный на первый взгляд 
результат: количество сгоревшего топлива в 
автомобнле А иеизменио. з изменевие кине- 
тнической энергин автомобиля А в различных 
системах отсчета различно. Нет ли здесь 
противоречия с законом сохранения энергии? 

2. Пуля массы т, движущаяся со ско- 

- 


ростью и, попадает в платформу к песком, 


движущуюся со скоростью и в том же на- 
правлении, я застревает в ней.. Найдем ко- 
личество теплоты, выделяющееся при этом. 
В системе отсчета, связаииой с Землей, 
ти ти? т м 
О, = = р = 5—8]. 


В системе отсчета, связаниой ‹ платформой, 
т 
9: — 5—4. 


Получился парадокс: возможно, в одной 
системе отсчета пуля расплавится. а в дру- 
гой — нет?! 

3. Из пушки. установленной в самолете, 


летящем со скоростью и. производится выст- 
рел в направлении полета. 
1} Пусть относительно системы отсчета, 


> 


движущейся со скоростью и, снаряд приобре- 
2 то 


тает скорость у. Кинетическая энергня— 5 
снаряду сообщается за счет энергии Л сго- 
ревших пороховых газов: 

пи? 


Й = р 


2) Отиосительно системы отсчета, свя- 
занной с Землей. скорость снаряда равиа 


а - 


о -|-- м, н следовательно, 
т (и и)? ти? 
2 и. 2 
Поскольку величина П инвариаитна олноси- 


тельно систем отсчета, то из иприведениых 
рассмотрений следует. что 


0 —|- и? == (и -- и)?. 
Найдите ошибку и рассуждениях. 


П = 


Рецемзим, быбямография 


Новые 
КНИГИ 


В этом году мы продолжаем 
публиковать аннотации на 
иовые кмиги по математике н 
физике, доступные м инте- 
ресные нашим читателям. 
По многочисленыым  прось- 
бам читателей мы будем по- 
мещать также амнотации на 
некоторые книгы, выпускае- 
мые издательствами «Моло- 
дай гвардия», «Детская ли- 
тература», «Атомиздат» м 
«Зианне». 

В этом номере мы расска- 
жем о книгах, выходащих в 
первом квартале 1978 года. 

Большниыстао этих книг 
можно приобрести через спе- 
цнализировамные магазины 
«Книга — почтой»: , 

1. Москва, В-464, Мн- 
чуринский проспект 12, ма- 
газни «Кинга — почтой»; 

2. Москва, К-50, ул. 
Медведева 1, маг. № 8; 

3. Москва, ул. Кржижа- 
новского 14, маг. № 93: 

4. Москва, ул. Литанна- 
Селого 2а, маг. № 108. 

Заказы на книги лучше 
всего оформлать ыа почто- 
вых открытках (на каждую 
кныгу — по отдельной  от- 
крытке). 


Математика 


Издательство «Наука» 

1. Воробьев Н. Н. 
Числа Фибоначчи. Издание 
4-е. Объем 6 л., тнраж 50 000 
экз., цена 27 к. 

Чнсла Фибоначчн, воз- 
ннкшие из знаменнтой зада- 
чн о разэмножающихся кро- 
лнках, нмеющей почти семн- 
сотпятндесятнлетнюю = дав- 
ность, до сих пор остаются 
одной нз самых увлекатель- 
ных глав элементярной мз- 
тематики. Задачн, связан- 
ные с чнсламн Фибоначчи, 
рассматриваются на заняти- 
ях школьных математнче- 
скнх кружков. предлагают- 
ся на матемзтических олим- 
пнадах, приводятся во ыно- 


гих популярных книгах по 
математнке. В предлагаемой 
книжке наиболее подробно 
изложены — теоретнко-чнсло- 
вые свойства чнсел Фнбонач- 
чн; в частности, разобраны 
некоторые сложные вопро- 
сы, связанные с делнмостью. 
Кроме того. лемонстрируют- 
ся  связн чнсел Фибоначчи 
с непрерывнымн дробями, с 


геометрией, показывается 
их роль я теорнн понска- 
Книга рассчитана на 


школьннков старших клас- 
сов. 

2. Постников М. М. 
Теорема Ферма. — Введение 
в теорию алгебраических чи- 
сел. м 8 л., тираж 
50 000 экз., цена З1 к. 

"Книга является вве- 
дением в теорию ^ алгебраи- 
ческнх чисел. Основные по- 
нятня и ндеи этой теории из- 
ложены н ней в связн с теоре- 
мой Ферм8. Одна нз целей 
книгн — убеднть читателя в 
глубнне и сложностн пробле- 
матнки, связанной с теоре- 
мой Ферма. и в полной бес- 
перспектнвностн понсков ее 
элементарного  доказатель- 
ства. 

Изложение в книге ве- 
дется так, что даже чита- 
тель с минимальной подго- 
товкой может усвонть ее ос- 
новные нден. 

Кинга предназначена 
школьннкам старших клас- 
сов (первые главы),  сту- 
дентам,  учнтелям н всем 
любнтелям математики, ко- 
торые хотят познакомнться с 
теорией алгебраических чи- 
сел в ее классическом ас- 
лекте. 

3. Соболь И. М. Ме- 
тод — Монте-Карло. Изва- 
ние 3-е. доп. Объем З л.., тн- 
раж 30000 экз., цена 15 к. 

Эта книжка паписана на 
основе лекций, чнтаиных зв- 
тором на протяженин не- 
скольких лет слушателям фа- 
культета вычислительной 
техинкн Общественного унн- 
верснтета. В 1971 году она 
была удостоена почетной 
грамоты Всесоюзного кон- 
курса на лучшие учебные по- 
собия для народных универ- 
ситетов. 

Метод Монте-Карло — 
это численный метод реше- 
ння мзтематнческих задач 
прн помощи моделирования 
случайных величин. Иногда 
метод Монте-Карло ^назы- 


вают методом 
ских испытаний. 

Прн решении задач мето- 
дом Монте-Карло некоторое 
испытание повторяется боль- 
шое число раз, после чего 
результаты всех опытов ос- 
редняются. Метод Монте- 
Карло позволяет моделиро- 
вать любой процесс, на про- 
теканне которого влняют слу- 
чайные факторы. Кроме того, 
для многих чисто математиче- 
скнх задач, не связанных с 
какнмн-либо ‘ случайностя- 
мн, можно нскусственно 
придумать вероятностную 
модель, позволяющую ре- 
шать эти задачи (например, 
задачу приближенного вны- 
числения определенного ин- 
теграла). Все это позволяет 
говорить в методе  Монте- 
Карло как о весьма унн- 
версальном чнслеином мето- 
ле решення математнческих 
задач. 

Создателямн метода Мои- 
те-Карло считают американ- 
ских математиков Дж. Ней- 
мана н С. Улама. 

4. Понтрягин 
Л. С. Метод координат. 
Объем 6 л.. тнраж 100 000 
экз.. цена 25 коп. 

Эта книга — первая из 


статистнче- 


четырех небольших попу- 
лирных кннг. которые бу- 
дут опубликованы под об- 


щин названнем «Знакомство 
с высшей  математнкой». В 
ней излагаются важнейшие 
математические примене- 
ння прямоугольных декар- 
товых коордннат на плоско- 
сти. Даются геометрическне 
определения эллипса, ги- 
перболы и параболы при по- 
мощн фокусов и днректрнс 
п приводится классификация 
кривых второго порядка. 
Большое внимание уделя- 
ется комплексным чнслам, 
геометрнческн изучаются 
комплексные многочлены от 
комплексных переменных 
и лается геометрическая 
нлея доказательства осиов- 
ной теоремы алгебры (о том. 
что каждый многочлен сте- 
пени п имеет ровно п кор- 
ней). 

Каждая глава  книгн 
снабжена добавлениями, от- 
носящимися уже не к плос- 
кости, а к пространетву. 

Кинга будет полезна 
школьннкам старших клас- 
сов, а также преподавателям 
средней н высшей школы. 


Издательство «Мир» 


5. Бар ты Россыпи 
головоломок. Перевод с англ. 
Объем 23 л., тираж 50 000 экз, 
цена 2 р. 

Настоящий сборник голо- 
воломок продолжает серию 
кннг по заннмательной мате- 
матике. Он составлен иэ 
трех небольшнх кннг, на- 
писанных американским пи- 
сзтелем и любителем матема- 
тики Стнвенсом Барром. 
Вышедшне в США тремя от- 
дельными изданнями: «Рос- 
сыпи головоломок», «Новые 
россыпи головоломок» н «То- 
пологические — эксперимен- 
ты»; — эти кингн нмели боль- 
шой успех у читателей, — 
даже больший, чем успех 
чнсто беллитристнческнх 
пронзведеннй Барра. 

В первых двух кннгах 
{в настоящем нзданин онн 
объединены в первой части) 
собраны увлекательные н 
остроумные головоломкн, 
причем не только математи- 
ческне, но Н «головоломкн нз 
повседневной жиэнн». Третья 
книга в популярной и зани- 
мательной форме знакомнт 
читателя с топологней — од- 
ннм нз важнейших разделов 
современной математики. 
«Топологнческие = экспери- 
менты» Барра, безусловно, 
могут 
буждению ннтереса к топо- 
логин и разпнтню иекоторой 
топологнческой нитунцин. 

Киига будет доступна 
и интересна самому шнроко- 
му кругу чнтателей. 


Физика 
Издательство «Наука» 


1. КомпанеецАа. С. 
Симметрия в макро- и мик- 
ромире. Объем 10 л., тнраж 
30 000 экз.. цена 38 к. 

Эта кннга состонт из 3-х 
научно-популярных статей: 
«О симметрии», «Сныметрня 
и микромнре» и «Мир теории 
относнтельностн». Все эти 
статьн  подчннены ° одной 
ндее — показать роль сим- 
метрин в современной физи- 
ке. 

Кинга рассчитана на 
широкий круг чнтателей и 
вполие доступна  школьнн- 
кам старшнх классов. 

2. Крееснн В. З. 
Сверхпроводимость шо сверх- 
текучесть. Объем 10 л., ти- 
раж 100 000 экз.. цена 38 к. 

В книге в интересной п 
увлекательной форме рас- 
сказывается о необычных 


‚ме отчетлнвое 


способствовать про-“ 


«сверх»- явленнях — сверх- 
проводимости н сверхтекуче- 
сти, наблюдаемых при низ- 
ких температурах. Избегая 
нзэлишнего увлечения мате- 
матнкой, автор делает основ- 
ной упор иа качественное 
объяснение соответствующнх 
закономерностей. 

Книгу с ннтересом проч- 
тут школьники старшнх 
классов, интересующиеся фи- 
зикой. 

3. Ландау. Д., Ки- 
тайгородский А. И. 
Физика Оля всех. _ Физиче- 
ские тела. Издание 4-ое, 
нспр. н доп. Объем 10 л., 
тирзж 200000 экз., цена 
38 к. 

Цель этой кннгн — дать 
читателю и популярной фор- 
представле- 


нне об основных идеях и 
достнжеинях современной 
физнкн. 


Книга напнсана орнгн- 
нально, свежо и с большим 
вкусом. Хорошее оформле- 
ние книги способствует по- 
ниманию излагаемых = во- 
просов. 

Киига рассчитана на са- 
мый шнрокнй круг читате- 
лей. 

4. Зигель Ф. Ю. Аст- 
рономы наблюдают. Объем 
10 л.. тнраж 75 000 экз., 
цена 38 к. 

В книге увлекательно 
рассказывается п том, как 
астрономы наблюдают небо 
(с древних времен до нашнх 
дней). Читатель познако- 
мится с основнымн астро- 
номнческими — ниструмента- 
мн — от подзорной трубы до 
раднотелескопа. 

Кннга рассчитана на ши- 
рокий круг чнтателей. 

5. Рябов Ю. А. Дви- 
жения небесных тел. Изда- 
ние 3-е, перераб. Объем 10 л., 
тнраж 50 000 экз., цена 38 к. 

В книге содержнтся по- 
пулярное нзложение исто- 
рии возникновения небесной 
механики н ее основных про- 


блем, касающихся конкрет- 
ных движений — небесных 
тел: планет, зстерондов, 
спутников планет, звезд. 


Большой раздел кннги по- 
священ  двнженню искусст- 
венных спутников Земли и 
автоматнческих  межпланет- 
ных станций. 

Кннга рассчитана на ши- 
рокнй круг читателей. 

6. Гейзенберг В. 
Смысл и красота физики. 
Объем 10 л.. тнраж 50 000 
экз., ценз 65 к. 


В книге собраны нзуч- 
но-популяриые статьн н речн 
Вернера Карла Гейзенбер- 
га (1901—1976) — классика 
современного естествознання, 
одного из создателей кванто- 
вой теорин. В сборник вклю- 
чены также статьи о Гейзен- 
берге вндных советских м 
зарубежных физнков. 

Кннга рассчитана из 
шнрокий круг  чнтателей. 


Издательство «Мир» 


7. Эльштейн П. 
Юному конструктору вакет 
и космических кораблей. Пе- 
ревод с польского. Объем 
16 л., тираж 20000 экз., 
цена Ёр. 15 к. 

Кинга предназначена 
для ребят, ннтересующихся 
конструированием  космиче- 
ских ракет. В ией рассмот- 
рен шнрокий круг вопросов, 
связанных г расчетом пара- 
метров —н проектированием 
моделей ракет н космических 
летательных аппаратов. Даны 
рекомендации по нзготовле- 
нню различных топливных 


смесей, обеспечению — 663- 
опаснослн старта, а также ме- 
рам, гарантирующнм без- 


опасное приземление моделей 
с помощью тормозных (па- 
рашютных) устройств. При- 
водитея подробное опнсание 
моделей-рекордеменов, ° от- 
меченных высшнми награда- 
мн на`последних междуна- 
родных соревиованиях, орн- 
гинальной моделн ракеты- 
носителя пнлотируемых кос- 
мнческнх кораблей «Союз», 
ракеты со складывающими- 
ся в полете крыльями, двух- 
ступенчатой «ракеты-бу- 
мераига». — которая всегда 
сама возвращается в точку 
старта, и др. 

Кинга предназначена для 
массового чнтателя. 


Издательство «Атомиздат» 


8. Головнн И. Н. 
Игорь Васильевич Курчатов. 
Издание 3-е. перераб. н 
доп, Объем 9 л., тираж 
100 000 экз., цена 45 к. 

Эта кинга посвящена бно- 
графин выдающегося совет- 
ского физика академика 
И. В. Курчатова. 

Книга рассчитана на сз- 
мый шнрокий круг читателей. 


И. Клумова, 
М. Смолянский 


Почему и как 
нсчезает 
пустота 


Так называется очередная 
научно-популярная — книга 
профессора Я. Е. Гегузи- 
на *}, известного читателям 
«Кванта» как автора «Каплн» 
(см. «Квант», 1974, № 8) 
н «Очерков о ди@фузин в 
кристаллах» (см. «Квант», 
1975. № 7). Как и первые 
две книгн, она напнсана 
живо, увлекательно, ярко. 
При первом взгляде может 
показаться, что тема слиш- 
ком узкая ин слециальизя: 
киига посвящена  историн 
развития физических идей 
современной теории спека- 
ння, то есть процесса, при 
котором из порошков созда- 
ются сплошные металлнче- 
ские или керзмнческие мате- 
рналы. Однако на самом де- 
ле содержание кннги намно- 
го шире. По существу это 
книга о иаучном поиске, о 
борьбе идей, о том, как тео- 
рня движет практнку, а прак- 
тика указывает нуть теории, 
как логика жнвой иаукн ве- 
дет мысль ученого. 

Как спекается порошок? 
Как порнстое тело превращз- 
ется в тело сплошное? Куда 
«уходнт пустота»? Как сцел- 
ляются между собой части- 
вы? Для ответа на этн вопро- 
сы надо рассмотреть — это 
и делает автор кннги, — как 
построено сплошное тело, ка- 
ковы дефекты его атомиой 
структуры, какую роль иг- 
рают пбры в кристалле и 
как онн движутся, как пере- 
двигаются крупникн на по- 
верхностн твердого тела н т. п. 

Попутно автор расска- 
зывзет о множестве опытов, 
находок экспериментаторов, 


*) Я. Е. Гегузии. Почему и 
как исчезает пустота. М., 
«Наука», 1976. 


я борьбе теорий. Перед гла- 
зами чнтателя возннкают жи- 
вые портреты. Вот стекло- 
дуе Е. В. Петушков обраща- 
ет внимание физиков из то, 
что отверстие в стеклякной 
пластинке может прин нагре- 
ванин не заплывать. а наобо- 
рот, расти — все дело в соот- 
ношенни диаметра — отвер- 
стия н толщины пластинки. 
Вот доцент Харьковского 
университета . Н. Овча- 
ренко, склонясь над микрос- 
копом, следнт как «залечнва- 
ются» тончайшне поры в 
кристалле, нзмеряя их тол- 
щнну по яркнм цветам ин- 
терфереиционной — картины. 
Вот столкнулись нден вы- 
дающегося теоретика Я. И. 
Френкеля (исходнвшего из 
теории жидкого состояния 
вещества) К замечательного 
экспернментатора Б. Я. Пн- 
неса (основывавшегося на 
опыте технологнн произвол- 
ства огигупоров). Вот сам 
автор, Я. Е. Гегузии, з8- 
пальчиво спорит на между- 
народном конгрессе с про- 
фессором Морганом, а по- 
том ставит опыты в своей 
лаборатории и ... убеждает- 
ся в том, что прав был не он, 
а Морган. 

В книге почти нет фор- 
мул, нет математическнх вы- 
водов, но есть четкне каче- 
ствениые путн вывода фор- 
мул, меткие оценки поряд- 
ков величии носнопных пред- 
посылок. 

Круг рассматривземых 
вопросов очень широк. Здесь 
и атомное строение кристал- 
лов с их дефектами структу- 
ры. н физнка процесса диф- 
фузни, н кинетнка движения 
дефектов в кристалле, и фи- 
знка техиологнческнх про- 
нессов н операций, н подроб- 
ное описание ряда опытов. 
Достаточно привестн заголов- 
кн иекоторых разделов — 
«Как это началось?», «Суще- 
ствует ли искомая формула?», 
«Цена формуле», «Слиянне 
теорнй». — «О технологе — 
грамотиом и творческом», 
«Миого лн технологии надо 
физнку?», «Взгляд в буду- 
щее», — чтобы увндеть, 
сколь жнво н увлекательно 
ведет свое повествование ав- 
тор. Особенно ценно то, что 
он не ставит точку. не завер- 
шает, не стремнтся показать 
обязательно что-то закои- 
чеиное, а сознательно ставнт 


в конце знак вопроса — 
взгляд и будущее, в то. что 
еще предстонт сделать. 
Книга чнтается как 
увлекательная повесть, от 
нее трудно оторваться. В то 
же время автор книги нн- 
где не увлекается излишией 
популяризацией. ‘Изложе- 
нне везде строго, точно, на 
самом современном уровне 
иауки. (Сам автор определя- 
ет свою книгу. как книгу п 
научном поиске, ‹об обстоя- 
тельствах, прн которых про- 
изводнлись исслеловання, ... 
0б историн научных = ре- 
зультатов, которые некогда 
выглядели откровением. а на 
поверку оказались ошибкой. 
о статьях, которые прн их 
появлении были признаны 
немощными. а на деле окз- 
зались жизиеспособиыми, с 
конференциях, встречах и 
дискусснях за круглыми н 
некруглымн столамн, во вре- 
мя которых отыскивалась нс- 


тина. прятавешаяся среди 
множества эксперименталь- 
ных кривых. электронно- 


микроскопических Фотогра- 
фнй. четких формул и не 
очень четких комментариев 
к ним». ._ 

Замысел этот автору впол- 
не удался. Начав с простого 
вопроса о том, как прессу- 
ют порошки. изготовляя из 
ннх металлические  деталн 
машнн или огнеупорные ма- 
терналы. автор  прнвлек 
шнрокий круг физических 
явленнй в кристаллах н кри- 
сталлических  порошках н 
рассказал о них живо. ярко 
и увлекательно на фоне ис- 
торической картины развн- 
тня науки в этой областн. 


М. Шаскольская 
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Ответы, указанмя, решенмя 


Суммы длин и минимум энергии 


9. Рассмотрим следующую  механиче- 
скую систему. Сквозь три кольца А, Ви С 
продета невесомая н нерастяжимая нить; 
эта  ннть прикреплена к кольцу А. 
Кольцо А может скользить без трения по 
окружиости К. кольца В и С — по поямым Ё 
и 45 (рис. 1). К концам ияти подвешены гру- 
зы масс рн 9. Покажите, что задача опреде- 
ления положеиня равновесия этой механи- 
ческой системы эквнвалентна нашей задаче. 
В положении равновесня суммы снл, дейст- 
вующих на кольца А, Ви С, равиы нулю, 
поэтому [АВ] [1 и [АС] 1. р япа = дзт В. 
Задача своднтся к делению угла между ипря- 
мымн / и 4 на две частн © н В с известным от- 
ношением синусов. Это построение можно 
осуществить ниркулем н лннейкой. 


Рассмотрнте случай, когла угол между 
дорогами 1 и Ё произвольный. 
и. Рассмотрим следующую  механиче- 


скую снстему. В вертнкальной плоскости 
расположены две концентрические окруж- 
ности с центром О радиусов г н В. В этой же 
плоскостн расположен жесткий стержень, 
который может вращаться без трення вокруг 
точки О (рис. 2). К точкам С и Р стержия ОР 
(ОС]-г. ЮБ|= В) прикревлены две неве- 
сомые и нерастяжимые нити, пропущенные 
через блоки в точках А н В соответственно. 
К концам интей прикреплены одинаковые 
грузы. 


Задача определения положения равно- 
весия этой механической системы эквивалент- 
на нашей геометрической задаче. Условием 
равиовесия стержня ОР является равенство 
нулю суммы моментов сил натяжения нитей. 
действующих на этот стержень. Отсюда полу- 
чаем условне для искомого положения моста 
Ср: гзта = В ут В. 


Как выглядит парабола? 


1. Первый способ. Для {(х) = 
“=х3 вторая проихводиая равна [” (х) — 2023, 
поэтому ирн х>0 угловой коэффицниеит ‘ка- 
сательной К (х} = 5х* возрастает. Этому 
условию удовлетворяет только график 6,а. 

Второй способ. Поскольку урав- 
нение х? = Ах может иметь не более трех 
решений (х = 0; тд; —%8), прямая 
у = Ах пересекается с графиком у = х® не 
более, чем в трех точках. Графики 6,6.6 мо- 
гут пересекаться г прямымн у — Ах в боль- 
шем числе точек. 

2. Первый способ. Если ] (х) — 
= х. то [’ (ха (9—1) Х°-* , поэтому 
угловой коэффициент касательной возраста- 
ет при х> 0 в случае а>> | и убывает в случае 
0<&<1, что отвечает рисункам 7,а н 7,6 
соответственно. 

Второй способ. Отличная от на- 
чала координат точка пересечения графика 
у=х“ с прямой у - х имест координаты 
(1; 1). Если а> 1, то из перавенства 0<х<1 
следует, что х® «Хх; в случае (< <1, наобо- 
от, из 0<х<1 следует х® > х (объясните). 

оэтому если на нитериале |0; (| график у = 
= х® ииже биссектрисы у == х, то > 1, а 
еслн выше, то 0<а<1- 

3. Для функции / (х) = а* вторая про- 
изводная [” (х) = (ш а)?-а* всегда положи- 
тельна, поэтому график 8,6 неправильный. 
Аналогично. в случае а> 1 вторая производ- 
ная функции [(х) = 108, х равна {[" (= 

1 


Е 5 


пах= | отрицательна (прн х> 0), 


поэтому график 9,6 неверный. 


Принадлежность точек прямой н плоскостн 


3:2 

2 за. 

ЗИ: 19. 

4. 85,235. 
Е И 

6. 7:29. 

ЕТ. 


ь (1+ 2а + аб) 
9. ата Ый а а5) 


10. Указавие: воспользуйтесь теоремой 
3 и решением задачи 3. 


Парадокс «большого» тела 
1. Протнворечня с законом сохранения 


энергни нет. «Парадокс» возинкает из-за 
того, что ассматривается незамкнутая сиС- 
тема тел. Ирн ускорении автомобиля А про- 


исходнт взанмодействие его с Землей. При 


этом взанмодействни энергня Земли изменя- 
ется, причем в различных системах отсчета 
это изменение будет не только отличаться по 
модулю, но н зиак его будет различным -— 
в одних системах энергия Землн увеличи- 
вается, в других уменьшается. 

В системе отсчета, в которой Земля пер- 
воначально покоится, часть энергии топли- 
ва расходуется на увеличение книетнческой 
эиергии автомобиля, а часть — на увеличение 


энергни Земли АКз. Увеличение энергнн 
Землн в этой системе отсчета равио 


. т? т 
И. 


Прн учете соотношення т < М этны 
увеличеннем можно пренебречь и считать. 
что вся зиергия М, выделившаяся при сго- 
ранни топлива, расходуется на увеличенне 
кинетнческой энергни автомобиля: 


3 , 3 
№ = -5- то? - АК: = 5 то. 


В системе отсчета, связанной г автомо- 
билем Б, Земля имеет начальную скорость 


- 

9|. Прн ускореини автомобиля А скорость 
емлн увелнчивается. Связаниое г этим нз- 
менением увеличение кинетической энергии 
равно 


: М т \2 Ми? 
И О вые 
& ти т 
м 
„При учете соотношения т < М имеем: 


АКз =5ти®. р 
Таким образом, и системе отсчета «ав- 


томобиль Б» часть энергни топлива, сгорев- 


шего в автомобнле А, расходуется на уве- 
личенне кинетической энергни автомобиля А: 


то 
АК» =—_ < ›а другая часть этой энергни 


расходуется на увеличение энергии Земли: 
АКз = туз. Так что 
Е туз : 
= АК. + АК: = о + то = 
3 
РЕВ" ту?. 


В системе отсчета, связанной с автомо- 
бнлем В, изменение книетической энергии 
5 


автомобиля А действительно равно —5— ти?. 


Масть этой энергии автомобиль А получает 
за счет топлива, а другую часть сообщает ему 
Земля, которая в этой системе уменьшает свою 
скорость при усксрении автомобнля А. и сле- 
довательно, «теряет» часть своей кинетнче- 
ской энергин. Эта потеря равна 


м М ти \?2 Мо 
акз=-5 (2-м) -- == 


к — — т 


Такнм образом, н в этом случае парадокс 
снимается при учете измененця энергни «боль- 
шого» тела — Земли: 


@=АК, + АКз = 


5 3 
= 5 то? — то? = 5-ти. 


2. Изменения кннетической энергин пу- 
ли п выбранных системах отсчета действи- 
тельно различны: 


АК, = — 2  — 3), 


АК» —= ——-6 —и)?. 


Однако часть этой эиергии расходуется 
на увелнченне энергни платформы ААил. 
В системе отсчета, в которой платформа 
неподвижна, изменением энергии платфор- 
мы можно пренебречь, так как М № пт, 
В этом случае колнчество выделившегося теп- 
ла равно 


9 = — АК, = 5 (0— и). 


В снстеме отсчета «Земля» платформа 


двигалась со скоростью и. следовательно, 
пренебречь нзмененнем энергнн платформы 
нельзя. 
Действительно, измененне энергии плат- 
формы в этой снстеме отсчета равно 
М (и - Аи) Ми? 
ИЕ о 


- «- 
= Ми | | ла || 
где Аи — изменение скоростн платформы пос- 


ле взанмодействия с пулей. Согласно закону 
сохранення импульса 


"(|5 [м |, 


то есть 
- "(15 | --|2 |} 
с 
Аи = М м 
Следовательно, 


ие 
"12102121. 


С учетом этого изменення энергин илатформы 
можно записать: 


—АК, = 9+ АКрл, 


откуда 


© = — АК, — АКиа = 5 (02 — и) — 


—м|2 | = и. 


3. Запишем закон сохранення энергни с 
учетом изменения энергнн «большого» тела — 
самолета. В первой системе отсчета 


> > 
и и 


то? 


П = Е АК... 


во второй системе 


т (© -- и)? ти? 
2 


п = 5 + АК. - 

В первой снстеме отсчета самолет поко- 
ился. и изменением его энергии прн выстреле 
можно пренебречь. Покажем это. 


. МА? 
К. = 5} 


3 
изменение скорости |и| определяется из за- 


- ту} 
кона сохранения импульса: Аи [= м: 
следовательно, 
2 
. ти т 
М 


В снстеме отсчета «Земля» нзмененнем 
энергии самолета пренебрегать нельзя, так 
= 


как до выстрела он имел скорость и отно- 
сительно Земли. Рассчитаем измененне энер- 


гин самолета АК. : 


- _Ми- 4) Ми 


о 
=! | — МАи? 
== м1] 4% | +5. 
Так как изменение скорости самолета 


> | — 
| ди | — инварнантная велнчина, то ди | = 


= , 
=—м, 
: >| }-> ли т 
АК. = —т| и +5" -м. 
Итак, 
ти? то. т 
М 
т (и -- и) ти? т? т 
ео 
—м[%[“|. 


Из этнх двух выраженнй следует тождество 


(и- и) = (о и. 


«Квант» для младших школьннков 


(см. «Квант» № 2) 
1. БА -: 96, ЭТ = 21: 963=9216, 23= 
—9261. 


64 


2. Ответ. Когда Е какое- 
нибудь слово. — сказал алузй-Болтай до- 
вольно презрительно, — оно означает только 
то, что я хочу. чтобы оно обозначало. — ин 
больше, нн меньше. 

3. Мз условия следует, что 2х -}- 4у = 
=- 35. где х — число рыб, пойманных сыном 
Николая. а у — число рыб. пойманных сыном 
Петра. Так как это равенство невозможно нн 
при каких целых хн у. то мы приходим к вы- 
воду, что па рыбалке было не четыре челове- 
ка, а три: Петр. его сын Николай и внук Пет- 
ра Григорий. Таким образом. сына Петра 
зовут Николаем. 

4. Ответ. ШЩесть. В високосиом году 
одни и тот же день недели приходится на 
1 января. 1 апреля. 2 июня. 1 июля, 2 сен- 
тября н 2 декабря. 1 января булет пятницей, 
например. в 1988 году. 
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Эти фотографии гделаны в разных ме- 
стах и в рэзную погоду. Посмотрите ва 
них и попробуйте ответить на такие во- 
просы. В какую погоду (в холод нан в 
оттепель) растаял снег на разных кры- 
шах? Какая нз этих крыш лучше тепло- 
нзолирована? Почему «выборочио» 
искрывает снег островерхую крышу? 
А на олной крыше снег лежит з«клокамн; 
м 
Отчего растаял снег у подиожия ствола 
березы? 
Прнчулливая сиежная гирлянда на ве" 
ях образо! просто во врем ь 
ного снегопада. Ее нашла н сфотографи- 
ровала в подмосковиом лесу Лена Л 
кович 


я 


Цена 30 ком. 
Индекс 70465 


Пространственную кривую, называемую ви- 


вианной, можно нарисовать на сфере раз- 
нымн способами. 
здесь. 


На верхнем рисунке она представлена как 
множество точек. широта которых совпа- 
дает с числениым значением долготы (т. е., 
например, точки (30° с. ш.; 30° 3. д.) и (30° 
с. щ.; 30° в. л.) принадлежат вивиаине). 


Два нз них показаны‘ 


На нижнем —как пересечение со сферой 
цилиидра, полученного при вращения во- 
круг «длинной» оси снмметрин следующего 


прямоугольника: его «длинная» сторона — 
это днаметр сферы, соединяющий полюса; 
длина «короткой» стороны равна радиусу 
сферы. 


Подробнее о вивианне читайте на с. 29. 


- 


Главный редактор 
академик И. К. Кикоии 


Первый заместитель 
главного редактора 
икодемик А. Н. Колмогоров 


Редакционная коллегия: 


М. И. Башмаков 

С. Т. Беляев 

В. Г. Болтянский 

Н. Б. Васильев 

Ю. Н. Ефремов 

В. Г. Зубов 

П. Л. Капица 

В. А. Киркалин 

А. И. Климанов 

С. М. Козел 

В. А. Лешковцев 

(зам главного редактора) 
Л. Г. Макар-Лимаиов 
А. П. Маркушевич 

Н А. Патрикезва 

11. С. Петраков 

Н. Х. Розов 

А. П. Савин 

Н. Ш. Слоболецкий 
М. Л. Смоляикий 
зам славного редактора} 
Я. А. Смородинский 
В. А. Фабрикант 

А. Т. Цветков 

М. П. Шаскольская 
С. И. Шварцбурд 

А М. Ширшов 


На обложке 
журнала вы видите 
рисунок М Эшера 
«Лист Мёбиуса» 
(см © 35 


Основан в 1970 году 


ввант 


Научно-популярный 
физико-математический 
журнал 

Академии наук СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР 


Издательство «Наука» 
Главная редакция 
физико-математической 
литературы 


4 


1973 


В НОМЕРЕ 


2 Ленинский завет: 
6 И. Шкловский. 


«Учиться, учиться и учнться!» 

Астрономня иевидимого 

13 8. Березин. Циклоиды на плоскости и на сфере 

14 А. Земляков. Арифметика н 
Лаборатормя «Кванта» 


геометрия столкновений 


22 А. Доэоров. Демонстрация невесомости 
Ф 

23 И. Антипов, С. Шварибиурд. Удивительный вычислитель 
Задачник «Квантаю 

26 Задачи №496-М№500:; Ф508-Ф512 

28 Решсния задач М446-\№448: Ф462-Ф46б 
По страницам школьных учебмиков 

36 8. Дубровский. Шесть доказательств теоремы ю медианах 
«Квант» для младших школьников 

39 Задачи 

30 Ф. Бартенев. Наблюдения п математике 
Практикум абнтурмекта 

42 А. Кикоин. 

48 Н. Розов. Читатели советуют 


53 С. Козел, Ю. Никольский, Б. Федосов, В. Чехлов. А. Ше- 
лагин, Московский физико-технический институт 


Рецензим, библнография 
56 И. Зорич. 
Информация 


Что такое з. д. с.? 


Красивая физика 


58 Ю. Иванов. Всесоюзная неделя науки, техникн и произ- 
водства для детей и юношества. 


60 | апреля 

62 Ответы, указанмя, решения 
Список читателей, приславших правильные решения задач 
из «Задачника «Кванта» (27. 38, 52. 57. 59) 
Смесь (35) 


& Главная редакция физико-мэтематической литературы 
издательства «Наука». «Квант». 1978 


Ленинский завет: 
«Учиться, учиться и учиться» 


Статья 45. Граждане СССР имеют право на образование. 
Это право обеспечивается бесплатностью всех видон образова- 
ния. осуществлением всеобщего обязательного средисго обра- 
зоваиня молодежи, широким развитием профессионально-тсх- 
нического. срелиего специального п высшего образования ва 
основе связи обучения с жизнью. с нроизводством; развитием 
заочного и вечернего образования: предоставлением государ- 
ствевных стипендий и льгот учанцимся и студентам; бесплат- 
ной ныдачей школьных учебников; возможностью обучения в 
школе на родном языке; созданием условий для самообразо- 
вашия. 


Конституция СССР 


«Выражая волю советского народа, выполняя его поручение, Верховный 
Совет СССР принял новую Конституцию Союза Советских Социалистических 
Республик. Утвержден Основной Закон первого в мире общенародного со- 
иналистического государства. Конституционно закреплен новый истори- 
ческий рубеж в нашем движении к коммунизму — построение развитого 
социалистического общества. Пройдут годы, десятилетня, но этот октябрь- 
ский день навсегда останется в памяти народной как яркое свидетельство 
подлинного торжества ленинских принципов народовластия.» На весь мир 
прозвучали эти слова Леонида Ильича Брежнева, произнесенные в Кремле 
7 октября 1977 года, в день принятия Конституции СССР — выдающегося 
манифеста эпохн строительства коммунизма. 

Спеднальный раздел Конституции — «Государство и личность» — уста- 
навливает права, свободы н обязанности граждан СССР. И отдельная статья 
этого раздела закрепляет право каждого советского человека на образова- 
ние. Причем право на образование не просто декларируется — Основной 
Закон четко указывает, чем конкретно гарантируется это право. Миллионы 
советских школьников, учащихся професснонально-технических училищ, 
студентов техникумов на своем личном повседневном опыте хорошо знают, 
как реально обеспечивается право на образование, постоянно чувствуют 
отеческую заботу Коммунистической партии, Советского правительства, 
всего нашего народа. 

Конституция СССР гарантирует каждому советскому человеку право на 
образование. Наше государство берет на себя крупные расходы на образо- 
вание и воспитание молодежи: так, затраты в год на одного учащегося в об- 
щеобразовательной школе составляют 160 рублей (без учета расходов по 
бесплатной выдаче школьных учебников), в техникуме — 640 рублей, в 
вузе — свыше 1000 рублей. Однако, обеспечивая право на образование, 
социалистическое общенародное государство в то же время требует от каж- 
дого своего гражданина максимального использования этой возможности. 
В Основном Законе страны прямо говорится: «Обязанность и дело чести 
каждого способного к труду гражданина СССР — добросовестный труд в 
избранной им области общественно полезной деятельности, соблюдение тру- 
довой дисциплины» (статья 60). Это положение Конституции СССР в полной 
мере относится и к юным гражданам нашей Родины — к школьникам. Каж- 


дый советский школьник должен настойчиво и упорно учиться, бороться 
за высокий уровень знаний, воспитывать в себе глубокую идейную убежден- 
ность, трудолюбие, дисциплинированность, готовиться к общественно по- 
лезному труду. 

На всех этапах истории Советского государства партия и правительство 
уделяли особое внимание вопросам образования, обучения и воспитания 
подрастающего поколения. Свершилась Октябрьская революция — и перед 
Советской властью встали тысячи и тысячи неотложных, кардинальных 
проблем. От судьбы многих из них зависело само существование молодой рес- 
публики. Но и в этих тяжелейших условиях В. И. Ленин всегда находил 
время направлять процесс формирования новой советской системы воспита- 
ния юношества, становления новой советской школы. Уже в первой нашей 
Конституции — Конституции РСФСР 1918 года — была сформулирована 
жизненно важная задача «предоставить рабочим и беднейшим крестьянам 
полное, всестороннее и бесплатное образование». В годы интервенции и 
гражданской войны, в годы экономической разрухи, безработицы и голода в 


полной мере проявилась ленинская забота в детях — страна отдавала им 
все возможное и все лучшее. 


С первых дней своего существования Советское правительство под ру- 
ководством В. И. Ленина энергично приступило к искоренению позорного 
наследня царизма — массовой безграмотнасти. И эта серьезнейшая пробле- 
ма была решена в невиданно короткий срок. В 1906 году русский журнал 
«Вестник воспитания» писал, что для ликвидации неграмотности в Казах- 
стане и Средией Азии потребуется 4600 (1) лет. Но Казахстан и республики 
Средней Азии уже давно стали краем сплошной грамотности. В городах и 
селах только одной Казахской ССР в настоящее время трудится свыше 160 
тысяч учителей; до Великого Октября в Казахстане не было вузов, а ныне 
в 50 высших учебных заведениях республики обучаются более 200 тысяч 
студентов. Основа этих достижений — социалистический строй Страны Со- 
ветов; ничто подобное невозможно в капиталистическом мире. Вот данные 
федерального бюро просвещения США: в самой богатой капиталистической 
стране, провозгласившей себя «государством всеобщего благоденствня», 
сегодия насчитывается 23 миллиона взрослых людей, которые не могут 
прочитать даже железнодорожное расписание. По оценкам экспертов меж- 
дународной организации ЮНЕСКО, занимающейся проблемами образо- 
вания, наукн и культуры, сейчас на земном шаре до 800 миллионов человек 


полностью неграмотны, т. е. однн взрослый из трех не умеет нн читать, ни 
писать. 


Славный путь прошла советская школа за 60 лет существования нашего 
государства, и все ее успехи — реальное воплощение в жизнь бессмертных 
ленинских заветов. Одно из замечательных социальных и культурных ло- 
стижений советского народа за годы девятой пятилеткн — переход ко все- 
общему среднему образованию. Теперь всеобщее обязательное среднее об- 
разование молодежи закреплено в Конституцин СССР. Намечая перспективы 
десятой пятилетки, пятилетки эффективности и качества, ХХУ съезд КПСС 
в «Основных направлениях развитня народного хозяйства СОСР на 1976— 
1980 годы» указал на необходимость «осуществить дальнейшее развитие 
системы народного образования в соответствни с требованиями научно-тех- 
нического прогресса и задачами неуклонного повышения культурно-тех- 
нического и общеобразовательного уровня трудящихся». Выполняя это ука- 
зание стезда, ДК КПСС и Совет Министров СССР приняли ряд Постановле- 
ний, в которых иамечены конкретные путн совершенствования процесса 
обучения и воспитания учащихся средних общеобразовательных школ и 
профессионально-технических учебных заведений. В № | нашего журнала 
за 1977 год уже рассказывалось о том специальном вниманни, которое пар- 
тия н правительство уделяют дальнейшему улучшению условий работы 
сельской общеобразовательной школы. 


1* 


Широко известны слова В. И. Ленина, сказанные им на ИТ Всероссий- 
ском съезде комсомола: «Коммунистом стать можно лишь тогда, когда обо- 
гатишь свою память знанием всех тех богатств, которые выработало челове- 
чество». Эту задачу Владимир Ильич сформулировал на заре социалисти- 
ческого общества. Она была актуальной тогда — и она еще более актуальна 
сегодня. Ведь то, что делает сегодня рядовой рабочий или колхозный ме- 
ханизатор, еще недавно считалось доступным только технику илн инженеру. 
А это предъявляет все новые и новые требования к уровню и качеству зна- 
ний любого работника — независимо от того, трудится он на заводе или в 
поле, на строительстве илн на транспорте, в научной лаборатории или в шко- 
ле. Таким образом, для каждого члена общества, строящего коммунизм, 
среднее образование стало объективной необходимостью. | 

Именно поэтому в Постановленин ЦК КПСС и Совета Министров СССР 
«О дальнейшем совершенствовании процесса обучения н воспитания уча- 
щихся системы профессионально-технического образования» поставлена за- 
дача «развивать и улучшать работу средних професснонально-техиических 
училищ, ... в которых созданы необходимые условия для молодежи по ов- 
ладению современными рабочимн професснямн, получению полного сред- 
него образования, всесторонней подготовке к самостоятельной трудовой жиз- 
ни». Советская профтехшкола должна выпускать всесторонне развитых моло- 
дых рабочих, обладающих прочными професснональными навыками, ши- 
роким политехническим кругозором, способных осванвать и совершенство- 
вать новейшую технику. Професснонально-техническое училище, давая за- 
конченное среднее образование, открывает все пути для дальнейшего обу- 
чения как в техникумах — средних специальных учебных заведениях, так 
и в высшей школе. Более того, тот, кто с отличием окончил среднее профес- 
сионально-техническое училище, после успешной сдачи вступительных эк- 
заменов зачисляется в вуз вне конкурса. 

В самый канун 1978 года было опубликовано Постановление ЦК КПСС 
и Совета Министров СССР «О дальнейшем совершенствовании обучения, 
воспнтания учащихся общеобразовательных школ и подготовки их к труду». 
В этом документе нашли широкое развитие актуальные вопросы трудового 
обучения, идейно-политического и нравственного воспитания, профессно- 
нальной ориентации учащихся. В нем, в частности, сказано: «В современных 
условиях, когда в стране осуществлен переход ко всеобщему среднему об- 
разованию, выпускники средней школы за пернод учебы должны овладеть 
глубокимн знаниями основ наук и трудовыми навыками для работы в на- 
родном хозяйстве, вплотную подойти к овладению определенной профес- 
сией. Необходимость решительного поворота школы к улучшению подготов- 
ки молодежи к труду в сфере материального производства, к обоснованному 
выбору профессии должна быть глубоко осознана советским учительством, 
учащимися и их родителями». 

Решения партии н правительства по вопросам образования ставят перед 
редакционной коллегней н редакцией «Кванта» важные задачи, требуют даль- 
нейшего повышения качества журнала в соответствии с актуальными про- 
блемами школы. Развитие интереса молодежи к науке, укрепление связи 
между наукой и школой, пропаганда физических и математических знаний, 
всестороннее разъяснение роли и значения математики и физики для прак- 
тики — все это, несомненно, будет способствовать как углублению знаний 
школьников, так и их професснональной орнентацин. 

Сегодняшние старшеклассники завтра встанут в ряды активных строи- 
телей коммунистического общества. И нет сомнения в том, что они отдадут 
и свои силы и знания воплощению в жизнь бессмертных заветов великого 
Ленина. 


НАШИ юЮБИЛЯРрРЫ 


АНДРЕЙ НИКОЛАЕВИЧ КОЛМОГОРОВ 


В апреле 1978 года исполняется 75 лет 
со дня рождения первого заместителя 
главного редактора журнала «Квант», 
выдающегося советского математика, 
Героя Социалистического Труда, ла- 
уреата „Ленинской и Государствен- 
ных премий СССР академика Андрея 


‚ Николаевича Колмогорова. 


Помимо плодотворной научной дея- 
тельности Андрей Николаевич много 
времени и энергии отдает педагоги- 
ческим проблемам средней школы. Он— 
один из авторов новой программы по 
математике, автор и научный редак- 
тор ряда учебников для средней шко- 
лы, председатель Комиссии по мате- 
матике Учебно-методического совета 
Министерства просвещения СССР. 
Редколлегия и редакция журнала 
«Квант» от своего имени и от имени 
многих тысяч читателей поздравля- 
ют Андрея Николаевича с его семи- 
десятипятилетием и желают ему 
долгих лет жизни. болыцого личного 
счастья, новых успехов а научной п 
педагогической — деятельности. 


Исполнилось 70 лет члену редколлегии 
нашего журнала, действительному чле- 
ну Академии педагогическихнаук СССР, 
доктору физико-математических на- 
ук, профессору Алексею Ивановичу 
Маркиушевичу. 

Плодотворную научную работу Алек- 
сей Иванович сочетает с большой ор- 
ганизацией работ по перестройке 
школьного образования в нашей стра- 
не. Он один из авторов новой про- 
граммы по математике для средней 
школы. Под редакцией Алексея Ива- 
новича вышло ряд учебников для сред- 
ней школы по новой программе: учеб- 
ники по математике для 4 и 5 клас- 
сов, «Алегебра-б», «Алеебра-Г». «Ал- 
гебра-8». Редколлегия и редакция жур- 
нала «Квант» от своего имени и от 
имени могих тысяч читателей позд- 
равляют Алексея Ивановича с его 
семидесятилетием и желают ему з3д0- 
ровья, долгих лет жизни и новых боль- 
ших успехов в его благородной деятель- 
ности ученого и педагога. 


И. Шкловский 


Астрономия 
невидимого 


Это просто чудо. что мы сквозь ог- 
ромную толщу земной атмосферы мо- 
жем видеть звезды! Ведь над каждым 
квадратным сантиметром поверхностн 
нашей планеты находится один кило- 
грамм вещества атмосферы — факт, 
известный даже Остапу Бендеру... 
Это настоящая броня. Почему же 
опа поглощает только 15--20% па- 
дающего из космоса излучения? Но— 
стоп! Необходима существенная ого- 
ворка: речь идет о видимом излучении. 

Видимый нашими глазами свет -— 
это очень узкая полоска в шкале 
электромагнитных излучений, огра- 
ниченная длинами волн 8-10- м 
(красные лучи) и 4-10-° м (фнолето- 
вые). В сторону длинных волн к 
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этой полоске примыкает широкая 
полоса инфракрасных волн, прости- 
рающаяся примерно до длины волны 
10-м. Еще далыше тянется огром- 
ная область радноволн от субмилли- 
метровых до многокилометровых волн. 
В сторону коротких волн от полоски 
видимого света располагаются ульт- 
рафиолетовые волны с длиной до 
10-° м, еще более короткие рентгенов- 
ские и, наконец, самые короткие 
гамма-лучн. 

Удивительная прозрачность тол- 
стой брони земной атмосферы отно- 
сится прежде всего к видимым лучам. 
Кроме того, земная атмосфера про- 
зрачна и для радноволн с длиной от 
одного сантнметра до 15—20 метров. 
Существуют также отдельные «окна 
прозрачности» и в инфракрасной аб- 
ласти спектра. Все остальные видч 
электромагнитного излучення земная 
атмосфера полностью поглощает. 

То обстоятельство, что земная ат- 
мосфера прозрачна для видимых лу- 
чей, с точкн зрения общих законов 


природы является чистой случайно- 
стью. Например, если бы характер 
спектра поглощения молекулярного 
кислорода был другой, земная атмо- 
сфера могла бы оказаться непрозрач- 
ной для видимых лучей. Или, если 
бы атмосфера была нагрета до тем- 
пературы 4—5 тысяч градусов, она 
также была бы непрозрачной (на Солн- 
це атмосфера нагрета примерно до 
такой температуры, ее слой массой 
один грамм над квадратным сантн- 
метром уже совершенно не прозрачен 
для видимых лучей). Так или иначе, 
но жизнь на Земле развивалась в ус- 
ловиях, когда толстая броня атмо- 
сферы, необходимой для жизнедея- 
тельности, была прозрачна для види- 
мых лучей. И еще два, как будто бы 
тоже случайных обстоятельства: ос- 
новная часть энергии, излучаемой 
Солнцем, находится как раз в види- 
мой части спектра н спектральная 
чувствительность человеческого глаза 
почти в точности повторяет спектраль- 
ную кривую Солнца. Итак, земная 
атмосфера беспрепятственно пропус- 
кает основную часть солнечного излу- 
чения — источника жизни на нащей 
планете, а человеческий глаз в мак- 
симальной степени чувствителен к 
этому излучению. Поэтому тот факт, 
что мы видим звезды, является не 
столько случайностью, сколько зако- 
номерным следствием эволюции жиз- 
ни на Земле. 

Как мы уже говорили, в земной ат- 
мосфере имеется еще одно «окио про- 
зрачностн»— в диапазоне радиоволн. 
Однако для развития жизни на Земле 
оно было несущественно. Во-первых, 
только ничтожная доля (меньше мил- 
лиардной) солнечного излучения па- 
дает на этот диапазон. Во-вторых, 
для того чтобы «видеть» в радиолучах, 
живые существа должны были бы 
обладать природными оптическими сн- 
стемами — глазами, размеры которых 
порядка десятков и сотен метров... 
Природа, конечно, не могла пойти 
на такое расточительство. 

Но хотя человек своими органами 
чувств не может непосредственно вос- 
принимать радноволны, он может по- 
стронть — и построил — весьма со- 
вершенные искусственные — «радио- 
глаза». Они позволяют человеку изу- 
чать слабые потоки радиоизлучения, 


приходящие на Землю от различных 
объектов из глубин мирового про- 
странства. Речь идет о радиотелеско- 
пах — приборах, в огромной степени 
обогативших астрономию за послед- 
нюю четверь века. До этого времени 
все, что мы знаем о Вселенной, было 
добыто астрономами путем тщатель- 
ного изучения тех слабых потоков 
видимого света, которые приходят от 
удаленных звезд, туманностей, га- 
лактик. Эти потоки исследовались 
очень совершенными приборамн —оп- 
тическими телескопами *) ин спектро- 
графами. С их помощью удалось изу- 
чить физические условия, господ- 
ствующие в звездных атмосферах и 
туманностях (например, измерить тем- 
пературу и плотность газов, а также 
химический состав). Опирающаяся на 
эти астрономические наблюдения тео- 
рия позволила «заглянуть» в недра 
звезд, открыть величественную кар- 
тину разбегания галактик, понять, 
как рождаются, живут и умирают 
звезды. И в наши дни роль оптиче- 
ской астрономии неё уменышлилась. 
Напротив, обогащенная достижения- 
ми новейшей электроники и вычис- 
лительной техники, она как бы по- 
лучнла «второе дыхание» и по-преж- 
нему является главным источником 
нашей информации с космосе. 

Однако естественные спектраль- 
ные пределы, которыми ограничена 
оптическая астрономия, вызвалн к 
жизни такие иовые области науки 
о Вселенной, как радиоастрономия. 
Чего же достигла радиоастрономия 
на сегодняшний день? 

Когда сразу же после второй ми- 
ровой войны первые радиоастрономы 
(как правило, это были инженеры- 
радиофизики, а не профессионалы 
астрономы) стали наводить свои, по 
современным понятиям примитивные, 
радиотелескопы **) на небо, их жда- 
ли открытия, одно сенсационнее дру- 


*) Об оптических телескопах очень под- 
робно рассказано в статье А Михайлова 
«Шестиметровый телескоп» (см «Квант», 
1977. №9) 


**) Принцип устройства радиотелескопа 
такой же, как и оптического телескопа 
А диапазоны длин волн воспринимаемого 
нзлучения существенно различаются 


Советский раднотелескоп с днаметром 
зеркала 22 метра, работающий в Крымской 
Астрофизнческой обсерваторни _ 


гого. Это была поистине «Тегга тсор- 
пЦа» (неизвестная страна). Даже весь- 
ма скромные средства наблюдения 
приводили подчас к открытням ог- 
ромной важности. 

Около 1950 года начали строить 
специальные радиотелескопы (до это- 
го времени исследования проводи- 
лись преимущественно на переобсру- 
дованных радиолокационных  стан- 
циях}. Получила огромное развитие 
специфическая для радноастрономин 
интерференционная методика, позво- 
лившая преодолеть основной недоста- 
ток  радиотелескопов — их низкую 
разрешающую способнось. Разберем- 
ся в этом по порядку. Сначала — что 
такое разрешающая способность теле- 
скопа и что значит «низкая разре- 
шающая способность»? 

Представьте себе, что вы рассмат- 
риваете два близких точечных нсточ- 
ника (например, две звезды) с по- 
мощью телескопа или какого-нибудь 
другого оптического прибора. Соглас- 
но законам геометрической оптики 
вы должны были бы получить два 
четких, близко расположенных друг 
к другу точечных изображения. Од- 
нако из-за явяения дифракции (свой- 


ственного, кстати сказать, всем вол- 
новым процессам) вместо двух раз- 
дельных точек видна сложная кар- 
тина: две системы светлых н темиых 
колец, которые могут накладываться 
друг на друга. Оказывается, наблю- 
дать раздельно два близких источни- 
ка можно только в том случае, если 
угловое расстояние ф между ними 
порядка отношения длины волны А 
к диаметру Ю объектива телескопа: 
ф-— АД. Это же соотношенне сиравед- 
иво и для радиотелескопа. Но для 
радиоволн А очень велико (например, 
порядка 1 м), поэтому даже при дна- 
метре объектива ДР порядка 100 м 
угловое расстояние ф-—0,01 раднана, 
или $^0,5 градуса. Это очень боль- 
шое значение ф. Для сравнения: 
угаовой днаметр Солнца, видимый 
с Земли, тоже порядка 0,5 градуса. 
С помощью такого радиотелескопа 
нельзя «увидеть» никаких деталей на 
солнечном диске. В таком случае и 
говорят, что разрешающая способ- 
ность телескопа очень низкая. 
Теперь немного о сущности ннтер- 
ференционной методики, применяе- 
мой в радиноастрономии. Оказывается, 
разрезающую способность радноте- 
лескопа можно повысить искусствен- 
но. Для этого проводят одновремен- 
ные наблюдения одного и того же объ- 
екта с помощью нескольких антенн 
раднотелескопа, расстояния между ко- 
торыми (исчисляемые километрамн) 
можно изменять. Результат «сложе- 
ния» всей полученной информацин 
получается таким, как будто диаметр 
р телескопа увеличился до значения 
расстояния [ между антеннами. Раз- 
витие этого метода привело к тому, 
что, как это ни парадоксально, раз- 
реанающая способность в радиоастро- 
номин в отдельных случаях значитель- 
но выше, чем в оптической. Напри- 
мер, если длина волны А=3 см, а рас- 
стояние между радиотелескопами [= 


—=10000 км, тоф=-——=3-10-® ра- 


диана, или ф=0,0006 угловой секун- 
ды! Это невообразимо малая величи- 
на. Например, автомобильное колесо 
на поверхности Луны было бы видно 
земному наблюдателю приблизительно 
под таким углом! 

Особенно впечатляющи успехи ра- 
дноастрономии в областн повышения 


чувствительности, то есть способ- 
ности измерять предельно слабые по- 
токи космического радиоизлучення. 
Это достигнуто, во-первых, увеличе- 
нием площади собирающих излуче- 
ние зеркал радиотелескопов, а во- 
вторых, — повышением чувствитель- 
ности радиоприемников, измеряющих 
величину собираемых этими зеркала- 
ми потоков. Сейчас диаметры круп- 
нейших современных радиотелескопов 
достигают 100—300 м. В комбинации 
со сверхчувствительными — прнемни- 
ками, изготовленными с учетом по- 
следних достижений квантовой ра- 
диофизики, такие зеркала позволяют 
регистрировать минимальные потоки 
порядка 10-*" Вт/м? = 107 эрг(см? Хх 
Хх <). Попробуем представить себе эту 
величину. Слабейшие из звезд, на- 
блюдаемые одним из крупнейших в 
мире оптическим телескопом с диа- 
метром 5 м, имеют 24-звездную вели- 
чину. Это соответствует потоку ЗХ 
х10-*° эрг/(см?-с), что в тысячи раз 
больше минимального потока радио- 
излучения. Поражает совершенно нич- 
тожное абсолютное значеине энер- 
гии, падающей от космических усточ- 
ников. Достаточно сказать, что сум- 
марная энергия этого радиоизлуче- 
ния, принятая всеми радиотелеско- 
пами мира за все годы существова- 
ния радиоастрономим, не превосхо- 
дит тысячной доли эрга. Этой энер- 
гии едва ли хватит, чтобы нагреть 
миллиграмм воды на одну десятимил- 
лиониую градуса! Если по сущест- 
вующим тарифам оценить эту энер- 
гию (предоставляем это сделать чи- 
тателям самостоятельно) — стоимость 
получится смехотворно низкая... 
Как же оценить значение тех 
удивительных открытий, которымн 
радноастрономня обогатила науку? 
Каковы основные научные достиже- 
ния этой молодой ветви астрономии? 
Прежде всего следует подчеркнуть, 
что радиоастрономия не дублирует, 
а существенно дополняет оптическую 
астрономию. Оказалось, что во Все- 
ленной имеются объекты, которые 
особенно мощно излучают в радио- 
диапазоне. В частности, радиомизлу- 
чение всегда сопутствует грандиоз- 
ным космическим взрывам. Напрн- 
мер, очень слабые в оптических лучах 
клочки туманностей, образовавшнеся 


после взрывов звезд (так называемых 
сверхновых звезд), являются доволь- 
но мощными нсточниками радноиз- 
лучения. Причиной этого радиоизлу- 
чения, как было установлено совет- 
скими учеными, являются движу- 
щиеся в магнитных полях с почти 
световой скоростью электроны. 

В несравненно большем масштабе 
взрывные процессы, сопровождаемые 
образованием огромного количества 
заряженных, весьма энергичных ча- 
стиц, которые, двигаясь в магнитных 
полях, генерируют радиоизлучекие 
огромной мощности, наблюдаются в 
ядрах некоторых удаленных галак- 
тик. Собственно, почти у всех галак- 
тик, имеющих ядра, последние яв- 
ляются источниками  радиоизлуче- 
ния. Но мощность этого излучения 
весьма различна. Особенно велика она 
у квазаров (квазизвездных объектов). 
Ядра этих объектов мощно излучают 
не только а радно-, но и в оптическом 
диапазонах. Из-за огромной мощно- 
сти их излучения они «видны» с ре- 
кордно больших расстояний (сейчас 
квазары являются самыми далекими 
небесными телами). Расстояние до 
квазаров определяется по смещению 
линий излучения в их оптических 
спектрах. Это явление уже давно 
известно как «красное смещение»: 
измеренные в спектрах галактик длн- 
ны волн спектральных линий А не- 
сколько больше, чем их лаборатор- 
ные, «земные» значения А,. Это объяс- 
няется тем, что излучающие галакти- 
ки удаляются от нас (галактики как 
бы разбегаются друг от друга). Чем 
сильнее смещение линий в спектре 
данной галактики, тем больше ско- 
рость ее удаления от нас. До откры- 
тия квазаров (которое было сделано 
радиоастрономами, после чего опти- 
ческие астрономы нашли на их местах 
ранее ничем не примечательные «звез- 
дочки», оказавшиеся совсем не звез- 
дамн...) наибольшее красное смеще- 
ние, определяемое отношением А/А., 
было немногим больше, чем 1,4. А 
сейчас известны квазары, у которых 
это отношение близко к 4. Легко ска- 
зать, но попробуем представить себе, 
что это такое. Прежде всего ситуа- 
ция необычна с чисто наблюдатель- 
ной, экспериментальной точки зре- 
ния: линни наблюдаются лишь в вн- 
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димой части спектра, которые «съеха- 
ли» туда с далекой ультрафиолетовой 
части. Ни у каких других астрономи- 
ческих объектов (звезд, туманностей) 
эти линии никогда не наблюдались 
(ультрафиолетовая часть спектра на- 
цело поглощается атмосферой). Да- 
лее, оказывается, что скорость уда- 
ления такой галактики близка к 
250 000 км/с, что составляет 0,8 от 
скорости света в вакууме! ` 
Наблюдаемое уже много лет явле- 
ние красного смещения современная 
космология, начиная от нашего заме- 
чательного физика и математика 
А. А. Фридмана, объясняет реальным 
расширением Вселенной. С течением 
времени расстояния между галакти- 
ками увеличиваются все больше, сле- 
довательно, растут масштабы Все- 
ленной. Наблюдая квазар с ^/^№ 4, 
мы как бы заглядываем в далекое 
прошлое Вселенной, когда ее разме- 
ры были в 4 раза меньше нынешних, 


а средняя плотность вещества — в 
64 раза больше. Ну, а что было еще 
раньше? 


Пока квазаров с А/А, больше 4,6 
еще не обнаружено. Очень возмож- 
но, что их либо совсем не будет, либо 
будет очень мало. Это означает, что 
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галактики (а следовательно, и их 
ядра) образовались на определенной 
стадии развития Вселенной, когда 
ее масштабы были в 4—5 раз меньше 
нынешних. Еще в более раннюю эпо- 
ху никаких галактик не было. А что 
же было? Оказывается, был газ, при- 
чем довольно простого химического 
состава — смесь водорода н гелия. 
По мере расширения этого газа, свя- 
занного с расширением Вселенной, 
он уменьшал свою плотность и ох- 
лаждался. Значит, когда «возраст» Все- 
ленной нсчислялся несколькими мил- 
лнонамн лет, температура заполняю- 
щего ее газа достигала нескольких 
тысяч градусов. При такой темпе- 
ратуре этот газ был частично ионн- 
зирован, то есть представлял собой 
плазму. 

Важной особенностью — Вселен- 
ной на ранних стаднях ее эволюции 
было то, что она содержала огромное 
количество излучения. Спектральный 
состав этого излучения был такой же, 
как и ураскаленного до соответствую- 
щей температуры тела. Плотность 
энергин этого излучения (энергия, 
приходящаяся на единицу объема) 
была в сотни миллионов раз болыше 
плотности тепловой энергии газа (так 
как вещество во Вселенной тогда 
имело еще сравнительно низкую плот- 
ность). Кванты лучистой энергии на- 
ходились в равновесни г атомами га- 
за, которые поглощали и излучали 
их. Это значит, что число квантов, 
поглощенных атомами, равно числу 
испускаемых ими квантов (за одно 
и то же время). По этой причине тем- 
пературы вещества н излучения были 
одинаковы. Но это могло продол- 
жаться лишь до поры, до времени. 
Из-за расширения Вселенной плот- 
ность газа быстро убывала, и по 
этой причине обмен энергией между 
излучением и газом происходил все 
медленнее и медленнее. Наконец, эти 
процессы стали настолько медлен- 
ными, что излучение, наполняющее 
Вселенную, потеряло всякую связь 


с газом. Это произошло как раз Тог- 
да, когда возраст Вселенной был не- 
сколько миллионов лет, а размеры 
примерно в тысячу раз меньше совре- 


менных. По мере дальнейшего рас- 
ширения Вселенной плотность излу- 


чения, заполняющего Вселенную, бы- 
стро уменыналась в соответствии с 
тем, что его температура изменялась 
пропорционально размерам. И те- 
перь, когда со времени ‹отклейки» 


излучения от вещества Вселенная: 


увеличила свои размеры больше чем 
в тысячу раз, ожндаемая температура 
заполняющего ее излучения должна 
быть порядка нескольких градусов. 

Величайшим достижением радно- 
астрономии является обнаружение 
этого заполняющего всю Вселенную 
нзлучения, по справедливости полу- 
чнвшего название «реликтового». По- 
добно тому, как среди живущих на 
Земле видов животных и растений 
попадаются «живые анахронизмы» — 
представители фауны и флоры давно 
прошедших эпох (например, кенгу- 
ру, папоротники н прочие реликты), 
это излучение — наблюдаемый оста- 
ток давно прощедшего состояния Все- 
ленной, когда в ней еще не было га- 
лактик н звезд, а был только горячий 
газ и заполняющее весь мир низлу- 
чение. Это открытие было сделано 
12 лет тому назад. Оказалось, что 
на радиоволнах сантиметрового и 
миллиметрового днапазонов все небо 
излучает одинаково по всем направ- 
лениям. Спектральный состав этого 
излучения соответствует телу, на- 
гретому до температуры 2,7 градуса 
абсолютной шкалы Кельвина. Мак- 
симальная интенсивность приходится 
на длину волны около одного мил- 
лиметра. Значение этого открытия 
состоит прежде всего в том, что оно 
дало возможность изучать Вселен- 
ную, когда она была в десятки тысяч 
раз «моложе», чем сейчас, и совершен- 
но не похожа на нынешнюю. Вселен- 
ная имеет историю, она под действи- 
ем внутренних причин непрерывно 
развивается и, конечно, усложняет- 
ся. Ибо сейчас Вселенная неизмери- 
мо богаче и сложнее, чем это было 
в ту отдаленную эпоху. Например, 
тогда вещество еще не имело того 
богатого химического состава, как 
сейчас. Элементы, отличные от водо- 
рода и гелня, образовались в нед- 
рах звезд значительно позже. Не 
следует также забывать, что и жизнь 
во Вселенной могла возникнуть толь- 
ко после образования тяжелых эле- 
ментов. 


Парадоксально. что мы знаем сей- 
час о той отдаленной от нас эпохи, 
когда образовалось «реликтовое» из- 
лучение, значительно больше, чем 
об условиях образования нашей Сол- 
нечной системы и, в частности, Землн, 


‚ Хотя это весьма важное событие про- 


нзошло не так уж давно: всего «ка- 

ких-нибуль» пять миллиардов лет 
тому назад, когда размеры Всеген- 
ной были раза в два меньше совре- 
менных. Это хороший пример тому, 
что наука развивается неравномер- 
но, что прогресс наших знаний ндет 
на «прорыве» в неизвестное. 

Одно из важнейших направлений 
в радиоастрономин может быть назва- 
но «астрорадиоспектроскопия». Речь 
ндет об исследовании различных спект- 
ральных линий, длины волн которых 
находятся в радиоднапазоне. Чаще 
‚всего эти линии наблюдаются в от- 
дельных облаках весьма резрежениой 
межзвездной среды, всестороннее изу- 
чение которой в последние годы при- 
обрело особенно большое значение. 
Самая «знаменитая» радиолнния имеет 
длину волны 21 см и принадлежит 
водороду. Так как водород является 
наиболее обильным элементом во Все- 
ленной, изучение этой линии дает 
весьма ценную информацию, относя- 
щуются ко всей нашей звездной сн- 
стеме — Галактике. Изучение этой 
линии позволяет выяснить темпера- 
туру межзвездной среды, ее плот- 
ность и характер движения облаков 
межзвездного газа. 

Наряду с атомами в межзвездном 
газе содержатся молекулы. Многие 
из них излучают раднолинии, кото- 
рые успешно наблюдаются. Неожи- 
данностью было открытие в меж- 
звездном пространстве сложных, мно- 
гоатомных молекул, например, му- 
равьиной кислоты, этилового и мети- 
лового спиртов и ряда других. Иссле- 
дование радиолиний от молекул от- 
крывает уникальную возможность 
изучения изотопного состава вещест- 
ва во Вселенной. Именно таким обра- 
зом впервые был обнаружен меж- 
звездный дейтерий — тяжелый водо- 
род, у которого радиолиния имеет 
длину волны около 92 см. Оказалось, 
что в межзвездной среде на каждые 
сто тысяч атомов обычного водоро- 
да приходится однн атом тяжелого. 


Это открытие имеет довольно неожи- 
данные последствия. Дело в том, что 
дейтерий никак не может образовы- 
ваться в недрах звезд. Уже при до- 
вольно «умеренной» температуре в 
несколько миллионов градусов про- 
исходят ядерные реакции, ведущие 
к разрушению ядер дейтерия. По- 
этому так же, как и обычный водо- 
род, дейтерий должен иметь «релик- 
товое» происхождение. Оказывает- 
ся, что ядерные реакции, при кото- 
рых синтезировался дейтерий, долж- 
ны были происходить тогда, когда 
температура Вселенной была несколь- 
ко миллиардов градусов, а возраст — 
всего лишь около 10 минут! Вот куда 
могут заглянуть «глаза» радиотеле- 
СКоПСВ... 

Особое место в космической радио- 
спектроскопин занимают исследова- 
ния лнний молекулы гидроксила ОН, 
длины волн которых (их всего четы- 
ре) около 18 см. Дело в том, что на 
этой волне совершенно неожиданно 
были обнаружены ярчайшие, очень 
маленькне источники, обычно нахо- 
дящиеся в газовых туманностях. Вы- 
яснилось, что эти источники работают 
по тому же принципу, что и лазеры— 
квантовые генераторы электромагнит- 
ных волн в видимом диапазоне спект- 
ра. Для радиодиапазона такие ис- 
точники называют мазерами. Кроме 
того, примерно в тех же местах неба 
были обнаружены очень яркие ис- 
точники в линии водяного пара Н.О 
с длиной волны 1,35 см, имеющие ту 
же природу. Таким образом, оказа- 
лось, что природа реализует в естест- 
венных условиях прибор, являющий- 
ся в наши дни символом переживае- 
мой человечеством научно-техниче- 
ской революции! Всего любопытнее 
то, что эти удивительные источники 
находятся в непосредственной бли- 
зости от областей Галактики, где 
по всем данным происходит пока 
еще во многом загадочный процесс 
образования молодых звезд из меж- 
звездной газовой среды. Таким об- 
разом, радиоастрономия совершенно 
неожиданно оказалась мощным сред- 
ством изучения этой давно уже став- 
шей классической проблемы. 

Перечисляя выдающиеся дости- 
жения радиоастрономии за послед- 
ние 10—15 лет, нельзя умолчать 
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0б открытии, взволновавшем челове- 
чество 10 лет тому назад. Речь идет 
об открытии лульсаров. Этот совер- 
шенно необычный класс радноисточ- 
ников характерен строгой пернодич- 
ностью радиосигналов. Самый ко- 
роткий из известных периодов бли- 
зок к 1/30 секунды, самый длин- 
ный — около 4 секунд. Исследова- 
ния показали, что пульсары — это 
очень быстро вращающиеся нейтрон- 
ные звезды, причем период вращения 
совпадает с наблюдаемой периоднич- 
ностью радиоимпульсов. Что же та- 
кое нейтронная звезда? Представь- 
те себе наше Солнце, сжатое до раз- 
меров около 10 км. Так как радиус 
Солнца близок к 700 000 км, а его 
средняя плотность равна 1,4 г/см, 
то средняя плотность 10-километро- 
вого шара — нейтронной звезды — 
будет близка к 10" г/см. Это — чу- 
довищно болышая величина, близкая 
к плотности вещества атомного яд- 
ра. 

Нейтронные звезды, как законо- 
мерный конец эволюции некоторых 
звезд, были теоретически предсказа- 
ны свыше 40 лет тому назад. В опти- 
ческих лучах эти звезды (за одним 
важным исключением) обнаружить 
невозможно. Только методы совре- 
менной радиоастрономии позволили 
в наши дни обнаружить нейтронные 
звезды — мечту двух поколений фн- 
зиков и астрономов всего мира. Это — 
одно из величайших открытий в аст- 
рономни и физике ХХ века, столь 
богатого выдающимися достижения- 
ми науки. 


Ф 


Циклоиды 
на плоскости 


и на сфере 


Свойства  циклойд изучали 
многие выдающиеся ученые 
прошлого. Среди иих Г. Га- 
лилей (1564—1642), давший 
циклоиде имя (от греческого 
хохАоз— вкруг»). 

Плоская циклоида — это 
траектория  фнксироваицой 
точки окружности. катя- 
ццейся (без скольжения) 
по заданной прямой. Если 
подвижная окружность ка- 
тится ие по прямой, а по 
неподвижной окружности. 
маходясь внутри бе, тра- 
скторня фикснрованной точ- 
кн подвижной окружности 
называется  гилоциклондой. 
Гипощиклоида. получающая- 

г 1 
ся при д’ = 3 ((-— раднус 


подвижной, Ю — неподвиж- 
ной окружности). называется 
дезльтоидой «Квант». 1977. 
№ 3. с. 19). Если подвиж- 
пая окружность катится по 
неподвижной, касаясь хе 
снаружи, фиксированная точ- 
ка  подвнжиой окружности 
описывает элициклонди. При 
г № эпициклоида — называ- 
ется ^ардиоидой «Квант». 


г 
1977. № 12. с. 33}. при п = 


= ра — нефроидой («Квант». 


1977, № 9. с. 43). 

Все описанное и преды- 
дущем аблаце происходило 
на плоскости. Для перехода 
к пространству. к циклоидам 
на сфере опишем плоскую 
циклонду по-другому: ипред- 
ставим себе. что на непод- 
вижную плоскость паложе- 
на подвижная плоскость, на 
которой нарисована окруж- 


ность. н циклоида получается 
при движении подвижной пло- 
скостн по неподвижной. 
Представим себе теперь 
неподвижную «фкру У,. на 
которой нарнсован  зэк- 
ватор» 2. Представим од- 
новременно сферу %. с тем 
же центром и ралицеом. ко- 
торая может иоворачивать- 
ся относительно их общего 
центра. На сфере У, иа- 
рисована окружность !. Сфе- 
ра У, поворачивается так. 
что окружность { катится 
(без скольжения} по окруж- 
ности Ё. 8 этом случае 
траектория — фиксиронанной 
тачки окружиости [| опишет 
на сфере У, сферическую 


циклоидиу у. На рисуцке 1 
показаи один виток сфе- 
рической  циклоиды. Ес. 


эн радиусы окружностей Г 


А р С, 
Рис. 2. 

и Г несоизмеримы. — точки 
сферической циклонды  за- 


полият па сфере полосу. 
Попробуйте установить. 
какую форчу имеет сферн- 


ческая  циклоида, если 
г р 
[ние 2 

Декарт одним из первых 
показал. как можно опрс- 
делить паправление — каса- 


тельной к плоской циклоиде 
в любой ее точке. Заменим 
подвижную окружность квад- 


ратом АВСОР тоюо же пе- 
риметра и заставим его ка- 
титься шо данной прямой. 
следя за траекгорней точ- 
ки А (рис. 2). При этом 
квадрат будет поочередно вра- 
щаться около свовх вершин 
р, С. В. занимакяцих, со- 
отвегстнвенно, положения Г), 
Сун В,. Если центр пра- 
щения в даниый моменг иа- 
ходится. скажем. и точке 
С.:. пормаль [периепдикуляр 
к касательной) в точке С 
будет проходить через точ- 
ку С,. Заменим квадрат на 


правильный ®‚ пягиугольник, 
шестнугольник, .. П-уго- 
лъмик того же периметра. 


Картина будет тв же: нор- 
маль будет прохолить перез 
нершину. около которой п 
данный момент происходит 
вращение. — В пределе при 
п-->о правильный многа- 
угольник превратится и 
окружность, траектория точ- 
ки А — п циклонду. а точ- 
ка. через которую обязана 
проходить пормаль и даниой 
точке циклонды, — и точ- 
ку касания подвижной ок- 
ружнасти (в соответствую- 
щем положении) с опорной 
прямой. Имея нормаль, не- 
трудно провести касательную, 

Подобные рассуждепиая 
можно провести для эпицик- 
лоиды и гипоциклоиды. толь- 
ко «правильные многоуголь- 


Е 


МИКИя 


придется строить из 
дуг неподвижной окружно- 
сти, а не из отрезков пря- 
мых. Н вновь оказывается. 
что касательная к эпи- или 
гипоциклонде и дапной точ- 
ке бумт  прохозить через 
точку касапия Подвижной ок- 
ружпости п соответетвую- 
щем положении. 
Петербургский — мааема- 
тик Я. Герман (1678— 1733} 
показал, что это усвержде- 
ние верно и для сферической 
ЦИклоиды- 
В. Березин 


А. Земляков 


Арифметика 
и геометрия 
столкновений 


Пусть по прямой движутся п шариков, упру- 
го сталкиваясь между собой. Может лн между 
шарнками пронзойти бесконечное число столк- 
новений илн они через иекоторое время раз- 
летятся? Оказывается, эту механическую 
задачу можно решить с помощью геометрии. 
Соответствующие конструкини (в частности, 
придуманное в конце Х{!Х века  американ- 
скнм физнком У. Гиббсом конфигурационное 
пространство) имеют фундаментальное зна- 
чение н применяются при решении многих 
залач класснческой механики и статистиче- 
ской физики. 


В этой статье мы ответим на следую- 
щие вопросы *); 

1. По прямой двигаются п одн- 
наковых шариков. Какое мак- 
симальное число столкновений меж- 
ду ними может ироизойти? 

2. Тот же воирос для трех шари- 
ков масс т,, Ш» и ту. 

3. По прямой двигаются и про- 
извольных - шариков. Может 
ли общее число столкновений меж- 
ду ними оказаться бесконечным? 

(Всюду здесь шарики равсматрн- 
ваются как матернальные точки, стал- 
кивающнеся друг с другом абсо- 


*) Задача М449 («Квант», 1977. № 6), 
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лютно упруго, то есть с со- 
хранением суммарных импульса и 
энергин. Предполагается также, что 
все происходящие столкновения — 
парные: но три и более шариков в 
одной точке одновременно не оказы- 
ваются.) 


$ 1. Шары равных масс: 
обмен скоростями 


Г’, Условимся скоростью материаль- 
ной точки при движенни по прямой — 
по координатной осн Ох — называть 
величнну проекцин вектора скорости 
на ось Ох; таким образом, скоростн 
будут числами (для точкн, движущей- 
ся вираво но оси Ох. скорость 95>>0, 
при движенни точки влево 9<<0). 
Обоаначим скорости двух соударяю- 
нихся шаров’ одннаковой массы т 
до столкновения через и, н #,, после 
столкновения — через 2, и 2., и най- 
дем 2, 2., считая и; и в. известными. 
Для этого нужно записать законы 
сохранения импульса н энергии *): 


| то; + то, = та 4. тг, 


| 


2 2 
ии - 


} 
— 5 


1 2. #1 2 
5 == ШТ 5 Т25, 


2 и 


или 
см 2.0: -- 9, 
а е е 2 
2-25 — и 10, 
а затем решить полученную систему 
уравнений относительно 2,1, 2,. Вмес- 


*) См. учебинк физики дзя 8 кл., с. 168 
Г] 557 


Рис. 1. 


то непосредственного решения систе- 
мы можно заметить, что она имеет не 
более двух решений, ибо при подста- 
новке 2,=0,--0,.—2, во второе урав- 
нение системы получается квадрат- 
ное уравнение относительно 2,; с 
другой стороны. два решения оче- 
| 2 —- о. и { 2 - о., 
{2 =и, | зг=от. 
Первое из них лншено физического 
смысла: оно означает, что шары про- 
должают движение с прежними ско- 
ростями, как бы проскакивая друг 
через друга. Следовательно, при аб- 
сояютно упругом соударении двух 
шаров одной массы происходит об - 
мен скоростями: 2 =0, 
и 2=а.. 

2`. Этот вывод особенно удобио ин- 
терпретировать на графиках движе- 
ния шарой на координатной плоско- 
сти Ойх ({ — время, х — координата 


видны — это 


по оси Ох). До столкновения шары 
двигаются по законам = = 
=а, ой и х= хай = + 


(здесь а, на. — начальные коорднна- 
ты шаров); них графики движения — 
прямые (точнее — отрезки или лучи) 
на плоскости О, с угловыми коэф- 
фнициентами и, н 0.5. Моменту соуда- 
рения шаров соответствует точка пе- 
ресечения графиков. После соударе- 
ния графики х=хи0 и хх. (1) 
также являются прямыми. Поскольку 
угловой коэсхфициент первого графи- 
ка х = х: (2) стал равен 2, = по, то 
первый график после соударения яв- 
ляется продолженнем второго графн- 
ка х = х.({) ло соударения; анало- 
гично, второй график после соуда- 
рения является продолжением перво- 


Рис. 2. 


го графика перед соударением (рис. 1). 
Отсюда ясно. что совокупность гра- 
фиков движения п шаров равных 
масс представляет собой объедннение 
п лучей на плоскости Ойх. проведен- 
ных из начальных положений шаров 
а; (при # = 0) с угловыми коэффи- 
циентами 9;; по такой картинке лег- 
ко проследить график движения х = 
= хк| каждого шара — см. рису- 
нок 2. 

3`. Эти рассмотрення показывают, 
что максимальное число №„„х. соуда- 
рений п шаров равных масс равно 
максимальному числу точек полар- 
ного пересечения пл лучей на плоско- 
сти. Поскольку кажлые два луча мо- 
гут пересекаться только в одной точ- 
ке, №„„х равно числу пар из п лучей, 
пп!) 


р 
то есть Мик = С* = 5 


$ 2. Три шара разных масс: 
конфигурационное пространство 


Прн столкновении двух шаров разных 
масс происходит ие обмен скоростя- 
мн, а более сложное перераспределе- 
ние скоростей. В рассматриваемом 
случае (три шара разных масс) рас- 
смотрение графиков на плоскости Ох 
уже ничего хорошего не дает. Более 
того. совсем не очевидно, что число 
столкновений будет обязательно ко- 
нечным: представьте себе. что на 
легкий шарик с двух сторон (це одно- 
временно!) налетают два массивных 
шара (см. рисунок на заставке); не 
будет ли маленький шарик бесконеч- 
но колебаться между болышими? 
Ниже будет показано, что максималь- 


ное число столкновений конечно и да- 
ется формулой 


я 


пит, з 


ить у (т, Е ть) (т, Ем.) 


где п, ть, тз — массы шаров (шар с 
массой т, расположен на оси Ох меж- 
ду шарами т, и тз), [“] — целая 
часть числа а. 

1`. Обозначим координаты шаров 
на оси Ох (слева направо) через х,. 
Х., Хз; их скорости — соответственно 
через и,. 9. и из: массы — через 
т. то, Ту. 

Трудно одновременно следить за 
тремя точками двигающимися по (од- 
номерцой) прямой, проще следить за 
одной точкой, Двигающейся в (трех- 
мерном) ‘° пространстве. Каждому 
положению наших шаров на оси Ох 
мы поставим в соответствие точку 
М = Мо,; х; хз) в коордннатном 
пространстве Ох,х.х.- При движении 
паров координаты точки М будут 
меняться. то есть точка М будет двн- 
гаться в пространстве, причем вектор 


скорости точки М равен о = (0; 
5. 93). При соударениях шаров 
Хх; = Хх. или х. = хз; точка М будет 
при этом попадать на плоскость Р,., 
заданную уравнением х, = х., или 
плоскость Р›з с уравнением х. = х.. 
В иромежутках времени между соуда- 
рениямн вектор скорости точки М не 
меняется, поэтому М движется в каж- 
дом из таких промежутков по отрезку 
некоторой прямой с концами на плос- 
костях Ру. и Р».. Координаты точки 
М всегда удовлетворяют неравенствам 
Хх: <х. их. =х.. Каждое из них 
задает в коордннатном пространстве 
полупространство. ограниченное пло- 
скостью Р,. или Р.,з. а система этих 
неравенств задает пересечение полу- 
пространств -. двугранный угол Ф. 

Такнм образом, при движенин и 
соударениях наших шаров соответ- 
ствующая точка М == М(х,; хо; хз) 
движется по ломаной, лежащей в дву- 
граниом угле Ф; точки излома лома- 
ной принадлежат граням угла и соот- 
ветствуют  столкновениям шаров 
(рис. 3). 

Начальное расположение шаров 
определяет начальное положение точ- 
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Рис. 3. 


кн М, начальные скорости шаров оп- 
ределяют направление первого зве- 
на ломаной. Чтобы определить на- 
правление каждого следующего звепа 
ломаной, нужно пересчитать скоро- 
сти шаров носле соответствующего 
соударення (исходя из законов сохра- 
нения импульса и энергин). Решае- 
мая задача сводится к тому, чтобы 
найти максимальное возможное число 
точек излома траектории М, или, ины- 
ми словами, Число «соударений» точ- 
кн М с гранями двугранного угла Ф. 

2°. Как мы увидим дальше, иско- 
мое число легко может быть найдено, 
если точка М каждый раз отражается 
от граней угла Ф по закону упругого 
отражения: «угол падения равен уг- 
лу отраження». При упругом отраже- 
нин точки М от плоскости 

(А) абсолютные величины ско- 


ростей ви 2 точки М до и после отра- 


ження одинаковы: |и|= [|2| или 


э р 
2 2. 


и" = 2; 

(Б) составляющая скоростн, пер- 
пендикулярная плоскости Р, при 
отраженни меняет знак, а составляю- 
щая, параллельная Р, сохраняется: 


если и=о о, 2=2.-2р 
(рис. 3), то а=-—ш, и 2, = 04. 
Заметим, что соотношение 2_= 


> 


= — 9, можно вывестн из условия 


(А) и ‘соотношения 2в= и, (проде- 
лайте это). 

При движенин точки М, описан- 
ном в п. 1°, условие (А) не выполне- 


Рнс. 4. 


во, одизко заков сохранения знергии 
дает сходное с (А) соотношение 


2 р 2 
нии - то5> + т = 


= ть + тьга + тьгз. (1) 
Введем н новые координаты; 


жет, х,, хер тьх,, = И т; № 
(свон для каждого шара!). В этих 


координатах скоростн равны и; = 
=Ум; 5:, _ и скорость точки М == 


= М (хи) при соудареииях сосед- 
них шаров уже будет сохраняться: 
из соотношения (1) следует, что 


т то то 2 та то 

че Е = д +25 + 23. 
Поскольку старые координаты удов- 
летворяли ах 


„— 
хх, жил, =хиИ т, 


новые координаты удовлетворяют не- 
равенствам 


— = 


р = в. 

| } т. ум, 
Эти неравенства задают в координат- 
ном пространстве Ох, х, х, пвугран- 


ный угол Ф. ограннченный плоско- 
стями соударений: 


а 5 59) |= 


2 «Квант» № 4 


Оказывается, для новых коордн- 
нат будет выполнено и условие (Б) 


упругого отражения точки М от 
граней Р;. н Р.з. Проверим это для 


отражения М от Р,». В силу замеча- 
ния после условия (Б). достаточно 


проверить, что составляющая скоро- 


сти, параллельная плоскости Ру», 
сохраняется. 
Выберем два вектора, параллель- 


ных плоскости Ру. и — эта 


плоскость задана уравнением 


А 


у т: 


— г -—.: 0, она содержит начало ко- 
То 


ординат и точкн с координатами (0:0:1} 
и (Иж,; И т, 0]. Следовательно, век- 


торы а: на.сэтими координатами бу- 


дут параллельны Р ‚ .. Очевидно, ана. 
не коллинеарны. поэтому для провер- 


ки соотношения 2,-= и, достаточно 
установить, что составляющие векто- 


ра скорости точки М в направлениях 


а и а, сохраняются илн что 2.а, = 


н 2-0. = и-@.; здесь о = 


— (591, 05, 03), м = 2 23) = 
скорости точки т до и после соударе- 
ния с плоскостью Ру». В координатах 


> 


соотношение 2_ т:а.=9. а, имеет вид 
И т та а оно выполнено. ио- 
скольку ири соударенни 1-го и 2-го 
шаров скорость 3-го шара не меня- 


- - 


ется. Второе соотношение 2-а, = 


- - 


= 9-а» в координатах имеет вид 
И т, + 2 :[ т. = 
= рт, то, Г т, 


или т:2, + т.г. =т и, тьо., 


а это выполнено в силу закона сохра- 
нения импульса. 

Итак, паша задача сведена к сле- 
дующей: внутрн двугранного угла Ф 
двнжется точка М, отражаясь от его 
граней но закону упругого отражения: 
требуется выяснить, каково макси- 


мальное число отражений точки М 


47 


Рнс. 5. 


Рис. 6. 


Рис. 7. 


от граней. Заметим, что величина а 


угла Ф легко вычисляется: она равна 
величине угла между векторами 


па (=, =. 0) 
| Ут 


-2 { 1 1 
ИЛ. = о =——— =——_ 
- ( | Ут: " ут, }, 
перпендикулярными илоскостям Ре 
н Р.з; векторы мы взяли, нсходя из 


18 


уравнений илоскостей, причем выбра- 
ли направленными в соответствующие 
полупространства, как показано на 
рнсунке 5 (проверьте). Имеем 


> - 


пп. 


о ей 
[1 [1. 


п т. 


пит, 


- у (пи т) (т.т, ° 


37. Осталось решить Чисто гео- 
метрическую задачу о максимальном 
числе отражений точки от граней дву- 
гранного угла данной величины @. 
Из условий (А) и (Б) вытекает, что от- 
резок траекторин точки после отра- 
жения от Р симметричен относитель- 
но плоскости Р продолжению исход- 
ного отрезка траекторни за точку по- 
падания на Р (рис. 6). Следователь- 
но, любую ломаную — траекторию 
точки. движущейся по закону упру- 
гого отражения между гранями дву- 
гранного угла, — можно «выпря- 
мить», то есть последовательными 
симметриями относительно граней уг- 
ла превратить в прямую, как показа- 
но на рисунке 7, а (при этом сам дву- 
гранный угол мы отражаем вместе с 
траекторней). Удобнее на эту картин- 
ку смотреть «сбоку» — со стороны об- 
щего ребра получающихся двугран- 
ных углов (иными словами, простран- 
ственный чертеж можно спроекти- 
ровать на плоскость, перпендикуляр- 
ную ребру двугранного угла, как на 
рисунке 7, 6). Если в первый раз 
точка М соударяется с гранью Р, то 
после выпрямления продолжение тра- 
ектории будет лежать по одну сторо- 
ну От плоскости Р и может пересе- 
кать только те из получающихся но- 
слезоватезьными симметриями полу- 
плоскостей, которые лежат по ту же 
сторону от Р. Ясно, что число таких 
чолуплоскостей равно |!л/а}], еслн 
только @&-5 л/п, пСМ; в случае, 
когда & = л/п, последняя полуплос- 
кость будет лежать ‘в плоскости Р, 
ни выпрямленная траектория ее пере- 
сечь не может — в этом случае чис- 
ло точек пересечения не больше 
[л/а] — 1. Поскольку точкам пересе- 


чения выпрямленной траектории с 
указанными полуплоскостями отве- 
чают точки отражения от граней нс- 
ходного угла, находим, учитывая 
самую первую точку пересечения, 
максимальное число отражений: 


сл ы 
. Е при @ ==-—-, 


А! тах (©) => ве=ЕМ 


| при @ — =. 


Нетрудно проверить, что Мах (@) 
можно записать одной формулой 
М тах(@) = —1-—л/@). Для двугран- 
ного угла, соответствующего шарам 
масс т,, т, и тз на прямой, имеем 


пт, 


с агссоь УИ, 


откуда и получается формула, 
занная в начале параграфа. 

Как сообщил автору статьн Л. Бло- 
хннцев, задача, решенная н этом параграфе, 
возникла прн исследованин так называемых 
«особенностей  фейнмановскнх диаграмм»; 
прн се решеннн методами квантовой тео- 
рии рассеяння была получена доказанная 
выше формула! 

4°. Основная идея изложенного 
выше решения состояла в одновремен- 
ном слежении сразу за несколькими 
точками с помощью интерпретации их 
конфигурации (расположения) как од- 
ной точки в соответственным образом 
выбранном множестве (в данном слу- 
чае положениям трех шаров ху, Хо, Хз 
отвечала точка М(х,; х.; хз) двугран- 
ного угла х, «= х. = х., координатно- 
го пространства). Совокупность та- 
ких точек, отвечающих всем возмож- 
ным расположениям системы исход- 
ных точек, называется конфигураци- 
онным пространством этой системы. 
Иногда, как и в разобранном случае, 
для каждой материальной точки удоб- 
но выбирать свои координаты. Вве- 
денне конфигурацнонного пространст- 
ва полезно и удобно во многих зада- 
чах. Приведем две из них. 

Задача 1. Две материальные точки 
масс т} и т» движутся по отрезку Оха 
ина оси Ох, абсолютно упруго сталкиваясь 
между собой и абсолютно упруго отталкн- 
ваясь от концов отрезка (от точек х==0 и 
х—а). Введите конфигурационное простран- 
ство этой системы и подберите координаты 
для каждой из точек так, чтобы изображаю- 


ука- 


ое 


щая точка М двигалась как точечный бил- 
лиардный шар внутри некоторого прямо- 


угольного треугольника (рис. 8)! 


Рис. 8. 


Задача 2. (Задача Н. Н. Констан- 
тннова.) Города А и В соединены двумя 
дорогами (рнс. 9). Известно, что две машины, 


Рис. 9. 


связанные веревкой длииы меныше 27, мо- 
гут проехать из А в В. каждая — по своей 
дороге, не разорвав веревки. Смогут лн 
разъехаться два круглых воза радиуса г, 
выезжающих навстречу друг другу, каж- 
дый — по своей дороге? 


$ 3. Шары произвольных масс 


Для п шаров масс ти, т», ..., ти, ДВИ- 
жущихся по прямой Ох, также мож- 
но ввести конфигурациониое прост- 
ранство — это будет (п—1)-гранный 
угол в л-мерном координатном про- 
странстве Ох,х....х„, выделяемый не- 
равенствамн х, <х, <... =х,. Рас- 
суждения п. 2” из $ 2 проходят н в 
этом случае, но рассмотрения п. 3” 
проваливаются. Однако рассужде- 
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нием от противного, используя п- 
мерную геометрию, можно показать, 
что общее число соударений не может 
быть бесконечным; по такой схеме 
эта задача была решена в 1971 году ее 
автором профессором МГУ Я. Г. Си- 
наем. Мы изложим другое решение, 
не требующее знания многомерной 
геометрии; идея решения была пред- 
ложена учеником ФМШ при МГУ 
А. Авдеевым (ныне студентом МФТИ; 
позже аналогичные решения были 
найдены студентом Киевского уни- 
верситета А. Резниковым и аспниран- 
том МГУ Г. Гальпериным). 

1°. Рассуждения будем вести ин- 
дукцией по числу шаров. В $ 2 было 
доказано, что при п = 3 число столк- 
новений конечно. Допустим, что при 
любых начальных условиях в груп- 
пе из А < л шаров за время от 0 до Т 
(где Т может быть равно -Н оо) про- 
исходит только конечное число столк- 
новений. Предположим, что при ка- 
ких-то начальных условиях м шаров 
за время от 0 до 7 сталкиваются бес- 
конечно много раз. Перенумеруем 
шары в порядке их следования по оси 
Ох, но справа налево. 
В каждый момент времени рассмо- 
трим суммарный импульс А правых 
шаров: 

Р‚ = то, + т.о, +... 

Е мо, = 2 5, п) 
При каждом парном  столкновенин 
величнна Р‚ может только увеличить- 
ся: действительно, Р, не меняется, 
если сталкиваются шары левее #-го 
или правее (& -|- 1)-го; если А-й шар 
сталкивается с (А -+ Ю-ым, Р, уве- 
личнвается, (ибо (А - 1-й шар тол- 
кает А-й вправо). 

Обозначим теперь через и” ско- 
рость 1-го шара после 5-го по поряд- 
ку столкновения (в котором 1-й шар 
может и не участвовать), через В 
импульс Р, после 5-го столкновения. 
Из сказанного выше следует, что при 
каждом Ё последовательность Р 
($ = 1, 2, ...) — неубывающая. 

С другой стороны, при всех столк- 


новениях суммарная кинетическая 
энергия всех шаров сохраняется: 
1 2 2 
5 (то ть +... +тиой) =: 
= Е = соп$. 


Отсюда следует, что при каждом [ 
в любой момент времени скорость ог- 
раничена: 


ти < 2Е и |9: |< ИЗЁЕт, < 


=у 2Е/т, 


где т — наименьшая из масс т,, ..., 
... т, Отсюда вытекает ограничен- 
ность каждой из последовательностей 


РР: 
[2 [т [9 |+... + 
т |0 +... + 


+ т,) И2Е/т. 


Итак, при каждом Ё последова- 


тельность Р® монотонная и огра- 
ниченная, поэтому, согласно теоре- 
ме Вейерштрасса, все эти последова- 
тельности имеют пределы при $ —+ оо. 


Но Р® = т,/”, поэтому сущеет- 


вует предел Ит и = ш,. Далее, 
5-+ < 

Р® = ти + т.”, поэтому су- 

ществуетт н предел Ит (Я = в, 


$--со 
(объясните). Продолжая это рассуж- 
дение, мы выводим существование 
пределов скоростей всех шаров: 
Пт и = м (=Ь 2, ..., п). 


$ 

2°. Теперь мы покажем, что все 
предельные скорости &, должны быть 
равны между собой. Рассмотрим два 
соседних шара: Ё-й и (+ 1-й. 
За время от 0 до Т эти шары долж- 
ны сталкиваться между собой беско- 
нечно много раз, ибо в противном слу- 
чае из предположения индукции следо- 
вала бы конечность числа столкнове- 
ний всех пл шаров (объясните). Пусть 
5-е соударение произошло между эти- 
ми шарами. Запишем законы сохра- 
нения импульса и эиергии для этого 
соударення: 

(3) 9 
ткик Е ТАУ = 


(— 


1 5-й 
= ТО о ть , 


ть (5)? я т ,)? = 
= ТА (Е = + ТА-- 1 (6), 
откуда 


мое") 


{$ —1 ($) 
И -1 о 0.1), 


ть (и (-")*)- 

— Ма! (91) — (1%), 1)". 
Разделив последнее равенство на 
предпоследнее, получим соотношение 


о + 1. 
Оно справедливо для бесконечного 
числа столкновений, и в нем можно 
перейти к пределу при $ —> ©. Для 
предельных скоростей, таким обра- 
зом, будем иметь: 2, = 2%; в, 
откуда ш,= и... Итак, все пре- 
дельные скорости равны между собой, 
Ш =, =... = № = Ш. 

3°. Пусть ир, ..., 8 — начальные 
скорости; тогда из закона сохранения 
импульса следует 


6 Ю 
ии... тру = 


{5 ($ 
= пни +... {ти 


при любом $. Поэтому, переходя к 
пределу при $ —>= со, получим 


ти. +... В тии = (щ +... ть, 


где и› — общий предел всех скоростей. 
Следовательно, 


№ паи . ` -- пит 
[о ы 
то есть и, есть скорость движения 


центра масс всех шаров. 


Список читателей, приславших 
правильные решения задач 
из «Задачника «Кванта» 


В этом номере мы публикуем фамнлин тех. 
кто прислал правильные решения задач 
№436 —М460 н Ф448— $462 (жнрные цифры 
после фамнлий — последнне цифры номеров 
решенных задач). 


Математнка 


Т. Абдульагабов (С. Ярашазмаляр ДАССР) 
52; К. Абдулхаликов (Алма-Ата) 46. 54. 
60а), 6); А. Аеоян (Кировакан) 46; 4. Агаев 
{с. Попровка АзССР) 57; В. Айрикян (Раз- 
дан) 46; 4. Алексеев (Пермь) 46, 47, 51. 53. 
54: К. Архансельский (Киев) 46, 57; Б. Ба- 
асандорм (МНР! 54: Н. Бабина (п. Научный 
Крымской обл.) 54; Е. Балакина (Москва} 
47. 54; А. Балинский (с. Дубляны Львов- 
ской обл.) 46, 48. 51. 52. 56. 60а); В. Батырев 
{Москва) 47. 48, 50—52,54, 56, 57,60а); В. Бах- 
рушин (Орджоникидзе) 46: Ю. Бащенко 
{<. Лемидовка Винницкой обл.) 54, М. Бест- 
вина (СФРЮ) 46, 48; Н. Бовсуновский (с. Пу- 
тиловичн Житомирской обл.) 54; В. Болдот- 


Перейдем к системе центра масс, 
то есть к системе отсчета координат, 
которая движется относительно ис- 
ходной системы отсчета со скоростью 
&. В этой системе все предельные ско- 
рости равны 0; — следовательно, и 
предельная энергия в системе центра 
масс равна 0. Поскольку система 
центра масс также инерциальная, в 
ней справедлив закон сохранения 
энергии, поэтому и начальная сум- 
марная энергия зтаров в системе 
центра масс равна 0. Это может быть 
лишь тогда, когда все  иачальные 
скорости в системе центра масс были 
равны 0, то есть когда в исходной 
системе отсчета все начальные ско- 
рости были равны ы›; но при одинако- 
вых начальных скоростях  столкно- 
вений между шарами вообще не может 
быть — противоречие. 


Читатель, которому в доказательстве 
совпадения пачальных скоростей не поира- 
вился переход к системе центра масс, может 
непосредственным  вычислением показать, 

№ 
что величина \ т; (о: — ш)? сохраняется 
мы ( [4 
в = 
(в должна стремиться к 0 при 5—0}. 

Отметим, что московскне математики 
Л. Вассерштейи н Г. Гальпернн обобщилн 
приведенные рассуждения па случай шаров 
на плоскости или в пространстве, абсолютно 
упруго сталкивающихся между собой, и так- 
же доказали конечность числа столкновений. 


ников (Харьков) 46. 51, 54; В. Бондоренко 
(Красиовишерск} 51; А. Бржезианска (ПНР) 
51; О. Вайнберг (Казань) 46. 52. 56. 60а}; 
Н. Великороссов Конаково) 46, 47, 50; 
Д. Виноградов (Дзержинск) 54: С. Галстян 
(с. Чахрлу АрмССР)} 46, 47, 50—52, 54. 58, 
57; Д. Голуб (Сумы) 48, 50, 51. 54; В. Гречка 
(Новокузнецк) 54; Н. Гринберг (Киев) 54; 
С. Гришечкин (Москва) 46—48. 50—59. 
60а): В. Губа (Вологда) 60а). 6}, г); А. Де- 
мушкин (Москва) 47: М. Дмафаров (Киро- 
вобад) 52, 54; О. Евдокимов (Ленинград) 
46, 47, 50—58, 60а), 6); А. Егоян (Тбилиси) 
51: С. Железовский (Саратов) 54; В. Забелин 
(Саратов} 52. 54; И. Зайцев (Николаев) 54; 
И. Захаревич (Ленниград) 47, 48. 50--55; 
М. Зельдич (Киев) 58; Е. Зиманов {Алма- 
Ата) 46. 56. 57. 60а); Я. Золотарев (Ташкеинт} 
47, 56; Р. Измайлов (Баку) 47. 50—54, 56— 
58; С. Исаков (Пермь) 46. 53: И. Искендеров 
(с. Нюснюс НахАССР) 47; Ф. Кабдыкииров 
(Алма-Ата) 54: Л. Какабидзе (Тбилиси) 46; 
В. Калинаичев (Елизово} 46. 54; А. Каплан 
(Сумгаит; 54; А. Карниухов (п. Кутана 
ЯАССР) 54; А. Кац (Ташкент) 46, 48, 50; 
А. Качуровский (Новосибирск) 47, 50, 51; 


{Продолжение см. с. 38) 


Лаборатормя «Кванта» 


А. Дозоров 


Демонстрация 
невесомости 


СостояниЕ невесомости достигается в 
свободном полете. И спутник на ор- 
бите, н свободно летящий камень, и 
подпрыгнувший человек находятся в 
состоянии невесомости. Груз, подве- 
менный на нити, в свободном полете 
невесом и, следовательно, не натягни- 
вает нить. Легко изготовить прибор, 
который дает возможность «наблю- 
дать» состояние невесомбсти. 

На рисунке |1 дана принципиаль- 
ная схема прибора. 

В «нормальном» состоянии груз 
(Г) натягивает нить, упругая пла- 
стина (Г//) изгибается, разрывая кон- 
такт между клеммами (КГ и К?) 


цепи. При этом включенная в цепь 
лампа (Л), естественно, не горит. Если 
все устройство подброшено вверх, 


груз находится в состоянии невесо- 
мостн, а следовательно, не растяги- 
вает нить. Упругая пластина воз- 
вращается в неизогнутое положение, 
клеммы замыкаются, загорается лам- 
почка. Лампочка горит лишь в том 
случае, если все устройство находит- 
ся в состоянии невесомости. Обратн- 
те внимание, что состояние невесо- 
мости осуществляется и при движении 
вверх, и при движении вниз. 
Регулировочный винит (В) позво- 
ляет установить клеммы так, чтобы 
они при неподвижном положении 
устройства были слегка раздвинуты. 
Все устройство крепится внутри про- 


: зрачной коробки. На рисунке 2 по- 


казан общий вид прибора. 

Несколько практических советов 
по изготовлению прибора. Чтобы 
можно было пользоваться как боль- 
пюй (плоской) батарейкой, так и 
маленькой «Кроной», лучше при из- 
готовлении ориентироваться на бо- 
лее крупную плоскую батарейку. 
Чаще всего в приборе приходится 
менять именно батарейку, поэтому 
доступ к ней должен быть простым; 
можно прикрепить ес к наружной 
части устройства, а для соедини- 
тельных проводов сделать в корпу- 
се небольшие отверстия. 

В качестве упрутой пластины го- 
дится любая тонкая полоска упру- 
гого металла, даже половинка лез- 
вня для безопасной бритвы. 


И. Антипов, С. Шварцбурд 


Удивительный 
вычислитель 


Многие из вас, наверное, слышали 
о маленьких вычислительных машин- 
ках, которые помещаются в кармане 
н умеют считать «все, что угодно». 
В этой статье рассказывается об од- 
ной из таких машинок: микрокаль- 
куляторе «Электроника Б3З-18». Раз- 
меры этого прибора 160х90х46 мм, 
а масса — всего 400 граммов, но 
В этой «волшебной шкатулке» благо- 
даря достижениям современной элект- 
роники помещается более 60 тысяч 
элементов: транзисторов, резисторов, 
конденсаторов...! Так что непонятно 
чему удивляться, то ли тому, что она 
замечательно считает, то ли тому, 


как удалось в такую маленькую 
коробочку уместить столько элект- 
ронных приборов. Рассказать в од- 
ной статье и об устройстве «Электро- 
ники», и о том, что она умеет делать, 
невозможно. Поэтому мы ограничим- 
ся рассказом о её математических 
способностях. 

Нам нередко приходилось наблю- 
дать за людьми, впервые взявшимн 
«Электронику» в руки. Большинство 
из них пытались разобраться в ее 
возможностях самостоятельно, не за- 
глядывая в инструкцию. Пожалуй, 
этот путь освоения калькулятора ин- 
тереснее всего. Но для большинства 
наших читателей этот путь закрыт. 
Поэтому мы предлагаем вам при- 
звать на помощь ‘воображение и 
представить, что у вас в руках ока- 
залась «Электроника». 

Первым делом, конечно, нужно 
нажать кнопку «вкл» (это всякий 
сообразит). При этом в самом правом 
разряде цифрового табло высвечива- 
ются число 0 и запятая. Найдем с по- 
мощью калькулятора сумму 7-3. 
Естественно нажать клавиши с изоб- 
ражением цифр и знака операцни. 
Итак, нажимаем клавишу «7» (см. 
рисунок) — на цифровом табло появ- 
ляется число 7, высвечиваемое зеле- 
ным цветом. — Далее нажнма- 
ем клавишу «--» — никаких  из- 
мененнй не наблюдается. Затем на- 
жнмаем клавишу «3»: с табло исче- 


зает прежнее число и вместо него 
появляется число = 3. Нако- 
нец, нажимаем на клавишу «=», 


и на табло появляется 1© — резуль- 
тат решения задачи (отметим, что 
все числа — 7, 3, 10 — высвечивают- 
ся в правой части табло). 

Ясно, что точно так же следует 
решать любой арнфметическнй прн- 
мер с однозначными числами. А как 
быть с многозначными числами? Наж- 
мем два раза подряд на клавишу 7. 
На табло загорается «77». А если 
нам нужно число 65? Какую 
клавишу следует нажать первой? По- 
пробовав оба варианта, легко выяс- 
нить, что сначала нужно нажать на 
клавнигу «6», а потом — на «5». Те- 
перь понятно, как пользоваться кн оп- 
ками с изображением цифр и тремя 
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кнопками с изображениями знаков 
операций: «-», «—», «Х». Клавиша 
«--» выполняег деление. Решив не- 
сколько задач, мы заметим, что все 
получаемые числа имеют не больше 
восьми разрядов, а самый левый — 
‚девятый — разряд табло предназна- 
чен для знака числа: в нем загорает- 
ся «—», если результат — отрица- 
тельчое число. 

На калькуляторе можно вычислять 
значения выражений с несколькими 
операциями. Так, чтобы сложить не- 
сколько чисел, нужно набрать пер- 
вое слагаемое, нажать на клавишу 
«-}-», затем набрать второе слагае- 
мое, снова нажать на «--» и т. д., 
а в самом конце нажать на «=», 
Клавиши «,» и «—/» служат для 
введения десятнчных дробей и измене- 
ния знака числа. Если нужно набрать 
десятичную дробь, то сначала наби- 
раются ее знаки до запятой, потом 
нажимается клавиша «,», а затем — 
ее остальные знаки. Чтобы снабдить 
число знаком «минус» нужно нажать 
клавишу «/—/». Например, в таблице 
показано, как следует набирать 
число — 48,587. 

Итак, калькулятор может выпол- 
нять любые арифметические действия: 
делает он это бесшумно и практиче- 
ски мгновенно. Те, кому приходилось 
работать на арифмометре, смогут оце- 
иить пренмущества «Электроники». 

о этим возможности рассматривае- 
мсго прибора не исчериываются. Он 
Умеет так же быстро вычислять зна- 
чения многих функций. Из рисунка 
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видно, что кроме символа, размещен- 
ного непосредственно на клавише, над 
каждой клавишей записано некоторое 
обозначение. В основном это обозна- 
чения функций: логарифмических, 
тригонометрических и др. Для того 
чтобы вычислять значения этих функ- 
ций, нужно воспользоваться клави- 
шей «Р». 

Пусть, например, требуется вы- 
числить / 20,25. Для этого следует 
набрать число 20,25; оно будет высве- 
чено на табло. Затем нужно нажать 
клавиши «Ри «ро» («И #— 
это та же клавиша, Что и *9»}, после 
чего на табло высветится результат — 
число 4,5. 

Обратите внимание на последова- 
тельность символов-клавиш, нсполь- 
зуемых при решении данной задачи: 


2» О, хх 2 О «Ру» 


Выписанная носледовательность снм- 
волов является командой вычисления 
значения квадратного корня из за- 
данного числа. В такой команде сна- 
чала располагается исходное число — 
аргумент функции, затем признак 
функции Ё и далее — обозначение 


Кла- 


выше Пояснения 
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со< тояние 
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функции (в отличие от обычной за- 
писи). 

Аналогичным образом на кальку- 
ляторе вычисляются значения функ- 
ций \/х, 10, е, логарифмических 
функций (десятичного и натураль- 
ного логарифма) и тригонометриче- 
ских функций. 

Расскажем, как вычислять на каль- 
куляторе значения функции хУ. Пусть, 
например, надо вычислить 5, 13,82. Сна- 
чала набираем число 5,1 (оно появ- 
ляется на табло). После этого нажи- 
маем на клавиши «Р» и «х”». На табло 
появляется число 1,629241=1п 5,1 (де- 
ло в том, что калькулятор вычисляет 
х’ по формуле ху = е’'П*). Далее 
набираем число 3,92 (оно появляется 
на табло). Наконец, нажав на клави- 
шу «=», получим на табло число 
593,8486, представляющее собой ис- 
комый результат: 5,13,°? = 593,8486. 

Чтобы оценить удобство решения 
вычислительных задач с помощью 
калькулятора, достаточно вспомиить, 
как решаются аналогичные задачи на 
уроках математики в школе — с ис- 
пользованием таблиц или логарифми- 
ческой линейки. При этом прихо- 
дится логарифмировать, потенциро- 
вать ин выполнять другие операции. 
На все это уходит много времени. 
Калькулятор же, давая большой вы- 
игрыш во времени решения задачи, 
гарантирует точность решения и иск- 
лючает разные технические ошибки. 


Для вычисления значений обрат- 
ных — тригонометрических функций 
используется клавиша «агс»; а с по- 
мощью преключателя «рад/град» ре- 
зультат может быть выражен в гра- 
дусах или радианах. Например, что- 
бы вычислить агсёе 1! в градусах, 
необходимо установить переключа- 
тель в положение «град» и последова- 
тельно нажать клавиши «1», «Р», 
«агс», «в». На табло появится резуль- 
тат — число 45 (или, возможно, его 
приближенное значенне, например, 
44,99999). 

Мы объяснили действие далеко не 
всех клавиш. «Необъясненные» кла- 
виши в основном предназначены для 
работы с памятью прибора. Да, да, 
не удивляйтесь, у нашего прибра есть 
память для хранения данных и ре- 
зультатов вычислений. Использова- 


ние этих клавиш иногда позволяет 
обойтись без записи  промежу- 
точных результатов. Пусть, напри- 
мер, нас интересует значение выра- 
жения 255 :(42—75). Если вычислять 
его «в лоб», то потребуется отдельно 
вычислить разность 42—25. Если же 
последовательно нажать на клавиши: 
«даа — окдабук- ода бьа ба < 9», 
то на табло появится ответ: 15. Пояс- 
ним, как получается результат. За 
нажатием клавиши «--» на табло вы- 
свечивается число 17. После набора 
255 на табло загорается число 255, 
а число 17 пересылается в память 
прибора, причем прибор знает, что 
ему нужно поделить содержимое па- 
мяти на число, записанное на табло. 
Нажав клавишу «=>», мы меняем ме- 
стами содержимые памяти и табло: 
17 оказывается на табло, а 955 — 
в памяти. Наконец, нажав «=», мы 
получим окончательный результат. 

К сожалению, рассказать более 
подробно о работе с памятью прибора 
в этой статье мы не можем. 

Решая задачу с помощью кальку- 
лятора, человек практически не за- 
мечает времени выполнения отдель- 
ных действий, — ему не приходится 
ждать. В действительности же на 
выполнение различных команд «Элек- 
троника» тратит разное время. Так, 
на сложение двух чисел она может 
затратить 0,05 секунды, а на возведе- 
ние в степень — около секунды. Де- 
ло в том, что для вычисления значе- 
ний функции приходится выполнить 
десятки арифметических операций, 
которые калькулятор совершает авто- 
матически, по своей внутренней про- 
грамме, без участия человека. Но 
в любом случае математик не может 
пожаловаться на то, что калькулятор 
как-то тормозит его работу. Пожа- 
луй, наоборот, — калькулятору ири- 
ходится тратить слишком много време- 
нн на ожидание следующей коман- 
ды. 
В учебной практике калькулятор 
является достойным преемником ма- 
тематических таблиц н счетных лине- 
ек. Мы надеемся, что недалеко то 
время, когда такие или им подобные 
вычислительные машинки станут не- 
обходимыми (и доступными!) прибо- 
рами на уроках математики, физики, 
химии. 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
основання журнала. Публн- 
куемые в нем задачн не стаи- 
дартны, но для нх решения 
не требуется знаний, выхо- 
дящнх за рамкн нынешней 
школьной программы. Нан- 
более трудные задачн отмече- 
ны звездочкой. После форму- 
лнровкн задачн мы обычно 
указываем, кто предложил 
мам эту задачу. Разумеется, 
не все этн задачи публикуют- 
ся впервые. 

Решення задач из этого но- 
мера можно присылать не 
позднее 1 нюня 1978 года ло 
алресу: 113035, Москва, М-35, 
Б. Ордынка, 21/16, редакция 
журнала «Квант», «Задач- 
ини «Кванта». После адреса 
на конверте напншите номера 
задач, решения которых вы 
посылаете, например: «М496, 
№497» илн «$508». Реше- 
ння задач по каждому из 
предметов (математнке н фн- 
знке), а также новые задачи 
просьба присылать в отдель- 
ных конвертах. Задачи из 
разных номеров журнала прн- 
сылайте также в разных кон- 
вертах. В пнсьмо вложнте 
конверт с напнсанным ма нем 
вашнм адресом (в этом кон- 
верте вы получнте результаты 
проверки решеннй). Условня 
орнгинальных задач, пред- 
лагаемых для публикации, 
присылайте а двух экземп- 
лярах вместе с вашими реше- 
ннямн этнх задач (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Квамта», новзя задача по 
фнизнке» или «... новая за- 
дача по математнке» ). 

В начале каждого письма 
просим указывать ваше нмя, 
фамилню, номер школы н 
класс, в котором вы учнтесь. 
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задачник 


абанта 


Задачи 
М№496-М500; Ф508-Ф512 


№496. Каких шестизначных чисел больше: предста- 
вимых в виде произведения двух трехзначных чи- 
сел, или не представимых? 

С. Фомин 


№М497. На сторонах ВС, СА и АВ остроугольного 
треугольиика АВС взяты произвольные точки Ау, 
Вь, С; на отрезках АА,, ВВ, и СС, как на дна- 
метрах построены окружности. Докажите, что три 
общие хорды пар этих окружностей пересекаются 
в точке пересечения высот треугольника АВС. 

В. Гутенмахер 


'М498*. Для каждого натурального л > 3 укажите 
наименьшее А такое, что любые п точек плоскости, 
никакие три из которых не лежат на одной прямой, 
можно разделить А прямыми. (Прямые разделяют 
данные точки, если для любых двух из этих точек 
найдется прямая, от которой они лежат по разные 
стороны.) 

Н. Васильев, А. Егоров 


№499. Назовем число уравновешенным, если в его 
десятичной записи некоторое начало совпадает с 
некоторым концом (например, числа 1971, 19219 
уравновешены, ачисло 1415145 — нет.) Докажите, 
что существует число, которое после приписывания 
к нему справа любой из 10 цифр становится уравно- 
вешенным. 

Г. Гуревич 


М500. № первоклассников выстроены в одну шерен- 
гу (плечом к плечу). По команде «нале-ВО» все 
одновременно повернулись на 90°, некоторые — 
налево, а другие — направо. Ровно через секунду 
каждый, кто стал лицом к лицу со своим соседом, 
поворачивается «кругом» — на 180°. Еще через се- 
кунду каждый оказавшийся теперь лицом к лицу 
с соседом снова поворачивается на 180° и т. д. 
(рис. 1). 

а) Докажите, что через конечное время движе- 
ние прекратится. 


к осциллографу 
Рис. 3. 


Рис. 4. 


6) * Какое наибольшее число раз мог повер- 
нуться «кругом» один человек? 
в) * Какое нанболынее количество времени 


- могло продолжаться движение в строю? 


г) Пусть шеренга бесконечна в обе стороны, и 
по команде «нале-ВО» только конечное множество К 
первоклассников повернулось направо, а осталь- 
ные — налево. Тогда по правилу задачи (выделен- 
ному курсивом) движение продолжалось бы бес- 
конечно долго. Докажите, однако, что движение 
прекратится через конечное время, если это пра- 
вило заменить таким: первоклассник поворачивает- 
ся на 180°, только если первый (его сосед) и третий 
нз стоящих перед ним обращены к нему лицом 
(рис. 2). 

Г. Курдюмов, Ю. Неретин 


$508. Период обращения Меркурия вокруг Солнца 
составляет 88 земных суток, а вокруг своей оси — 
59 земных суток. Какова продолжительность дня 
н ночи на Меркурни? 

. 8. Левитан 


$509. В океане имеется течение, захватывающее 
лишь верхний слой воды. По течению плывет плот 
со звукоулавливающей установкой. На дне, впе- 
рели по течению, расположен неподвижный ис- 
точник звука. Наблюдатель на плоту обнаружил, 
что в некоторый момент времени звук достигает 
плота по направлению, составляющему угол @& с 
вертикалью. Какой угол с вертикалью составляет 
в этот момент направление на источник звука? 
Скорость течения и, скорость звука в воде с, 
толщина движущегося слоя много меньше глубины 
океана. 
Г. Коткин 


$510. На резиновый шар натянута прочная рези- 
новая сетка, нити которой идут по меридианам 
шара. Какую форму примет шар, еслн повысить в 
нем давление? 


Ф511. Пластины плоского конденсатора площадью $ 
образуют малый угол © (“< 1) друг с другом. Сред- 
нее расстояние между пластинами равно 4. Нари- 
совать примерную картину снловых линий электро- 
статического поля конденсатора и найти емкость 
конденсатора. 


$512. Цель, показанная на рисунке 3, включена 
в сеть переменного тока частоты у = 50 Гц. С по- 
мощью коммутатора на вход осциллографа подает- 
ся попеременно то напряжение между точками а 
и 5, то напряжение между точками 6 и с. На экра- 
не осциллографа получаются изображения двух 
кривых. Рисумок 4 сделан с фотографии картины 
на экране осциллографа. Определить индуктив- 
ность [. контура, если С = 32 мкФ, Ю == 65 Ом. 


В. Нижник 
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№446. Окружность длины 1! 
катипся снаружи по ок: 


рижности Флины 2. в 
начальный момент времени 
точка касания окружности 
отмечена липкой красной кра- 
ской, При качении покра- 
шенные точки той п другой 
окружности вновь ‚ красят 
точки. с которыми они со0- 
прикасаются. Скозько риз- 
аичных точек неподвижной 
окружности будет запач- 
коно к тому моменту. когда 
подвижная окружность сде- 
лает 100 оборотов вокруг 
неподвижной? 


Рис. 1. 


М447. В остроугольном тре- 
угольнике АВС отрезки ВО 
и СО 12де О — центр опи- 
санной окружности} про- 
долмены 40 пересечения в 
точках 12 и ЕЁ со сторонами 
АС и АВ трецгольника. Ока- 


залобь. что ВБЕ=50°, а 


^^ 
СЕД--30°. Найдите вели- 
чины иглов треугольника АВС 
н докажитя равенства |ЕА| = 
ЕЁ, СЁ = СВ СЫ = 
== |СО]. 
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Решения задач 
М446-М448; Ф462-Ф466 


Выясним сиацада. сколько красных следов оставит на не- 


подвижной окружности й (длины }2) первая крисная 
точка В подвижной окружнсстн В (длины |) за я оборотов. 

Покатим окружность 6 по прямой. Тогда (если принять 
нервую красную точку на прямой за начало отсчета 0} следы 
точки В нонадут в точки с целымн неотрнцательными коорди- 
натами (рис. 1). Теперь иамотаем прямую на окружность а, 
начав с точкн О. Каждому обороту соответствует отрезок пря- 


мой длины У? . Ясно, что различные красные точки прямой 
перейдут при этом и различные точки окружности а. поскольку 


равенство #, — Ёь -= т У/2 при целых т, А.А», невозможно 
(ведь числой 2 иррационально). Таким образом, за первые п 
оборотов точка В оставит [п У2 | --. \ следов: именно столько 


целых точек на отрезке [0; п} 2]. 
Попробуем учесть теперь все многократные следы, ос- 
тавляемые на той и другой окружностях. На первый взгляд 


кажется, что их число растёт по экспоненте в зависимости от 
числа оборотов а: после каждого оборота средняя плотность 
красных точек (число точек. приходящихся на единнцу 
длины) возрастает примерно вдвое — ведь к нмеющимся на 
каждой окружности красным точкам добавляются следы то- 
чек с другой окружности. Однако это предположение оказы- 
вастся совершенно неверным: на окружности @ не появнтся 
никаких другнх красных точек, кроме тех, в которые пона- 
дает самая первая точка В! Действительно, пусть некоторая 
точка В’: ВБ красится прн соприкосновении с красной точкой 
А’ а. Поскольку А’— красная, г ней уже соприкасалась до 
этого первая точка В. Ясно. что, став красной. В” будет по- 
падать в те же самые точки (отстоящие от А” на расстоянин 
1.2.... в направлении вращения), в которых уже побы- 
вала В после своего соприкосновения г А”. 

Точно так же можно доказать. что на окружности 8 
не появится никаких точек, кроме тех. которые закраснт 
самая первая красная точка А Са. так что через п оборотов 
на окружности 6 появнтся (п--1)-я по счету красная точка. 

Итак, число красных точек растет не но показательному, 


а всего лишь по линейному закону [п | 55 5 
Н. Васильев 


Ф 


Ответ: А ==50-, В = 70°. С = 60°. 
Величнна угла А находнтся легко (см. рнс. 2): посколь- 


ку вос = ЕО = 180" — 30° — 50° = 1007, величииз 


саниого угла А —= 50°. Заметим также, что ОВС = ОСВ — 
— 40 (поскольку |В0] -= |С0]}. 
Найтн величины других углов треугольника АВС можно 


вИи- 


Положим ЕВО = $. 
Тогда ОЁВ == 100°—‹, АВС =ф-- 40, АСВ-= 90° —Ф. 


с помощью теоремы синусов. 


обр = 50° —ф, овЕ- ф -+ 50°; таким образом, 0°< ф< 507. 
Из треугольников ОБЕ, ОВЕ и ОСР находим: 

$1150 10Е |0Е| 104 _$тОВЕ этоБс _ 

а 107] [08 101 ЗпоЁв зтобЬ 


— т (6007 — Ф яп (50°—Ф ` 


Уравиение, из которого мы должны найти ф (0°< < 50°): 
зто эт ($ 1 50°) 
$1 (100° — ф) т (50° — 9) 
эквивалентно следующим: 
251т 50° (с0$ 50° — со$ (150°—24)) = 
— с0$ 50° — с0$ (50° + 2$), 
п 20° — $т (2 ф— 407) Е 2 эт 50-2 с05(2 ф - 30°) = 0, 
0$ ($ — 10} т (30° — ф) - Эт 50° т (60° —24) =0, 
$11(30°— 4.) (со$ (ф-—10?) + 25т 50° соз (30°—$)) =0. 
Поскольку с05(ф—10”) и с0$(ф—30°) положительиы при 


0°<ф<50°. последнее уравнение имеет единственный корень 
ф=30°. 


Отсюда АВС-= 70°, АСВ=60°. 
Далее, ВБС=10°=>|СЕ|-=1СВ|; ОБс=80°> 
>65 |= |СО|: АБЕ-=50°=ЕА |= |ЕБ |. 


= 2 т 50°, 


Равенства длин, которые требуется установить в задаче. 
подсказывают. какие углы должен иметь треугольник АВС. 
Но даже зная ответ, придумать данное выше тригонометри- 
ческое решенне трудно. Вместо этого можно рассуждать иначе. 


—^ => 
Заметим прежде всего, что условия ОЕр=30°, ОРЕ-= 50° 
определяют ответ однозначно. Действительно (рис. 3). если 
на окружностя с центром О закрепить точки В и С так. что 


ВОС: 10°. и перемещать точку А по дуге В’С” (симметрич- 
нойдуге ВС) отточки В’ к точке С’. то точка РЕ В"О] будет 
приближаться к О, а Е@[ОС' | — удаляться от О; при этом 


—^ —^ 
величина угла ООЁ будет возрастать, а угла ОЕ — убывать; 
значит, только при одном положении А эти величины могут 
принять нужные зиачения (50° и 30°) 
Теперь нужно лишь доказать, что треугольник с углами 


—^ ^^ „^^ 
АД-= 50°. В—70*, С= 60° удовлетворяет условию. то есть что 
все углы — такие. как указано ва рисунке 4. Это ясно для 
углов, дужкн которых не  закрашены. › Несколько 
труднее доказать. что красные углы имеют указаниые вели- 
чины (достаточно это сделать для одного из углов). Приведем 
два доказательства. 

1°. Достаточно проверить, что РЕ — биссектриса угла 
АРВ: 
[АЕ] 1] АЕ] [ЕС т 20° зт 70° 


[ЕВ| ГЕСТ`ТЕВ| эт 50° зт 40° = 
2 зи 20° соз 20° з1т30° |АБ] 


Здесь мы снова использовали теорему синусов. А вот чисто 
геометрическое доказательство. 
2°. Треугольиик ЕСВ имеет ось симметрии, поскольку 


СЕВ— СВЕ. Пусть К — точка, симметричная точке О относн - 
тельно этой оси (рис. 5). Тогда треугольник КСО равносто - 


ронний (1КС |= |0С |= |2С |= а. КСО- 60°), и потому КБ |= 


29 


№М448. Докажите. что цент- 
ры всех эялипсов, вписанных 
в данный четырехугольник, 
лежат на прямой, проходя- 
щей через середины диагона- 
лей этого четырехугольника. 


=а, РКС= КБС-- 60°, а АКВЕ= ДОЕВ, и потому ВЁК= 
—30. ЕКВ-=80", [ЕК] = ОВ -=а. Итак, треугольник ЕКО 
равнобедрениый, Е Кр= 40°, поэтому КЕР=- КБЕ--10°.ОРЕ= 
=70`—ОБк= 70°—(80°—60°)—50°, ОЁб= 70°—40°—30:. 


Н. Васильев, 
Я. Суконник 


хФ 


Назовем растяжением преобразование плоскости, которое в 
некоторой системе координат Охи записывается формулой 
(х. /)-—(х. Ку). где >06. Эллипс можно некоторым растяже- 
ннем перевести в- окружность ®). А прямые при растяжении 
плоскости переходят в прямые, середина отрезка — в сере- 
дниу его образа. Следовательно, из данного эллипса 3, 
вписанного в четырехугольник Ч, мы можем растяжением Р 
получить окружность Р(Э}, вписаиную в четырех- 
угольник Р(Ч), причем центр эллийса Э и середины днагоиа- 
лей Ч перейлут соответственно и центр окружности Р(5Э) н 
середины диагоналей Р(Ч). Таким образом, достаточно ре- 
шить задачу для того случая, когда в условни вместо «эллин- 
са» стоит «окружность»: доказать, что для любого описанного 
четырехугольника АВСО центр окружности У лежит на 
прямой. соединяющей середины Е и Е диагоналей АС и ВР**). 

Это можно сделать с помощью векторов или метода ко- 
ординат. Более приятное геометрическое решение следующее. 

Заметим, что все три точки ЕЁ. Еи / принадлежат мно- 
жеству таких точек М, для которых 

$(АМВ)--5(СМБ)= $(ВМС)-1-5(АМО) ` (*) 
(гле $(РАМО)} означает площадь ДРМО). 

Для Би РЁ это вытекает из того, что медиана делит тре- 
угольник на два равновеликих (5(АЁЕВ)- 5(АЕО). 5$(ВЕС)-- 
=5(СЕРБ), $(АЕВ)=5(ВЕС). ${АЕР)-= $5$(СЕР) иа рисунке 6); 
для / — из свойства |АВ|-| |СО |-= |АБ |+ [8С| описапного 
четырехугольиика. Теперь докажем, что множество точек М, 
определяемых условием (*), — прямая (если АВСР — не 
ромб). Каждая из функций /[з : 41—5(АМВ), {[, : М-—*5(ВМС), 
В: М--5(АМО), |1: М--5(СМО} линейна; значит, и их 
линейная комбинация 

{: М-5(АМВ)--$(СМО)—5$(ВМС)—5$(АМО) 
— линейная функция (на любой прямой); то есть для любых 


трех точек К. Ё. № одной прямой из ОК: ЮР —ЙОМ 
(рис. 7) следует КК)== АР)-И—ОЖАМ,). Так как КЕ)=КЕ)==0, 
то КМ)==0 для любой точки М Е (ЕР) н {если } ие тождествен- 
и равна 0) (М) 520 для точек М, не лежащих на прямой 

в»). 

В нашей задаче {М}=0 здя всех точек М иа плоскости 
лишь для ромба АВСШ (для иего утверждение задачн оче- 
видно), а для любого четырехугольника, отличного от ромба, 
множество точек {М : ДМ)=0}, то есть точек. удовлетворя- 
ющих условию (®). — прямая. а 

На рисунке 8 изображено все семейство эллиисов, впи- 
санных в некоторый четырехугольник. Как доказал И. Нью- 
том около 250 дет назад, центры эллиисов заполияют отрезок. 
соединяющий середины диагоналей этого четырехугольника. 


Н. Васильев 


*) См. «Квант», 1975, № 1, с. 2. - 
**) Об аналогичном методе доказательства см. «Квант», 
1977. № 8, с. 38. 
***) Подробнее о линейных фуикииях на плоскости и их 
геометрическнх приложениях см. в книге Н. Васильева и 
В. Гутенмахера «Прямые и кривые» (56 2 и 5), М., «Наука». 


$462. Если терморегулятор 
электрического утюга постав- 
лен в положение «капрон». то 
утюг периодически вкаючает- 
ся на 117 10 с и выключается 
на т.-—40с . Поверхность 
утюга при этом нагревоет- 
ся до температуры = 100С. 
Если терморегулятор поста- 
вить в положение «хлопок», 
то утюг периодически вклю- 


чается на т, 20 с и выклю- 


чается на то-930 с. Опреде- 


аить установивиилюся тем- 
пературу {№ поверхности 
утюга в этом положении 
терморегулятора. Найти, до 
какой температуры {. на- 
греется включенный цпиюг, ес- 
ли терморегулятор выйдет 
из строя. 

Считать, что теплоотдача 
пропорциональна разности 
температур утюга и окру- 
жающего воздуха. Темпера- 
тура в ‚комнате ц=20°С. 


$463. Две льдины движутся 
поступательно с одинако- 
выми по абсояютному зна- 
чению скоростями, одна — 
на север, другая — на запад. 
Оказалось, что в любой мо- 
мент времени на обеих дьди- 
нах можно так расположить 
часы, что скорости концов 
секундных стрелок  относи- 
тельно Земли будут рав- 
ными. причем, дая казмдого 
момента времени такое рас- 
положение единственно. Оп- 
ределить, на какое расстоя- 
ние перемещаются льдины 
за сутки. если длина каждой 
секундной стрелки равна 1 см. 
Циферблаты часов  распо- 
ложены горизоктально. 


Рис. 9. 


Пусть Р — мощиость, выделяющаяся в утюге. Тогда за иремя 
Ч: В ием выделится энергия 


\й, = Р\1. 
За время т.-Ет, утюг отдает эпергию 
уча (1—1) (Ета). 


где @ — коэффициент пропорциональности. 
При установившейся температуре утюга \,=\,: 


Ри-@ (п—1) (<: + т). (1) 


Точно так же в режнме, когда терморегулятор установлен в 
положенин «хлопок», 


РГ’, =а (15а). (2) 
Подставнв в (2) зпаченне Р из (1). найдем 41»: 
1 Н— бт -* С 
ров аи НВ) ре фи 


т т, 
С помощью аналогичных рассуждений и расчетов найдем 413: 
12= 420°С. 

В. Скороваров 


Ф 


> 
Скорость © ковца стрелки относительно Земли равна вектор- 
> > 


ной сумме скорости льдины и; и скорости и. коица стрелки 
относительно льдины. 


— 
Пусть вектор ОЛ на рнсупке 9 — скорость льдииы; век- 


—> 
торы АВ’, АВ”. АВ” — скорости конца стрелки относи- 
тельно льдины при некоторых орнентациях часов. Тогда 


— уг . 
векторы ОВ”, ОВ”. ОВ”” соответственно’ — скорости конца 
стрелки относнтельно Земли. 


ея 
Ясно, что при всех возможных орнентацих вектора АВ 


—^ #2 
(АВ’, АВ ...А сесметрическим местом точек В (В’. В”. ...) 
является сфера (при горизонтальном положении часов — 


— 


окружность} с центром в точке А. Возможные скорости ив 
таком «пространстве скоростей» изображаются соответственио 
векторами с началом в точке О и концом в точке В на сфере 
(нан окружности). Построение для второй льднны отличается 
поворотом вектора скорости льдины на 90°. 


Поправка 


В «Квантс» № 3 по вине ти- 
пографнии рисунок к решению 
задачи №445 (см. с. 35, 
рнс. 8) воспроизведен ие- 
верно. Рисунок должен вы- 
глядеть так: 


Ф464. На рисунке 1! изобра- 
жены два замкнутых цикла: 
АБВА и АВГА. Оба цикла 
проведены с идеальным 0д- 
ноатомным газом. 

1) Указать, на каких 
участках цикяов газ полу- 
чает и на каких участках 
отдает тепло. 

2) У’ какого из циклов 
коэффициент полезного дей- 
ствия выше? Во сколько раз? 


На рисунке 10 приведено построенне сразу для двух льдин. 
Зекторы ОА н ОА’ есть скорости льдни. а окружности $ 


> — 
и $’ — геометрические места концов векторов и и у’ при 
различных соотношеннях между величинами скоростей льдии 
и концов стрелок. ЕслН скорости концов стрелок слишком 
малы, то окружности ($: н $5,) не имеют общих точек и ско- 


5-7 = 
рости и ни’ не могут быть равными ци при какой ориен- 
тацни часов. Окружности $3 и 5. соответствуют случаю. ког- 
да ориентация не единственна. 
Условиям задачн отвечает ситуация, изображаемая ка- 


сающимися окружиостями $» н 5$.. Как видно из рисунка. 


р = > > 
при а и ыы х.|. а скорость льдины | = | 8 р”. 
Секуидная стрелка делает один оборот за 60 секунд, следова- 


тельно, скорость ее конца равна |и;|=2д1/60—-0.105 смс 
(1=1 см — длина стрелкн). Для скорости льдины получаем 
с 


1 е=0,15 смр-130 мгсутки. 
В. Белонучкин 


Ф 


Рассмотрим цикл АБВА. Из рУ-днаграммы видно, что 
Тв> Тв> Га. Следовательно, на участках АБи БВ газ полу- 
чает тепло, а иа участке ВА — отдает. При этом на участке 
АБ газ нагревается, не совершая работы (АИ-= 0). а на уча- 
стках БВ и ВА газ совершает работу. равную (мэменение 
внутренней энергин газа за цикл равно нулю) 


А1—=ЧАБ-ЕОБВ-ЬОвА (ва < 0). 
Таким образом, в цикле АБВА 
аи 
"= дБ - быв." 
Рассмотрим цикл АВГА. Из рИ-диаграммы видно, что 
Тв>Тг>ТА. так что на участке АВ газ получает тепло, 


а на участках ВГ и ГА — отдает. На участке ГА газ совер- 
шает работу 


А,= Одв-- Овг-ЕОгА — (Овг. Ога <9), 
так что 
Аз 
Олв° 
Сравним величины ТП; и 12. Из рУ-днаграммы видно, что 
АА. (поскольку работа, совершаемая за цикл, численно 


равна площади фигуры. ограниченной графиком цикла). 
так что 


Ч: = 


КЯ Члв 


—— => 


1: ОлБ-9вдв' 
н так как Одр |+ Орв > ОВА, то Ч; > 1. 


О Е 
Вычнслим отношение `. - Для этого найдем Одр, 
Й у: 


Обви Олв- 
Согласно рУ-диаграмме О д;; = АИ дв, где ЗИ дв — из- 
менение внутренией энергин газа на участке АБ. Для 


З 
одного моля одноатомного ндеального газа АИ = -5-Ю Х 


Х(Гь —ТА). Из уравнения газового состояния найдем 


2 рьУ у 
ТЕ = т °, ТА = го . Таким образом, 


$465. В высоковольтном 
электростатическом гене- 
раторе заряды переносятся 
Эиэлектрической лентой п за- 
ряжают высоковольтный сфе- 
рический 
Ю== 1,5 м (рис. 12). Оценить 
максимальные значения на- 
пряжения и тока, которые 
можно получить от такого 
генератора, если скорость 
ленты 07-20 м/с, а ее ши- 
рина {=1 м. Пробой в воз- 
духе возникает при напря- 
женности электростати- 
ческого поля Е’=30 кВ/см. 


истоичникт 


Рис. 12. 


электрод радиуса ` 


3 2 ре’о РоИ, З 
О АБ == АЙдЕ 2) ль. 


На участке БВ О5в=АИвв + Авв, где 


3 
АИвв=-5- В(Тв-—Ть) = 


== в (2 У -==*) - А 
(для одного моля), 
Абв = 2 ро? Уь = 4 роИь. 
Таким образом, 
ЧБв = бро | 4 реУ, = 10 роУь, 
Члв + ЧБв = 11,5 роУо- 
Но Чдв= — Фвд, 
О вд == А, — (ЧБ ОБв) = 
= РоУе — 11,5 реУ, = — 10,5 реИь, 
так что 
Оль = 10,5 роКь. 
Итак, 
ы О лв 10,5 21 
1: лв @5в  П,5> 23 
А. Зильберман 
Ф 


Максимальный потенциал, до которого можно зарядить вы- 
соковольтный сферический электрод генератора, определя - 
ется электрической прочностью воздуха: напряженность 
электростатического поля вблизн поверхности электрода ме 
может превышать значения Е.—=30 кВ.см, при котором 


наступает пробой, то есть 
Етах= Е о- 
Следовательно, максимальный возможный потенциал на 


электроде равен 
Фтах=ЕтахА= Е ‹К=4,5 -108 В. 

(Это соотношение вытекает из закона Кулона и из выраження 

для потенциала кулоновского поля.) 

Максимальный ток, который можно получить от генера- 
тора. также определяется электрической прочностью воздуха. 
Обозначим через @ Поверхностную плотность зарядов, пере- 
носимых лентой. Тогда напряженность поля вблизи поверх- 


5 
ности ленты Е ==5,_. Эта величина не должна превышать 


25 

Ео- Следовательно, максимальная возможная поверхностная 
плотность зарядов иа ленте равна 
Чтях== 220. 

Максимальный ток равен, очевидно, максимальному заряду, 

переносимому лентой за единицу времени, то есть 
1пах-=Отахй 0 = 22% ои лы 10-3 А. 
Приведенный расчет показывает, почему электростати- 


ческие генераторы должны иметь большие размеры. 
С. Козел 


$466. Рисунок 13 сделан с 
фотографии треков частиц 
в камере Вильсона. Распады 
ядер газа, наполняющего 
комеру Вильсона. вызваны 
в данном случае действи- 
ем на них быстрых нейтро- 
нов. Камера Вильсона была 


запознена смесью водорода 
(Но, паров спирта 
{С.Н ОН) и 6в0ды (Н 30) 


и помещена в магнитное поле 
с индукцией 1.3 Т. Вектор 
магнитной индукции направ- 
лен перпендикулярно плоско- 
сти рисунка. 

1) Определить энергию 
протона, появившегося в 
точке А. Траектория этого 
протона — кривая АА’. По- 
чему меняется кривизна тра- 
ектории протона?  Опреде- 
лить энергию протона в точ- 
ке С его траектории. Масса 
протона равна 1.67- 10- 27 кг. 

2) Определить. ядро 
какого элемента распалось в 
точке А. если треки частиц, 
нанинающиеся в этой точ- 
ке, идентифицированы как 
следы двух протонов и 9вух 
@-частиц. 


А” 


Рнс. 13. 


Рис. 14. 
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1) Для того чтобы найти кинетическую энергию протона Ёк = 
три 
Ноа необходимо знать абсолютное значение его ско- 
рости и. Непосредственно из рисунка определить эту вели- 
чнну нельзя. Чтобы найти ее, воспользуемся следующими со- 

ображениями. 


> 


На протон, движущийся со скоростью и п магиитном 


поле с индукиией В, действует снла Лоренца 


ее [5 [8] 


(мы счятаем, что протон движется в плоскости рисунка, то 


> - 


есть и | В). Согласно эторому закону Ньютона эта сила с0об- 
ра 


= Е > > 
щает протону ускорение | |= но Так как Р1 о, та 
р 
ускорение п — это центростремительное ускорение: р =, 
где @ — радиус кривизны траектории в даниой точке, то есть 
радиус окружностн, дугой которой является участок траек- 
тории. примыкающий к данной точке. 


Итак, г|5 18| _ 9* откуда [В е[в®. и сле- 
т Ю Тр 
довательно. 
(18| в). 
вы Ва 


Велнчину Ю можно определить из рисунка. Сделать это 
можно так (рнс 14). Выделим вблизн точки М траекторин две 
точки — Ён №. Проведем хорды ЁМ н ММ и восстановим 
перпенднкуляры к серединам хорд. Точка пересечения пер- 
пендикуляров совпадает с центром окружиости, дугой кото- 
рой является участок Ё№ траекторни 

Определив таким образом радиусы кривизны траекторин 
протона в точках АиС м подставив найденные значения в 
выражение для Ек, найдем а и Е Неточности в нзмере- 
ниях радиусов крнвизны, несомненно, влняют на точность 
найденных значений Ен. Сделанные по рисунку расчеты (ис- 
ходя из условия. что масштаб фотографии 1 : 1) приводят к 


значению ЕА=0,10 (2) МэВ. (Очевидно: что порядок вели- 


чины должеи быть такой же при возможных отклонениях в 
значащих цифрах.) 

Уменьшение разнуса кривизны траектории свндетель- 
ствует об уменьшении скоростн протона — энергия его рас- 
ходуется на нонизацню среды, в которой он рвижется. 

2) Реакция деления неизвестного ядра Х под действием 
нейтрона протекала следующим образом: 


МХ ам + 2 Не+ 21 Вл. 


Из закона сохранения заряда следует, что 226. Следова- 
тельно. ядро Х — ядро углерода Е (в камере, очевидно, на- 
ходился стабильный изотоп, поэтому М= 12). Из закона со- 


хранения массы находим, что #:= 12--1—8—2= 3. Окончатель- 
но реакция запишется так: 


62С-- вп — 2 $Не{-2 1Н+3 п 


Н. Родина 


Лист Мебиуса 


в искусстве 


Лист Мебиуса — зто цаибо- 
лее популярный представн- 
тель односторонних поверх- 
ностей *). Что это такое, 
объясняется уже не только 
в математической. но даже 
и в художественной литс- 
ратуре.  Напрнмер, в ро- 
мане  коста-риканского пн- 
сателя Хоакина Гутьерреса 
«Умрем. Федерико?...» («Ипо- 
странная литература», 1976, 
№ 2) говорится: 


*) Подробно в листе Ме- 
биуса будет рассказано в 
одном из ближайших номе- 
ров; кроме того, см. «Квант», 
1974, № Зи 1975, № 7. 


«Сегодня учительница 
показала нам ленту Мебиу- 
са. Вот это здорово, Возь- 
мешь бумажную полоску — 
лучше от газеты. чтобы была 
длинисе, — и видишь, что 
полоска имеет две стороны; 
подтверждение этому — если 
муравей захочет поползать 
по одной стороне, он может 
сколько угодно делать это, 
но чтобы попасть на другую, 
должен обязательно  пере- 
лезть через кромку. Поэто- 
му и говорят, что полоса 
нмеет две стороны. А вот 
лента Мебнуса получается 
так. Надо перевернуть один 
конец полосы,  словно- со- 
бнраешься ее закручивать, 
но делаешь всего одии по- 
ворот и склеиваешь концы. 
Тогда бумага будет иметь 
только одну сторону. и 
любой. кто хочет, может 
проверить, если сомневается. 
Ведя пальцем, будто пре- 
следуешь муравья по всей 
ленте, вдруг убеждаешься в 
том, что обе стороны сош- 


лись в одну и не надо пере- 
секать кромку» 

К листу Мебиуса ие раз 
прибегали и художники, и 
скульпторы. Довольно много 
разнообразных рисунков с 
изображением листа Мебиуса 
оставил известный голлан- 
декий художннк М. Эшер 


(1898—1971). На обложке 
нашего журнала помещен 
одии из них. 


Целую серию варнантов 
листа Мебнуса создал скуль- 
итор Макс Билл (род. в 
1908 г.). В течение почтн 
двадцати лет он неоднократ- 
но обращался к листу Мебиу- 
са, стремясь выразить в 
скульптуре ‘° ндею вечного 
движения и развертывающей- 
ся в пространстве формы. 
Одно из его нроизведений — 
скульптура «Узел без кон- 
ца». находящаяся в Нацно- 
нальном музее современного 
нскусства в Парнже. — изо- 
бражено на снимке. 


Н.Х 
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По страницам школьных учебников 


В. Дубровский 


Шесть 
доказательств 
теоремы 

о медианах 


Каииу маслом не испортишь 


Теорема о пересечении медиан тре- 
угольника в учебниках «Геометрия 
6, 7, 8» не доказывается, а предлага- 
ется в виде задачи. Эта теорема за- 
тем используется в учебнике «Гео- 
метрия 9». Здесь мы приводим сразу 
несколько ее доказательств. 
Теорема. Медианы АА,‚, ВВ, 
и СС, треугольника — АВС пересе- 
каются в некоторой точке М, причем 
каждая из них делится этой точкой в 
отношении 2: |, считая от вершины: 
М1: МА. | = ВМ: МВ: = 
= СМ|: МС, | = 2. (1 
Во всех приводимых далее дока- 
зательствах, кроме шестого, мы ус- 
танавливаем только, что медиана ВВ, 
проходит через точку М, которая 
делит медиану АА, вотношении 2 : 1. 
Если в соответствующем рассуждении 
заменить [ВВ] на [СС,]|, то мы по- 
лучим, что и 1СС,} проходит через 
М. Этим будет доказано, что все три 
медианы пересекаются в некоторой 
точке М, причем [АМ |: |МА, | = 2. 
Поскольку все медианы равноправ- 
ны, можно заменить [АА,| на [ВВ] 
или |СС,|; отсюда вытекает (1). 
Первое доказатель- 
ство (для б-го класса). Пусть К — 
середина отрезка АМ, В’ — точка 
пересечения прямой ВМ со стороной 
АС. Нам достаточно доказать, что 
| АВ’ | = |8'’С|. Через точки Ки А, 
параллельно прямой ВМ проведем 
отрезки [КЁ] и [А,М№] (рис. 1). По- 


скольку |АК|= |КМ| = |МА,|и 
-СА,| = |,В|, по теореме Фалеса 
получаем |АЁ.| = 11.8' | = [8В'М | = 
= |№С|. Отсюда  АВ’|]= 18’С|. 

Второе доказательст- 
во (для 7-го класса). Рассмотрим го- 
мотетию Ну“. Точка А переходит 


при этой гомотетии в А,. Пусть В 
переходит в В” (рис. 2). Тогда 


—» 1 — 
А, В’ = — -5- АВ («Геометрия 7», 


п.80). С другой стороны, средняя лнния. 
[А,В,] получается из стороны [ВА] 
при гомотетни Н#; таким образом, 


А,В, 6 = —-> А Итак, 
—^ — 


А,В’ = А,В,, следовательно, В’— Ву. 
Таким образом, треугольники АВС 
и А,В,С, гомотетичны, причем центр 
гомотетии лежит в точке М. По оп- 
ределению томотетии, точки В, М 


и В’ = В, лежат на одной прямой. 
доказатель- 
(7 класс). Рассмотрим тре- 


Третье 
ство 


Рис. 2. 


угольникн МАС и МА.С (рис. 3). 
Их высоты. опущенные из вершины С, 
совпадают, а длины противолежащих 
этой вершине сторон относятся как 


2:1, НомомУу — Злые = 2$, мс- 
Аналогично, АМвВ — А.МВ- 
Но а го — А, мв: Следова- 
тельно, лмс = ЗАмв = Эвмс- 
Таким образом, треугольники МАВ, 
МВС и МСА равновелики. Пусть 
В’ = (ВМ) П (АС). Докажем, что 
[АВ | = |В’С1. С одной стороны, 
1 48° | Зв’ М С 
В Е Ве гой стороны 
| В С Зсв. м Зву в 

| АВ’ | ЗАв’В и | АВ” 

: ии так, Ще = 

18°С| Зсвв 18”С| 
в... О 

Е АВ М НЫ Е: Е Пользуясь 

Зсв’в Эсв’вВ 
с мы 

теоремо = аЕЬ 
отсюда получаем 

[АВ _ З48'в— Зав.М _ 

18"С] `` бсв’в— $свм — 


Рис. 4. 


Значит. |[АВ’|-- |В’С|. 
Четвертое доказа- 
тельство (7 класс). Из рисунка 4 
== — — -— 
ВМ = ВС-+ СА+ АМ- 
— —> 2 =—> 
= ВС+ СА. АА, = 


= Вб + са+-2 (дС+ СА, = 


= ВС-- СА АС+—СВ= 
ветвь 
БЕС 


= (в5+ СВ.) = 2 ВВ, . 


Следовательно, точка М лежит иа 


меднане ВВ.. 
Пятое доказательст- 
во (8 класс). Пусть опять В" = 


= {ВМ)П (АС) (рис. 3). Применяя те- 
орему синусов сначала к треуголь- 
никам АВ’В и СВ’В, а затем — к тре- 
угольннкам АВМ н А А.ВМ, и у 


тывая, что зп АВ’ Г: = т бв’В В, 
= и 


зп АМВ = зп АМВ, |ВС|= 
=2|4.В|] и \МА|=2]МА, |, по- 
лучим 
[ АВ’ | 
18"С1^ 


| АВ [5т АВМ СП т А, ВМ _ 


5т АВ? в Ут СВ? В 
_ЕМА | т А МВ ее 
— 2] МА, |зт А, МВ 
Значит, |АВ’|= 1В'С|. 
Шестое доказатель- 


ство (9 класс). Проведем через точ- 
ки Аи В плоскость а, не содержащую 
С, и построим в этой плоскости пра- 
вильный треугольник АВС’ (рис. 5). 
Из общих свойств параллельной про- 
екции («Геометрия 9», $ 12) следует, 
что параллельная проекция вдоль 
прямой СС’ переводит ДАВС в 
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Рис. 5. 


ДАВС’, причем меднаны треуголь- 
ннка АВС проектируются в меднаны 
треугольника АВС’. Но в правиль- 
ном треугольнике меднаны являются 
и биссектрисами, а следовательно, 
пересекаются в одной точке. Легко 
доказать также (докажите!), что для 
треугольника АВС’ справедливы ра- 
венства (1). 

Отсюда вытекает, что наша теоре- 
ма верна ни для ДАВС. 


В заключение заметим, что МА + 
— ее Е — 
++ МВ МС = МА -?ЗМА, = 0, 
а если точка Р пе совпадает с М, то 
— == —+ -— 
РА + РВ + РС= РМ - МА-+ 
== =— —и — 
РМ + МВ + РМ+ МС = 
—- > 
—= ЗРМ = ©. В общем случае точка ( 


называется центроидом (или центром 
тяжести) системы точек А, А.,..., 


В -— — рес 
А», если СА, + СА, { ... + СА; = 


= 0. Таким образом, точка пере- 
сечения меднан треугольника явля- 
ется центровдом системы его вершин 
(ее называют также центроидом самого 
треугольника). `^ 


Задачи 

1. Докажите, что точка пересечення дна- 
гоналей трапеции. точка пересечения про- 
должений ее боковых сторон и середины ос- 
нований лежат на одиой прямой. Вывести 
отсюда теорему о медизнах. 

2. Дан треугольник АВС. Указать 


все такие точки Р, что Зрлн=$рвс= 


= 5рсл. 

3. Каждая из вершин пятиугольника 
соединена с серединой — протнвоположной 
стороны. Доказать, что если четыре из по- 
лученных прямых пересекаются в одной 
точке, то и пятая прямая проходнт через 
эту точку. 

4. Через каждое из ребер трехграниого 
угла и биссектрису противоположного пло- 
ского угла проведена плоскость. Доказать, 
что трн полученные плоскости нмеют общую 
прямую. 

5. Точки А‚. В,. С, лежат соответст- 
венио на сторонах `ВС, СА и АВ треуголь- 
ника АВС. Известно, что отрезкн АА,, 
ВВ: н СС, пересекаются п точке Р. причем 


[АР] | ВР} | СР] 
РАЦ} 1РВ ^ 1РСи ^ 


Доказать. что Р — центронд 
ка АВС, 

6. Доказать. что семь отрезков: отрезки, 
соединяющне вершины тетраэдра с центро- 
ндами противоположных граней, и отрезки, 
соеднияющие середины = противоположных 
ребер, — пересекаются в одной точке. В ка- 


треугольнн- 


ких отношеннях эти отрезкн делятся их 
общей точкой? 

7, Доказать, что центроид  треуголь- 
ника является едииственной точкой, в 


которой сумма квадратов расстояний до 
вершин треугольника достигает своего мн- 
нимального значения. 


{Начило см. с. 21) 
Н. Кевхшивияи (Тбилнси) 47, 52, 54; А. Ко- 
ролев (Горький) 57, 60а). 6). г); С. Корчанове 
(Апгарск) 46. 47. 43а). 50, 56, 57, 60а); 
В. Костисяк (Запорожье) 46, 48, 50; Л. Ко- 
стюк (Киев) 54; Г. Киузьмин (Череповец) 
46. 48, 54, 56. 57; А. Кудинов (Воронеж) 5Т; 
С. Кизнецов (Ангарск) 53: А. Кулеско (До- 
нецк) 47, 50. 53—55, 60а). 6). в): П. Киули- 
нич О 54; А. Киуркиев (Николаев) 
52: Е. „апин (Алма-Ата) 52; Н. Лозицкий 
(Ганцевичи) 46, 48, 52. 53; Е. Лумеяьская 
(Пермь) 5$. 57; В. Марицой (Алма-Ата) 54; 
Г. Мартиросян (п. Талин АрмОСР) 46; 
Д. Мартынов (Черкизово 57: Р. Мешойрер 
{Москва) 51. 56, 57. 60а); А. Милевский 
(Мытищи) 51. 52, 57; Д. Миндлин (Ташкент) 
46, 48. 50, 541, 54, 56; Б. Минибере (Ленин- 
град) 54; А. Мирлин (Ленинград) 46, 47. 
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‚ В. Остапенко (Алма-Ата) 54; Д. 


482). в). 50. 51. 53—58. 802), 6) в). г; 
А. Молотовщиков (Тейкова) 54; Е. Моспни- 
венко (Сыктывкар) 51, 54: И. Мыцё (Чернов- 
цы) 57; И. Наумова (Камышин) 54; А. Не- 
нашев (Ленинград) 46. 48. 50-59. 60а). 
6). в). г); Н. Нестеренко (Новосибирск) 
487. 488, 51—54; А. Никитенков (Великие 
Луки) 48; Г. Николов (НРБ) 52, 58, 57; 
А. Опарин (Горький) 47, 48, 53. 60а). 6); 
Папуш 
(Харьков) 46. 50--52, 54--57; Н. Пашан 
{Темиртау) 46; И. Пономарев (Пенза) 46; 
А. Попов (Чусовой) 54, 60а). 6); В. Потем- 
кин (Донецк) 52: Г. Пунинский (Бобруйск) 
46. 52. 54. 60а}, 6). в). г; С. Путиницев 
(Невинномысск) 51—55; Х. Ривилис (Одесса) 
496). 56—58; Н. Ройзман (и. Калиновка 
Винницкой обл.) 51. 54: В. Романовский 
(Продолжение см. с. 52) 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Дано трехзначное число. Най- 
дем сумму его цифр. Затем найдем 
сумму цифр результата. Каким было 
исходное число. если его и две полу- 
ченные суммы можно записать так, 
как изображено на рисунке (одина- 
ковые фигуры соответствуют одина- 
ковым цифрам)? 

2. Имеется несколько кувшинов, 
среди которых есть два кувшина раз- 
ной формы, а также два кувшина раз- 
ного цвета. Докажите, что среди 
них найдутся два кувшина одновре- 
менно и разной формы, и разного цве- 
та. 

3. Натуральное число А таково, 
что при делении на А любое нечетное 
число и его куб дают один и тот же 
остаток. Найдите все такие числа. 

4. На белую плоскость пролили 
черные чернила. — Верно ли, что: 

а) найдутся две точки одного цве- 
та, удаленные на расстояние | м; 

6) найдутся две точки разных цве- 
тов, удаленные на расстояние | м? 


4 


т и 
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Ф. Бартенев 


Наблюдения 
В Математике 


Свойства чисел, известные сегодня, 
по большей части были открыты пу- 
тем наблюдений. 

„Леонард Эйлер 


Как обычно исследуются законы при- 
роды? 

Физики, химики, биологи ставят 
эксперименты. Затем исследуют по- 
лучающиеся результаты измерений, 
подмечают закономерности, делают те 
или нные выводы. 

Как ни удивительно, но и уче- 
ные-математики в своем научном твор- 
честве зачастую пользуются наблю- 
дениями, как и естествоиспытатели. 
Чтобы глубоко понимать даже 
«нкольную» математику, ` решать раз- 
ные замысловатые задачи, нужно на- 
учиться наблюдать в математике. 

Вот один интересный факт из ис- 
торин науки. Выдающимся матема- 
тнкам К. Гауссу и А. Колмогорову в 
детстве предложили аналогичные за- 
дачи: десятнлетнему Гауссу — найти 
сумму 1+2 З-... + 98 + 99+ 
+ 100, а шестилетнему _ Колмогоро- 
ву — сумму ГЕЗ+Б-... +95 + 
-- 97 -+ 99. Гаусс решил свою зада- 
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мгновенно, что 


заметив, 
1+ 99 =2- 98 = З+ 97 = ... 


чу почти 


Колмогоров, посчитав суммы | -+ 3, 
Е-+3-5, 1+3-5-7, заметил, 
что Г =, 13 = 22, 3-1 6= 
== 3*, 1 + З+5-+7 = 42, и также 
быстро нашел ответ. 

А как решить такую задачу: 

Найти две последние цифры числа 
ЗН} 

Не вычислять же в самом деле 
28-ю степень числа 311? Конечно, 
нет! Достаточно заметить, что две 
последние цифры числа 31 — это 11, 
числа 311? — 21, 3113 — 31, ...; так 
что у числа 311? две последние циф- 
ры — это 81. 

Рассмотрим еще одну похожую за- 
дачу: 

Какими двумя цифрами оканчива- 
ется число 7? 

Найдем вначале две последние 
цифры у чисел 71, 7°, 73, 7% и 75. 
Легко видеть, что у 7 всего одна 
цифра — 7; запишем это так: 07; 
у 7 — 49, у 73 — 43 (две последние 
цифры произведения 49 на 7), у 7' — 
01,так что у 7? две последние цифры — 
снова 07. Мы видим, что две послед- 
ние цифры степеней семерки чере- 
дуются, образуя так называемую пе- 
риодическую последовательность с пе- 
риодом 4: 

07, 49, 43, 01, 07, 49, 43, 01, ый 39, >. 
| Ен = ВИНЕ 

Остается только найти остаток от 
деления числа 51 на 4 — он равен 


трем, н посмотреть, какими двумя 
цифрами оканчивается куб семерки: 
у чисел 7% и 73 две последние цифры 
совпадают. Итак, вот ответ: две 
последние цифры числа 7% — это 43. 

Решим еще одну задачу, отличную 
от предыдущих. 

Для каких чисел справедливо не- 
равенство: 

а| -+ 161> + 6Р 

Рассмотрим несколько примеров. 
Для этого заполним несколько строк 
следующей таблицы: 


а | 5 | не Гань | 


—3 
—7 
0 
4 
2 
7 


Глядя на эту таблицу, уже не- 
трудно догадаться, каков должен быть 
ответ в последней задаче: сумма аб- 
солютных величин двух чисел боль- 
ше абсолютной величины суммы этих 
чисел только тогда, когда оба эти 
числа отличны от нуля и имеют раз- 
ные знаки. 

Конечно же, всякая «догадка», 
гипотеза, нуждается в строгом мате- 
матическом доказательстве. Это мы 
оставляем нашим читателям. 

Если вы разобрались в решении 
первых трех задач, попробуйте ре- 


шить самостоятельно еще три задачи. 


немного посложнее. 


Задачн 

1. Какими цифрами не могут оканчивать- 
ся суммы 1-2, 14-23, 1--2--3-4, 142-16 
4+3--4-...? 

2. По кругу расположены 60 положи- 
тельных и отрицательных единиц (причем 
есть и те и другие). Известно, что произведе- 
нне любых трех последовательных чнсел 
равно —1. Найдите сумму всех чисел. 

3. Сколько потребуется разрезов, что- 
бы куб со стороной 3 см разрезать на куби- 
ки со стороной | см? 


В заключение предостережем чита- 
телей от скоропалительных выводов 
из результатов наблюдений. Чтобы 
доказать — какое-либо утверждение, 
нужно убедиться, что оно справедли- 
во.в каждом частном случае; в то же 


время, чтобы опровергнуть — какое- 
либо утверждение, достаточно пока- 
зать, что оно не справедливо хотя 
бы в одном частном случае {как гово- 
рят математики, привести контрпри- 
мер). Поясним, что мы имеем в виду. 

Рассмотрим множество чисел ви- 
да т = п? {+ Зп +1, где п — лю- 
бое натуральное число. Для значе- 
ний п = | 2, 3, 4 и 5 получаем 
т = 5, 11, 19, 29 и 41, то есть первые 
пять значений т — простые числа. 
Можно ли сделать вывод, что любой 
элемент нашего множества будет про- 
стым числом (для любогРо натурального 
п)? Разумеется, нет: уже при п = 6 
получаем составное значение т = 55. 


Задачи 

4. Пусть А — множество чисел вида 
6—1, а Р — множество простых чисел. 
Верно илн ложно высказывание: АСР. 
если п Е № 


5. Верно лн, что при любом целом п 
справедливо неравенство 4121 40п-|-99> 0? 


Иногда найти контрпример, опро- 
вергающий общее утверждение, очень 
трудно. Бывает, что легче дока- 
зать существование соответствующего 
контрпримера, чем его построить. 

Например, очевидно, что если 100 
школьников получили 101 тетрадь, 
причем каждый школьник получил 
хотя бы одну тетрадь, то найдется 
школьник, получивший две тетради. 

Прием рассуждений, с помощью 
которого мы сделали вывод. в 
последнем примере, — иазывается 
«принципом Дирихле» и часто при- 
меняется к решению задач. Решим 
с его помощью следующую задачу: 

Доказать, что из 10! числа мож- 
но выбрать два, разность которых 
делится на 100. 

В самом деле, при делении на 100 
в остатке может получиться одно из 
следующих чисел: 0, 1,2, ..., 99 — 
сто разных чисел. Поэтому среди 101 
числа обязательно найдутся два, даю- 
щие при деленни на 100 равные ос- 
татки. Следовательно, их разность 
делится на 100. 


И, наконец, еще одна задача на 
принцип Дирихле. 

Задача 6. В лесу растет 710 000 ело- 
чек. На каждой елочке не больше 100 000 
иголочек. Докажите, что в лесу есть по край- 


ней мере В елочек с одинаковым числом 
иголочек. 


Практикум абитурмента 


А. Кикоин 


Что такое э.д.с.? 


В самом начале ХХ века итальян- 
ский ученый Алессандро Вольта соз- 
дал устройство, способное поддержи- 
вать постоянный электрический ток в 
замкнутой проводящей цепи. Устрой- 
ство это он назвал электродвижущим 
аппаратом. Позднее его стали иазы- 
вать гальваническим элементом. Воль- 
та полагал, и не без основания, что 
в этом устройстве действуют какие-то 
силы, заставляющие двигаться элек- 
трические заряды. Может быть, по- 
этому основную характеристику ус- 
тройства,‚ придуманного Вольта, н 
всех других подобных устройств ста- 
ли обозначать термином «электро- 
движущая снла». Так ее называют и 
в наши дни. 

Однако величина, которую издав- 
на называют электродвижущей си- 
лой, вовсе не сила. О ней, например, 
нельзя сказать, что она равна произ- 
ведению массы какого-то тела на его 
ускорение; она не измеряется в нью- 
тонах или в динах и т. д. 

Что же в действительности есть 
электродвижущая сила — 5. д. с.? 

Чтобы разобраться в этом вопросе, 
напомним коротко основные сведения 
о таких понятиях, как электрический 
ток и электростатическое поле. 


Электрический ток 
н электростатнческое поле 


Электрический ток — это упорядо- 
ченное, то есть направленное движе- 
ние одноименных электрических за- 
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рядов. В металлах направленно дви- 
жущимися заряженнымн частицами 
являются электроны. «Направляет» 
эти частицы сила, с которой на них 


действует электростатическое поле, 
создаваемое в металле. Электроста- 
тическое поле — поле, создаваемое 


неподвижными электрическими за- 
рядами. Основная характеристика 
электростатического поля — напря- 


жеиность Е. 

В электростатическом поле работа 
прин перемещении заряда из одной точ- 
ки поля ва другую не зависит от того, 
по какой траектории заряд перемеща- 
ется между этими точками. Отсюда 
следует, что работа поля над зарядом 
при его движении по замкнутому пути 
равна нулю. 

Работа, которую совершает поле 
при перемещении единичного заряда 
между двумя точками, называется 
электрическим напряжением между 
этими точками поля. 


Из курса механики известно, что 
величина работы связана с другой ве- 
личиной — потенциальной энергией. 
Имеиио, работа при перемещении те- 
ла равна взятому с обратным знаком 
изменению потенциальной энергин те- 
ла при таком перемещении. 

Для того чтобы задать значение 
потенциальной энергии заряда в дан- 
ной точке поля, нужно выбрать «ну- 
левой уровень» — точку, в которой 
потенциальная энергия принимается 
равной нулю. В электротехнике за 
нулевой уровень принимается любая 
точка, соединейная проводником с 
Землей. В физике обычно выбирают 
любую точку, бесконечно удаленную 
от заряда, создающего поле. 

Так как работа при перемещении 
заряда между двумя точками в элек- 
тростатическом поле не зависит от 
траекторни, по которой движется за- 
ряд, то потенциальная энергия заряда 
в данной точке поля не зависит от то- 
го, каким образом (по какому пути) 
попал заряд в данную точку. Отне- 
сениая к единице положительного за- 
ряда эта энергия может служить ха- 
рактеристикой данной точки поля. 
Это — потенциал в данной точке поля. 
Так что потенциал поля в данной точ- 


ке — это в сущности напряжение меж- 
ду этой точкой и точкой с нулевым по- 
тенциалом. 

Таким образом, ° электрическое 
напряжение между двумя точками 
поля — это разность потенциалов меж- 
ду этими точками. (Следует заметить, 
что это справедливо только для элек- 
тростатического поля. Существуют и 
такие электрические поля, для ко- 
торых это не так.} 

Положительный электрический за- 
ряд в электростатическом поле дви- 
жется в направлении вектора напря- 
женности поля. При этом поле совер- 
шает положительную работу, и сле- 
довательно, потеициальная энергия 
заряда уменьшается. Это значит, что 
положительный заряд в электроста- 
тическом поле движется от более вы- 
сокого потенциала к более низкому. 
Наоборот, отрицательный 
поле движется от низкого потенциа- 
ла к высокому. 


Постоянный электрический ток 
н работа электростатического поля 


Рассмотрим теперь замкнутую цепь, 
по которой течет электрический ток. 
Мы обратимся к наиболее знакомому 
читателям примеру тока в цепн, со- 
ставленной из металлических провод- 
ннков. В этих проводнниках движущи- 
мнся зарядамн (носнтелями тока) яв- 
ляются свободные электроны. Это 
электроны, оторвавшниеся от атомов 
и ставшие поэтому ° «свободными». 
Их свобода и состоит в том, что под 
действием электрического поля они 
могут передвигаться в металле. Сами 
атомы, потерявшие электроны, — это 
положительно заряженные ионы, ко- 
торые образуют кристаллическую ре- 
щетку металла. Как известно, ток — 
это направленное движение одноимен- 
ных зарядов. «Направляет» эти за- 
ряды сила, с которой на них действу- 
ет электростатическое поле, созданное 
в металле.  Двигаясь в металле, 
электроны взаимодействуют с ионамн 
и передают им энергню, приобретен- 
ную ими в электрическом поле. (Мы 
знаем об этом из опыта — металл при 
прохождении тока нагревается.) При- 
обретаемая электронами энергня рав- 
на, очевидно. работе, совершаемой 
полем над электронами. Следователь- 
но, эта работа не равна нулю. Но, как 


заряд в 


известно, работа электростатического 
поля при перемещении заряда по зам- 
кнутому контуру равна нулю. Зна- 
чит, движение электронов по замкну- 
той цепи не может пронсходить толь- 
ко под действием электростатического 
поля. И если в цепи есть ток, то это 
означает, что где-то в цепи создано 
какое-то другое. — неэлектростатиче- 
ское, поле, работа которого над за- 
рядами по замкнутому путн не равна 
нулю. Здесь должны действовать. ка- 
кне-то посторонние по отношению к 
электростатическнм силы. Их обыч- 
но называют сторонними силами. Ра- 
бота этих сторонних сил, очевидно. н 
компенсирует электронам ту энергию, 
которую они теряют при взанмодей- 
ствни с ионами. Так что в конечном 
счете именно эти силы и поддержива- 
ют постоянный ток в цепи. й 


Роль сторонних сил 
Чтобы понять роль сторонних сил в 


цепи постоянного тока. рассмотрим 
сначала незамкнутую цепь, напри- 
ел В, 
а 


Рис. 1. 


мер, такую как на рисунке 1. Допус- 
тим, что каким-то образом в какой-то 
момент на конце А цепи собрано из- 
быточное число электронов, так что 
он окажется отрицательно заряжен- 
ным. Тогда на другом конце цепи 
окажется в избытке положительный 
заряд. Внутри металла будет сущест- 
вовать электростатнческое поле, и 
свободные электроны устремятся от 4 
к В. В металле, следовательно, будет 
существовать электрический ток, на- 
правленный от В к А. Но этот ток не 
будет постоянным. За очень короткое 
время в А исчезнет избыток электро- 
нов, а в В — избыток положитель- 


-ного заряда. В металле исчезнет поле, 


а вместе с ним и электрический ток. 
Но представим себе, что в проме- 
жутке между А и В устроилась некая 
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волшебная фея, да такая расторопная, 
что она успевает каждый приходящий 
в В электрон снова неренести в А. 
Тогда, очевидно, в А будет поддержни- 
ваться постоянный отрицательный 
заряд, ав В — постоянный положи- 
тельный заряд. В металле будет под- 
держиваться постоянное электро- 
статическое поле и постоянный элек- 
трический ток. 

Заметим, однако, что наша фея 
должна прн этом совершать работу 
против  электростатического поля. 
Ведь заряды в А и В создают такое 
поле не только внутри металла, но н 
вне его. И поле вне металла в про- 
межутке между А и В тоже направ- 
лено от В кА. Фее, значит, приходит- 
ся переносить электроны от положи- 
тельно заряженного конца В, к ко- 
торому электроны притягиваются, к 
отрицательно заряженному концу А, 
от которого они отталкиваются. Элек- 
тростатические снлы на это, конечно, 
не способны. Так что фея, которая 
это делает. действует на электроны не 
электростатической силой, а какой-то 
другой — сторонней снлой. Стано- 
вится ясной роль сторонней силы в 
электрической цеци: переносить элек- 
трические заряды против электро- 
статических сил, отделять отрицатель- 
ные заряды от 'юложительных и «ири- 
соединять» их к отрицательным. Сто- 
роннне силы своей работой замыкают 
цепь и обеспечивают постоянство то- 
ка. В электрической цепн существуют 
два участка: в одном усилиями фен 
заряды различных знаков разлеляют- 
ся, а в другом (во внешней части цепн) 
они снова соединяются. Фея совер- 
шает работу, разделяя зарялы и соз- 
давая электростатическое поле. А это 
последнее соединяет. заряды, и внутри 
металла эта работа оборачивается на- 
греваннем металла. Деятельность феи 
напоминает деятельность Сизифа, 
осужденного, согласно древнему ми- 
фу, вкатывать на вершину горы ка- 
мень, который, едва достигнув вер- 
шины, скатывался вниз. Подобно то- 
му как Сизиф, поднимая камень, со- 
вершал работу против силы тяжести 
только для того, чтобы камень, при- 
обретя потенциальную энергию, мог 
под действием силы тяжести скатиться 
с горы, наша фея, разделяя разно- 
именные заряды, совершает работу 
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против сил электростатического по- 
ля только для того, чтобы, приобретя 
потенциальную энергню, эти заряды 
могли под действием электростатиче- 
ских снл вновь соединиться. Однако 
труд феи нельзя назвать Сизифовым 
в том смысле, как это принято гово- 
рить. Ведь Сизифовым называют «бес- 
смысленный», бесполезный труд. А 
труд феи приводит к ощутимым ре- 
зультатам — по цепи течет, постоян- 
ный ТОК. 

Вернемся вновь к нашей  элек- 
трической цели. Разумеется. никаких 
неэлектростатических фей в действн- 
тельности не существует. Но сущест- 
вуют особые устройства, в которых 
действуют неэлектростатические (сто- 
ронние) силы, способные отделять 
отрицательно заряженные электроны 
от положительных зарядов. Называют 
эти устройства нсточниками тока, хо- 
Тя в действительности они ими, как 
мы только что видели. не являются. 
Отличаются одни источники тока от 
другнх характером действующих в 
них сил и пронсходящих в них про- 


цессов и конструкцией самих ус- 
тройств. Количественно же они раз- 
личаклся величиной, называемой 


электродвижущей силой. 


Что же такое электродвижущая сила? 


Рассмотрим некоторый участок элек- 
трической цепи между точками ан ф 
(рнс. 2), в котором существует элек- 


а Е [1] 
ря ЕЕ в 
 % % \ 
Рис. 2. 


трический ток. Раз ток существует, 
значит, есть электростатическое по- 
ле. Пусть на этом участке существует 
напряженне (, илн, что то же самое, 
разность потенциалов ф, — ф.. Тог- 
да работа при перемещении некоторо- 
го заряда 9 ота к равна 
о. 

А теперь представим себе, что на 
участке аб имеется также некоторый 
источник тока, в котором действуют 
сторонние силы (рис. 3). Теперь к 
работе электростатического поля 90 
нужно добавить работу сторонних сил. 


а Е & Ь 


Если при перемещении единицы за- 
ряда стороиние силы совершают ра- 
боту &, то над зарядом 9 при переме- 
щении его по участку аб совершается 


работа 

А = 9И - 46. 
Но если цепь замкнута (на рисунке 3 
замыкание цепи обозначено пункти- 
ром), то работа 9 электростатиче- 
ского поля равна нулю, и следова- 
тельно, А==9ё. Отсюда 


и. 
9 

Вот эта-то работа сторонних сил в 
источнике тока, отнесенная к еди- 
нице заряда, и называется электродви- 
жиущей силой (3. д. с.} источника тока. 
Мы видим, таким образом, что источ- 
инк тока — это в действительности 
источник энергии. Сторонние силы в 
источнике — это истинные (и един- 
ственные!} труженики в электриче- 
ской цепи. Это они, разделяя заряды 
противоположных знаков и совершая 
при этом работу против сил прнитя- 
жения между ними. создают на так 
называемых полюсах нсточника раз- 
мость потенциалов, а в проводннках, 
образующих цепь, — электростатнче- 
ское поле. За счет работы и выделя- 
ется энергия в цепи — проводники 
нагреваются. 

Как известно, когда электриче- 
ская цепь состонт из металлических 
проводников, действует закон Ома. 
Согласно этому закону напряжение ( 
на концах некоторого участка цепи 


равно произведению силы тока на 
этом участке на сопротивление Ю 
участка: 

И=1Ю. 


Напомним, что напряжение {/ — это 
работа электростатического поля над 
единицей положительного заряда. Ес- 
ли на этом участке имеется источник 
тока с ъ. д. с. &, то к работе И нужно 
добавить и работу &, так что 
КВ-г)=и-&. (*) 


Мы добавили к сопротивлению Ю 
участка цепи сопротивление г са- 
мого источиика тока. Ведь сопротив- 
ление — это величнна, характеризую- 
щая тот процесс взаимодействия элек- 
тронов с атомами проводника, из-за 
которого в нем выделяется тепло. Но 
подобное взаимодействие происходит 
и внутри источника тока, н ему по- 
этому тоже нужно приписать неко- 
торое сопротивление. 

Формула (*) относнтся к участку 
цепи. Для полной (то есть замкнутой) 
цепи (=0, и формула принимает вид 

РАВ = 6. (++) 
Это — закон Ома для полной цепи. 

Из формулы (») видно, каким 
образом электродвижущая снла долж- 
на измеряться. Этой формуле можно 
придать внд /Ю-+]/г-&. Так как 
1Ю-==(, то &=И-+1г. Отсюда сразу 
видно, что прн /-0 &—0. Это 
значит, что для определения э. д. с. 
источника нужно измерить разность 
потенциалов на его полюсах, когда в 
нем нет тока (из-за того, что цепь 
разомкнута, или из-за того, что ток 
от источника компенсируется током 
другого источника). 


Электростатический генератор 


В качестве примера источника тока 
рассмотрим электростатический гене- 
ратор, часто называемый генерато- 


“ром Ван-де-Граафа. На рисунке 4 
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представлена схема этого устройства. 
Генератор состоит из металлического 
купола. установленного на изолнрую- 
щей подставке. и «бесконечной» не- 
проводящей ленты, одетой на два 
шкива. Верхняя часть ленты входит 
под купол. С помощью двигателя лен- 
та призодится в движение. В нижней 
своей части лента проходит мимо 
острня, присоединенного к высоко- 
вольтному источнику питания, со- 
стоящему из высоковольтного транс- 
форматора н выпрямляющего уст- 
ройства. Второй конец устройства за- 
землен. У острия создается поле вы- 
сокой напряженности, и оно «сры- 
вает» электроны с той части ленты, 
которая проходнт мимо него. Эта 
часть ленты получает положительный 
заряд. Он переносится лентой вверх, 
под купол. Здесь лента опять про- 
ходит мимо острия, присоединенного 
к куполу. С острия, а значит, и с 
купола на ленту, несущую положи- 
тельный заряд, «стекают» электроны. 
Это равносильно передаче куполу прн- 
несенного лентой положительного за- 
ряда. А так как заряд этот передается 
внутренней поверхности купола, то 
на нее передается весь принесенный 
заряд. (В передаче заряда именно 
внутренней поверхности металличе- 
ской полости и состоит основная идея 
устройства генератора.) 


При непрерывном движении лен- 
ты происходит непрерывный же пере- 
нос положительного заряда к поло- 
жительно заряженному куполу. (От- 
Рицательный заряд переносится к 
Земле.) Заряд, следовательно, пере- 
носится против электростатическнх 
сил: ведь ноложительно заряженный 
купол отталкивает поДВвОДимМыЙ к не- 
му ноложительный заряд. А обеспечи- 
вает такое «противоестественное» дви- 
женне заряда сторонняя сила. В дан- 
ном случае это, в копечиом счете, 
сила трения покоя между леитой п 
икивами. Работа этой силы, отне- 
сенцая к единице заряда, и есть элек- 
тродвижущая снла генератора. Меж- 
ду куполом и Землей устапавливается 
разность потенциалов. И если к Зем- 
леик куполу присоединить внешнюю 
часть цени, то в этой замкнутой цепи 
возникает постоянный электрический 
ток. Энергия, за счет которой совер- 


46 


шается работа. — это энергня источ- 
ника питания двигателя. 

Описанный генератор использу - 
ется. как правило, для ускорения за- 
ряженных частнц в вакууме, так как 
между куполом и Землей может быть 
создана очень высокая разность по- 
тенциалов — в несколько миллионов 
вольт. А создать большой ток такой 
генератор не может из-за ограничен- 
ной скорости движения ленты, срав- 
нительно небольшой ее ширины и из-за 
другнх причин. Мы привели этот 
пример потому, что здесь особенно 
ясны природа и роль сторонних снл. 


Гальванический элемент 


Другим примером может служить 
давно и хорошо известный гальванн- 
ческий элемент, который и был пер- 
вым в истории чэлектродвижущим ап- 
паратом», придуманным Алессандро 
Вольта. 

Элемент Вольта состоит из медной 
„и цинковой пластины, погруженных 
в водный раствор серной кислоты 
(рис. 5). Чтобы понять те сложные 
процессы, которые в этом элементе 
происходят, заметим, что твердые медь 
и цинк состоят не из атомов меди н 
цинка, а из нонов соответственно медн 
н цинка и электронов: каждый из 
атомов меди и цинка в металле теряет 
два электрона, которые остаются в 
металле в виде. тех самых свободных 
электронов, о которых упомнналось 
ранее. А атомы при этом становятся 
нонамн с положительным зарядом. 


Рис. 5. 


Ионы цинка н меди несут по двойному 
электронному заряду (7п*+, Си*+). 
Далее, следует иметь в виду, что в 
растворе серной кислоты значитель- 
ная часть молекул превращается в 
три иона — два положительно заря- 
женных иона водорода (Н*) и один 
ион группы $0. с двойным отрица- 
тельным зарядом ($0. ): 
Н, $0. -Н+--Н*-+ $504 - 

Посмотрим, что происходит, ког- 
да в такой раствор погружаются пла- 
стнны из цинка и меди. Начнем с 
цинка. 

В присутствии раствора кислоты и 
содержащихся в нем зарядов силы 
притяжения между ионами цинка н 
электронами уменышаются, и ионы 
цинка отрываются от пластины н пе- 
реходят в раствор. На пластине ока- 
зывается избыток. электронов, так 
что она оказывается отрицательно 
заряженной. Но по мере накопления 
ионов 71** в растворе некоторая 
часть этих ионов, притягиваемая от- 
рицательным зарядом пластины, воз- 
вращается на пластину. В конце 
концов наступает равновесие: число 
ионов, покидающих цинк, становится 
равным числу ионов, возвращающих- 
ся и него. Но пластина остается отри- 
цательно заряженной. Раствор же 
вблизи пластины получает положи- 
тельный заряд (за счет имеющихся в 
нем положительных ионов 7п**). 

У медной пластины происходят 
другие процессы. Медь почти не ра- 
створяется в растворе серной кислоты. 
Присутствующие у цинковой 
пластины ионы цинка отталки- 
вают положительные ионы  водо- 
рода в растворе, оттесняя их к мед- 
ной пластине. Здесь эти ионы, по- 
падая на медь, отнимают у нее элек- 
троны, становясь нейтральными ато- 
мами водорода. Медь, разумеется, ста- 
новится положительно заряженной. 
Таким образом, в элементе Вольта 
медь — положительный полюс, а 
цинк— отрицательный. Разность по- 
тенциалов между ними и есть электро- 
движущая сила этого элемента. Она 
равна 1,1 В. 

Если соединить полюсы (электро- 
ды) элемента проводом, то в образо- 
вавшейся электрической цепи возник- 
нет электрический ток, направленный 


от меди к цинку. Это значит, что 
электроны в ией движутся от цинка, 
где они имеются в избытке, к меди, 
где электронов недостаток. 

А в самом элементе? Здесь из-за 
ухода электронов с цинка ионы 7п+* 
будут удерживаться слабее, н они 
станут переходить в раствор (цинк 
будет растворяться), поддерживая от- 
рицательный Заряд пластины. А из-за 
прихода электронов к медной пласти- 
не она станет я большей степени «при- 
влекать» к себе положительные ионы 
водорода, к которым эти электроны и 
перейдут. Так что и положительный 
заряд медной пластины тоже будет 
поддерживаться. Таким образом, ко- 
нечным результатом этих процессов в 
элементе будет уход электронов с меди 
и появление их на цинке: электроны 
как бы движутся от меди к цинку. 

В гальваническом элементе сто- 
ронними силами являются силы меж- 
молекулярного взанмодействия в ме- 
Таллических пластинах и в растворе. 
Хотя эти силы ло своей природе 
электрические, но поле этих сил нельзя 
назвать электростатическим (нх обыч- 
но называют химическими силами). 
Работа этих сил по замкнутому пути 
ие равна нулю {вспомним, что сила 
трения тоже ‘по природе своей элек- 
трическая!). Источником же энергии 
здесь служит энергия, выделяющаяся 
при нейтрализации ионов в растворе и 
на пластинах. Ведь для того чтобы 
превратить атом или молекулу в 
ноны, нужно совершить работу про- 
тив сил притяжения между заряда- 
ми. Поэтому при обратном превраще- 
нии ионов в нейтральные атомы вы- 
деляется энергия. 

Теперь, когда вы прочитали эту 
статью, чтобы проверить, хорошо ли- 
вы разобрались в том, что же такое 
э- д. с.. попробуйте ответить на. та- 
кне вопросы. 

1. Чем отличаются сторонние сн- 
лы от электростатических сил? 

2. Какова роль стороиних сил и 
почему они необходимы в цепи элек- 
трического тока? 

3. Как движутся заряженные ча- 
стицы в источнике тока и во внешней 
частн электрической цепи? 

4. В чем состоит разница между 
электрическим напряжением и элек- 
тродвижущей снлой? 
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Н. Розов 


Читатели советуют 


В редакцию «Кванта» постоянно приходят 
пнсьма школьников, преподавателей, просто 
любителей математнки, касающиеся тема- 
тики раздела «Практикум абитуриента». 
Многне нз них затрагивают частные вопросы, 
н на такие пнсьма редакция отвечает авторам 
лично. Но в ряде лнсем обсуждаются различ- 
ные теоретическне вопросы школьного курса, 
предлагаются приемы решения отдельных ти- 
пов задач, сообщаются полезные замечания 
методического характера м интересные задачн. 
© содержаннем таких писем полезно, на иаш 
взгляд, познакомнть чнтателей «Кванта». 

Не считая возможным публиковать такне пнсь- 
ма целиком, редакция решила подготовить 
подборку материалов, составленную по ндеям 
н предложениям авторов пнсем, с необходимы- 
мн дополнительными комментарнями. Мы на- 
деемся, что затронутые в подборке вопросы 
окажут помощь поступающим в вузы. 


Как всегда, в редакционной почте 
много писем, где речь идет о различ- 
ных алгебраических и тригонометри- 
ческих уравнениях и системах. На- 
ряду со стандартными задачами, не 
представляющими особого интереса, 
авторы ряда писем предлагают и та- 
кие уравнения, решение которых со- 
держит «изюминку» ›»— необходимо най- 
ти нешаблонный путь преобразова- 
ний и указать удачную замену не- 
известного. 

Вот уравнение, идею решения ко- 
торого сообщил редакции наш чита- 
тель М. Левин (Таллин). 


Пример 1. Решить уравне- 
ние 
Ух —9х + 24— У бл? — 59х + 149 = 
=5—х. (1) 


Поступающие часто начинают реше- 
ние иррационального уравнения с 
отыскания области допустимых зна- 
чений неизвестного. Надо иметь в 
виду, что эта операция (иногда весь- 
ма громоздкая) далеко не всегда нуж- 
на для решения уравнения. Во мно- 
гих случаях бывает выгоднее и проще 
переходить от исходного уравнения к 
его следствиям, а в конце сделать 
проверку, или, что еще лучше, пере- 
ходить к равносильным уравнениям. 

Довольно ясно, что стандартный 
прием решения иррациональных урав- 
нений — возведение в степень — прн- 
менительно к уравнению (1) приве- 
дет к трудоемким вычислениям без 
видимой надежды на успех. Поэтому 
попытаемся провести иные преобра- 
зования. 

Так как значение х=5, очевидно, 
является корнем уравнения (1), то 
при отыскании других его корней бу- 
дем считать, что х5ё5. Обе части 
уравнения (1) разделим на 5—х: 


. В Их — 9х + 24 — 


— 59+ 149=1, (2) 


и посмотрим, если 


множители: 


что получится, 


=— внести под знак 


корня. Поскольку, как известно из 
алгебры, 


а=И а? приа>> 0; 
а=— Иа приа< 0, 
следует отдельно рассмотреть два слу- 
чая: 5—х>0 и 5—х< 0. 
Если 5—х>0, т. е. если ис- 
кать корни уравнения (1), удовлет- 


воряющие условию х<35, то уравне- 
ние (2) можно переписать в внде 


у х? — 9 24 _ 
{5 — х)* 
бхз — 59х + 149 _ 
Им 6 _- не. 
Под знаком первого корня выделим 
целую часть: 
х? — 9х 24  (х?— 10х25) + (х— 0. 
(6—х = {$ —х): 


] х—1 
Е 


Аналогично преобразуем дробь, стоя- 
щую плод знаком второго корня; в 
результате уравнение (3) запишется в 


форме 
х—1 
у! + 5—х* — 
х—] 


Теперь уже видно, что целесообразно 
сделать лодстановку 


ыы 
в -# (4) 


после чего остается решить уравнение 


Ут у — Убчу= 1. 


Применяя обычный метод, легко убеж- 
даемся, что это уравнение корней не 
имеет. 

Если 5— х«0, т. е. если искать кор- 
нн уравнения (1),  удовлетворяю- 
щие условию х>>5. то уравнение (2), 


как нетрудно проверить, приводится“ 


к виду 


жыт 
+ 10: + = =1. (5) 
После подстановки (4) получаем урав- 
нение 


Ибри= 1+ ИТ, 


корнем которого является у=3. Это- 
му значению у согласно (4) соответ- 
ствуют х,=4 и х.,-—=19/3. Значение 
х=4 должно быть отброшено как не 
удовлетворяющее условию 5—х< 0, 
а значение х—19/3 является корнем 
исходного уравнення (1), так как это 
уравнение равноснльно уравнению (5) 
на множестве х>>5. Последнее заме- 
чанне позволяет нам избежать непо- 
средственной проверки подстановкой 
указанного значения в исходное урав- 
нение. 

Итак, уравнение (1) имеет два кор- 
НЯ: Х1=5 и х.=19/3. 

Следующее уравнение, которое сво- 
дится (несложной заменой) к уравне- 
нию, аналогичному предыдущему, при- 
слал в редакцию наш читатель А. Смо- 
ляков (г. Нефтекумск Ставропольско- 
го края). 


1. Решить уравнение 


1 в а 
Теозх| + Ув (вх -8 Ух. 
* * 


* 


В «Кванте», 1977, № 3, с. 56—57 
обсуждался один способ решення урав- 
нения 


} 4—2 8—4-2, (6) 


нспользующий возведение обеих ча- 
стей уравнения в куб. На эту публн- 
кацию откликнулся ученик 9 класса 
Николай Ким (колхоз им. Я. М. Сверл- 
лова Средне-Чирского р-на Узбекской 
ССР). Наш читатель предлагает ре- 
шать уравнение (6) иначе — способом 
введения вспомогательных неизвест- 
ных. 
Введем вспомогательные неизвест- 
ные и н о следующим образом; 
ВЕН 
+ 


р 5-4 = и, р; 8 —4=0. 


Тогда ло определению корня и на 
основании равенства (6) можно напи- 
сать систему уравненнй 

из =8х-4, 13=8х—4, ии 2, (7) 
причем неизвестные и и и должны 
удовлетворять неравенствам 


и>20, и0 (8) 


(напомним, что символ р а обознача- 
ет иеотрицательное число, куб кото- 
рого равен а; см. «Алгебра 8», п. 24). 

Снстема уравнений (7) легко ре- 
щшается. В самом деле, если вычесть 
из первого уравнения второе: и— 
—1'—=8, а затем с помощью третьего 
уравнения исключить, например, и, 
то получится квадратное уравнение 
9--2-=0, имеющее корни и,=0, 1,= 
— —2. По первому корню из второго 
уравнения системы (7) находим х= 1/2; 
второй корень должен быть отброшен 
как не удовлетворяющий условиям 
(8). Следовательно, исходное уравне- 
нне (6) имеет единственный корень 
х= 1/2. 

Внимательный читатель без труда 
заметнт, что в основе предложенного 
способа лежит известная и часто прн- 
меняемая идея — подыскать для дан- 
ного уравнения удачную замену не- 
известного. Как мы видели, при ре- 
шении иррациональных уравнений 
иногда удобно вводить несколько вспо- 
могательных нензвестных. 
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А теперь попробуйте самостоятель- 
но решить следующее иррацнональ- 
ное уравнение, которое прислал в 
редакцию наш читатель А. Алиев (село 
Кубра Лакского р-на Дагестанской 
АССР). 

2. Найти корни уравнення 

3 
24-Е х-- Ух =6. 
* ж 
ж 


Школьиики привыкли к тому, что 
обычно уравнения решаются путем 
преобразования к «простейшему» виду 
(например, к кКвадратному уравне- 
нню). Между тем на приемных экза- 
менах по математике нногда предла- 
гаются задачи, решение которых тре- 
бует прежде всего проведения логи- 
ческих рассуждений. В этих задачах, 
как правило, нужно «увндеть» воз- 
можность использовать какое-либо 
свойство известной функции, приме- 
нить знакомое неравенство и т. д. 
Именно на такнх задачах проверяет- 
ся не только знание поступающими 
правн- ин формул, изучаемых в школе, 
но и уровень их общего математиче- 
ского развития. 

Наш читатель Н. Белевский (Харь- 
ков) прислал в редакцию две системы 
уравнений, при решении которых су- 
щественную роль играют именно ло- 
гические заключения. 


“Прнмер 2. Решить систему 
уравнений ь 
+1=2 Иху $ 
х*—1--2уг И 1 — 4ху. 


На первый взгляд эта система 
выглядит довольно странно: нензвест- 
ных три, а уравнений — всего два. 
Но указанное обстоятельство служит 
н своего рода «подсказкой» — надо не 
торопиться преобразовывать урав- 
нения системы, а попытаться сначала 
изучить их свойства. 


Если первое уравнение системы 
(9) переписать в внде 28 =2Иху— 1, 
то, поскольку слева стонт неотрица- 
тельное выражение, можно сделать 
заключенне, что 2 Ихи— 1-5 0, от- 
куда 

|—4ху <0. (10) 
С другой стороны, из второго урав- 
нения системы (9) видно, что допу- 
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стимые значения неизвестных х и у 
должны удовлетворять неравенству 

1—4ху>0. (1) 
Сравнение соотношеннй (10) н (11) 
показывает, что решением системы 
(9) может быть только такая тройка 
чисел (х, у, 2). что 4ху=1. Но тогда 
из первого уравнения системы полу- 
чаем 2—0, а из второго следует, что 
Хх = 1, х2=— —1. 

Таким образом, получаются две 
тройки чисел х,=1, и,=1/4, 2,==0; 
х.= —1, у›= —14, г,-—0, которые 
только ни могут быть решення- 
ми системы (9). Подчеркнем, что из 
проведенных рассужденнй не выте- 
кает, что найденные тройки чисел 
действительно являют- 
ся решениями системы (9); этот факт 
необходимо доказать прямой их под- 
становкой в исходную систему. 

Вторую систему предлагаем чита- 
телям в качестве упражнения. 

3. Решить систему уравнений 


хг=у |2, 


х--2=2 Уз (Ух — Уу + У?). 


Судя по письмам, болышой интерес 
у читателей вызвал один прием реше- 
ння уравнений с параметром, о кото- 
ром рассказывалось в «Кванте» № 6, 
1977, с. 71—73. Н. Чулиев (г. Чард- 
жоу Туркменской ССР) сообщает ре- 
дакции модификацию этого прнема, 
использующую идею введения вспо- 
могательного неизвестного. 

Пример 3. Решить уравнение 

х=а—В(а—Вх?)?. (12) 

Это уравнение (четвертой степени 
относительно неизвестной величины 
х) легко решить, если раскрыть скоб- 
ки и заметить, что получившееся 
уравнение можно рассматривать как 
квадратное относительно а. Однако 
к цели приводит н несколько иной 
способ рассуждений. 

Введем вспомогательное неизвест- 
ное 2==@—6х?. Тогда вместо урав- 
нения (12) нужно решать систему 
уравнений 

х=а— 627, 
Вычитая из первого уравнения си- 
стем второе, получаем равенства 
х=г, В(х-г)=|; после исключения 
вспомогательного неизвестного при- 


2—=а--6х?. 


ходим к двум уравнениям: 
х=а— 6х; Ых-ра—х)=1. 

Дальнейшее решение очевидно.На- 
до только не забывать, что речь идет 
об уравненнях с параметрами, н вни- 
мательно следить за тем, при каких 
условиях на параметры законны про- 
водимые вычисления. Окончательный 
ответ должен выглядеть так: 


если аё<—М., то корней нет; 
если а6=-_М., то корень один: х=— 1/26; 
еслн —№.<аб<0, то корней два: 


—1— И! + 445 
а 2 о 
ШИ! + 406. 
с в Аа. 
еслн 6—0. то корень однн: х=а; 
если а=0. но 6520, то корней два: 


х=0 и х=—\ь; 
еслн 0<аб<3/., то корней два: х: и хз; 
если а5—=3/., то корней три: ху, х. и 
х=126; 
если а65>3!/.. то корней четыре: хь, х., 


1— 4—3 
с аи 7 Аа 
1+ 426 —3 
р: 25 . 


Конечно, приведенные соображе- 
ния применимы н в том случае, когда 
рассматриваемое уравнение никакого 
Параметра не содержнт. 

Прнмер 4. Решить уравнение 


+ Их+5=5. (13) 


Для решения этого уравнения 
удобно ввести вспомогательное неиз- 
вестное г=Ух+5 и перейти к си- 
стеме уравнений х?--2=5, х--5= 22. 
После очевидных преобразований прн- 


ходнм к двум нррациональным урав- 
нениям 


Ух + х=0; Ух 5=х-+ 1, 
из которых получаем два корня урав- 
нения (13): 


_ 1 Уз 


717—1 
ЕЕ .ИПЫ!. 


№: 2 
* * 
* 


Среди уравнений, присланных на- 
шнми читателями, многие решаются 
разложением на множители. Однако 
далеко не всегда просто «увидеть» 
группировку, которая ведет к жела- 
емому результату. Первое из по- 


мещенных ниже уравнений предложил 
А. Ермилов (г. Коломна Московской 
обл.), следующие два — Л. Слукин (Ли- 
пецк), а последнее, самое трудное, — 
ученик 10 класса Сендазим Мириев 
(пос. Хиллы Нефтечалинского р-на 
Азербайджанской ССР). 


Решнть уравнения: 


6. ж-[4х3--3х2-2х—1-=0. 
7. х 12х50. 


Хорошо известно, что геометриче- 
скую задачу, в которой к цели ведут 
длинные и громоздкие вычисления, 
иногда удается решить буквально в 
несколько строк. Для этого надо 
только подобрать к задаче «ключик»— 
догадаться применить некую теорему, 
увидеть дополнительное построенне, 
суметь воспользоваться спецификой 
конфигурации. С таким нешаблон- 
ным решеннем очень поучительно по- 
знакомиться, хотя гораздо полезнее 
сначала самостоятельно  поразмыс- 
лить и попытаться его отыскать (при- 
чем польза будет даже в том случае, 
если поиск останется безуспешным). 

Многие читатели журнала с нн- 
тересом откликнулись на высказан- 
ное в «Практикуме абитуриента» пред- 
ложение присылать в редакцию корот- 
кне и красивые решения задач, пред- 
лагавшихся на вступительных экза- 
менах. Несколько подобных задач 
помещено ниже. Решить их можно И 
без «геометрической фантазии» (после 
формулировок задач указано, где та- 
кие решения опубликованы). Предла- 
гаем поступающнм найтн решения 
этих задач, не требующие громоздких 
вычислений. Такие решения для пер- 
вых трех задач нам сообщил П. Горн- 
штейн (Киев); решения следующих 
трех задач указал Я. Айзенитат (Ки- 
ев). 

8. В параллелограмме АВС угол прн 
вершине А равен 2<л/2. Высота, опущен- 
ная из вершнны В на сторону АБ, делит 


диагональ АС в отиошенин т:л. Найти 
отношение длин сторон параллелограмма. 


(Шахно К. У., Как готовнться к приемным 
экзаменам в вуз ло математике, Мннск, 
«Вышейшая школа». 1970. задача 423.) 

9. На двух смежных сторонах квадра- 
та как на днаметрах построены два полу- 
круга. лежащих вне квадрата, и к каждому 
полукругу проведена касательная, парал- 
лельная той стороне квадрата, которая яв- 
ляется диаметром этого полукруга. Найти 
длину радиуса круга. внешним образом 
касающегося этих полукругов м касающего- 
ся построенных касательных. (Шахно К. У. 
«Сборник задач по элементарной математи- 
ке повышенной трудностн». Минск. «Вышей- 
шая школа», 1969, задача 932.) 

10. Катеты [АА и [АС] прямоуголь- 
ного треугольника расположены соответст- 
венно в гранях Ри @ острого двуграниого 
угла велнчины ф. Катет [АВ| образует с 
ребром двугранного угла острый угол &. 
Определить угол между этим ребром и ка- 
тетом [ИС]. («Квант», 1976. №2. с. 58 и 
№3. с 76.) 

11. В шар, радиус которого имеет дли- 
ну Ю. вонсана правильная треугольная 


пнрамнда. Плоскнй угол при вершине пира- 
миды нмеет величину ©. Найтн длину высо- 
ты пирамнды. (Горделадзе 1. Г., Кухар- 
чук Н. М., Яремчук Ф. П. «Сборник конкурс- 
ных задач по математике», Киев, «Вища шко- 
ла», 1976, задача 2177.) 


12. Найти величину объема правильной 
треугольной пнрамиды, у которой величина 
плоского угла при вершине равна ©, а крат- 
чайшее расстоянне между боковым ребром 
н протнволежащей стороной основання рав- 
но 4. (Матвеев В. Н. «Сборник задач по ма- 
тематнке с методами решений», Казань, 
Изл-во Казанского университета, 1971, 
задача 392.) 


13. Найтн величину двугранного угла 
между основанием н боковой гранью пра- 
вильной треугольной пнрамнды, если ве- 
личнна двуграниого угла между боковыми 
гранями этой пирамиды равна @. (Болтян- 
ский В. Г.. Сидоров Ю. В.. Шабуннн М. И. 
«Лекцнн н задачи по элементарной математн- 
ке», М.. «Наука». 1974, задача 13.25.) 


(Начало см. с. 21, 38) 


(Н. Двор Гродненской обл.) 46, 51. 54, 56, 
60а}; И. Савенков (Лысые горы Саратовской 
обл.) 54; В. Сакович (Поставы) 50; М. Сев- 
рюк (Москва) 58, 58; А. Семов (Челябинск) 
54; Л. Сердорг (рп Акна Вороиежской обл.} 
56; А. Сивацкий (Ленииград) 47, 50, 51; 
В. Сидоренко (Красноярск) 54, 54, 56; 
П. Сильвестров (Новосибирск) 48; О: Сло- 
вянский (Ленинград) 47; Г) Смирнов (Ле- 
иинграл) 46—48, 50, 51. 53--55; А. Старков 
{Москва) 46, 47; В. Стовба (Москва) 46. 88, 
51. 52, 55—57, 59. Ф. Сукачев (Тазшкект) 54; 
К. Таталян (Ереван) 51, 53. 54; 3. Тлешов 
(Алма-Ата) 52, 54; В. Трофимов (Москва) 
46, 48. 50—58: К. Грутнез (Казань) 51, 57; 
Г. Тюрин (Курск) 46: А. Удавихин (Иош- 
кар-Ола) 48; В. Фалько (Харьков) 46; Н. Фе- 
дин (Омск) 47, 52, 54, 56; Я. Федоров (Ле- 
нинград) 51, 57; Г. Фирсова (Ленинград} 52, 
54; И. Фоменко (Днепропетровск) 49а): 
М. Хоаймов (Воронеж) 50; И. Хонгл (ЧССР) 
58: С. Хосид (Алма-Ата) 54: М. Черепинский 
(Вороиеж} 47. 48. 60а), 6); Д. Шафер (Ле- 
нинград) 56; В. Шенкарь (Киев) 54: А. Шило 
(Киверцы) 54; А. Ш/ихахмедов (Дербент) 54; 
И. Шляхове (Лобня) 54; Д. Шулембаев (Ал- 
ма-Ата) 46—48. 52. 54. 57. 60а), 6). г): 
А. Шулепов (Каменск Уральский) 51. 


Физика 


Почти все читатели, приславшие решения 
задач Ф448—Ф462, справилнсь с задачами 
$448. $458 и $459. Остальные задачн пра- 
вильно решнли: Ф. Агакишев (с. Зарат АзССР) 
51; К. Акопян (Ереван) 52; Е. Александ- 
реви (Глазов) 55; М. Алексеев (Обнинск) 52; 
Э. Алискендеров (с. Даш Салахли АзССР) 52; 
А. Антонян (Ереван) 60; А. Арбатский 
{Благовещенск Амурской обл.) 50: А. Ба- 
кан (Кнев) 51; С. Бавкун (Черкесск) 51. 52, 
62; Ю. Балашов (Москва) 60, 61; А. Бар- 
гуев (Улан-Удэ) 53. 57. А. Барзыкин (п. 


Московской обл.) 60 — 62; 
С. Батуев (Ангарск) 62; А. Березин 
(Ташкент) 54. 55. 57; В. Беркут (Диеп- 
ропетровск) 61, 62; И. Бикмаев (Анднжан} 
49; И. Бирюков (Покров) 51, 54; Н. Богач 
(д. Заречье Мннской обл.) 52; В. Болотни- 
ков (Харьков) 61, 62; А. Боричев (Ленин- 
град} 81, 62; С. Боткин (Караганда) 4$, 51, 
52, 55, 61, 62; А. Бочек (Шостка) 55; В. Браж- 
кин (Челябинск) 62; А. Бродин (Киев) 61. 
82; Л. Брискин (Иркутск) 51—53. 56; ПЛ. Бу- 
зинов (д. Алексеевка Белгородской обл.) 
61. 62; Е. Бурлакова (Асбест) 62: М. Быков 
(Горький) 52. 55, 62: И. Вайсбур9 (Томск) 62; 
В. Варлыгин (Москва) 49: ыы Вдовим (За- 
порожье) 52: Н. Великороссов (Конаково) 
49 —51, 60. 62: С. Веседянский (Харь- 
ков) 49—51. 55. 57, 60—62: Е. Викторов 
(Москва) 50, 51. 55; А. Владимиров (Леннн- 
град} 55; „7. Водоватов (Москва) 861. 62; 

. Возий (Белорецк) 56: П. Володин (Кето- 
во) 49, 50. 52; В. Гаврилов (Орск) 50-52. 
60—62; М. Гаврилов (п. Чериоголовка Мос- 
ковской обл.) 50, 53—57. 62; В. Гадон (Вы- 
борг) 52, 53; Н. Газда (п. Клевань Ровен- 
ской обл.) 60—62: Б. Гажиков (Душанбе) 
50. 60—52: В. Гаркавый (Лида) 49-—51, 
60-62; Л1. Глазунов (Старый Оскол) 51. 52; 
Э. Гологорский (Кишинев) 51, 52, 60; В. Го- 
либенко (Черкесск) 55. 62; КЮ. Горбунов 
(Курск} 53; Е. Гордиенко (Кишинев) 51; 
С. Дабагов {п. Чегем КБАССР) 51. 61; 
С. Дереченник (по Межиречье Гродненской 
обл.) 60—62; Е. Днелровский (Москва) 50; 
Л. Евельсон (Брянск) 49; Ф. Еникесв {Уфа) 
62: В. Ерофеев (Новоснбирск) 62; К. Жан- 
гозин (Караганда) 61; У. Жоробеков ру 
62: А. Заболотских (Чусовой) 60; А. Забро- 
дин (п. Черноголовка Московской обл.) 
49—57, 60—62; А. Завидонов {Казань) 60— 
62; Е. Зиманов {Алма-Ата) 60; М. Зяблицев 
(Каспийск) 62; И. Изенников (Душанбе) 61; 
Е. Иванов (Долгопрудный) 49, 51, 55—57, 


{Продолжение см. с. 57) 


Черноголовка 


Московский 
физико-технический 
институт 


Ниже публикуются образцы варнантов всту- 
пнтельных пнсьменных окзаменов по мате- 
матнке н физнке и 1977 году. 


Мвтематнка 


Варнант 1 
1. Решить уравнение 

$т 2х— 511? х= 2811 х—4с0$ х. 
2. Решнть неравенство 


5 —4х 
З7——4< 4. 


3. Решнть уравненне 


1 
ше о +же—9-4 (#4) = 


=2щ (+3). 


4. Дорога проходнт через пункты А 
н В. Одновременно н в одном направлении 
выехалн: нз А — мотоциклист (в направ- 
ленин к В), нз В — велосипедист. Мото- 
циклист догнал велоснпедиста на расстоя- 
нии а км от В. Бслн бы мотоциклист н вело- 
снпедисг ‚выехалн одновременно из А в В, 
то в момент прибытия мотоциклиста в В 
велосипедист отставал бы от него на 6 км. 
Определнть расстояние между пунктами А 
н В (скорости мотоциклиста и велоснпеди- 
ста постоянны), 

5. Сторона основання АВСО правнль- 
ной пирамиды $АВСО имеет длину а, бо- 
ковое ребро — длнну 2а. Рассматриваются 
отрезкн к концамн на диагонали ВД основа- 
иня и боковом ребре $С. параллельные пло- 
скости ЗАД. 

1} Один из этнх отрезков проведен че- 
рез точку М днагоиалн ВО такую, что 
ОМ: ОВ = 1:3. Найти его длину. 

2) Найтн нанменьшую длину всех рас- 
сматриваемых отрезков. 


3 
6. Графикн функцнй ,—— ну=5—х, 


рассматриваемые в первой четверти коорди- 


натной плоскостн (х>0, у > 0}. пересе- 
каются и точках А и В. Гипотенуза равио- 
бедренного прямоугольного треугольннка 
параллельна осн Ох, две его вершины лежат 
на первом графнке, а третья — на отрезке 
АВ. Найтн длины сторон треугольннка. 


Вариант 2 
1. Решить уравнение 


х—7 х—1 
21 —Т+ 0: Ут = 1. 


2, Решнть уравнение 


5х 


= 45 (++). 


3. В прямоугольном треугольнике АВС 
катет ВС нмеет длину и и образует с гнпо- 
тенузой АС угол &. Точка ) расположена 
на катете ВС н имеет нанменьшую по срав- 
нению с остальными точками отрезка ВС 
сумму квадратов расстояннй до прямых 
АС н АВ. Найти длину отрезка ВО. 

4. Найти четыре числа, обладающнх 
следующими свойствами: 

а) сумма первого и четвертого числа 
равна 14, а сумма второго и третьего рав- 
на 12; 

6) первое, второе и третье числа обра- 
зуют в указаниом порядке геометрическую 
прогрессню: 

в) второе. третье н четвертое числа об- 
разуют в указанном порядке  арифметнче- 
скую прогрессию. 

$. Сторона основания правильной тре- 
угольной прнзмы АВСА,В,С, нмеет длину а. 
Точка О — середнна ребра АВ, точка Е 
лежит на ребре А.С,. Прямая ПЕ образует 
углы ый с плоскостями АВС и АА,С,С 
соответственно. Найтн: 

1) высоту призмы: 

2) раднус шара г центром на отрезке 

Е. касающегося плоскостей АВС п 
АА. С.С. 

в. Найти площадь фнгуры. которая за- 
дается на коордниатной плоскостн системой 
неравенств 


| УЗлз + 33—32 --1, 
у+4-—2 13 [3|. 
Физнка 


Варнант 1 
1. На покоящееся тело массы т=5 кг 


начинает действовать сила К, величина 
которой убывает со временем по линейному 
закоиу до 0, как показано на рисунке ]. 
Какую скорость приобретает тело? 

2. Аквалангист затратнл время {==10 мнн 
ина осмотр повреждения подводной части ко- 
рабля. За это время давление в баллоне ак- 
валанга, первоначально равное 150 атм, 
упало на 20%. После этого аквалаигист 


прнступил к ремонтным работам, ни расход 
воздуха возрос п 1,5 раза. Через какое время 
после погружения аквалангист должен за- 
кончить работы, если давление не лолжно 
упасть ннже 30 атм? 

3. Иезаряженный плоский конденсатор 
емкостью С, расположен во внешнем од- 
нородном электрическом поле с напряжен- 


ее 
ностью ё,. Силовые ливии электрического 
поли перпендикулярны пластинам конден- 
сатора. Расстояние между пластинами 4. 
Конденсатор емкостью С,, заряженный до 
разности потенцналов (о, подключается к 
конденсатору С, (рнс. 2). Определить за- 
ряды па конденсаторах С; н А после под- 
ключения. Величиной внешнего электриче- 
ского поля в месте изхождення конденса- 
тора С, пренебречь. 

4. Человек для чтения текста надевает 
очкн с онтической силой 2——4 дноптрин. 
На каком расстоянни ему удобно распола- 
тать плоское зеркало при рассматривании 
своего лнца (без очков)? 


Вариант 2 


1. Брусок массы м, размеры которого 
показаны на рисунке 3, стонт на наклон- 
ной плоскости с углом наклона @. На бру- 


= 
сок начннает действовать снла К, параллель- 
ная наклонной нлоскости. Прн каком зна- 
ченин этой силы брусок опрокинется? Из- 
вестно, что соскальзывать с наклонной пло- 
скостн брусок при этом не будет. 

2. В цилиндрический сосуд с площадью 
сечения $,7-200 см? и высотой #й,—30 см 
калит объем У—4 я воды. В сосуд опускают 
стержень сечения $+—100 см, высота ко- 
торого равна высоте сосуда. Какую минн- 
мальную массу должен иметь стержень. 
чтобы он опустнлся до дна сосуда? 

3. Какая мощность выделяется в целн, 
изображенной на рисунке 42? К клеммам [—2 
прнложено переменное иапряженне (= 
=920 В. сопротнвление К. = №, = В. = 
=:200 Ом. Параллельно сопротнвленню А, 
включен идеальный днод В. При одном на- 
правлении тока сго сопротивление бесконеч- 
но мало, а ири другом — бесконечно ве- 
яико. 

4. С помошью сферического зеркала по- 
лучено изображение В презмета А (рис. 5). 
Построением определить положение н фокус 
зеркала. Вотнузтое или выпуклое это зер- 
кало? 


Варнант 3 


1. С какой максимальной скоростью 
может проехать мотоцикл по закруглению 
дороги радиуса В=80 м, если коэффициент 
трення между шинами мотоцикла и асфаль- 
том равен #=0,5? 

2. Спутннк сечення $=-|1 м? движется 
с первой касмнческой скоростью 5-7, км/с 
по околоземной орбите. Атмосферное дав- 
ление на высоте орбиты {200 км) равно р= 
== |,37.10-% Н/м?, температура 7=:1296 К. 
Определить число соулареннй спутника с 
молекулами воздуха за | секунду. Число 
Авогадро М№=6.- 1023 моль-!. Газовая по- 
стоянная А- 8,3 Дж.(моль. К). 
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Рис. 2. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


Рис. 5. 


Рис. 7. 


3. Две заряжениые частицы с равиыми 


скоростямн |9|=109 см/с одновременно вле- 
тают в плоский конденсатор (рнс. 6). При 
каких напряженнях на конденсаторе частн- 
цы смогут столкнуться? Удельные заряды 
частиц равны по величине (е/т=1,76Х 
х101 Кл/кг), но противоположны по знаку, 
угол падення @=60°. 

4. Точечный светящийся объект был 
сфотографнрован фотоаппаратом ‹ фокусным 
расстояннем объектнва Р=5 см дважды на 
одни и тот же кадр прн двух положеннях 
фотоаппарата. При втором фотографнрова- 
нии аппарат был параллельно перемещен 
вверх на Й—10 см. Расстояние на пленке 
между нзображеннямн объекта оказалось 
равным р-=2 мм. Определить расстоянне до 
объекта. 


Варнант 4 


1. Горизонтальный диск раднуса Ю= 
=10 м вращается вокруг своей осн, делая 
2 об.мин. Вдоль края днска навстречу вра- 


щению едет мотоциклист со скоростью |и|=- 
—=30 км/ч относительно днска. Каким дол- 
жен быть коэффициент трения между ши- 
памн мотоцикла и диском, чтобы мотоцикл 
не соскальзывал с днска? 

2. Состояние одного моля идеального 
газа изменялось по изобаре /—2, а затем 
по изохоре 2—3 (рис. 7). При этом газом 
совершена работа А. Отношение давлений в 
состояниях 2 и 3 задано: р.'рз=А. Извест- 
но, что температура п конечном состоянин 8 
равна температуре н состоянии /. Опреде- 
лить эту температуру. 

3. Электрон влетает в пространство меж- 
ду пластинами плоского конденсатора, где 
поддерживается постоянная разность по- 
тениналов © 60 В (рис. 8}. Определнть мн- 
нимальную скорость электрона, при кото- 
рой он достигает верхней пластины. Удель- 
ный заряд электрона г/т-— 1,7610 Кл/кг, 
угол гадения &=60”. 

4. Расстоянне между предметом и его 
изображением, даваемым тонкой положи- 
тельной линзой, равно 0,5 Р, где Е — фо- 
кусное расстояние линзы. Каким будет это 
изображение — действительным нлн мни- 
мым? 


С. Козел, Ю. Никольский, Б. Федосов. 
В. Чехлов, А. Шелагин 


й 


Га 


Рецензим, библмография 


Красивая 


физика 


То, что о физике можно рас- 
сказывать жнво и увлека- 
тельио, доказано многими 
авторами научно-полулярных 
кинг, а вот с красочным 
изложением этой науки чи- 
татель встретнтся, пожалуй, 
впервые. Яркий, эффект- 
ный переплет {на котором 
схематнчески изображена 
реакция взаимодействня про- 
тона н антнпротона) не мо- 
жет не прнвлечь виимания, 
заставляет взять книгу в 
руки, раскрыть. полистать 
ее, и уже тогда нельзя отор- 
вать глаз от радужного мно- 
гоцветья иллюстраций. На 
270 страницах ровно 300 рн- 
сунков! Рисунки  необыч- 
ны, орнгннальны, порой унн- 
кальны, н, главное, каж- 
дый рисунок несет большую 
смысловую нагрузку. —Ови 
не просто поясияют текст, а, 
подобно репродукциям и аль- 
боме, составляют неотъем- 
лемую, органнческую часть 
книги. 

Такова первая ©со- 
бенность кннгн, написанной 
(лучше сказать мастерски сде- 
лаиной) ученым из ГДР 
Гельмутом Лннднером и не- 
давно нзданной в русском 
переводе *). Вторая особен- 
ность — нетраднинионное ло- 
строенне. Обычно н книге, 
посвященной «всей фнзнике», 
сначала излагаются ее клас- 
сическне разделы:  механи- 


*) Г. Линднер. Кар- 
тины современной физнкн. 
Перевод с немецкого. М., 
«Мир», 1977. 


ка, теплота, электричество 
я магнетизм, оптика, а за- 
тем — теория относитель- 
ностн, строение атома и атом- 
ного ядра, квантовая меха- 
ннка, физнка элементарных 
частиц. Г. Линднер нарушил 
эту традицию. Уже в первой 
главе, озаглавленной Др 
жение и силы», он. едва 
познакомив читателя с эле- 
ментамн механики, сразу же 
переносит его в мир опти- 
ческих явленнй — интер- 
ференцни и днфракцин све- 
Та. А следующая глава («От- 
носнтельность») целнком по- 
священа теорнн относитель- 


ностн. В ней описывается 
олыт — Майкельсона, по- 
хороннвший гипотезу о су- 


ществовании «мирового эфн- 


раз, вводятся преобразова- 
ния Галнлея и Лоренца, 
формулируются основные . 


постулаты спецнальной тео- 
рин относительности  Эйн- 
шлтейна, разбираются выте- 
кающине из этой теорни след- 
ствия (сокращение длины, 
нэменение масштаба време- 
нн, знаменнтый «парадокс 
близнецов», связь массы и 
энергии н т. д.). Затем 
кратко, но вразумительно в 
потому вполне доступно 
иеподготовленному читате- 
лю излагаются основы общей 
теорни относитезъиости, об- 
суждаются возможностн и по- 
пытки экспернментальной 
проверкн этой теории. 


Глава 1П посвящена 
тепловым явленням, но уже 
само название ее — «Теп- 
лота н вероятность» — пре- 
дупреждает, что читатель 
встретится здесь не только 
с изложением знакомых по 
школьному курсу вопросов, 
но н с чем-то более глубо- 
ким. И в самом деле. автор. 
например,  заостряет вни- 
мание на вопросе об обра- 
тнмых и необратимых физи- 
ческих процессах. Как ут- 
верждал” один из осиовопо- 
ложников современной физн- 
ки Макс Планк, «различне 
между обратимымн и н®об- 
ратимыми процессамн лежит 
гораздо глубже. чем, на- 
пример, между процессамн 
механическимн я электрн- 
ческнми; — поэтому нменно 
обратнмость г ббльшнм ос- 
нованнем, чем любой другой 
признак. следовало бы выб- 
рать в качестве первейшего 


принципа при классифика- 
цни физических явлений». 

различать 0б- 
ратимые и необратнмые про- 
цессы, = оценивать степень 
нх обратнмости, нужна ка- 
кая-то количественная мера. 
Такой мерой является энтро- 
пня, и автор старается сде- 
лать это понятие близким, 
прнвычным неискушенному 
читателю. Понятие энтро- 
пни тесно связано с поняти- 
ем термодинамической веро- 
ятиости. А отсюда следует 


естественный переход к 
рассмотрению  вероятност- 
ных законов, господствую- 


щих а мире атомов и моле- 
кул, к обсуждеиню проблем 
закономерности п случайно- 
сти, порядка н беспорядка, 
наконец, принципа возра- 
стания энтропии и вопроса 
п терловой смерти Вселен- 
ной. 

В этой главе, пожзлуй, 
наиболее полно проявился 
педагогический талант ав- 
тора — все сложные вопро- 
сы он излагает вполне до- 
ходчиво, чему способствуют 
впечатляющие иллюстрацни: 
последовательные такты 
цикла Карно н автомобнль- 
рефрижератор, нгральные ко- 
сти н «демон Максвелла», 
сортирующнй молекулы, и 
множество других. 

В главе 1У  «Заряды 
и поля» Г. Линдиер основиое 
вннмание уделяет развитию 
представлений об электро- 
магннтном поле. Без едн- 
ной формулы, что иазы- 
вается, «иа пальцах», разъ- 
ясияется сущность уравне- 
ннй Максвелла (лежащнх 
в основе электродннамнкн) 
н вытекающие из ннх след- 
ствия, в частности, существо- 
вание электромагннтных 
волн. Далее рассказывается 
о четвертом состояннн ве- 


щества — плазме и ее тех- 
ническом нспользовании 
(МГД-генераторе). п спект- 


ре электромагнитных коле- 
баний, о поляризации м сло- 
жении поляризованных волн. 

Теперь уже читатель 
вполне подготовлен К вос- 
приятию собственно физн- 
ки ХХ столетия. изложе- 
ине которой начннается с 
главы \У «Квайты и атомы». 
Как и почему возннкла ндея 
кваитов? Все началось с не- 
возможности для класснчес- 
кой физикн разрешнть одну нз 


сложнейших проблем, 
занную с тепловым излуче- 


свя- 


ннем и получившую много: 
значнтельное названне «уль- 
трафиолетовая катастрофа». 
Но если бы успех вовой идеи, 
говорит автор. свойнлся толь- 
ко к этому. вряд ли стоило 
бы придавать ей особое зна- 


чение. Планковскую гн- 
потезу  квантон тоже ожи- 
дала бы судьба частной 


коиценцни, если бы она 
нс объяснила целую груп- 
пу  экспериментальных фак- 
тов и не предсказала новых. 


Одним нз важнейших был 
фотоэффект. для интерипре- 
тации которого Эйншгей- 


ну пришлось ввести понятие 
фотонов. Затем последовали 
другие многочисленные фак- 
ты. н которых проявились 
корпускулярные свойства свс- 
та ин волновые свойства ча- 
стнц. Возникла проблема 


дуализма, двулнкости — ма- 
терин. Как представить себе 
материю, которая одновре- 
менно обладает взаимонсклю- 
чающими свойствами: свой- 
ствами частицы и свойствами 
волны? Оказывается. при- 
чина этой кажущейся не- 
совместимости в том. что 
мы. 00 выражению Макса 
Борна, «втнскиваем этот 
{реальный}  мнр в недоста- 
точно адекватные модели. 
имеющие многие (но далеко 
не всс} общие черты со своим 
прообразом». Реальный мир 
куда сложнее механических 
моделей. используемых для 
его наглядного изображения! 

В главе УГ «Структура 
вещества» дается иредстав- 
ленне о зонной модели строе- 
ния твердого тела и с = 
помощью интерпретируются 
свойства металлов, днэлект- 
риков, полупроводинков. С 
квантовых нозиций обсуж- 
даются такие явления, как 
сверхлекучесть. сверхпро- 
воднмость, ферромагнетизм. 
наглядно разъясняется прнин- 
цип устройства лазеров. Это 
чуть ли не единственная гда- 
ва. где автор не ограничи- 
вается сугубо физическимн 
проблемами. а затрагивает н 
некоторые технические при- 
ложения. 

Две следующие главы 
(«Радиоактивность» и «Ядер- 
ные силы и ядермая эпер- 
Гия») посвящены основам 
ядерной физикн. Здесь рас- 
сказывается о существова- 
нии разлнчных изотопов, прн- 
водится красочная таблица 
стабнльных и нестабильных 
(с разными типами распада} 
ядер, описываются прибо- 
ры для регистрации ядерных 
частнц, Е 


заряженных "частиц я ядер- 
ные резкторы. 


Последняя глава «Эле- 


ментарные частицы» — наи- 
большая в кинге. М это 
весьма  знаменательно, по- 


скольку она посвящена сэ- 
мому злободпевному н са- 
мюму трудному направленню 
современных исследова- 
ннй — физике  элементар- 


ных частни.  Виачале рас- 
сказывается о космических 
лучах — естественном ис- 


зочиике частиц высоких энер- 
тий, в затем рассматриваются 
свойства самих так называе- 
мых элементарных частиц, 
которые в действительности 
не столь уж элемеитарны. 
В заключительном пара- 
графе. озаглавленном «Что 
остается неясным?». автор 
касзется вопросов, погранич- 
ных для физики элементар- 
ных частиц ин космологии. 
Оказывается, мнкромир н 
макрокосмое где-то сты- 
куются. вернее, не просто 
стыкуются. п тесно взаимо- 
связаны. определяют друг 
друга. Прнрода ` едина! 

Киита Г. Ливднера не 
лныена недостатков: в ней 
встречаются неточные. а иног- 
да и противоречнвые вы- 
сказывання. поэтому читать 
ее надо очень вмимателью. 
Но в целом это прекрасный 
подарок всем. кто любит фн- 
знку, и особенностн школьни- 
кам-старшеклассникам. Она 
принесет им несомнениую 
нользу п постижении 0ос- 
нов физикн ны доставит 
истинное ‘эстетическое удо- 
вольствие, 


И. Зорич 


в также ускорители 


(Начало см. с. М, 38. 52) 


60-62; МН. Игнатишин (Мукачево) 60—62; 
В. Изосимов (Кириши) 55; С. Исаков (Пермь) 
61. 62; М. Исиченко (Москва) 50; ЕЁ. Каза- 
рова (Ереван) 55; 7. Какабадзе (Тбилиси) 
50, 55. 57; Л. Калинский (Кишинев) 50; 
А. Карнаухов (Ижевск) 61. 62; С. Карнау- 
хов (Ростов-иа-Дону) 49—52, 61, 62; Л. Ки- 
невский (Челябинск) 55, 56. 61: С. Клейман 
(п. Луков Волынской обл.) 61. 62: В. Ко- 
белев (Щнгры) 61, 62; С. Кожухарь (Кнши- 
нев) 49. 51, 52, 61; В. Комов (Александров) 
53—57; Ю. Кордюков (Серов) 60—62; Г. Ко- 
рионов (Москва) 50—52, 55, 57. 60. 61; 
В. Коробов (Саратов) 52; И. Коротков ГСа- 
ратов) 50; Г. Корченский {Кишинев} 62; 
С. Коряк (Днепропетровск) 62; В. Костисян 
(Запорожье) 51, 53, 55; А. Кошелев (Сверл- 


ловск) 49—52; Л. Краджян (Ереван) 62: 
В. Кузьменко (Черингов) 51. 52; А. Куприн 
{Москва} 55. 57. 61. 62: М. Курбатов (Мо- 
сква) 49—51. 53—57. 60--62; Т. Кихтина 
(Кнев} 50; ЛП. Кичерек (Брно. ЧССР) 61. 62: 
Л. Кушнир (Астрахань) 60—62; В. „Таи- 
^ин (Кнев) 49. 50. 55. 61; А. Левченко (Сверл- 
ловск) 49—52. 55. 60—62: Д. Лепигия 
(Димитровград) 61. 62: Л. Лозицкий (Ган- 
цевнзн} 54, 61; Д. „Людмирский (Киев) 89-— 
53. 55. 56. 61, 62: А. Магадеев (д. Карачаево 
БашкАССР) 51; В. Макаров (Чезябниск) 
49. 52. 55, 60—62: Т. Макиенко (Лнепро- 
петровск) 52. 54, 55. 57. 62: Г. Мартиросян 
(п. В. Талии АрмССР) 60; М. Матвеев 
{Канаш) 51. 53. 55. 61; С. Малавеев (Москва) 
51. 61; А. М2еладзе (Тбнлисн} 61; Л. Межуе- 
ва (Челябинск) 51; Г. Мелани (Ереван) 60-- 
(Окончание см. с. 59) 
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Мнформация 


Всесоюзная неделя 
науки, 

техники и производства 
для детей и юношества 


СЗ по 9 января 1978 года повсеместно была 
проведена очередная Всесоюзная неделя 
науки. техники и производства для детей и 
юношества. посвященная 60-летию Ленин- 
ского комсомола. Это одна из самых массо- 
вых п эффективных форм работы по пропа- 
ганде  научно-технических знаний средн 
школьняков, их профессиональной ориента- 
ции, расширения кругозора и развития твор- 
ческих способностей. Ежегодно в мероприя- 
тиях Недели участвует около 16 млн. че- 


ловек. 
Торжественное открытне Недели со- 
стоялось вг. Москве. На 


открытне 
в столицу нашей Родины были приглашены 
200 учащихся — победителей  научно-тех- 
ннческих смотров. соревнований. конкур- 
сов. членов научных обществ. юных рацио- 
нализаторов и конструкторов из всех союз- 
ных республик и нх наставинкн — руково- 
дителн детских научно-технических объе- 
динений. Среди них 21 лауреат смотра НТТМ, 
28 участииков ВДНХ СССР. 108 победите- 
лей республиканских и областных выста- 
вок, олимпиад. 74 человека япляются чле- 
нами ВОИР и ПОУ. 

От именн организаторов Неделн — 
ЦК ВЛКСМ. Министерства просвещения 
СССР. ЦС ВОНР, ВС НТО н Всесоюзного 
обществз «Знание» участников Недели прн- 
ветствовалн секретарь ЦК ВЛКСМ 3. Г. Но- 
вожнлова, заместитель министра просве- 
щения СССР В. М. Коротов. Свонми мыс- 
лями о развитин научно-технического твор- 
чества учащихся поделилнсь академнк, дн- 
ректор Миститута ` космических исслело- 
ваний Р. 3. Сагдеев; Герой Социалистиче- 
ского Труда. слесарь Московского завода 
электровакуумных приборов Ю. Н. Дьяков; 
заслуженный изобретатель РСФСР. про- 
фессор МВТУ имени Баумана Л. Н. Реше- 
тов; писатель — фантаст Д. А. Бнленкнн. 

Насыщенной и нитересной была про- 
грамма Недели. На пленарных заседаннях 
н восьми секциях Неделн в Москве выступи- 
ло 87 человек с отчетамн о работе в кружках 
технического творчества, секциях научных 
обществ учащнхся. Выступлення сопровож- 
дались демонстрацией моделей, приборов, 
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конструкций. Работы, представленные на 
секциях, говорят о многообразии интере- 
сов ребят и выходят за рамки школьной про- 
граммы. Многие нз них выполиены по зада- 
нням НИИ, промышленных и  сельско- 
хозяйственных  предпрнятнй, используют. 
ся в иародном хозяйстве. На организован- 
ной здесь же выстааке «Юные техннки — 
Роднне» было представлено около 50 мо- 
делей, приспособлений. приборов, изготов- 
ленных участникамн открытня Недели, по- 
ловнна из них нашла применение в народ; 
ном хозяйстве. 

С особым нитересом воспрниимались 
выступления Ннны Карабановой — учащей- 
ся СШ № 54 г. Кишинева, члена Совета 
республикаиского научного общества уча- 
щихся «Витоорул»; чемпиона СССР по 
авиамодельному спорту, пятикласскика из 
Свердловска Владнмнра НМванова; канди- 
дата в масгера судомодельного спорта, уча- 
щегося 10-го класса из Алма-Аты Сергея 
Дворникова; секретаря школьной органи- 
зации ВОИМР, дважды  медалиста ВДНХ 
Кирилла Булаева из СШ № 4 г. Ярославля. 

На секциях шел заинтересованный раз- 
говор о работе научных обществ учащихся, 
пользующихся большим признаннем у стар- 
шеклассннков. О работе своих НОУ расска- 
зывалн Юрнй Козлов с Укранны, Тимур 
Данияр — Ходжаев из Узбекистана, москвич 
Александр Асланов. 

Участинкн Недели встретились к внд- 
ными ученымн, новаторами производстаа, 
лауреатами премни Ленинского комсомола 
в области науки. побывали на промышлен- 
ных предпрнятиях, в научно-нсследователь- 
ских институтах, редакциях научно-попу- 
лярвых журналов, ей г. Мо- 
сквы. доме-музее С. П. Королева, музее 
ВВС СССР. на ВДНХ СССР. 6 января груп- 
па`участннков Недели, интерссующаяся ма- 
тематикой, фнзикой н астрономней. побы- 
вала в редакции журнала «Квант». Ребята 
встретнлись с членами редколлегии журнала 
и сотрудниками редакции, озиакомились с 
процессом работы над номерами н планами 
редакцин на 1978 год. В заключенне встречи 
был проведен небольшой конкурс по реше- 
нню занимательных задач. и лять победи- 
телей этого конкурса — Саддар Гашнмов 
(г. Сумгаит), Тнмур Данияр — Ходжаев 
(г. Ташкент), Мгорь Залнвский (г. Ново- 
полоцк), Мосиф Свекло (г. Гродно) н Гри- 
горий Шапнро (г. Москва) получилн прн- 
зы — номера журнала г памятной надпнсью 
н автографамн сотрудников редакини. 

Подобные мероприятня прошли по 
всей стране. В союзных республнках со- 
стоялись конференции членов НОУ, вы- 
ставкн  техннческого творчества школьни- 
ков, олимпнады по математике, физнке, 
хнмнн. В школах, внешкольных учрежде- 
ннях, Домах техиикн НТО прошлн празд- 
ннки науки и техннкн, фестивали научно- 
познавательных фильмов, предметные ве- 
чера. показательные  выступлення юных 
моделистов и конструкторов. Миллионы ре- 
бят стали оучастникамн встреч с молодыми 
нзобретателями и рационализаторамн, экс- 


курснй на предприятня, стройки, в колхозы, 
совхозы, «дней открытых дверей» в высших 
учебных заведеннях, научно-нсследователь- 
ских ниститутах. 

Организованно и интересно прошла Не- 
деля на Укракине, в Грузни. Молдавнн, Лат- 
вии, Горьковской, Ярославской, Сверд- 
ловской и многих другнх областях страны. 

Так, в Пермской области открытие Не- 
дели науки, техникн и производства состоя- 
лось в областном Доме техники. В ходе Не- 
дели около 20 тыс. школьников побывали 
на областной выставке достижений народ- 
ного хозяйства, более 2 тысяч — на экскур- 
сиях в вузах, были проведены олимпиады 
по математике, физнке, химии, 150 членов 
изучио-технических объединений шШколь- 
ников жили в специальном зимием лагере, 
обмеинвались опытом работы, участвовали 
в различных соревнованиях. 

В ходе Неделн большое виимание было 
уделено пропаганде достижений нзуки. тех- 
иикн и производства за 60 лет Советской 
власти, знакомству учащихся с ходом вы- 
полнения решений ХХУ съезда КПСС, 
планов Х пятилетки. 

Миого добрых слов было сказано в 
адрес старших друзей ребят — учителей, 
передовых рабочих, колхозников, специа- 
листов народного хозяйства. научных ра- 
ботников, студентов — всех тех, кто вводит 


школьников в мир современной наукн, тех- 
ники, экономики, технологии производст- 
ва, кто передает им свои знаиня, умения 
и навыки. 

Всесоюзная неделя иаухи, техники ни 
производства для детей и юношества спо- 
собствовала объединению усилий всех за- 
иктересованных организаций в улучшении 
научно-технического творчества  школь- 
ников. Она показала, что для нашего вре- 
мени характерен не только количественный 
рест армин юных нсследователей, техинков, 
опытников сельского хозяйства. Ширится 
диапазон их творческих интересов, прноб- 
ретающих все более ярко выражениую об- 
щественно полезную — направленность. В 
деятельностн школьников все больше места 
заикмают рационализаторство, — конструн- 
рованне приборов и оборудования для нужд 
иародиого хозяйства, их творчество нередко 
иаправляется теперь заданиями научных уч- 
реждений и учебных заведений. предприятий. 

Проведенне Недели способствовало ре- 
шенню задач, определенных в поста- 
новлении ЦК КПСС и Совета Министров 
СССР «О дальнейшем — совершеиствованин 
обучения и воспитания учащнхся общеобра- 
зовательных школ и подготовке их к труду». 

Ю. Иванов 
Инструктор Отдела школьной 
молодежи ЦК ВЛКСМ 


(Начало см. с. 21. 38, 52. 57) 


62; В. Мелихов (Электрогорск) 62; А. Мыр- 
лин (Ленннград) 49—51, 53, 55. 62: А. Ми- 
хеев (Пермь) 54; А. Могильнер (Свердловск) 
61, 62; Н. Молчанов (Кнев) 53. 55; С. Мороз 
(Минск) 49—52, 60—62: В. Морозов (Фрун- 
зе) 53, 57. 61, 82; И. Муромцев (Орсь) 53; 
В. Муха (Вольногорск) 61. 62: Б. Нали- 
боцкий (Минск) 49, 51—57; В. Невмержиц- 
кий (с. Левковичи Житомирской обл.) 51. 
55. 61, 62; В. Нескоромный (Рубежное) 54: 
Н. Нескоромный (Сныферополь) 54; С. Не. 
стер (Днепропетровск) 56, 61; О. Нестеркин 
(п. Мятлово Калужской обл.) 51, 52; А. Ни- 
китенков (Великие Луки) 49—57, 60—62; 
В. Никитин (Запорожье) 55, 62: Л. Ныко- 
лаев (Москва) 55; А. Оглоблин (Иркутск) 51; 
А. Опарин (Горький) 50, 57, 61, в. В. Оста- 
пенко (Алма-Ата) 55. 61; П. Павицкий 
(д. Брянка Ворошиловградской обл.) 49--- 
52; Палей (Харьков) 49—52, 60. 61; 
А. Паршаков (Свердловск) 62: Д. Патарая 
{Тбилнси) 57; В. Переверзев (Омск) 62; П. По- 
былица (Ленинград) 50. 51, 55—57, 60—62; 
В. Полещук (Барановичн) 49-52: Е. По- 
номарев (п. Черноголовка Московской обл.) 
49—52. 60—62; А. Попов (Чусовой) 52; 
М. Райнин (Оренбург) 55, 62: А. Родин 
(Великие Лукн) 52; //. Рожанский (Москва) 
49—53, 60—62; С. Розуван (Киев) 61. 62: 
И. Романов (Москва) 60. 61; В. Рудянко 
(Мироновка Кневской обл.) 55, 57. 61; 
И. Савенков (р/п Лысые Горы Саратовской 
обл.) 50, 52; С. Савков Иркут 55, 57. 62; 
Н. Савченко (Киев) 49—52, 60—62: П. Саи- 
пов (Ташкент) 61; И. Северченко (Североло- 


нецк) 49; Ю. Семенов (Одесса) 61, 62; А. Си- 
лемко (Великие Луки) 50. 52; П. Сильвест- 
ров (Новосибирск) 60; А. Скипер (п/о Бо- 
городицкое Смоленской обл.) 49, 51, 52, 
55. 60; О. Славянский (Ленинград) 51, 52; 
Н. Смоляков (Тольятти) 49, 52, 55. 57, 62; 
В. Смышляев (Ленннград) 49. 51, 52, 60, 61; 
А. Солодков (Конотоп) 49, 52, 61; А. Стари- 
кова Егорьевск) 61: А. Сторожев (Актю- 
бинск)’ 62; В. Субботин (Тольятти) 62; 
Г. Субоч (д. Нарочь Минской обл.) 52, 53; 
Р. Султанов (Ташкент) 49. 51, 52. 61; 
А. а (с. Бутырки Воронежской обл.) 
51: А. Сухов (Гагарня Смоленской обл.) 62; 
Р. Тенненбаум (Киев) 62; Г. Ткаченко (Чи- 
рнк) 62; К. Трутнев (Казань) 55—57. 680— 
62; В. Трясцим (с. Орда Пермской обл.) 49; 
С. Туровец (с. Семигостичи Брестской обл.) 
50—52; Р. Усманов (Свердловск) 61; Н. Фе 
дин (Новосибнрск) 56, 61; А. Филатов 
{Тюмень) 61; А. Фомин (Новосибирск) 49-—- 
53, 55. 57. 61, 62; А. Хосаншим (Чусовой) 57; 
В. Хомов (Алексаидров) 49—52; А. Хугаев 
(Цхинвали) 50, 62; А. Чеботарев (п. Кава- 
лерово Приморского кр.) 55; А. Чурилов 
(Харьков) 52, 54; В. Шарафян (Ереваи} 56; 
Г. Шарипов (с Угали БАССР) 49, 50. 52; 
В. Шведель (Великие Луки) 61, 62; О. Шей- 
нин (Мозырь) 49, 51, 55, 56: А. Шепт в” - 
кий (Москва) 49—54, 58, 57, 60—62: И. Ши- 
бут (Барановичи) 52; В. Шлегель (Ашхабал) 
62; В. Юркина (Сыктывкар) 62; Ю. Янчук 
(п/о Иванополь Житомирской обл.) 55. 
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Необычные дроби 


Ученые математической лабораторин 
ВНИИПОЧЕМу с удивлением обна- 
ружили, что в физике существуют 
необычные размерные дроби — при 
делении одного ученого на другого 
часто получается третий. Например, 
если одного Вольта разделить на 
одного Ампера. то получится один Ом: 
1ВА = Г Ом. Оказалось, что дробей 
такого рола существует достаточно 
много. В приведенном же нримере вы- 
зывает раздумья н тот факт, что 1 Ом 
с легкостью переходит в 10 м (десять 
метров). Исследования в этом на- 
правлении продолжаются. 


Загадочное совпадение 


После многолетних теоретических и 
экспериментальных нсследований со- 
трудиики института ВНИИПОЧЕМу 
установили замечательный факт — чн- 
сло л и ускорение свободного цаде- 
ния & связаны с болыной точностью 
соотношением л“=#. Известно, что 
ускорение свободного надения зави- 
сит от широты. В настоящее время 
ведутся эксперименты по определе- 
нию зависимости числа л от того же 
параметра. 


Рекорд побит! 


Хорошо известио, что невесомость 
достигается, если тело находится в 
свободном полете. Прыгнув, напрн- 
мер, со стола, человек во время но- 
лета находится в состоянии невесо- 
мости. Один из сотрудников ВНИИ- 
ПОЧЕМу совершил 10’ прыжков со 
стола, тем самым превысив время 
пребывания в состоянии невесомости 
как Ю. А. Гагарнна, так и всех дру- 
гих космонавтов. 

До официального утверждения 
международными организациями ус- 
тановленного рекорда упомянутый со- 
трудник проснл из скромности не 
называть его имени. 


Понскн новых талантов 
увенчались успехом 


В целях выявления юных дарований 
сотрудники института постоянно ве- 
дут болыную работу с молодежью 
разного возраста. Один из сотруднн- 
ков в этом году решил провести соот- 
ветствующие мероприятия в детских 
садах. В силу снецифики последних 
учреждений, на все вопросы анкеты 
требовалось дать либо положитель- 
ный («да»), либо отрицательный («нет») 
ответ. При первом же посещении был 
обнаружен генизльный ребенок: че- 
тырехлетний Толя Костюков при та- 
ком опросе с вероятностью 50% пра- 
вильно отвечал на сколь угодно слож- 
ные научные вопросы, 


Ответы. указання, решения 


Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова 


(см. «Квант» М№ 3) 


Математнка 
Факультет вычислительной математики и ки- 
бернетики 
| : 
1. тов, 3—1, + «| 2. Указа - 


нве. Доказать, что данный треугольннк — 
— прямоугольный. Ответ. 


у 
4—л . 
дд 
3х =(— ИГ +5 т, у= 
— — № меш У? Я п(т, ПСР). 
5 2 5 


4. Туристы не могли начать свой путь из 
А, так как не существует трех различных 
маршрутов, изчиизющихся в А, каждый из 
которых состоит из трех дорог н проходит 
через все города (рис. . По аналогичной 
причине они не могли начать свой путь из С. 


Рис. 1. 


Покажем, что оин не могли начать путь 
из В. Допустнм противное. Поскольку пер- 
вый и второй турнсты перед прохождением 
третьих дорог своих маршрутов встретились 
в каком-то городе, нервые две дороги их 
маршрутов — ВАР и ВСО. Так как > 1% 
(обозиачения очевндны} и |ВАР |>| ВСО |, 
маршрут первого — ВАОС, второго —ВСОА. 
Для третьего — две возможности: ВАСО н 
ВСРА. В первом случае туристом, закончив- 
шим маршрут последним, не может быть нн 
первый (2;> 0зи |ВАОС | = |ВАСЬ ]), ни вто- 
рой (когда третий, закончив маршрут, прой- 
дет |ВАСО|-26 км, второй. поскольку 
2:<1з, пройдет меньше 26 км; так как 
01:58 км/час и |ВСОА |==34 км, за ос- 
тавшийся час закончить маршрут он ие 
сможет). Во втором случае послединм сно- 
ва не может быть ни первый (> 1% 


иВАДС |< |ВСАР]). ии второй ы-1= 


4“ 4 
= +1> 7,5 +1> 584+1=6,8 = 


34 34 
==> —— ==; Мы здесь использовали 
5 о. 
1 ь 
оз ни, = 9 р] < 7,5]. 


Итак. туристы начали путь из О. Рас- 
суждая как и выше, получаем, что маршрут 
первого — РАВС. второго — РСВА. Мар- 
шрут третьего не может быть РАСВ, так как 
в этом случае снова последним не может быть 
ни первый. ни второй. Таким образом, мар- 
шрут третьего — ОСАВ. 

р - и второй туристы встре- 


тились п В. = о Из этого равенства лег- 
р з 


№ `6 
ко выводится-— Е! Следовательно, {3 < 
1 ; 


«1. Значит, последним ани нара 


первый турист. Из условий та 


1 
и = --— и. 1= теперь легко 


находится ответ: и, =7 км/час. и» = 


1 1 
=6 —3 ®\/час, и, = 6—- км/час. 

5. Чтобы лучше понять задачу, обозна- 
чим через р(&} наименьшее значение (в за- 
даче сказано — «миннмум») функции } на 
отрезке |[—5т0; соз&|. Итак, 


р (а) = тт). 
[—2т12; 05а]. 


л 
Нам иадо найти все значения © 6 о. 5 | 


при которых функция р принимает значение 
пп р (@). 


№ 


Поскольку [ (х) = Юх (х— тах 
Х (х--с0$ а), критическими точками Ффункцин 
[на В являются 0, зто и с05@; кроме того, 
функиня { убывает на промежутках|—©о; 
—-с0$ @] и |0; $п@а], возрастает — на про- 
межутках [—с05 0; би [5та, +5053]. 


л 
При 0<а < -4- нмеем па < с05 а. 


Следовательно, при этих а нз трех крнитиче- 
ских точек фуикцин { на отрезок [—5та; 
с0$ & } попадают две: би мпа. Учтя равенство 
Г (Ю) == 0. заключаем, что при рассматрива- 
емых © р (<) равно [ (—ята) или } (та) 
(рис. 2}. Выражения для } (па) н }{ (—5т а) 
отлнчаются только одним слагаемым. По- 
л 
скольку при а © | 0;-4-[нмеей с05 © — зта > 
> 0. получаем }(зта) >[(—ят а). Сл 
довательно, при этих & 
р (<) =Р (та) = за (7 та — 
— 10 соза). 


| , 
| 


-со$л -Ята япта соза” 


Рис. 2. 


Аналогично получаем (рнс. 3), что при 


те л 
ге! 4: >! 


{а и. == 605? @ ( 7 с05@ — 
р (а) о бе. 


Кроме того, в @= 3, Е® = о хх 


п 
х (3х4) = Г = К-т 0) = 0; (=) в 


‚п Ё@® = пил | За (1) 
| [-= | 


т х) = тт 23 (3х —4)= 
а ге (-1:0] 


= 10 - Но )=5- 
Окончательно 
5113 @ (7 эт — 10 с0$ @), 


п 
если & Ё иг |, 


с0$3% (7 со5 а — Юта). 


л п 
>. ге; 3] 


р (©) = 


л л 
Поскольку $т (- у = ©0$ ре -- 


я л 
ЭР ( ‚ получаем р (ч- ) =р (+ '. 
Значит, график функции р симметричен от- 
п 
носнтельно прямой & —= -д-. Поэто- 
му практически 
се: =. 
а&е |0; 4 |› 
нимает значение ттр (а). 
В] 
0:4 | 
3 


цостаточио найти те 


при которых функция р прн- 


л 
Для а =2 5? ах 
х (Бут? а — 15 созза&-Р 14 5та-с0$а) = 


имеем р’ (<) 


а 


ат со5а 


й 


со5а 


па 
— 2-м Х 


Рис. 3. 


== 2 $1. ©0572 © (5 18? © -|- 1418 а — 15) = 
Ос: з —7— |} 124 
= 19 311] 4-с05? а [1ра ани х 


х (а аж . Следовательно, 
функция р убывает на промежутке 


7 124 
| атс И я в точке а, = 


= агс4 р нА. имеет мниимум и возрас- 


— 7 р 124. =. 
обе = 
Поэтому значение пир (<) функцня р при- 
п 
©: 


тает на промежутке | агс {в 


4 
инмает п точке а; (рис. 4) 


п л 
На отрезке |-4-; —5_| она принимает 
ь л 
значение тир (<) в точке &. = 5 = 
д п 


3'2 


—7-- и 124 


== = — агся причем 


5 . 
р(еи)=р (2) (рис. 4). Поэтому ттр (а) = 
д 
6; — 
== Е р (@) =тт | (а). 


х [+5 


= 


Ответ. | ыгсиа 


\ 
— же Е 


‚ 


—7-+ 7124 п 
5 2 


Рис. 4. 
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Физический факультет 
г \ 
г. = +1462). 2. 14.3. = 


7 
=— =. х. = —2 8 -*. Углы при 


большем основании равны 45°, 
шем — 135". 

5. Введем прямоугольную систему ко- 
ординат: за начало координат примем точку 
А, за ось абсцисс — прямую АД. за ось ор- 
дннат — АВ. за ось апиликат — АА, (на- 
правление осей — по ребрам). В этой снсте- 
ме интересующие нас точкя имеют следующие 
координаты: 


1 1 
Е (6: 0; =), Е [5 | о} ы 
` : 
} 1 1 
1 (7: 3:37). Ви 5. 
Дальше нада найти уравнение плоскости & 
как плоскости, проходящей через три точки 
< известнымн координатами, н вычислить рас- 
стояние от точки В, дос («Квант», 1977, №3 


или задача 28 в «Геомелрии 103). Ответ. 
11 


у‘ 
Физика 
1. $. = ИЗ км. 


при мень- 


> 
= Мпт| = | (1 - соз а) 
ОР Пт т Пить Н. 


3. [Е |= (М+- м) [2 |==130Н. 
а 
4-е ам 
х (раИ. — р2И1)* 
4раИ, (23 — РУ, — У.) ° 
== 949 (М - т) 
Е 


о. 
4лех [ Е | (@т ++ 9М) 
Р. 


б, 2 
7. Е. Ее. (©) == 75 Вт. 


5. Глвах = Г: Х 


8. Второй луч тоже испытает полное 

внутреннее отражение н не выйдет в воздух. 
9. х= ЕР (п— Над! см. 
10. х-=4$3 см. 

Площади ориентированных фигур 

(см. «Ковамт» № 3) 

1. пл РА\А. = пл. РВ.В,. Нужно вос- 
пользоваться свойством {1|). 

2. пл. А.А,... Аи == пл. В\Ва... Вл. 
Следует яз задачи 1} н теоремы &. 

3. В,В.Вз можно получить из А.А. Аз 
двумя симметриямн —_ относительно сере- 
днны отрезка А,В, н относительно точкя В, . 

4.2) По (А) 5$(АВ, а--ЮММ) - 
= $ (АВ, МХ) = 5 (АВ, А). 

6) Нужно воспользоваться пунктом а): 


т Е т 
5 АВ, п" ми - л$ (лв. га мм - 


—= 15 (АВ, М№). 
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‚ в) Воспользоваться пунктом 6), (Аз) н 
(А). 


5. Воспользуйтесь формулами (А/)— 


«Продолжение» задачи Мёбиуса. Вос- 
пользуйтесь равенством х = а--р+а в 
четырьмя аналогнчнымн  равенствами. Об- 
щая задача. Воспользуйтесь тем, что а’ = 
— ма-- 2, где ц--|—А, и четырьмя анало- 
гичнымн равенствами и с помощью равенст- 
ва видах == а--р--а выразите р, 9, г, зи Е 
через хина’. В’, с’. 4“ ие. 


Квант для младших школьннков 
(см. «Квант», № 3) 
1. Булок было 94 731: -- 86210 


2. 32 года. 
3. См. рисунок 5. 


Рис. 5. 


3. Поскольку сумма цифр уменьшаемо- 
го и вычитаемого одна и та же, разность 
делится на девять. Следовательно, цяфра, 
обведенная и кружочек. равна дополненяю 
известной отгадчику суммы остальных цифр 
разности до чнсла, кратного девяти. 
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Рукописи ме возвращаются 


На рисунке изображена сферическая цикло- 


т 
ида, для которой 5 “5. О сферической 
циклойде читайте на стр. 13 
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+1 Ф1$:0:97Фг9: 


Пункты А и В связаны двумя дорогами. 
В пункте А находится заяц, в пункте В — 
волк. Волк хочет поймать зайца: заяц же 
может убежать от волка по дороге ВС 
(см. рисунок). Зайцу разрешается двигаться 
по дорогам только в указанных направлени- 
ях, не перехоля с одной дороги на другую 
и поворачивать только в пунктах А и В. 
Волку же разрешается двигаться в любом 
направлении, в пункте О — выбрать любое 
из четырех направлений движения. И заяц, 


и волк могут останавливаться п любой точке 
своего путн. 

Во сколько раз скорость зайца должна пре- 
вышать скорость полка. чтобы заяц мог 
убежать? На протяженни всего движения 
заяц и волк видят друг друга, двигаются 
они равномерно и волк начипает движение 


перае Отрезкин пути ОА, ОВ. ОС, ОЕ, СР. 


‚ АРи ВЕ равны между собой. 
Как изменится ответ. если дорога п направ- 


леиин ВС перекрыта? 
Е. Зусер 
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Велнкий норвежский математик Нильс Хен- 
рнк Абель как-то сказал, чта «геометрия — 
это искусство хорошо рассуждать на плохо 
выполненных чертежах». Действительно, 
сделать абсолютно правильный чертеж не- 
возможио. Более того, если речь идет. ска- 
жем. о произвольном треугольнике, а вы на- 
рисовали его равнобедренным яли прямо- 
угольным, то это может иатолкнуть вас на 
решение, голящееся только для частного 
случая. 

Однако если речь идет о фигуре к заранее 
заданными свойствами. то нужно постарать- 
ся сделать чертеж поточнее, Четко выпол- 
ненный чертеж зачастую подсказывает идею 
решения задачи, 


Здесь привелеи чертеж к следующей задаче, 
предлатамдейся на Х!Х Международной ма- 
тематической олнминале. 

Впутрн данного квадрата АВСР построены 
равносторонние треугольинкн АВК, ВСЕ. 
СОМ, РАМ. 

Доказать, что середины четырех от- 
резков КЁ, ЁМ, МУ п МК вместе с 
серединами восьми отрезков АК, КВ, ВЕ. 
ЕС, СМ, МР. Б№ н МА являются вершинами 
правильного дненадцатиугольника. 

(Одно из ее решений можно прочесть в 
«Кванте» № 2 за этот год) 
Постарайтесь, глядя на чертеж. решить ее и 
уме. 


А. Савин 
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В. Болтянский 


Часто ли 


степени двойки 
начинаются 


с единицы? 


Постановка задачи 


Среди степеней двойки вновь и вновь 
встречаются числа, начинающиеся с 
единицы. Как часто они встречают- 
ся? Иными словами, какова вероят- 
ность того, что произвольно взятая 
степень двойки начинается цифрой [2 

Уточним постановку задачи. Сре- 
ди вынисанных (см. заставку) пят- 
надцати чнсел четыре начинаются с 
единицы. Напишем эти числа на пят- 
надцати карточках, перетасуем их 
н выберем наудачу одну карточку. 
Вероятность того, что на ней будет 


2 


число, начинающееся цифрой 1, рав- 
на 4:15 (рис. №). 

Возьмем телерь п первых степеней 
двойки, т. е. числа 92. 28...., 9”. 
пусть среди них а, чисел начинаются 
{в десятичной записи) с единицы. 
Тогда вероятность того, что число, 
наудачу выбранное из чисел 21, 2°.... 

‚ 2“, начинается цифрой 1, равна 
а/п. Эта вероятность зависит от п, 
т.е. от того, сколько первых 
степеней двойки было взято. Предел 


(1) 


(если он существует) и называется 
вероятностью того, что произвольно 
взятая степень двойки начинается 
цифрой 1. 

Задачи 

3. Какова вероятность того, что про- 
нзвольно взятое натуральное чнсло делит- 
ся на 3? 

2. Какова вероятность того. что ипро- 
извольно взятая цифра лесятичного разло- 


161 р ъ 
ження числа 555 является пятеркой? Двой- 


ой? 

3. Какова вероятность того, что произ- 
вольно взятое натуральное число является 
тозиым квадратом? 


Вычисление предела (1) 


Среди двузначных чисел, являющих- 
ся степенями двойки, ровно одно 
(а именно, 16) начинается с единицы. 
Среди трехзначных стеиеней двойки 
тоже ровно одно Число (а именно, 
128) начинается с единицы. То же вер- 
но для четырехзначных степеней двой- 
Ки. 
Вообще, при Е > 1 среди К-знач- 
ных чисел, являющихся степенями 
двойки, имеется ровно одно, начи- 
нающееся цифрой 1. В самом деле, 
наименьшее „-значное число, 
являющееся степенью двойкн, обя- 
зательно начинается с единицы (ина- 
че, разделив на 2, мы получили бы, 
что и предыдущая степень двойки яв- 
ляется Ё-значным числом). Другого 
же числа, начинающегося цифрой 1, 
среди Ё-значных степеней двойки нет: 
следующая степень двойки будет 
иметь на первом месте цифру 2 или 
3. следующая — еще большую циф- 
ру, пока мы не получим (Ё-—1)}-знач- 
ное число. 

Из сказанного следует, что если 
число 92‘ является 1-значным, То сре- 
ди чисел 21, 2, ..., 27 имеется ровно 
т— | чисел, начинающихся с едини- 
цы, т.е. а, = т_1. Но утвержде- 
ние «число 27 является т-значным» 
означает, что. 

1Ю7—1=27 = 
то есть 


т < па Ж<т. 
Вспоминая, что а, = т—1, получаем 


@п 
п 


, 1 
ое, 
н, следовательно. 


Чт — |2 = 0,30103... 


в 


ра = Ит 


п-©® 


Итак, чуть больше 30% степеней 
двойки начинаются с единицы. 


Задачи 

4. Обозначим через ру вероятность то- 
го, что произвольно взятая степень двойки 
начннается цнфрой 9 *). Докажнте равенства 


ра--Рз--Раь Ра-РРь-— рэ. „Ре-НР =, 
рэ-Ерь-= Ра. 
5. Докажите, что р.=1—3 в 2= 0,096... 
Как видите, степени двойки начннают- 
ся цифрой 4 и три с лишннм раза реже, чем 
цифрой 1 (рис. 2). 
бе = Ра ` 


мы 


Рис. 2. 


Общая задача 


А какова вероятность того, что про- 
извольно взятая степень данного на- 
тиурального числа. { начинается (в 
десятичной записи) цифрой 42 
Пусть число Ё начинается в деся- 
тичной записи цифрой д, т. е. 
9-0" = п (9-Е 0.10", 
где 1 — некоторое натуральное чис- 
ло. Разделив эти неравенства на д. 107 


и прологарифмировав по основанию 
10, получим: 


0< (#11 №9 —т < т.) 


Так как число, стоящее справа, мень- 
[1 1 

ше единицы — т =2< 19), 

то неравенства (2) означают, что дроб- 

ная часть числа п 16 1—5 9 меньше 


1 - . 
127 о (напомним, что дробной частью 


*) Существованне чисел ра вытекает из 
дальнейшего. 


числа х называется разность между 
числом х и его целой частью: |х| —= 
= х—|[х], а целая часть х— это 
маиболынее целое число, которое не 
превосходит х). Обратно, если дроб- 
мая часть числа п 15 [16 9 меньше 


1 

в ‚ т. е. если при некотором на- 
туральном т выполнены неравенст- 
за (2), то № начинается в десятич- 
ной записи цифрой 4. Таким образом. 
поставленная задача эквивалентна 
следующей: хакова вероятность‘того, 
что для произвольно взятого нату- 
рального числа п 


гк Е 


Решить эту последнюю задачу нам 
поможет 

Теорема [е] дробных 
частях. Лусть а, В — действи- 
тельные числа, причем число а — 
иррациональное, и {Г — некоторый 
промежуток длины й, содержащийся 
в отрезке (0, 1]. Рассмотрим беско- 
нечную последовательность а-НВ, За 
+В. ..., па--В, ... Вероятность того, 
что произвольно взятое число этой 
последовательности имеет дробную 
часть, принадлежащую промежут- 
ку Г. равна В. 

Доказательство этой теоремы мы 
приведем в конце статьи, а сейчас 
покажем, как она применяется к ре- 
шению нашей задачи. 

Прежде всего заметим, что если [ 
является степенью десяти, то все 
степени числа {/ начннаются цифрой 
}, т. е. в этом случае задача триви- 
альна. 

Если же [ не является степенью 
десяти, то число а = [Г ирра- 
цинонально. По теореме о дроб- 
ных частях вероятность того, что 
произвольно взятое число из последо- 
вательностн п 1 1—4 (п = 1,2, ...) 
ямеет дробную часть, принадлежащую 


промежутку [о, “с | равиа 
Ч! 
9 


16 . Это и дает решение рассмот- 


ренной выше задачи: — вероятность 
10го, что произвольно взятая степень 
натурального числа [ (не являющегося 
степенью десяти) начинается циф- 


рой 4, равна ВТ. 


Обратите внимание на то, что 
эта вероятность не зависит от / На- 
пример, степени двойки и степени 
тройки одинаково часто (а именно, 
с вероятностью 15 2) начинаются циф- 
рой 1. 

Задачн 

6. Докажите, что если натуральное чис- 
ло { не является степенью десяти, то число 


171 о. 
1. 


ычислите вероятности ре, .... р». ука- 


занные в задаче 4. Дайте новое доказатель- 
ство содержащихся там равенств. 

8. Какова вероятность того, что произ- 
вольно взятая степень двойки 
комбинацией цифр 


начинается 
1000 (рис. 3)? 


3. Какова вероятность того, что произ- 
вольно взятая степень числа { (не являюще- 
гося степенью десяти) начинаеся комбина- 
цней цифр 914 ... 9г (где 0,50)? Выведите 
отсюда. нто степени числа {[ могут начинать- 
ся любой комбниацией цифр 9142... д» 
(9150). 

10. Докажите следующие утверждения: 

а) Вероятность того, что у произволь- 
но взятой степени числа [, не являющегося 


степенью десяти, вторая слева цифра 
есть 0, равна 
р = 18(1-21.31.... 91) — в (9!) —9. 


о: 

Ухазание: р’ есть сумма ве- 
роятностей того, что произвольная степень 
числа / начинается комбимациями 10, 20, ... 
6) Вероятность того, что у произволь- 
но взятой степени числа {, не являющегося 
степенью десятн, А-я (слева) цифра есть 4 


(где & > 9=, 1...., 9), равна: 
т 0—1 | | р 
= % - == 

== 10А--2 ч+ 


11 *. Используя результат задачи 10, 6). 
& 
докажнте, что Пт Ру = 1/10. Таким обра- 


Кс 
зом, при достаточно большом ®Ё каждая из 
вероятностей р, р(®, ..., р! как угодно 


мало отличается от №10. 


У казаине: докажите, что 1м (1-5 х)<х 
при х >0*); затем воспользуйтесь соотно- 
шениямн: 


#1 +) -—1 = (1 "+ ее < 
<и (+ тает) 


ти ип [1+ то х)< 
ыы пре НИ 
<“ = 


в =) 
7100 10 ЕО Р 


12. Обобщите результаты задач 9 и 10 
6) на случай, когда степенн числа { записы- 
ваются в системе счисления с основанием 


> 1. В частностн, для двоичной системы 
счисления формулы задачи 10, 6} принима- 
ют следующий внл: 
А.Ш 3 
Е вы В О ЕВА НыАЬА У, 
Ро ив, | р ро Хх. 
х =— | 
2—2] 
НИ Оф. 2 2—4 
Ро — ОБ ет ЖЗ 
ЕТ 2-3 
ок 
а. 


Еще одна задача 


В качестве еще одного примера прн- 
менения теоремы о дробных частях 
рассмотрим следующую задачу: 
число & иррационально; нужно 00- 
‚ казать. что существует натураль- 
ное п, для которого с0$ пая >> 0.999. 
Заметим, что неравенство 
с0$ пал > 0,999 равносильно  сле- 
дующим: 

2т л—агссо$ 0,999 < пал < 

< 2тл-+агссоз 0,999 


(при некотором целом т), т.е. 
а 1 и 
т “п. агссоз 0,999 
1 
<т + —— агссоз 0,999. 


Иными словами, — неравенство 
с0$ пал, > 0,999 выполняется в том 


*) |пх — это логарифм числа х прн не- 
котором спецнальном основании е—2,71828.. 
(«Алгебра и начала анализа 10», п. 109). 


У й пежо в 
гие ЕТ к. 


н только в том число 


случае, если 


и 1 асов 0,999 
[и + 5 агссо$ 0,999 | принадле 


жит промежутку [0, тагссоз 0,999 ]. По 


теореме о дробных частях произвольно 
выбранное натуральное п удовлетво- 
ряет этому условию с вероятностью 


— агссоз 0,999 2 0,014. Таким обра- 


зом, если М достаточно велико, то 
примерно 1,4% чисел 1, 2. ..., № 
удовлетворяют поставленному тре- 


бованию. 


Задачи 


13. От произвольной точкн окружности 
радиуса 1 откладываются друг за другом 
дуги длниы 1. Обозначим через А.А. ... 

.. Ал, ... Последовательные концы отклады- 
ваемых дуг. Докажнте, что, какова бы ви 
была дуга @ этой окружности, найдется 
точка А; Е О (рис 4). 

14. Докажите, что если &« иррациональ- 
ло, то функция созх -|- созах ие является 
лерноднческой. 

15. Даны две бесконечные арифметиче- 
ские прогрессии: 

в1-|- 4. а, -г24:, а! --За1. ...; 
а2--4з, 23-24, вз-ЕЗЦ., .... 
причем числа Ч; н 4, положительны, и от- 
ношение 4:4, Иррационально. Найдется 


лн такой член первой прогресснн и такой 


член эторой прогрессин. что модуль нх 
разностн меньше 0.000001? 

16. Леом радиуса Е пазовем объедине- 
ние всех кругов раднуса в, центрами кото» 
рых служат точки с пелочисленнымн ко- 
ординатамн. Докажите. что еслн прямая 
образует с асыю абецисе угол ф, тангенс ко- 
торого нррацвонален, то она обязательно 


пересекает лес (как бы ии было мало $; рис. 5). 


Доказательство теоремы 


Перейдем теперь к доказатель - 
ству теоремы о дробных частях. 

Возьмем произвольное натураль- 
г—1 


2 
ное число г. Точки — — ... 
СР ВЯ ы г 


разбивают отрезок [0. 1] на г отрез- 
1 
ков длины — Назовем эти отрезки 
«клетками», а дробные части чисел 
©, 2“, ..., (г-- 1)а назовем «зайцами»*). 
Так как «клеток» г, а «зайцев» г 1, 
то найдутся два «зайца», попавшие в 
одну клетку, т.е. найдутся такие 


натуральные р’и р’ (р’> р’). что 
дробные частн чисел р’а и р”’а от- 


| 
личаются менее чем на и. Значит, 


# | 
[(р’а—р”а)—т|<—- при некото- 


ром целом т. Положив р = р’—р”, 

мы можем написать:  |ра—т| = &, 
1 

тде = <—. что = 5 0, так 


как а иррационально. Обозначим че- 
рез $ наименыиее натуральное число, 


1 1 
превосходящее —— ‚т.е. 5— 1<— < $5. 


Заметим, 


Рассмотрим $ последовательных 
членов арифметической прогрессии с 
разностью ра: 


У ра. ФТ 2ра, ..,ф- 5ра, (3) 
тде 7? — некоторое < действительное 
число. Обозначим дробные частн чи- 
сел (3) через х., х., ..., Х,. В силу ра- 
венства (ра—т| = е числа Хх, х.,... 
.... № отстоят друг от друга на е 


| 
(рис. 6). В силу неравенств ево 


В | 
< ;__ грРасстояние между точками х, 


*) Эта терминология связана с  прин- 
ципом Дирихле («Квант». 1977, № 2, с. 
17)- Тсорему о дробных частях можно наз- 
вать «принцииом Днрнхле для бескоцечно- 
го числа зайцев». 


Рис. 6. 


и х. на рисунке 6, б меньше г. Из 
сказанного вытекает, что число точек 
х,. Х.. .., Хы попадающих на отре- 
зок / длины Й, заключено между чис- 


А К 
лами— —1 ч — +2, т. е. между 


5—2 и 5Н-2 (заметим, что В 1). 

Возьмем теперь р5 последователь- 
ных членов р., 6,, .... бр. Какой-ли- 
бо арифметической прогрессии с раз- 
ностью © (т. е. $,., = В, фа). Рас- 
положим их в виде таблицы, изобра- 
женной на рисунке 7. Очевидно, что 
каждая строка этой таблицы пред- 
ставляет собой прогрессию вида (3). 
Так как число строк равно р, то 
количество тех членов рассматривае- 
мой прогрессии В,, В., -.., В», дроб- 
ные части которых попадают в про- 
межуток {, заключено между чис- 
лами р (51—2) и р (51-2). 

Пусть, наконец. п — произволь- 
ное натуральное число. болыцее гр$. 
Разделив п на р$ с остатком, получим 
п = $4 о, тетьг, 9 < д< 15. 
Следовательно, из чисела-- В, 2-Е В,... 
.... па--В можно взять { раз по р$ 
последовательных членов арифмети- 
ческой прогрессни с разностью <, 


Е: 

| пре. бе обр * 

Фара 2 .>* ера 
и 


в р+з $, +3 Е) о +3. Ур. в 
к т 2. 


н еще останется д чисел. Поэтому 
р (51—2) за, < р (58-2) а, 
где а, — количество тех чисел а--В, 
2<--В, ..., па-- В, дробные части ко- 
торых попадают в промежуток 1. 
Это неравенство можно перелисать 

в виде 

(9) 2 за < (19а 
-р-ч, 

откуда (в силу соотношений О<#< 1, 

9<р$) получаем 

пп 1р—р5<а, <пй--р-р$, 


т. 
ап 2р -|- р 21р -- рз 
а п < Е = 
2 | З 
= тт 


(поскольку [2>ги — < 8 ве. .Итак, 


существует такое натуральное № {а 
именно, №М=гр5), что при п>М вы- 


а 3 

полнено неравенство] г к. 
Ввиду произвольности — натураль- 
ного числа г, отсюда следует, что 
: а 

Ит—" = 

л-с п 

Задачн 


17. Докажите следующее «двумерное» 
обобщение теоремы п дробных частях. Пусть 
на плоскости фикснрована система коорди- 


нат. Дробной частью вектора а с координа- 
тами х, у будем называть вектор, координа- 
тами которого являются дробные части чи- 
сел х и у {рис. 8). Пусть М — некоторый 


Рис. 9. 


многоугольшик, содержащийся в квадрате с 
вершинами (0; 0), (0; 1), (1: 0), (1; 1). Будем 


говорить, что некоторый вектор $ попадает 


—-> 


в М, еслн Ь = ОВ, где О — начало коорди- 


нат, а В 6М. Пусть <, В — произвольные 
векторы на плоскости, причем коордннаты 


> Хо 
Хо, Ио Вектора &. ин число тыс Ра овоы. 


Рассмотрим бесконечную последователь- 


ов в ее 
ность векторов ©--В, 2а--В, .... па-РВ. Ве- 
роятность того, что произвольно взятый 
вектор этой последовательностн имеет дроб- 
ную часть, попадающую в многоугольник М, 
равна площади 5$ (М) этого многоугольни- 
ка *). 

18. По бесконечной шахматной доске с 
полями в виде квадратов со сторой 1 пры- 
гает блоха, перемещаясь за каждый прыжок 
на хо влево и на и, вверх (рис. 9}. Докажн- 
те. что.если числа ло, ус и-^нррационал ъ- 

ых 


ны, то блоха обязательно попадет когда-нн- 
будь на черное поле. 


19. Числа—— нь. иррацнональ- 
Е о & Аз 


ны. Докажите, что система неравенств 
[зтлА, >> 0.999999, 
\;т ПА, >> 0.999999 

нмеег натуральное решение п. 


*) Аналогичное обобщение справедливо 
также для п-мерного пространства (вектор 


5 
с должен обладать тем свойством, что все 
его координаты иррацнональны и ни одна 
из инх не представляется в виде лннейной 
комбинации остальных координат с рацно- 
нальными коэффициентами). 


Ускорители ИЯФ — 
метод 
встречных пучков 


В 1967г. академнку Г. И. Будкеру и его 
блнжайшим сотрудникам была присуждена 
Ленннская премия за развитие метода встреч- 
ных пучков. Этнм признанием был подведен 
итог первому этапу работ, положивших на- 
чало нспользованню в физнке высоких энер- 
гнй етого очень перспектнвного метода. @ 
пренмуществах метода встречных пучков, 
©б исторнн его создания в Институте ядерной 
физики ‘Снбирского Отделения АН СССР, 
основателем н днректором которого был вы- 
дающийся советский физик н органнзатор 
наукн академик Г. И. Будкер, рассказыва- 
ется в этой статье. 


О том. зачем нужны ускорители, и 
об устройстве обычных ускорителей 
«Квант» уже рассказывал (см. № 4 
за 1977 г.). Основным способом иссле- 
дования микромира в настоящее вре- 
мя является столкновение элементар- 
ных частиц. Чем глубже мы хотим 
проникнуть в микромир, тем больше 
должна быть энергия соударення. В 


эксперименте 
ца сталкивается с другой элементар- 


элементарная частн- 


ной частицей.  Регистрируется ре- 
зультат столкновения — скорости от- 
клонившихся ияи родившихся при 
соударении частиц, их сорт. Глубина, 
на которую мы таким образом прони- 
каем в микромир, определяется энер- 
гией ускоряемых частиц. Но на пути 
развития ускорительной техники воз- 


. никают две существенные трудности. 


Первая заключается в том, что для 


сообщения ускоряемым — частицам. 
все болыших энергий необходимы 
ускорители огромных — размеров, 


которые стоят очень дорого. Вторая 
же трудность носит принципиаль- 
ный характер. 

Для того чтобы понять, в чем она 


заключена, обратимся к хорошо 
знакомому нам процессу соударе- 
ния шаров. 


Рассмотрим «лобовое» соударение 
двух шаров одинаковых масс. При 
столкновении шары начинают дефор- 
мироваться, ия часть первоначальной 
кинетической энергии системы ‘пере- 
ходит в потенциальную энергию де- 
формации шаров. Представим себе, 
что мы изучаем прочиость наших ша- 
ров, нас интересует, при каких усло- 
виях они разбиваются. Ясно, что 
эти условия определяются именно ве- 
личиной потенциальной энергни де- 
формации шаров. Какую часть состав- 


ляет эта энергия от первоначальной 
кинетической энергии системы? 
Рассмотрим сначала случай, ког- 
да один нз шаров первоначально по- 
коится. Пусть на покоящийся шар на- 
летает шар, кинетнческая энергия 


ту" , 
которого Ё = —5— .Сразу после стол- 


кновения шары начинают деформн- 
роваться. Очевидно, что деформация 
шаров растет до тех пор, пока отно- 
сительная скорость шаров ке станет 
равной нулю. В этот момент шары 
движутся как одно целое (шар с мас- 


сой 2т) с некоторой скоростью и, 
и энергия деформацин шаров макси- 
мальна. Из закона сохранения нм- 


пульса — т|у|= 2т |ш| — следует, 

что и| = |у[2. Согласно закону со- 
Эти 

хранения энергии ЕЁ =. + Ви, где 


2 


Е, — максимальная энергия деформа- 
цин шаров. Следовательно, 


е Эт (и/2)? гг 
= Е— "ОМ Е. 


Таким образом, максимальная энер- 
гия деформации шаров в случае, когда 
один из них первоначально покоился, 
равна половнне начальной кинетиче- 
ской энергин системы. 

Иное дело, когда два шара дви- 
жутся навстречу друг другу с одина- 
ковыми по абсолютному значению 

> 


скоростями ||. В этом случае энер- 
гия деформации Е, в процессе соуда- 
рения максимальна в тот момент, 
когда-скорости шаров равны нулю. Из 
закона сохранения энергии следует, 
что 


г ти? 
где Е’—=2-„_ — начальная энергия 


системы. Итак, при соударении дви- 
жущихся навстречу друг другу шаров 
вся первоначальная кинетическая 
энергия системы переходит в энергию 
деформации. 

Рассмотренный нами случай со- 
ударения двух шаров, из которых 
один первоначально покоился, пред- 
ставляет собой модель ситуацин, про- 
нсходящей в обычном ускорнтеле, — 
ускоренная частица налетает на не- 


подвижную мишень. Энергия дефор- 
мацин шаров — это аналог той энер- 
гии, которая при соударенни ускорен- 
ных частиц с атомами мишени опре- 
деляет происходящие в атомах про- 
цессы, возможность рождения новых 
частиц, их энергню. Именно эта «по- 
лезная» энергия и интересует иссле- 
дователей. 

Теперь нам становится ясна та 
принципиальная трудность, которая 
возникла перед создателями ускори- 
телей. Когда  ускоренная частица 
сталкивается с атомами неподвижной 
мишени, часть ее энергни расходу- 
ется на сообщение скорости снстеме 
«частица--атом» (вернее, «частица 
+ рожденные в соударении частицы») 
как целому. И эта часть энергии «тра- 
тится» без пользы — ведь исследова- 
теля интересует энергия рожденных 
в процессе соударения частиц, а энер- 
гия движения системы как целого — 
это своего рода «энергетические из- 
держки» в процессе. В случае, когда 
скорость частиц мала по сравненню 
со скоростью света, эти «издержки» 
составляют половнну  первоначаль- 
кой энергин ускоренных частиц. В 
релятнвистском же случае доля «по- 
лезной» энергии сильно уменьшается 
с ростом энергии частиц. Так, при 
энергиях ускоряемых частиц порядка 
10 ГъВ (1 ГэВ= 10% эВ) эта доля мень- 
ше процента — порядка 100 МэВ 
(1 МэВ-== 10° эВ). Для того чтобы по- 
лучить в процессе соударения «по- 
лезную» энергию 2 ГэВ, потребова- 
лось бы ускорять электроны до энер- 
гии 4 ТэВ (1 ТэВ-==10?? эВ). Ускори- 
тель электронов на такие энергии 
имел бы длину, сравнимую с окруж- 
ностью Земли по экватору! 

А если вместо неподвижной мише- 
нн нспользовать встречный пучок 
ускоренных частиц? Моделью про- 
цессов. происходящих в таком уско- 
рителе, является рассмотренный нами 
случай соударения двух шаров, дви- 
жущихся навстречу друг другу. И 
тогда «полезную» энергию в 2 ГЭВ, 
почти недостижимую для обычного 
электронного ускорителя, можно по- 
лучить при соударенни частиц встреч- 
ных пучков, ускоренных до энергии 
1 ГъэВ на частицу. 

На рисунке | приведен график, 
который позволяет наглядно оценить 


мишень 


Неподвижная 


1072 


20 10° 
Встречные пучки 


ЕэВ 


Рис. 1. Соотношенне между энергней частни 
в установках со встречнымн пучкамн и в 
ускорнтелях к неподвижной мншенью прн 
одннаковых энергнях соударения. 


энергетические преимущества метода 
встречных иучков. Каждая точка кри- 
вой соответствует некоторому значе- 
нию «полезной» энергии — энергии 
соударения. Абсцисса точкн — это 
значение энергии ускоряемых частиц 
в установках со встречными нучка- 
ми, необходимой для нолучения дан- 
мой «полезной» энертни, а ордината 
точки — значение энергин, до кото- 
рой нужно ускорять частицы в уско- 
рителях с неподвижной мишенью, 
чтобы получить эту же «полезную» 
энергию. Как видно из рисунка, для 
получения одной и той же энергин 
соударения в ускорителях < непод- 
вижной мншенью электронам нужно 
сообщить энергию порядка 10" эВ, 
а ускоритель на встречных пучках 
дает тот же «эффект» при энергин 
злектронов порядка 10^ эВ. 

Идея встречных пучков проста, и 
преимущества этого метода очень на- 
глядны и неоспоримы. Однако многим 
физикам казалось, что техническое 
осуществленне ускорителей на встреч- 
мых пучках иевозможио. И главная 
трудность, как иредставлялось, за- 
ключена в том, что пучки ускорен- 
ных частиц, встречаясь, будут иро- 
ходить друг сквозь друга практиче- 
ски без соударений. Ведь число со- 
ударений пропорционально плотно- 
сти частиц в сталкивающихся пучках 
и обратно пропорционально площадн 


их поперечного сечения. А именно эти 
параметры определяют величину то- 
ка в ускорителе — заряд, переноси- 
мый за единнну времени ускоренными 
частицами через поперечное сеченне 
пучка. Величина тока в наиболее со- 
временных ускорителях достигает 
100 мкА. Но даже при таком токе 
плотность частиц в пучке в 10!’ раз 
меныйе. чем плотность атомов в ми- 
шени. И если сталкивать два подоб- 
ных пучка, сжав в месте встречи их 
поперечные сечения до долей милли- 
метра, то количество соударений бу- 
дет равно... нескольким единицам в 
сутки! И создание очень узких на- 
правленных пучков — тоже пробле- 
ма. Для этого, прежде всего, необхо- 
дим очень высокий вакуум. 

Все эти проблемы заставляли 
очень скептически относиться к идее 
ускорителя на встречных пучках. И 
все же... 

В 1956 году в Москве в Ин- 
ституте атомной энергин, которым 
руководил Игорь Васильевич Курча- 
тов, В лаборатории новых методов 
ускорения начинаются работы по 
встречным электронным пучкам. Ру- 
ководит лабораторией молодой физик 
Герш Ицковнч Будкер. Первая зада- 
ча — получение больших токов уско- 
ряемых частиц. В разрабатываемых 
лабораторией установках со встреч- 
ными пучками выбирают метод «нз- 
коплення» гоков. Основной элемент 
такой установкн — накопительные 
кольца. В накопительное кольцо пор- 
циями  впрыскивают (как говорят, 
инжектируют) частицы до тех пор, 
пока не будет достигнута нужная 
плотность пучка. Движущиеся в коль- 
не частицы ускоряются до энергии, 
при которой проводится эксперимент. 
Если сталкивающиеся частицы несут 
заряды одного знака, то каждый из 
пучков накапливается в своем соб- 
ственном кольце; если же частицы 
нмеют разнонменные заряды, то оба 
пучка могут накапливаться в одном 
кольце, — ведь магнитное поле «за- 
кручивает» частицы с зарялами про- 
тнвоположных знаков в противопо- 
ложные стороны, так что пучки дви- 
жутся навстречу друг другу. Стол- 
кновения пучков происходят в одном 
и том же месте через определенные 
периоды времени. 


Чтобы за часы вращения по круго- 
вой орбите пучок не был рассеян ча- 
стицами газа в накопнтельном коль- 
це, необходим высочайший вакуум — 
не болыие 10° частиц газа в Ё смз. 
Необходимо. чтобы випуск хаждой но- 
вой порции частиц не «портил» уже 
накопленный пучок. Необходимо уст- 
раннть («подавить») неустойчивости 
пучка — при отклонении частиц от 
направлення движения пучка возни- 
кают силы, выбрасывающие частицы 
на стенки кольца. Эти и многие дру- 
гие проблемы требуют сложнейших 
конструкторских ‘и инженерных раз- 
работок. 

В 1958 году ино  иредложению 
И. В. Курчатова лаборатория новых 
методов ускорения переевжает в Си- 
бирь. Здесь под Новосибирском на- 
чалось строительство Академгород- 
ка Сибирского отделения АН СССР. 
„Лаборатория превращается в Инсти- 
тут ядерной физики (ИЯФ) СО АН 
СССР. Директором института стал 
Г. И. Будкер. 

Институт возникал со скоростью 
взрыва. Директор его молод. боль- 
шинство сотрудников — вчерашние 
студенты и аспиранты. Будкер пред- 
лагает предельно напряженный ритм 
работ. и коллектив принимает этот 
ритм. «Средний уровень в науке не- 
устойчив. Еслн`мы не пойдем внеред 
на пределе возможностей — мы от- 
станем н скатимся на уровень низ- 
кий, — говорил Будкер. — Если мы 
не сделаем все, чтобы быть первыми, 
мы станем плохим институтом». По- 
ставленная перед институтом зада- 
ча была необычайно трудна. Начи- 
нается строительство ускорителя и 
накопительных колец первой установ- 
ки на встречных электронных пуч- 
ках — ВЭП-1. Элементы нового уско- 


---СИНХРОТРОН 


НАКОПЯТЕЛЬНЫЕ “® 
КОЛЬЦА 


рителя должиы работать в режнмах 
значительно более сложных, чем эле- 
менты обычного ускорителя. Каждый 
узел — новая проблема. Известны 
многие открытия Г. И. Будкера в фн- 
знке. но когда говорят о «методе Буд- 
кера» — это о работе института. Метод 
Будкера — это поиск новых. более 
совершенных решений поставленных 
задач. И поиск людей, способных 
находить такие решения. «Каждый 
талантливый человек должен рабо- 
тать творчески и самостоятельно», — 
утверждал директор и доверял своим 
ученикам все более сложные участки 
работы. Многие элементы установки 
ВЭП-1 были по существу открытиями 
в технике создания ускорителей на 
встречных иучках. 

В 1963 году в накопителе ВЭП-1 
столкнулись пучки электронов. Есть 
с е -столкновения на встречных 
пучках! Кроме подтверждения воз- 
можности реализации ускорителя на 
встречных пучках, эксперимент на 
ВЭП-1 дал новую физическую инфор- 
мациню — была доказана выполни- 
мость закона Кулона на расстояниях 
порядка 107! см. (Напомним, что 
«классический» радиус электрона 
2.7- 0 ы 

Параллельно с экспериментами на 
ВЭП-1 была смонтирована установка 
для осуществления столкновения 
пучков электронов и позитронов 
ВЭПП-2. В 1965 году на этой установ- 
ке впервые в мире был осуществлен 
эксперимент по столкновению элект- 
ронного и иознтронного пучков. 

Первые же опыты со встречными 
пучками принесли интереснейшие ре- 
зультаты, дали в руки физнкам-тео- 
ретикам огромный фактический мате- 
рнал. Но главную заслугу этих эксне- 
рнментов Г. И. Будкер видел в том, 


ПОВОРОТНЫЙ МАГНИТ 


РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНЫЙ 
т МАГНИТ 
> у 7% : "= <. 


Рис. 2. Общая схема 
установкн ВЭП-1. 
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Академнк Г. И. Будкер беседует 

< учащимися физнко-математической 
школы-интерната при Новоснбирском 
государственном университете. 


что «в результате этих исследований 
рассеяна атмосфера скрытого, а еще 
чаще открытого недоверия и скепти- 
цизма к методу встречных пучков, 
применение которого открывает но- 
вую область энертий в физике эле- 
ментарных частиц... Сегодня физикам, 
как теоретикам, так и экснеримента- 
торам, надо готовиться к освоению 
этой новой области». 

За прошедшие с тех пор 10 лет 
метод встречных пучков получил все- 
мирное признание. В разных странах 
построено около 10 и строятся новые 
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накопительные кольца. Растут энер- 
гии и токи в пучках. Эксперименты 
на встречных пучках приводят к 
потоку новых открытий в области фи- 
зики высоких энергий, физики эле- 
ментарных частиц. 

История создания и развития это- 
го метода у нас в стране неразрывно 
связана с Институтом ядерной физики 
СО АН СССР, с именем его первого 
директора академика Г. М. Будкера. 
Институт и сам похож на ускоритель, 
построенный по методу Будкера. 
ИЯФ — это тоже своего рода эксперн- 
мент. Сейчас этот эксперимент продол- 
жают ученики Будкера. Впереди — 
труднейшие проблемы, новые понски, 
иовые результаты. Работа продол- 
жается. 


3. Литовченко 


Лучший вариант 


Представьте себе, что вы — днректор 
школы-интерната, и вам нужно со- 
ставить меню для столовой на неде- 
лю. Детальное составление меню, ко- 
нечно, дело повара, но вот просле- 
дить за тем, что денег будет истра- 
чено не слишком много, нужно вам. 

Вам известно, какие продукты 
можно купить, и их цены. Но, кроме 
цен, у них есть еще множество ка- 
честв, например, калорийность, со- 
держание тех или иных витаминов 
н т. п. Поэтому, кроме цен, при по- 
купке продуктов вам нужно учиты- 
вать довольно много условий. Если 
к тому же на складе много продуктов, 
то задача становится весьма запутан- 
ной и без вычислительной машины 
решить ее трудно. Однако, если про- 
дуктов и условий мало, справиться с 
ней несложно. 

Рассмотрим такой пример. Пусть 
меню уже почти полностью составле- 
но, и вам нужно проследить только 
за тем, чтобы в нем оказалось доста- 
точно витаминов А и С, причем на 
складе есть вишни и абрикосы. Один 


Таблнца 1 


Витамнны 
Аг ви кг) 


Севикг} 


килограмм вишен стоит 25 коп., один 
килограмм абрикосов — 30 кон., а 
содержание витаминов приведено в 
таблице 1. Вам нужно, чтобы недель- 
ный рацион содержал не меньше 6 кг 
витамина А н не меныше 75 кг витами- 
на С. Сколько нужно купить вишен и 
абрикосов, чтобы выполнялись эти 
условия и затраты были минимальны? 


Прежде всего задачу нужно сфор- 
мулировать математически. Итак, 
пусть в рацион войдут х кг вишен и 
у кг абрикосов. Их стонмость соста- 
вит 0,25 х--0,Зу рублей, содержание 
витамина А — 0,003 х--0,024 у кг, а 
витамина, С — 0,15х--0,075у кг. Нам 
нужно найти такие х и у, для которых 
выполняется система неравенств 


0,003х -- 0,024у > 6, 


0,15х + 0,075у>75, (1) 
х>0, у>0, 


И 2=0,25х--0,Зу было бы минималь- 
ным. На плоскости хОу легко указать 
множество точек ЛМ, удовлетворяю- 
щих системе (рис. 1). Его называют 
многоугольником решений системы. 
Ясно, что прямые 2г=0,25х--0,Зу при 
различных 2 параллельны одному и 
тому же направлению, причем при 
росте г они удаляются от начала ко- 
ординат. Поэтому нам нужно найти 
ту из прямых этого направления, ко- 
торая имеет с многоуголькиком М 
общую точку и ближе всего к началу 
координат. Легко сообразить, что та- 
кая прямая не должна пересекать М 
по внутренним точкам — тогда бы 
она не была самой «низкой» (рис. 2). 
Следовательно, она должна прохо- 
дить через одну из вершин много- 
угольника. Но тогда эта точка — вер- 
шина С. Итак, нужно купить 400 кг 
вишен п 200 кг абрикосов — лучший 
варнант найден! 


Задачи, подобные разобранной, назы- 
ваются задачами линейного программирова- 
ния. В ннх требуется найти прямую (в трех- 
мерном пространстве — плоскость, в ммого- 
мерном -- так называемую гиперплоскость), 
принадлежащую пучку параллельных пря- 
мых (плоскостей,  гиперилоскостей), кото- 
рая пересекается с некоторым многоуголь- 
ннком (многогранинком) и находится ближе 
всего (илн дальше всего) от начала коордн- 
нат. Можно дать и чисто алгебраическую фор - 
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Рис. 1. 
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Рис. 2. 
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мулировку: 
. равенств 


имеется система лннейных не- 


аах, -- @1 Хе Г. - + @лха 2 в, 
ах: -- ааа. >, . - + @2лхл > Во, 


арках! -Е адах: + . . . -- @клха > Вь 


и аннсйчая функция 1 = сх, --... Саха. 
Нужно найти такое решение этой системы, 
для которого значение фупкции Е минИималь- 
но. О линейном программировании в «Кван- 
те» было уже много статей (1971 — № 3, 
с. 1 и №4. с. 1, 1974 — №7. с. 13, 1975 — 
№: 10. с. 17. 1976 — №7. с. 2. 1977 — № 8, 
с. 29}. 

Решим еще одну задачу: зверосов- 
хоз выращивает песцов и лисиц; 
он имеет 10000 клеток, причем в 
одной клетке могут жить две лисицы 
нли один песец; по плану Нужно вы- 
растить не менее 3000 лисиц и не ме- 
нее 6000 песцов; за сутки одной ли- 
снце скармливают 4 кормовых еди- 
ницы, а песцу — 5 единии; всего за 
сутки разрешается истратить не боль- 
ше 80 000 кормовых единиц; сколько 
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. Ннмальным. 


=.) 
ей 


нужно вырастить песцов и лисиц, что- 
бы средияя стонмость одной шкуркн 
была минимальна. если стоимость вы - 
ращивания одной лисицы — 45 руб., 
а одного песца —. 25 руб.? 

Решение. Пусть х — число 
выращиваемых лисни, а у — песцов. 
Тогда 


4х- 5у = 80 000 
--х+ у= 10000 


х = 3000 
у — 6000. 


(2) 


Средняя стоимость одной шкурки 
2. 45 259 

ху 
Как вы видите, здесь функция, зна- 
чение которой нам нужно сделать ми- 
не является линейной. 
Она задается отношевием двух лн- 
нейных функций. Такие функции на- 
зываются Одробно-линейными- 

Залачи. в которых система ограннче- 
инЯя задается линейными перавенствами, а 
функцня, минимум которой мы ищем. явля- 
ется дробно-линейной, называются задача- 
ми дробно-линейного программирования. Как 
вы увидите из решення нашей задачи, они 
повольно похожи ца задачи зянейного про- 
граммнрования. 

На рисунке 3 приведен многоуголь- 
ник ЕЁ решений системы (2). Из него 
видно, что в системе (2} первое не- 
равенство можно отбросить — полу- 


чится равносильная снстема. Функ- 
ция 2 45% 259 принимает по- 
и ривимае 


Рис. 3. 


стоянные значения на прямых, про- 
ходящих через начало координат. Нам 
нужно найтн ту из этих прямых, ко- 
торая пересекает многоугольник РЁ 
и на которой значение функции 2 
минимально. Так же, как и выше, 
ясно, что эта прямая не должна со- 
держатьвнутренних точек многоуголь- 
ника Р. Поэтому достаточно сравнить 
между собой прямые ОЛ и ОВ. От- 
вет: х- 3000, а у-=8500. 

Заметим. что при решении этой задачи 
иам повезло — мы лолучилн целый о1вет. 
Ведь если бы число лисиц или песцов не ока- 
залось целым. мы не смогли бы ответом вос- 
пользоваться. Более того. если бы мы полу- 
чнлн нецелый ответ. мы ничего ве могли 
бы сказать о правильном ответе. Оказывает- 
ся, можно так подобрать условня задачи. 
что эти ответы будут отличаться сколь угод- 
но сильно. 

В тех случаях. когда ответ должен 
даваться целыми числами, мы имеем дело с 
задачамн целочисленного — программирова- 
ния. Решение таких задач значительно 
сложнее решения задач без этого ограни- 
чення. 


В заключение — упражнение для 
читателей: 


Два судна должны перевезти гру- 
зы в соответствин с таблицей 2. 


Таблица 2 


Количество груза, 

псревознмое за один 
Перевезти рейс (тонн] 
не менее 
(тонн) 


Груз 


1-м сул- 2-м суд- 
ном ном 


3000 
1000 


3000 

2000 
— 4000 

2000 = 


Эксплуатационные 
издержки за один 
рейс в рублях 


12000 16000 


Прибыль от одного 
рейса в рублях 


7000 | 9000 


Известно, чтс первое судно может 
сделать не больше 6 рейсов, а вто- 
рое — не болыше 9. Составить план 
перевозок, который обеспечивал бы 

а) максимальную прибыль; 

б)-наименышие затраты на пере- 
возку одной тонны груза. 


Ионравкн 


В № 3 «Кванта» за 1978 г. на с. !\ в восьмой строке сверху в левой колонке следует 


чнтать «М. П. Бронштейном». 


В № ИП «Кваста» за 1977 г. на с. 27 во второй строке снизу п правой колонке следует 


читать «В 1928 году». 
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Лаборатория «Кванта» 


М. Грабовский 


Плавание 
воскового шарика 


Слепите из воска шарик и опустите 
его в воду. Поскольку плотность 
воска меньше плотности воды, шарик 
будет плавать на поверхности воды. 
Теперь вдавите внутрь шарика не- 
болышой кусочек металла так, чтобы 
средняя плотность получившегося ша- 
рика чуть-чуть превышала плотность 
воды. Если шарик резко опустить 
или бросить в воду, он утонет. Если 
же его очень осторожно положить 
на поверхность воды — он может там 
удержаться и не опуститься на дно. 

Это своеобразное плавание можно 
объяснить так. Вода не смачивает 
воск, поэтому свободная поверхность 
воды искривляется (рис. 1), иоявля- 
ются силы, действующие на шарик со 
стороны искривленной поверхности 
воды. Эти силы обусловлены поверх- 
ностным натяжением и направлены в 
нашем случае вертикально › вверх 
(можно считать, что вода абсолютно 
не смачивает воск). Вместе с силой 


Рис. 2. 


Рис. 1. 
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Архимеда они уравновешивают силу 
тяжестн шарика, не давая ему опу- 
ститься на дно. 

Можно дать несколько другое 
объяснение. — Искривление поверх- 
ности воды обусловливает дополни- 
тельный объем вытесненной шариком 
воды — сила Архимеда возрастает и 
уравновешивает силу тяжести ша- 
рика. 

Этот опыт допускает интересный 
вариант. Опустите утяжеленный ме- 
таллом восковой шарик на дно боль- 
шого стеклянного сосуда, наполнен- 
мого водой. Затем погрузите в сосуд 
стакан, перевернутый вверх дном, и 
накройте стаканом шарик так, чтобы 
он плавал на поверхности воды внутри 
стакана (рис. 2). Теперь медленно 
поднимайте стакан — вместе с ним 
поднимется и плавающий шарик. (Та- 
ким образом можно поднять шарик со 
дна сосуда, не прикасаясь. непосред- 
ственно к самому шарику.) Когда 
шарик поднимется до уровня воды в 
сосуде, осторожно уберите стакан. 
Для этого медлеино приподнимите 
край стакана с одной стороны, ста- 
раясь ке вызвать появления пузырей 
н не взболтать поверхностный слой 
воды в сосуле. 

В заключение несколько конкрет- 
ных ‘указаний к проведению опыта. 
Рекомендуемый диаметр воскового ша- 
рика — 2—3 см, а диаметр стакана — 
примерно в два раза больше. Для 
устойчивости плавания шарика ку- 
сочек металла лучше вдавить не в 
центр шарика, а сместить в сторону. 
Перед опытом шарик нужно высушить. 

Вместо шарика можно использо- 
вать кусочек парафиновой свечи диа- 
метром приблизительно 2 см и дли- 
ной 4—6 см. Для утяжеления свечи 
можно воткнуть в нее несколько мел- 
ких железных гвоздиков нли привя- 
зать кусочек медной проволоки. 
Дальше опыт проводится так же, 
как с шарнком. 


О Опасно 


Локсодромия 


„Локсодромия ({по-греческя 
Ао20: — «косой», бронох 
— бег») определяется на 
глобусе (илн сфере) как 
кривая, пересекающая ме- 
ридианы под постоянным уг- 
лом (рис. 1). Если этот угол 
равен 0”, локсодромия  вы- 
рождается в меридиан, а ес- 
ли ои равен 90° — в парал- 
лель. Как видно из рисун- 
ка |. локсодромия общего 
вида представляет собой крн- 
вую, бесконечно приближа- 
ющуюся по спирали к Полю- 
сам и никогда их не дости- 
гающую. Локсодромию иног- 
да называют линией по- 
стоянного курса, поскольку 
нменно по такой траекторни 
движется корабль в океане, 
когда его скорость составляет 


постоянный угол со стрел- 
кой компаса. 

Впервые — локсодромню 
исследовал португальский 


математнк, географ и изобре- 
татель П. Нунец (1492— 
1577). Его имя увековечено 
в латинизнрованном назва- 
нии «нониус» для приспособ- 
ления в измерительных при- 
борЯх. широко используемо- 
го и поныне. Но с локсодро- 
мией ему повезло меньше. Он 
ошибся, полагая, что крат- 
чайшим путем между двумя 
точками на глобусе является 
путь по этой кривой. Да н 
само название «локсодромня» 
преяложил ввести (в 1624 г.) 
не он, а голландский ученый 
В. Снеллиус ‹ (1581—1626). 
Снеллиус первым заметил, 
что ортогональная проекция 
локсодромин на экваториаль- 
ную плоскость глобуса пред- 
ставляет собой равноуголь- 
ную спираль («Квант», 1977, 
№ 4. с. 42). В 1569 г, нзвест- 
ный голландский картограф 
Г. Меркатор (1512—1594) изо- 
брел очень удобный для мо- 
реплавателей способ рисова- 
ния географических карт, при 


его способе локсодромии па 


‚ карте изображаются прямы- 


мн («Кваит», 1970. № 7, с. 17) 

Локсодромии можно рас- 
сматривать не только из гло- 
бусе, но и на любой другой 
поверхности вращения. Для 
этого следует провести через 
ее ось вращення всевозмож- 
ные плоскости. которые п 
пересечении с поверхностью 
образуют змериднаных. «Па- 
раллелями» иоверхностн вра- 


щения являются линии ее 


пересечення с плоскостями, 
перпендикулярными осн вра- 
щення. 

. Локсодромин на такой 
поверхности определяются, 


как н выше, — это кривые, 


пересекающие мернднаны под 
постоянным углом. 

На цилиидре локсодро- 
мия — винтовая линня, на 
конусе — спирзлеобразная 
кривая (одна из так называе- 
мых клелий, рассмотренных 
итальяиским матечатиком 
Г. Гранди в 1701 г.). 

Рассмютрим ин плоскости 
прямую г и не лересекающую 
ее окружность (0”. г). При. 
вращении окружностн вок- 
руг 2 получаем поверхность, 
называющуюся тором {рис.2). 
Среди локсодромий тора — 
его параллели н мериднаны. 
В общем случае его локсо- 
дромия — сложная прост- 
ранственная кривая, по- 
хожая на винтовую линию, 
обвивающуюся вокруг тора. 
У тора есть сще одно семей- 
ство локсодромий. Это пары 
окружностей, получающихся 
в перегечении тора с плос- 
костью, ’ периенднкулярной 
одной из его меридиональных 
плоскостей и касающейся в 
ней Дзух его мериднанов 
(рис. 3). 

Покажем аналитически, 
что при косом сечении тора 
плоскостью ' действительно 
можно получить окружность. 
Уравнение тора имеет вид 
(ИИ — В)? + 22.03, 
тде ® — расстояние от 0’ 
до 2 (докажнте это). Обозиа- 
чив я= УВ 1, это 
уравненне можно переписать 
в виде  (х2--у2-- 22-022 
=4А* (7-92), или (х2-- 
2—2 275) . (ху? 


52—09) = 4(гх— 
—а@2). (их-+а?). 
Отсюда видно, что плос- 


° кость (касающаяся двух ме- 


ридианов — рис. 3) 
гх—@г=0 
пересекает тор по той крн- 
вой. по которой она пересе- 

кает пару сфер 

х?-- (уг) 22 В, 

т. е. но паре окружностей. 
Опнсаиное сечение тора плос- 
костью показано на второй 
странице обложки. То. что 
каждая из полученных ок- 
ружностей действительно яв- 
ляется  локсодромией, мы 
здесь доказывать не будем. 


В. Березин 
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Математический кружок 


‚а 
ы 


В. Вавилов, И. Мельников 


Касательная 


«Я не знаю, кем я представляюсь миру. 
но самому себе я предстовазюсь мальчиком. 
который игриет на берегу маря м время от 
времени находит камень. более олдадкий, или 
раковину, более красивую, чем обычно, в 
то время как огромный океак истины лежат 
передо мною непознанныйь, 

Исазк Ньютон 


В «Геометрии 7» касательная к окруж- 
ности определяется как прямая, имею- 
щая с кривой лишь одпу общую точ- 
ку. Это определение имеет частный 
не вскрывает существа 


характер и 


у 


Рис. 2. 


дела. Если понытаться применить его 
к параболе у х?, то в начале коор- 
динат обе коордннатные оси подошля 
бы под это определение; между тем 
интуитивно ясно, что на самом деле 
касательной должна быть названа 
лишь ось абсцисс. 

Мы дадим сейчас определение ка- 
сательной к графику функции. Коор- 
динаты точки касания Мо-= (хо; Уа) 
считаются заданными: хх... И=Уо-= 
= (хо). Рассмотрим, кроме точки М., 
еще одну точку М=(х; у) на нашей 
кривой и проведем прямую (ММ) — 
секущую. Когда точка М будет пе- 
ремещаться по кривой, секущая, есте- 
ственно, будет менять свое положе- 
ние. Если точка М стремится к точке 
Мо, может случиться так, что секу- 
щая будет стремиться замять неко- 
торое предельное положение, не за- 
висящее от того, как точка М при- 
ближается к точке М. (рис. \}. Это 
предельное положение секущей (если, 
конечно, оно существует) и есть ка- 
сательная. Итак, касательной к 
кривой у= [| (х) в точке Мо—(хь; | (хо)) 
называется предельное положение *) 
секущей (ММ), когда точка М стре- 
мится но кривой к Мо. 

Подчеркнем еще раз: в нашем 
определении касательной содержится 
допущение о том, что предельное ио- 


‚ложение секущей существуез, 


не каждая функция у={ (х) обладает 
касательной в любой точке своего 
графика. На рисунке 2,а.б показаны 
графики фупкций, которые не имеют 
касательной в отмеченных точках, 
так как, если уж предельное поло- 
жение секущей существует, оно долж- 
ло не зависеть от того, «слева» или 
«справа» точка /М стремится к точке 
Мо. Отметим, что данное нами опре- 
деление касательной не требует того. 
чтобы касательная н кривая имели 
только одну общую точку. 


*) Под предельным положеняем 
щей (се уравнение будет 


хо -- #} — 
5 р) — 7 , (хо) (< — хо) следует 
понимать прямую 


А М № 4 
фь: 1] $) — Хо} \ ве 
(т г } ®—ю- 


секу- 
и— Ихо) = 


Рис. 4. 


Диаграмма касательных  задан- 
ной кривой строится по следующему 
правилу: точки плоскости {с инари- 
сованной на ней кривой) закрашива- 
ются одним цветом, если из них мож- 
но провести одинаковое число каса- 
тельных к данной кривой. На рисун- 
ках Зи 4 построены диаграммы каса- 
тельных. соответствующие графикам 


функций у= Ти у 4%. (До- 
кажите это!) 
Существует достаточно общий 


прием для построения диаграмм ка- 
сательных. Состоит ои в следующем. 
Рассмотрим выпуклую дугу *) АВ н 
представим себе, что к ней в 
точке А прикреплена гибкая нера- 


*) Дуга АВ называется выпуклой, ©с- 
лн в каждой ее внутренней точке существует 
касательная, а сама дуга всегда лежит по 
одну сторону от нее. 


р 


Рис. 7. 


стяжимая «бесконечная» нить; пусть 
эта нить «навериута» на нашу крни- 
вую и плотно к -ней прилегает так. 
что ес конец натянут по касательной, 
проведенной к дуге АВ в точке В 
(рис. 5) **). Будем «развертывать» — 
распрямлять нить (рис. 6), — держа ее 
натянутой. так что свободная часть 
нити СМ, будет все время направ- 
лена по касательной к дуге АВ 
соответствующей точке. При этом ка- 
сательная СМ, «заметет» некоторую 
область (опа закрашева на рнсуи- 
ке б зеленым цветом), каждая точка 
которой обладает тем свойством, что 
из нее можно провести касательную к 
заданнойду1е АВ. Проведя аналогич- 


*“) Под касательной в концевой точке В 
дугн мы понимаем предельное - положение 
секущей (ВМ). когда точка ЛМ стремится к 
точке В с одной стороны — по дуге ДВ. 


Рис. 8. 


Рис. 9. 


ное рассуждение с нитью для левого 
конца дуги АВ ин объединяя вместе 
полученные результаты, мы построим 
днаграмму касательных, соответствую- 
щую дуге АВ (рис. 7). 

Если дуга кривой не всюду вы- 
пукла в одну сторону, если она, 
подобно кривой АВ на рисунке 8, 
имеет точку, в которой касательная 
к кривой переходит с одной ее сто- 
роны на другую (такая точка назы- 
вается точкой перегиба), то в этом 
случае ее можно разбить этой точ- 
кой на две выпуклые дуги. Если 
теперь для каждой нз этих дуг по- 
строить соответствующие им диа- 
граммы касательных, а затем «иа- 
ложить» одну картинку на другую 
(см. рисунки 7, 9 и итоговый рису- 
нок 10), то мы получим днаграмму 
касательных для всей дугн. 

Задание: 

Для функции у==| (х)  построите 
диаграмму касательных се графика. 

Функцию { для выполнення данно- 
го задания математического практи- 
кума можно взять из приведенной 
таблнцы. 

Постронв диаграммы для всех 
функций этой таблицы (всем клас- 
сом или силами участников круж- 
ка), вы получите полный атлас диа- 
грамм касательных для функций 


_ а - хе 
вида у = ас ). 


Образец выполнения работы дан 
на рисунке 11. Для обоснования 
построенной на рисунке 11 днаграммы 
касательных нам, конечно, нужно 
доказать, что касательная к графику 
функции { В точке А (точке перегиба) 
не пересекает участок графика фу н! - 
ции | при хЕ}1,3[. 


*) Пример днаграммы касательных для 
функции другого тнпа нзображен на первой 
странице обложкн и на рисунке 12, эскиз 
которого предложила ученица 9 класса 
ФМШ прн МГУ Конченко Ларнса. 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в иоме? с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи не стам- 
дартны, но для ‘их решения 
не требуется знаний, — вы- 
ходящих за рамкн нынешней 
школьной программы. Нан- 
более трудные задами отме- 
чены звездочкой. После фор- 
мулировки задачи мы обычно 
указываем, кто предложнл 
нам эту задачу. Разумеет- 
ся, не все этн задачн публн- 
куются впервые. Решения 
задач нз этого номера можио 
присылать не поздиее 1 июля 
1978 года по адресу: 113035, 
Москва, М-35, Б. Ордынка, 
21/16, редакция журнала 
«Квант», «Задачник «Кван- 
та». После адреса на кон- 


верте напишите номера за- 


дач. решения которых вы 
посылаете, например: «М501, 
№502» пли «Ф513». Ре- 
шения задач по каждому из 
предметов (математике и 
физике), а также новые 
задачн просьба присылать в 
отдельных конвертах. ° За- 
дачи из разных номеров жур- 
нала присылайте также в 
разных конвертах. В пнсьмо 
вложите конверт с наянсан- 
ным на нем вашим адресом (в 
этом конверте вы получнте 
результаты проверки реше- 
ний).  Условня оригиналь- 
ных задач, предлагаемых 
для публикации, присылайте 
в двух экземплярах вместе 
с вашими решениями этих 
задач (на конверте пометь- 
те: «Задачник «Кванта», 
новая задача по физнке 
«нли»... новая задача по 
математнке» ). 

В начале каждого письма 
просим указывать ваше имя, 
фамилню, номер школы в 
класс, в котором вы учитесь. 


2% 


задачник 
кванта 


Задачи 
М501—М505: Ф513—Ф517 


М501. Выберем из последовательности 
тройки: 


степеней 


3. 9. 27, 81, 243, 729. 2187, 6561... 

все числа, начинающиеся с цифры 9; пусть эти чис- 
ла (по порядку) 3. Зы З/® о. цв частно- 
сти, } (1)=2, так как первое из таких чисел 3?— 9). 
а) Найдите { (2) н (3) — номера второго и третьего 
такого числа. 

6) Докажите, что таких чисел бесконечно много. 
в) * Докажите, что} (п) при п>>1 удовлетворяет 


условиям: (1} Нп) — л нечетно, 
я л— 19 - 
{2} | [(п) тв < 1. 
и определяется этими условиями однозначно. 


Э. Туркевич 


М502. Даны три параллельных отрезка АД ,, ВВ,, 
СС‚. не лежащих в одной плоскости. Пусть М — 
точка пересечения плоскостей АВС, ВСА, и 
САВ,. я М, — точка пересечения — плоскостей 
А,В.С, В.С,А и С.А,В. Докажите, что отрезок 
ММ, параллелен трем первоначальным. 

3. Скопец 


М503. Набор из 2"--1 чисел аь. а, а.. 
Ч г Ат 
2 


Ри 


таков, что а, => для всех А=-1.2. ... 


... 2 п-|. Докажите неравенство 


а: + а, а, -- с. 9 дп = 
я — 

а |- а, | а:-- . -. --- ав 

риоя Бот деи, 


1 


и выясните, для каких наборов [© 1%) превращается 
в равенство. 
В. Липкия 


М504*. На шахматную доску пхп клеток уложено 
Ё плиток размером 2х 1, причем так, что положить 
(&--1)-ю плитку, не перемещая уже имеющихся 
плиток, нельзя. Докажите, что свободных плиток 


Рис. 


осталось не более чем 
а) (п*--п--1)/3; 
6) (п*--2)/3; 
в) п?/З. 
Можно ли получить для некоторых п еще более 
точную оценку? 
В Гроссман 


М505*. а) Пусть на прямой помещены п материаль- 
ных точек одинаковой массы. Рассмотрим произ- 
вольный отрезок длины 2х, содержащий хотя бы одну 
из этих точек, и найдем центр тяжести О, всех 
попавших в него точек. Рассморим отрезок длины 
2г с серединой О, и найдем центр тяжести О, 
всех тех точек, которые попали в этот отрезок. 
Затем найдем центр тяжести О. всех точек, попав- 
ших в отрезок длины 2г с серединой О., ит. д. 
Докажите, что, начиная с некоторого номера, все 
точки последовательностн О. О., О», ... совпа- 
дают. 
6) Пусть на плоскости помещены и материальных 
точек. Рассмотрим произвольный круг радиуса 
г, содержащий хотя бы одну из этих точек: обо- 
значим через О, центр тяжести попавших в него 
точек ин построим последовательность О,, О,, 
О., ... ‚ где О„., — центр тяжести точек, попав- 
ших в круг радиуса г с центром О„. Верно ли, что, 
начиная с некоторого номера, все точки этой по- 
следовательности совпадают? 

П Блехер, Г Гальперин. М Кельберт 


$513. В ясный солнечный день, когда Солице 
находится высоко над горизонтом, получите на 
гладком экране, например, на белой стене. тень 
от ровного края куска картона. Если теперь под- 
нести к лнсту картона палец так, как это показа- 
но на рисунке |, то на экране навстречу  тенн 
пальца из тени , отбрасываемой листом картона, 
высунется тень второго пальца. Проведите такой 
опьт и объясните его результат. 

Г Соловьянюк 


Ф514. Резнно-кордное полотно изготовлено из 
прочных упругнх нитей (корда), залитых мягкой 
эластичной резиной. Нити корда образуют угол 
2а, друг с другом (рис. 2). Из такого полотна сделан 
круговой цилиндр, к торцам которого прикрепле- 
ны металлические крышки (рис. 3). Внутрь ця- 
линдра нагнетается воздух. В опытах было заме- 
чено, что при нагнетанни воздуха цилиндр прн- 
нимает одну из трех форм, показанных на рнсун- 
ке 4. Форма зависит от велнчины угла 2а между 
нитями. Каким значениям угла соответствует каж- 
дая из форм? 


Ф515. Легкий стержень длины { закреплен в вер- 
тнкальной плоскости на осн, проходящей через 
точку О, которая делит стержень в отношении 1:3. 


№450. Система прямоуголь- 
ников из п этажей (рис. 1!) 
построена следующим обра- 
зом. Начиная с нижнего пря- 
моугольника, образующего 
первый этаж, верхняя  сто- 
рона каждого прямоугольника 
делится в отношении !: 2: 3; 
на трех полученных отрезках 
как на основаниях строятся 
прямоугольники той же вы- 
соты, что и первоначальный, 
и так — 90 самого верхнего 
этажа. Из полученного мно- 
жества прямоугольников вы- 
брано некоторое подмножест- 
60, состоящее из попарно не- 
конгруэнтных — прямоцеголь- 
ников (одно такое подмно- 
жество на рисунке — крас- 
ное). Докажите, что най- 
дется вертикальная прямая, 
пересекакчцая не более двух 
из выбранных — прямоуголь- 
ников. 
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К одному из концов стержня прикреплен тяжелый 
шарик массы т, другой конец стержня прнкреплен 
к горизонтальной пружине жесткости Ё (рис. 5}. 
Пружина не растянута, когда стержень вертика- 
лен. Определить пернод малых колебаний стержня. 

Ю. Левчук 


$516. Тяжелый днск радиуса Ю скатывается на 
двух нерастяжимых нитях, намотанных на него. 
Свободные концы нитей закреплены (рис. 6). 
Нити при движении диска постоянно натянуты. 
В некоторый момент угловая скорость диска равна 
®, а угол между нитями а. Какова в этот момент 
скорость центра диска? 

А. Матвеев 


$517. Пучок электронов с энергией Е=1,0 кэВ 
проходит через два небольших конденсатора, от- 
стояшнх друг от друга на расстоянин [=20 см. 
Оба конденсатора подключены параллельно к од- 
ному генератору. Изменением частоты генератора 
добиваются того, что пучок электронов проходит 
эту снстему без отклонения. Определить отношение 
е/т для электрона, если два последовательных зна- 
чения частоты, при которых выполняется это ус- 
ловне, равны 141 МГц н 188 МГц. 


Решения задач 


№М450—М454; Ф467—$471 


Оценим общую площадь системы попарно неконгруэнт- 
ных прямоугольников. Площадь каждого из них равна 


5$/342т, где $ — площадь нижнего прямоугольника, А и 
т — целые. #>0, т>0, ЕЁ т< п. Сумма различ- 
ны х чисел вида 1/32” не превосходит 

ем 
1+ 3 = 32 ==: + 37 + 

Аааа... 5+ 
НЭ Раза: + --- То 

1 1 р 
+ 2 т 523 + 2238 + в 02 зп ==> 
1 1 1 + % 1 
Пя яз 32". 27.3" 


1 1 
Сумма чнсел в столбнах меньше соответствеино 2,2 32-32 за 
1 1 1 1 3 
. ‚2 зд ›2 2 - 32+... + «2-2 =3. 


Но если бы каждая вертикальная прямая пересекала трн 


Рис. 


№451. На плоскости отм-- 
чено несколько точек. не ле- 
жащих на одной прямой, и 
около каждой написано число. 
Известно, что если прямая 
проходит через две или более 
отмеченных точек, то сум- 
ма всех чисел, написанных 
около этих точек, разна ну- 
лю. Докажите. что все чис- 
яа равны нулю. 


М452. В окружность впи- 
саны треугольники Ту и Т,, 
причем вершичык  трецголь- 
ника Т. являются середина- 
ми дуг, на которые окруж- 
ность разбивается вершина- 
ми треугольника Т:. Дока- 
жите, что в шестиугольнике 
Т.ПТ. диагонали. соединяю- 
щие противоположные вер- 
шины, параллельны сторонам 
треигольника Ту # пересе- 


каются в одной точке. 


или больше красных прямоугольниксв, то сумма их площадей 
была бы не меньше 35. Следовательно. найдется прямая, 
которая пересекает не больше двух ирямоугольниксв. 


А. Клепцын 


Ф 


Обозначим для отмеченной точкн х через а, написанное оско- 
ло нее число. а через п. — количество поварно различных 
прямых. соеднняющинх точку х сс всемн другимн отуечениы- 
ми точками. Пусть $ — сумма чнсел. паписанных около всех 
отмеченных точек. По условию, сумма чисел в отмеченных 
точках каждой из п, прямых, проходящих через х. равна 
нулю. Поэтому н сумма чисел по всем этим п. прямым равна 
нулю. С другой стороны. эта сумма равна (п.—Па,.--5. так 
что 

(“„—Пахр5= 0. {1) 


Предположим, что для некоторой точки х чнсло а, > 0. 
Тогда найдется отмеченная точка у. около которой капнсано 
число ау < 0 (докажите!). Воспользовавшись (1}, получим 
равенство | 
(пу—Паи- (п.—Па,.. (2) 
По условию вее отмеченные точки не лежат на одной прямой. 
Поэтому пх > типу > 1. Мы пришли к протнворечию, ‘так 
как в равенстие (2} справа н слева стоят чисяа разных знаков. 


Ф. Вайнштейн 


Ф 


Пусть А, Ви С — вершины треугольника Т:. н А’, В*'и 
С’ — вершины треугольника 7 (ирнчем А’ — середина ду- 
гн ВС. В’ — середина дугн АС и С’ — середина дугн АВ, 
рис. 2). Прямые АА’, ВВ’ н СС’. являющиеся биссектриса- 
ми углов треугольника ТГ., пересекаются в цеитре С вписан- 
ной в треугольинк Т, окружностн. Пусть ММ№ — диагональ. 
соелнняющая протнвоположные вершины М п № шестнуголь- 
ника Г, ПТ. (М = ТАВУЙ [8’С' |. М= 1810 [А’В’]. 
Докажем, что (ММ) параллельна (АС) и проходнт через точ- 
ку О (нз этого будет следовать утверждение задачи). Для это- 
го мы локажем, что отрезкн ОМ н ОМ параллельны АС. Тог- 
дз [ОМ] 1 ЮМ} 1 (АС). откуда следует, что точки М, 
Он М лежат на одной прямой, параллельной (АС). Итак, нуж- 
но доказать. что [ОМ] | (АС) (доказательство параллель- 
ности [ОМ] и (АС) зналогичну). Пусть К = [ОА] П 
Г] [В’С'|. Заметим. что угол С’КА’ опирается на дуги, ве- 
личины которых в сумме составляют 180” (почему?), и, сле- 
довательно, прямой. Таким ОСразом, [В’К | в треугольнике 
ОВ’'А является одновременно биссектрисой н высотой. Сле- 
довательно, [В"С’] — серединный перпендикуляр к отрезку 


АО: поэтому [4 М] -— ЮМ]н ОДМ -= ЛОМ. Но ОАМ = 


—= ОАС и. значит. АОМ = ОАС. А это и означает, что от- 
резок ОМ параллелен стороне АС, что н требовалось доказать. 


Н. Нецветаев 
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№М453. Дано множество поло- 
жительных чисел {и1: аз; ... 
..., ап}. Для каждогоего под- 
множества выпиием сум- 
му входящих в него чисея 
(рассматриваются суммы из 
Одного, Овух, .... п слагае- 
мых). Докажите, что все 
выписанные числа можно так 
раэбить на п групп, чтобы 
в каждой группе отношение 
наибольшего числа к наимень- 
шемиу не превосходило 8. 


№М354. За круглым столом си- 
дят 7 гномов. Перед каждым 
стоит кружка. В некоторые 
из этих кружек налито мо- 
локо. Один из гномов разли- 
вает все свое молоко в кружки 
остальных поровну. Затем его 
сосед справа делает то же 
самое. Затем то же самое 
делает Я ©0сед спра- 
ва и так далее. После того 
как последний, седьмой, гном 
разлил всем остальным свое 
молоко, в каждой крижке 
оказалось столько же молока, 
сколько было в ней вначале. 
Во всех кружках вместе мо- 
лока 3 литра. Сколько молока 
было первоначально в каждой 
кружке? 


Рис. 3. 


р 


Достаточно указать п отрезков внда [65;. 25;] (= 1.2. ..., п), 
объединение которых содержит все суммы некоторых из данц- 
ных м чнсел: тогда суммы, прииздлежащие каждому отрезку, 
образуют группу чисел, удовлетворяющих нужному условию. 

Эти отрезэкн можно строить по-разному. Приведем самый 
красивый способ (его указал Д. Бернштейн). 

Заиумеруем данные числа в порядке воэрастання: а; < 
За, <... < ав. положим & = м та, ...Р щ)2 и 
докажем. что каждая сумма некоторых из чисел а; понадает 
в один из отрезков [5;, ЗЫ ]- 

Ясно, что нанменыцая «сумма» п: © 16,. 26:}. так как 


26, — а,. в наибольшая — (а, |... + @п) Е 16.. 281 |. так 


как 26, =а, --...-Р а„. Осталось доказать, что цевозмо- 
жен случай. когда некоторая сумма $ лежит между 26 н 


Ви+а. Пусть 
$ > 26, = а, т а, -|-...-Р ал. {1 
Тогда $ содержит некоторое а; >> ар+1, то есть 
$ > Якут. {2) 


Сложнв (1) н (2). получим 2$ >= и1-— ... Как -- ада» то есть 
$22 би+1- Зиачнт, $ не может лежать между 25ь И был. 


Ф 


Ответ изображен на рнсунке 3. Проверим его. После того как 
гном, помеченный красной точкой, разольет свое молоко по- 
ровну остальным (по №7 д). вновь получится (со сдвигом на 
одного гнома) точно такое же распределение молока; ирн этом 
6/7 а молока будет у того гнома, чья очередь разливать моло- 
ко. Ясно, что после семн переливаний мы вернемся к перво- 
начальмаму распределенню. 

Покажем теперь, как можно было догадаться до 
ответа, н докажем его едниственность. Заметим, 
что в условиях задачи процесс переливаний ио кругу можно 
считать периодически продолженным; поэтому все гномы 
совершенно равноправны. 

Естественно сначала искать такое распределение молока. 
которое ловторится (со сдвигом на одного гиома) уже носле 
одного перелнвания. При этом каждый следующий гном 
будет разливать то же самое количество молока. что н пре- 
дыдущий, — скажем, бх литров (каждому гному наливается 
по х литров). Тогда после очередного переливания у разли- 
вавшего будет 0 лнтров молока, у сго соседа (разлнвавшего 
перед ним) — х, у следующего (у него до этого было х) станет 
2х, .... у последнего, седьмого , гнома — 6х литров. Из урав- 
нения х-+ 2х --... -- бх = 3 найдем х = №7 и получи 
указанный выше ответ. 

Нужно, адкако. еще заяснить, ие может ли быть так, что 
гномы разлнвают разное количество молока (и неходное 
расиределенне восстанавливается лишь через семь перелнва- 
ний). Пусть 2-й гном разливает бхлд лнтров молока (каждому 
по хх литров). Поскольку гномы равиоправны, можно счн- 
тать. что х: >= ХА для всех А == 1,2, ..., 7. После семи пере- 
лмваний у 1-го гнома, разлнишего 6х, лнтров молока. снова 
должно набраться 6х: литров. поэтому бх, == ха -Р ха + 
Е ха т хз + х;. Это возможно лишь тогда, когда 
Хх =х, —... - х;. Таким образом. мы приходим к уже ра- 
зобранному случаю, когда все гномы разлипают одннаковое 
колнчество молока. Значит. других ответов нет, 

Заметнм, что из общих теорем линейной алгебры, которые 
лежат в основе теории марковских цепей. следует не только 
единственность ответа в эгой залаче, 1ю к такой любацытиый 
факт: как бы не были первоначально налнты 3 литра молока, 
его распределение будет стремиться (с ростом количества пе- 
реливаинй) к указанному н ответе распределению ©. 7, 
2:7. .... 5:7. у разливакииего — 6-7 литра). Об этих теоремах 
мы иостараемся рассказать в одном из следующих номеров 
«Кванта». 

Н. Васильев 


$467. Луна одновременно фо- 
тографируется с одной и той 
же стороны с Земли и со 
спутника (Луны. Орбита 
спутника круговая. Диаметр 
изображения Луны на фото- 
графии, полученной на Земле, 
равен 4 мм, а на спутнике 
Луны — 250 мм. Найти пе- 
риод обращения спутника Ли- 
ны по его орбите, если оба 
снимка сделаны с помощью 
одинаковых объективов с фо- 
кусным расстоянием 500 мм. 
Принять, что ускорение сво- 
бодного падения на Луне в 
6 раз меньше, чем на Земле, 
н расстояние от Земли до 
Луны равно 380 000 км. 


2г, 
м 


Ф468. Действующая модель 
подъемного крана способна 
поднять 10 бетонных плит 
без обрыва троса. Сколько 
плит поднимает реальный 
кран, изготовленный из тех 


На спутник Луны. движущийся по круговой орбнте радиуса 
К. действует со стороны Луны сила притяжения, равная 


Млт 
Е=у\` В? (т — масса спутника. Мл — масса Луны) 
У читывая. что ускорение свободного падения на Луке 
м 
&1п-У ы (’л — раднуе Луны). можем записать 
г 
ы 


г $ 
ое 


Эта сила сообцает спутнику центростремнтельное ускоренне 


[а| -= 5*В == -7=—, где о = -х_— угловая скорость вра- 
Т т 
щення спутника, Т — пернод обращення его по орбите. 
Итак. |2 | = т|а|. то есть 
гл \? 4л?К 
тел) =т т 
Отсюда 
|. ее 
тет уУ К. 6) 
Гл ёл 


В эту формулу входят две неизвестные велнчниы — В 
н гл. Найдем их, «воспользовавшись» фотографиями Луны, 
получеиными с Землн и со спутника. Изображение Луны 
получается в фокальной плоскости объектива. Луна нахо- 
дится от Земли на расстоянии, много большем се диаметра 
Поэтому можно считать, что при фотографированин с Зем- 
ли (рис 4) 


а, 
27л 


4,1. 
‚ Гл = р 


ор. 
Е 


(4, -— диаметр нзображения, Ё — расстояние Земля — Луна 
Е — фокусное расстояние линзы). 

При фотографированин со спутника (рис. 5) на плеике 
получается изображенне части поверхности Луны, ограни- 
ченной касательными ОЛ и ОВ. Из подобия треугольников 
ОММ и ОСВ имеем 


86... о а 0 
мм о та. 
Г 4: \? 
ге а= \/ Е? + (5: - Отсюда 
у=+(2) 
вы 
4, а.Е 
Подставив найденные выражения для гл и ЕЮ в (<), по- 
лучим 
Т=4л т у 4: а = 6.23.10 с 
2 #л@зР 
И. Слободецкий 
Ф 


Максимальиая нагрузка, которую выдерживает трос крана. 
определяется пределом прочности материала троса — мак- 
снмальным напряжением, при котором матернал еще не раз- 
рушается 

Предположим, что вес модельной плиты — д, площадь 
поперечного сечения троса — 5. Напряжение, возникающее 


р} 


же материалов, если линей- 
ныг размеры крана, троса и 
плит в 12 раз больше, чем 
в модели? 


$469. Рисунок 6 сделан со 
стробоскопической  фотогра- 
фии кубика, — движущегося 
вдоль наклонной плоскости. 
Промежутки времени между 
последовательными вспышка- 
ми лампы равны 0,1 с. 
Определить коэффициент 
трения кубика о плоскость. 


Масштаб 
0 05м 
ЧАСЕ ЧА Ч О 


Рис. 6. 


прн нагрузке в одну плиту, равно № = = . Согласно данным 


задачи предел прочности материала троса определяется усло- 
внем 


10 11 
[<< () 


(условие того, что краи-модель поднимает 10 плнт, а нагруз- 
ку в 11 плит трос не выдерживает). 

Прн переходе к реальным крану н плнтам все линейные 
размеры увеличиваются в п = Г? раз. Значит, вес плиты уве- 
личивается п п3 раз, поперечное сеченне троса увеличивается 
в п? раз: 


9 == плз, $ = п? (2) 
(так как плотность соответствующих материалов не меня- 
ется). Максимальное число илит, которые может поднять 
реальный кран, определяется условнем 


9 134 9 
а 2. (8) 


откуда 


Но из соотиошения (1) следует, что 


[1 
— «1. 

1-7“ 

$ 

Следовательно, 
а о 
м << 

9 $ 
2 


то есть реальный кран не сможет поднять ни одной плиты. 
С. Кротов 
$Ф* 


Прежде всего а значение ускорення, с которым двн- 
жется кубик. ак нзвестио, разность расстояннй Ци {5. 
проходнмых телом за последовательные равные промежутки 


времени т, равиа 1,—/, = |а|“*. где а — ускорение, с ко- 
торым движется тело. Определив по рисунку с помощью мер- 
ной линейки н заданного масштаба {.—[:, найдем 


Определим теперь. и каком направленин (вверх илн вниз 
по наклонной плоскостн}) движется кубик. Максимальное 
ускорение, с которым может свободно соскальзывать кубик, — 
это ускорение, сообщаемое ему силой тяжести в напр авленнн 

- 


оси Х (рис. 7) в отсутствин силы трення: [ащах | = [8 [т <. 


Из рисунка находим $1 а = -=-, так что 


= 
Мы же нашли, что |а|= 7 м/с2. Значит, кубик движется 
вверх по наклонной плоскости, а ускорение вдоль осн Х ему 
сообщают сила тяжести (ее проекция на: ось Х) н сила трення, 
направленная вниз вдоль наклонной плоскости. 


В 2 МАСШТАБ 


Рис. 7. 


Ф470. При подключении галь- 
ванического элемента напря- 
жением 1,5 В к зажимам Аи 
В амперметр показал ток 
ГА (рис. 8). Когда поляр- 
ность элемента изменили на 
противоположную, ток упал 
6 два раза. Какая электри- 
ческая цепь находится внут- 
ри коробки? 


Рис. 8. 


Запишем уравнение движения кубика в проекции на ось Х 
-_ - 
та, — та|= т|8| эта- р. 
Здесь [у = | Рар| = #|М| = #т| в | 05а — сила трення. 
Так что 


Га =] ;зтае-Н |105, 


откуда 
— та 
РН = 121 
12] с05 & 
. АВ| 3 
Воспользовавшись рисунком, найдем $17 = вст =`5`. 


АС 
вне: СЕ 


4 
[8СТ=`5 так что 
# 


И. Слободецкий 


Ф 


Рассмотрим два возможпых случая: первый — ток упал в 
два раза, направленне тока осталось прежним; второй — ток 
упал п два раза. и направление тока изменилось на противо- 
положное. 

В первом случае ясно. что е коробке должна быть бата- 
рейка (без этого направление тока при переключенин должно 
стать противоположным). Простейшая возможная схема в 
этом случае — батарейка сэ. д.с. %.,. и последовательно с ней 
сопротивление А» (рис. 9). Тогда нмеем: 

= =1(4А); аа =0,5 (А). 


Отсюда 
$, = 4.5 В, ВЮ, = 6 Ом. 


В В, может входить и внутреннее сопротивление батарейки. 


о - ака Е 
Г | 
1 | 
К. } 1 | 
В } Е 
Г! | [ 
| 1 
---= е—------5 
Рис. $. Рнс. Ю. 


Второй случай существенно «богаче» возможными схема- 
ми. Кроме батарейки г резистором (в этом случае ®. = 0,5 В, 
В, - 2 Ом). возможны схемы г нелинейными устройства- 
ми — диодами, транзисторами, реле и т. д. 

Одна из простейших схем приведена на рисунке 10. 
Прн одной полярностн приложенного ко входу напряжения 
диод открыт; сопротивление коробкн составляет 1.5 Ом. 
При изменении полярности днод закрыт, и сопротивление ко- 
робки равно 3 Ом. 


А. Зильберман 
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$471. — Теплоизолированная 
полость небольшими  сдина- 
ковыми отверстиями соедине- 
на с двумя объемами, содер- 
жащими гозообразный гелий 
(рис. Г]. Давление гелия в 
этих объ емах поддерживает- 
ся постоянным и ровным р, 
а температуры поддержи- 
ваются равными Т в одном из 
объемов и 2Т в другом. Най- 
ти установивниеся давление 
и температуру внутри по- 
лости. 


В состояини равновесия число частиц, находящихся в поло- 
сти, должио, очевидно, оставаться постоянным. Это означа- 
ет, что число частиц, попадающих в полость из объемов 1 
и ИП, должно быть равно числу частиц, выходящих из полости. 

Число частиц, попадающих в полость из объема 1 за едн- 
ницу времени, прямо пропорционально плотности в; частнц, 


в объеме 1 н средней квадратичной скорости УнвЕ частиц 
в этом объеме (поскольку проекция скорости на любое задан- 
ное направление пропорциональна средней квадратичной 
скорости): Му ПТИкет. Величина л; прямо пропор- 
циомальна давлению р в объеме [ и обратно пропорцно- 


= р 
иальна значению и“: пу ^— —. 


В свою очередь и? Т, 
у 
Г 


квт ^^ Т'/з. Таким образом, 
М, = орт“, 
где и — коэффициеит пропорциональности. Аналогично для 


числа частиц, попадающих в полость за единицу временн из 
объема 1, можем записать 


Мих = ар(2Т)-“!. 
Число частиц, покидающих полость за единицу времени через 
два отверстня, равно 


№ = ар Ти "* р 


где ро. Гп-— соответственно давление ин температура в по- 
лостн. В состоянии равновесия выполняется условне М№т -|- 
ми = М, то есть 


арТ``*!з ар(2Т) "® = ЗароТь"", 
ИЛИ 
РГ" рот" рат". е) 


В состояини равновесия не меняется со временем п пол- 
ная энергня частиц в полости. Это означает, что энергия, 
приноснмая в полость за единицу временн М1 н М1т части- 
цами, равна энергии, уноснмой № частнцамн, покидающими 
полость: Ёт - Ен = Е. Поскольку средняя энергия Еср, 
приходящаяся на одну Частицу, прямо пропорциональна 


температуре, то Ет= МЕсрл ^^ РГ“ Т= ВрТ""*, Ей == 


= Вр(2Т)'!*, Е = 2ВрьТ':*, где В — коэффициент про- 
порциснальности. Таким образом, 


ВРТ"!» + Вр(2Т)"* = Вр", 
Нан 
РТ * +р(2Т)!* = 2раТи*. (2) 


Решив совместно уравнения (1} н (2), найдем 


= /2” 
То = ТИ2 $ р-р РР ЕТ. 
2.2 


И. Слободецкий 


По страницам школьных учебников 


В. Дубровский 


В поисках 
определения 
площади 
поверхности 


Определение площади поверхности является 
одной низ традиционио сложных тем зиколь- 
ной геометрии. Связано это с отсутствием 
достаточно простого общего определення. 
которое охвагывало бы по крайней мере все 
поверхности, изучаемые в школе: цилиндр, 
конус н сферу. В заметке рассматриваются 
два подхода к такому определению и обсуж- 
даются трудности. возникающие при этих 
подходах. 


Все ли можно развернуть? 


Проще всего определить и вычислить 
площади поверхностей цилиндра и 
конуса — достаточно рассмотреть 
развертки этих поверхностей (см. 
«Геометрию 8», п. 1927, 128). Однако 
определение илощади поверхности как 
площадн ее развертки не годится в 
качестве общего определения про- 
сто потому, что поверхностей, которые 
можно было бы «развернуть», слиш- 
ком мало. Мы объясним. почему нель- 


Рис. 1. Невозможность развертки сферы. 


зя «развернуть» сферу; аналогичные 
рассуждения применимы н ко многим 
другим поверхностям вращения. 

Давать точное определение раз- 
вертки — дело довольно хлопотливое. 
Ясно, однако, что если бы удалось 
«развернуть» сферу, то, в частности, 
мы получили бы отображение { ка- 
кой-то достаточно маленькой «сфе- 
рнческой шапочки» на часть плоско- 
сти (рис. 1), при котором длина лю- 
бой кривой Ё, лежащей на этой 
«папочке», равнялась бы длине соот- 
ветствующей ей кривой } (Ё.) на пло- 
скости. В частности, длина 4 (А, В) 
кратчайшей кривой, соединяющей 
точки А и В на сфере, должна рав- 
няться длине кратчайшей кривой, 
соединяющей точки А’-} (А) и В'= 
—={ (В) на плоскости. то есть длине 
отрезка А’В’: 


4 (А, В)-= АВ’ |. 


Можно доказать, что 4 (А, В) есть дли- 
на меньшей из двух дуг большой окружно- 
стн, проходящей через точки А и В, опре- 
деляемых этими точкамн, однако нам это 
не потребуется. 


Рассмотрим множество С точек 
М сферы, для которых «сферическое 
расстояние» 4 (М, Р) от некоторой 
фиксированной точки Р равно фик- 
сированному числу Ю>>0. Очевидно, 
что если точка М, получается из 
точки Л поворотом около диаметра 
сферы. проходящего через Р,то 
а(М,,Р)=а (М. Р). Отсюда легко вы- 
вести (выведите!), что множество С есть 
окружность. Ее центр О совпадает с 
основанием  перпендикуляра, опу- 


———Щ 


1 


Рис. 2. Последовательность ломаных {„ схо- 
дящихся к отрезку единичной длины (но не 
зписаниых в него), длина каждой из кото- 


рых равна 72. 


щенного из любой точки МЕС на 
раднус сферы, проходящей через точ- 
ку Р (рис. 1); поэтому радиус этой 
окружности г= ОМ |< |МР |. С дру- 
гой стороны, 4 (М,Р) есть длина не- 
которой кривой, соединяющей М и 
Р, а отрезок МР является кратчай- 
шей из таких кривых; поэтому 
|МР|<а (М,Р)=В. Следовательно, 
г<Ю. При развертке окружность С 
перейдет в множество С’ =} (С) точек, 
удаленных от точки { (Р) на расстоя- 
нне Ю, то есть в окружность радиуса 
Ю. Длина окружности С равна 2лг, 
а окружности С’—2лЮ>2лг. Это про- 
тнворечит сформулированному выше 
свойству сохранения длин, н, таким 
образом, развертка сферы невозможна. 


Сапог Шварца 


Итак. развернуть поверхность, вооб- 
ще говоря, невозможно; попытаемся 
поступить по-другому. Рассмотрим но- 
следовательность миогогранных по- 
верхностей //„, «сходящуюся» к дан- 
ной поверхности Л. Допустим, что 
последовательность их площадей $„ 
имеет предел $; тогда кажется естест- 
венным принять число 5 за площадь 
поверхности /7 *). Конечно, при этом 
нужно проявить осторожиость. — 
ведь даже при определении длины 
кривой рассматривают не произволь- 


*) Именно такой подход применялся в 
старом учебнике геометрин А. П. Киселева 
при определенин площадей поверхности ци- 
линадра и конуса. 
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ные, а вписанные ломаные (они соот- 
ветствуют миогогранным  поверхно- 
стям), сходящиеся к кривой, иначе 
предел их длин будет зависеть от 
выбора последовательности ломаных 
(см. рисунок 2 и задачу 3). Попробуем 
вайти площадь поверхности цилиндра 
как предел площадей вписанных в не- 
го многогранных поверхностей. По- 
верхности эти определим следующим 
образом. 

Впишем в основание цилиндра 
правильный л-угольник; рассмотрим 
далее такой же л-угольник, располо- 
женный над основанием на высоте 


где Н— высота цилиндра, 


Е — фиксированное натуральное чис- 
ло, и повернутый относнтельно пер- 
РИ 
Продолжая такое построение, полу- 
чим (А--1)-л точек — вершин л-уголь- 
ников: соединим эти вершины ребра- 
ми, как показано на рисунке 3. В 
итоге образуется вписанная в цилиндр 
многогранная поверхность / (п, К), 
имеющая пё конгруэнтных треуголь- 
ных граней. Задавая различные по- 


вого п-угольника на угол 


Рис. 3. «Саног Шварца» (П (6, 4) )- 


следовательности !А„!, например. 
0 


РЕ]. Е, =м, № = 


ит д, мы будем получать различ- 
ные последовательности поверхностей 
П (п, Ё,), причем все они «сходятся» 
к поверхности цилиндра (очевидно, 
что зазор между исходным цилинА- 
ром и цилиндром, касающимся ‹го- 
ризонтальных» ребер поверхности 
П (п. Е,), с ростом п делается сколь 
угодно малым; о ле время 
П(п,„) находится в этом зазоре). Най- 
дем предел площадей 5 (л, №.) поверх- 
ностей Л (п, -А,). Пусть $(п, Ю-— 
площадь одной грани поверхности 
П (п, &), тогда (см. рнс.4} 5, ®}= 
=|АН]|-|СН|. Если радиус  основа- 
ния цилиндра К, то |АН| = 


= [О А| пт == Взие; далее, |СН|\| = 
-ИНБЕ-СОР, 
но = В (1 во5я-). СЁ = = 
Таким образом. 
5(п, К) = 
Е 
=Езин>- 
а 1 | В? 
— УТ 4 
Поэтому 


. я 
$и- 


$, в =22Н——х 


х 
Пользу ясь тем, что те = 1, мож- 
х- 
но легко найти $2 т$ (п, Е) для 


плс 

различных последовательностей А,„. 
В частности, при №, ==1 (и вообще, 
ири А, = соп56) $ =2лЕН (правиль- 
ный ответ!). Такой же ответ получа- 
ется и при Ё, =п. Но дальше нас 
ждет разочарование: при А „= л? пре- 
дед будет уже другим, а при да == ПЗ 
последовательность $ (п, №} и вовсе 
неограничена (см. также задачу 4). 


Рис. 4. Одна грань «сапога Шварца». 


Причина в том. что при слишком бы- 
стром росте А, грани поверхностей 
П(п. Е„) располагаются под большим 
углом к поверхности цилиндра, 
П(п, Е„) «собирается в гармошку»; яс- 
но, что за счет таких складок пло- 
щаль новерхности сильно увеличивает- 
СЯ. 

Опнсанная конструкция была 
предложена в 1890 году известным 
немецким математиком Г. А. Шварцем; 
ее называют «сапогом Шварца». Из 
этой конструкции видно, что поня- 
тие «сходимости» = последовательно- 
сти ПЛ, к Пв нашем определении 
площади поверхности следует уточ- 
нить — так, чтобы учитывались не 
только расстояния между точками 
поверхностей Л, и Л, но и углы меж- 
ду гранями поверхностей Л, и по- 
верхностью Л. С этими уточнениями 
определение становится сложным, гро- 
моздким н, конечно, неуместным в 
нкольном курсе. 


Как же быть? 


И все-таки можно дать общее опреде- 
ление площади поверхности, горазло 
более простое, чем определенне че- 
рез вписанные многогранники. С его 
вариантами (для сферы, цилиндра, 
конуса) можно познакомиться в «Гео- 
метрии 10» (с. 63, 127). Подробнее об 
этом определении (его предложил один 
из крупнейших немецких математи- 
ков Г. Минковский) мы расскажем в 


другой раз. 


Задачи 


1. Докажите, что, хотя н не существует 
развертки сферы, можно построить 

а) отображение полусферы на плоскость, 
переводящее кратчайшне линии на сфере в 
кратчайшие линии на плоскости; 

6) отображение сферы на плоскоеть, ©о- 
храняющее площадь. 

2. Объясните, почему приведенное в тек- 
сте доказательство невозможности разверт» 


ки сферы не проходит для конуса. Докажите, 
что нельзя развериузь параболойд — по- 
верхность. полученную при вращеяии пара- 
болы около ее оси. (Обратите внимание: 
прежде, чем поверхность разворачивать, ее 
можно разрезать.) 

3. Приведите примеры › последователь- 
ностей функций [, (^) ( Е 10. 1]), графи- 
ками которых являлись бы ломаные длин („, 
причем — Ит[л (х) == для всехх СПО, 1]. 

И! > са 
и и то же время 
а) Шн/„ =с. где г — любое заданиое 
мп->< 
чнсло, не меньшее 1; 

6) последовательность 11! неограничена; 

в) последовательность {1„! ограничена, 
но не имеет прелела. 

4. Докажите. что в примере Шарика мож- 
но так подобрать последовательность {А, }, 
что последовательность площадей {$ (л. Я„}} 

а) сходится к любому заданному числу 
нз промежутка [2лЮН. ©[; 

6) ограпинчена. по це имеет предела. 

5. Предлагается следующий способ вы- 
числения площади поверхностн сферы. Ра- 
зобьем сферу «экватором» на две полусферы 
и рассмотрим Одну из них. Поделим эква- 
тор на м консрузнуиых частей точками А,. 
А.. -... Ар ин соединим их г «полюсом» Р 
«мериднанами». Теперь представим себе. 
что правильный л-угольник А, ... Аи ПОд- 
нимается над экваторнальной плоскостью, 
оставаясь ей параллельным и сжимаясь к 
точке Р так, что его вершнны все время ле- 
жат на дугах А;Р. Его контур при этом 


Рис. 5. Поверхность П... 


заметает некоторую  куполообразиую по- 
верхпость Л„ (рис. 5}. Ясно, что поверх- 
ность П„ при больших п очень близка к по- 
лусфере;, более того. нетрудно доказать (по- 
пробуйте}, что ее площадь прн лп-ноо стре- 
мится к площади полусферы. Разосиув доль- 
ки А;4;.,2, мы получим п треугольинков с 
одняаковымн основаннями, сумма длин кото- 
рых равна периметру ри л-угольника А;...Ап, 
н. высотами А„. Поскольку, очевидно, 
Итри -= 2 лА, где Ю — ралиус сферы, а 


п >02 


. ! 
Ит А» — _ЯА, то предел площадей поверх- 
Ио? 


& р 1 1 ь. 
ностей Пн равен Нт —5 Рь^» — 5 = В. 


п>оа. 
Следовательно, площадь сферы 


д рави а 
л2Ю?. Где ошибкз? 


Задачи 3. \з картона вырезали 6. Две точки Аи В дви- 
раннобочпую трапецню. у ко- жутся так, ч1о их скорости 

наших торой угол между лнагона- все время соиаправлены и 
лями равен 4. К каким вер- скорость точкн В  меныше 

ы шинам ближе ее центр тя- скорости точки А. Может ли 
читателен жести — к вершинам мень- расстояние АВ между точка. 
шего осповання или боль- ми оставаться постоянным? 


его? 
}. КУБ с ребром 1 м раз- 


С. Берколайко 


7. Когда два разных ак- 


бит па конечное число (боль- р кумузятори ЗОеДиНИ па- 
шее трех} выпуклых миого- 4. Ноль находится вы  батисльАо н, замАизли на 
гранииков. Каждый много-  инжием крайнем левом чер- лампочку, лампочка горела 
грапинк отмечен одной из ном поле шахматной доскн. Слабо. огда п ту же цепь 
цифр: \. 2. 3. Докажите. что Он может перемещаться ПОМИ НЕ ТЕЛЬНо с каждым 
пайдутся две точкн различ- ТОлько по днаГонали. Какое аккумулятором включилн 
пых многогранииков. поме- наибольшее число черных — Некоторое сопротивление. 
ченных одной цифрой. рас- полей он может обойтн, если пе стала гореть ярче. 
стояние между которыми не На каждом поле оп можт 1ючему: т 
Г побывать пе более одного Б. Коган 
раза? Расемотрите случан. 
когда размеры шахматного 8. Бревио длиной Ё п 


Е 1 
; -— м. Мож 
менее | 2 54 м Аожиа И р) 


9х9: 2) (21—Пх 
Хх (2—1: 3) 8.8; 4) 2иж2а. 


массой п подинмают Нл го- 
рнзоптального положепня п 


лк усилить эту оценку? Ф. Бартенев вертикальное одии раз за 

р В. Макеев 5. Вычислите толстый консц, а другой 

{ученик 10 кл.) к паз — за тоикий. Разница п 

2. Докажите. что урав- \; о" сопершаемых работах со- 

пение —х2 — 2ХИ ша 1978 пе 2 ВП-Г. ставляет А. Определите по. 

имест решений в цслых чис- ле @ ложение центра тяжести 
зах. бревна. 


С. Майзис 


С. Манцкян В. Никитин 


ми 


«Квант» для младших школьников 


ЫУм—ж—ШШШ—————— я —А—— 


Задачи 


1. Десять человек пришли в гости 
в галошах. Уходили они пс одному, 
и каждый надевал произвольную пару 
галош. в которую он мог влезть (то 
есть не меньшего размера, чем его 
собственная). Какое наибольшее чис- 
ло людей не смогло надеть галоши? 

2. Разрезав фигуру. нзображен- 
ную на рисунке, на две части, сло- 
жите из ннх квадрат так, чтобы цвет- 
ные квадратнки были симметричны 
относительно всех осей симметрии 
квадрата. 

3. У четырех людей, родившихся 
в разные годы ХХ века, суммы цифр 
возрастов одинаковы, а сумма всех 
четырех возрастов — точный куб. 
Сколько лет старшему из этих людей? 

4. Докажите, что если в парал- 
лелограмме АВСО сумма углов АВО 
и ВСА равна 90°, то этот паралле- 
лограмм — либо ромб, янбо прямо- 
угольинк. 

5. Какое трехзначное число равно 
кубу числа, записываемого послед- 
ней цифрой, и одновременно квадрату 
числа, записываемого второй и пер- 
вой цифрой? 
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пили ии 
2" ни 


я Я } 
ИИА, 


А. Дозоров 
Куда направлена © 


сила трения? 


Если вы утверждаете, что сила трения 
направлена против движения, то в 
этом утвержденин все правильно. На- 
пример, на соскальзывающие с горы 


санки действует сила трения Рхр, 
направленная в сторону, противопо- 
ложную скорости санок (рис. 1). Но 
очень часто сила трения преподносит 
неожиданные сюрпризы. Вот несколь- 
ко примеров. 

Человек идет по ровному месту, 
скорость человека направлена вправо. 
Куда направлена сила трения? Пра- 
вильный ответ — тоже вправо, то есть 
в сторону движення человека, а не в 
прогивоположную (рис. 2). Впрочем, 
разберем подробиее этот случай. Ког- 
да человек, делая шаг, отталкивается 
ногой от земли. подошва ботинка 
«стремится» двигаться назад, в сторо- 


ну, противоположную движению че- 


‚ ловека. А сила трения, действующая 


со стороны земли ва подошву, на- 
правлена против движения подоШш- 
вы, то есть вправо, как н показано на 
рисунке 2. Движение подошвы отно- 
сительно земли играет главную роль— 
против него и действует сила трения. 

Сели трение достаточно для ТОГО, 
чтобы человек шел без проскальзы- 
вания, то во время толчка нога пере- 
мещаться не будет. В этом случае 
сила трения — это сила трения покоя. 
Если же человек толкается достаточ- 
но сильно или трение мало, начи- 
настся проскальзывание: ‘° подошва 
движется назад, голова остается на 


месте, равновесие нарушается, че- 
ловек падает. Попробуйте быстро ид- 
ти по гладкому льду! 


Однако процесс ходьбы состоит 
не только из одних толчков. Толчок — 
это первый этап, кроме него есть и 
другое характерное движение: «от- 
ставшая» нога выносится вперед и 
становится на землю. В этом случае 
сила трення направлена уже против 
движения человека. 

Таким образом, прн 
правление силы трения 
изменяется. 

То же самое бывает и при беге 
на лыжах: когда лыжник толкается 
палками и лыжами (рис. 3, а). на- 
правление снлы трения одно. а при 
дальнейшем движенин по инерции 
(рис. 3, 6) — другое. Очевидно, для 
бега на лыжах выгодно, чтобы прн 
свободном скольжении снла трения 
была минимальна, а при толчке не 
должно быть проскальзывания, то 
есть сила трення должна быть как 
можно большей. 

Этого можно достигнуть, например, 
приклеив на лыжи мех таким обра- 
зом, чтобы ворс был направлен от 
носка лыжи к ее концу. Такими лы- 
жами действительно пользуются на 
Севере. . 

Посмотрим теперь, как направле- 
на сила трення, когда человек ходит 
по горам. Если спуск достаточно кру- 
той, то человек «тормозит» ногами, 
нытаясь предотвратить скатывание 
(рис. 4, а): сила трения: направлена 
против скорости человека. 

При пологом спуске и при подъ- 
еме на гору (рис. 4,6) тормозить 
не требуется, все пронсходит ана- 


ходьбе на- 
все время 


логично случаю ходьбы по ровной 
поверхности. 

Еще больше неожиданностей таит 
в себе сила трения при рассмотрении 


Рнс. 5. 


катящегося шара (рис. 5). С одной 
стороны, если проскальзывания нет, 
то это означает, что трение достаточ- 
но, чтобы шар мог «отталкиваться» 
от земли (на шар действует сила 


трения Р-р), причем для шара это. 
«отталкивание» происходит непрерыв- 
но. 
С другой стороны, катящийся 
шар замедляет свое движение и в 
конце концов останавливается. Зна- 
чит, на шар действует — и тоже не- 


ы 
прерывно — еще и сила трения Р:р2. 
Для шара два этапа движения, изо- 
браженные на рисунке 3, сливаются 
В ОДИН. 

То же самое можно сказать и о 
колесах движущегося автомобиля, 
поезда и т. п. 

Подумайте, о каких еще 
данностях в поведении силы 
можно было бы рассказать? 


неожи- 
трения 


и 


Практикум абмтурмента 


Л. Асламазов 


Напряженность, 
напряжение, 


потенциал 


Каждая точка электрического поля 
характеризуется векторной величи- 
ной — напряженностью поля. На- 


пряженность Е поля в данной точке 
равна снле. действующей на положи- 
тельный пробный заряд. помещенный 
в эту точку, и отнесенной к единице 
заряда. Это — силовая — харак- 
тернстика электрического поля. 

При перемещении электрического 
заряда в поле совершается работа. 
Электростатическое поле 
обладает очень важным свойством -- 
потенцнальностью: рабо- 
та по перемещению заряда из одной 
точки поля в другую не зависит от 
формы траектории. Это позволяет вве- 
сти понятие иапряжения (или разно- 
сти потенциалов). Напряжение И 
между двумя точками поля *) равно 
работе, совершаемой электрическим 
полем по перемещению единицы по- 
ложительного заряда из одной точки 
в другую. 

В отличие от напряженности, оп- 
ределенной в отдельно взятой точке, 
напряжение характеризует две точ- 
ки поля. Если зафиксировать одну 
точку, выбрав ее за начало отсчета, 
то любая точка поля будет иметь 
определенное напряжение по отно- 
щшению к выбранной точке. Это на- 


*, Под словами «поле», «электрическое 
поле» здесь я и дальнейшем мы будем по- 
нимать злектростатическое по- 


ле, то ссть поле, созданное неподвижными 
зарядамн. 
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пряжение называют потенциалом $. 
Очевидно, что началу отсчета соот- 
ветствует нулевой потенциал. Чаще 
всего пулевой потенциал принисы- 
вается точке, бесконечно удаленной 
от заряда, создающего поле. В этом 
случае потенциал ф некоторой точки 
поля равен работе, совершаемой элек- 
трическим полем по перемещению еди- 
ницы положительного заряда из этой 
точки в бесконечность. Это — 
энергетическая характери- 
стика электрического поля. 
Иногла задавать в каждой точке 
скалярную величниу -- потенциал 
ф — удобиее, чем. векторную величи- 


ну напряженность Ё. Естественно. 
что эти две величины должны быть 
связаны друг © другом. 

Рассмотрим вначаяе однородное 
электрическое поле. Его напряжен- 
ность Е одинакова во всех точках; 
силовые линии такого поля — па- 
раллельные прямые (рис. 1). Найдем 
разность потенциалов между точка- 
ми В и Р. Потенциал ф„ точки В 
равен работе по перемещению едн- 
ницы заряда из этой точки в беско- 
печность. Форма траектории при под- 
счете работы не имеет значения, по- 
этому будем перемещать заряд сна- 
чала по отрезку ВС, потом но отрезку 
СО. а затем из точки О в бесконеч- 
ность. Сила, действующая на единицу 
заряда со стороны электрического 
ноля. равна напряженности. На от- 
резке ВС работа этой силы равна Е{, 
где Е — проекция вектора напряжен- 
ности на силовую линию. а [— 
длина отрезка ВС. На отрезке СО 
сила работы не совершает, так как 
она пернендикулярна перемещению. 
Наконец, работа по перемещению еди- 
ницы заряда из точки Р в бесконеч- 
ность равна потенциалу фр. Поэтому: 


+в - Е! + Фь, или для разности 
потенциалов: 
Фв — Фр `— 21. {1) 


Лля того чтобы формула {1} да- 
вала правильный знак разности по- 
тенциалов, величине { надо припи- 
сывать онределенный знак в зависи- 
мости от расположения точек Ви С 
на снловой линин. Будем считать. 


что [ — это проекция вектора ВО 
на направление силовой линии. Тогда 


знак положителен, если точка С ле- 
жит «ниже» по силовой линни, чем 
точка В. н отрицателен в противо- 
положном случае. Для случая, изо- 
браженного на рисунке 1, [>0, 
и разность потенциалов фз — фр > 
> 0, что соответствует убыванию по- 
тенциала вдоль силовой. линин (фь < 
< 4). 

Итак, в однородном электрическом 
поле между напряженностью н раз- 
ностью потенциалов имеется простая 
связь, даваемая формулой (1). 

Какова связь между потенциалом 
н напряженностью ‘в случае неодно- 
родного электрического поля? В та- 


ком поле напряженность Е меняется 
от точки к точке. Пусть, для про- 
стоты рассуждений, изменение на- 
пряженности происходит только В ОД- 
НОМ направлении, которое ирнмем за 
ось ОХ (рис. 2). Тогда напряженность 


= 
поля Е зависит только от координаты 


х:Е =ЁЕ (х). Ясно, что в небольших 
участках пространства  напряжен- 
ность меняется мало, и электрическое 
поле там можно приближенно счни- 
тать однородным. Возьмем близкие 
точки В и О н найдем разность по- 
тенцналов между ними. Воспользуем- 
ся формулой (1). Потенциал так же, 
как н напряженность, зависит толь- 
ко от координаты х*): фв — Фр — 
2 в пай. 

*> Плоскость х=сой> эквипотенциальна, 
так как прин перемещении единицы заряда |: 


этой плоскости электрическое поле работы 
не совершает. 


===. —— 


Рис. 3. 


= $ (хв) — Ф (хь). Проекция век- 
тора ВБ на ось ОХ равна разности 
координат точек и В: [=х,р— 
— хр. Таким образом, для близких 
точек В и О получаем: 
$ (в) —Ф (хр) = Е (в) Х 

х @Ь — хь). 


или 
©) — $ н) : 
Б (хи) = — Ре. (0 


Чтобы формула (2) стала точной, 
надо устремить точку В к точке р 
н найти предел, к которому стремит- 
ся правая часть при неограниченном 
сближении точек: 


$ р) —$(н) 


Ецхв) = — Ит 
(хв) Хр 


ср {3} 
„Легко увидеть. что правая часть фор- 
мулы (3) — это производная потен- 
цнала, взятая с обратным знаком. 
Таким образом, в неоднородном элек- 
трическом поле связь межлу потен- 
цналом и напряженностью в каждой 
точке следующая: 

Е (х) = 0. (4) 
Знак минус в формуле (4) означает, 
что потенциал убываёт вдоль снло- 
вой линии: поскольку проекция иа- 
пряженностн на силовую линию 
Е (<) > 0, $'() < 0, что и означает 
убывание потенциала. 

Если иарисовать график завису- 
мости 4: от х, то таигенс угла наклона 
© касательной к графику в каждой 
его точке равен производной $” (х) 
в этой точке (рис. 3). Поэтому можно 
сказать, что напряженность электрн- 
ческого поля определяет иаклон ка- 
сательной к графику потенциала. 

Рассмотрим теперь несколько кон- 
кретных задач. 

Задача |1. Сфера радиуса К 
имеет заряд @. Найти зависимость 
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напряженности и потенциала от рас- 
стояния г от центра сферы. Нарисо- 
вать графики. 

Найдем вначале напряженность 
поля. Внутри сферы электрического 
поля нет: при г< А Е=0. Вне 
сферы напряженность поля такая же, 
как у точечного заряда @, помещен- 
ного в центр сферы: прн г> К 
проекция напряженности на выбран- 


9 
ное направление от центра Е авы. 


где #, — электрическая постоянная. 
На поверхности сферы, при г = К, 
электрическое поле испытывает ска- 


" : 
53 —- симос от 
чок АЕ Е. №2 .Зависимость ЕЁ 


г графически показана на рисунке 4.а. 
Величину скачка АЕ можно вы- 
разить через поверхностную плот- 


ность заряда в = чар (равную за- 


ряду, приходящемуся наединнцу ило- 
щади поверхности сферы): 


Заметим, что это общее свойство элек- 
тростатического поля: на заряженной 
поверхности его проекция на направ- 
ленне нормали всегда нспытывает 


Ге 
скачок АЁ = —— ‚ независимо от фор- 
о 


мы поверхности. 

Выясним теперь. как меняется 
потенциал ф в зависимости от г. 
Мы уже знаем, что в любой точке 
тангенс угла наклона касательной 
к графику потенциала должен совпа- 
дать со значением ироекции напря- 
женности (взятой с противоположным 
знаком). При О<г< А Е = 0, и, 
следовательно, во всех этих точках 
касательная к графику потенциала 
должна быть горизонтальной. Это 
означает, что на участке О<г< В 
потенциал не меняется: ф = соп$1. 

Вне сферы, при г> К, производ- 
ная $’ (7) = —Е (7) отрицательна и 
величина ее убывает с расстояннем г. 
Поэтому и потенциал должен убывать 
с расстоянием, стремясь к нулю при 
Г—- со. Действительно. чем далыше 
расположена точка, в которой мы 
ищем потенциал, тем меньшую работу 
надо совершать при перемещении еди- 
ницы заряда из этой точки в беско- 
нечность. Величина потенциала ф при 


ис 


г > В такая же, как у точечного за- 
ряда, помещенного в центр сферы: 


9 


Але г 


ф = 


Может ли потенциал испытать ска- 
чок на поверхности сферы, то есть 
при г = А? Очевидно, что нет. Ска- 
чок потенциала означал бы, что при 
перемещении единичного заряда меж- 
ду двумя очень близкими точками 1 
и 2 электрическое поле совершало бы 
конечную работу: ф,/— ф. = Е (®) Хх 
Хх (г. —г.) должно оставаться ко- 
нечным при (г, —г,)— 0, что не- 
возможно. Таким образом, потенциал 
не испытывает скачков. 

_ График зависимости 4 от г изо- 
бражен на рисунке 4, 6. 

Задача 2. Шар радиуса ЕЮ 
равномерно заряжен по всему объему. 
Полный заряд шара 9. Нарисуйте 
графики зависимости напряженности 
и потенциала от расстояния г от 
центра шара. 

Такой шар можно представить се- 
бе состоящим из болышого числа 
тонких заряженных сфер, вложенных 
одна в другую. Каждая сфера внутрн 
себя поля не создает, а вне создает 
поле такое же, как точечный заряд, 
помещенный в ее центр. Поэтому 
вне шара, при г Ю, напряжен- 


ность такая же, как напряженность 
поля точечного заряда ©, помещенно- 
го в центр шара: 


Внутри нара, на расстоянии г < 
< Ю, поле создают только сферы с 
радиусами от 0 до г (для сфер боль- 
шего радиуса рассматриваемая точка 
находится внутри ннх). Следователь- 
но, напряженность на расстоянии г 
от центра’ шара такая же, как на- 
пряженность поля точечного заряда 
©,, помещенного в центр шара, где 
О. — суммарный заряд всех сфер с 
радиусами от О ло г, то есть заряд 
шара радиуса г. Если на шар раднуса 
В приходится заряд @, то на шар 
радиуса г будет приходиться заряд 


д З 
9, =@ т. Таким образом, внутри 
напряженность Е = 
линейно растет 


шара поля 


1 
го го а 
с расстоянием. 

На поверхности шара, в точке 
г = ВЮ, напряженность скачка не ис- 
пытывает. Это находнтся в соответ- 
ствни с общим правилом, так как 
поверхностная илотность заряда в 
данном случае равна нулю: шар за- 
ряжен однородно, и на бесконечно 
тонкий поверхностный слой прихо- 
дится бесконечно малый заряд. 

График зависимости Е от г по- 
казан на рисунке 5, а. 

Нарнисуем теперь график потен- 
цнала. Производная от потенциала 
{’ (г) = —Е (') всегда отрицательна 
(Е > 0). Поэтому с увеличением г 
потенциал должен монотонно убы- 
вать. В точке г= О производная 


потенцнала равна нулю. Следователь- 


Рис. 5: 


но, касательная к графику в. этой 
точке горизонтальна: в точке г = 0 
потенциал имеет максимум. В точке 
г = Ю ни потенциал, ни его произ- 
водная скачков не испытывают. Пер- 
вое следует из общего правила для 
потенциала, о втором мы уже гово- 
рили выше. Поэтому кривые, изобра- 
жающие зависимость потенциала от 
расстояния при г < Юиг>> КЮ, вточ- 
ке г= Ю должны  сопрягаться — 
гладко без излома переходить одна 
в другую. При г— со потенниал ‹— 
— 0. График зависимостн ф от г 
представлен на рисунке 5, 6. 

Задача 3. Две плоскости рас- 
положены параллельно друг другу на 
расстоянии 4 и заряжены с поверх- 
ностной плотностью заряда в, и ов. 
соответственно. Нарисовать графики 
зависимости напряженности поля и 
потенциала от координаты х (ось ОХ 
перпендикулярна  пластинам). Рас- 
смотреть случаи одноименных 
(ри. 6, а) и разноименных (рис. 7, а) 
зарядов на пластинах. 

Каждая илоскость создает по обе 
стороны от себя однородное электри- 
ческое поле, наиряженность которого 


т С: 
| Е | =-„_‘ Воспользовавшись прин- 
О 


ципом суперпозицин, для случая 
омноименных зарядов ириходим к гра- 
фику, показанному на рисунке 6, 6, 
а для разнонменных — к графику на 
рисунке 7. 6. Скачки напряженности 
опять соответствуют общему правилу: 


ЛЕ = — 
ый 


Соответствующие графики для по- 
тенциалов показаны на рисунках 6. в 
н 7, в. На отдельных участках завн- 
симость потенциала от координаты — 
линейная, так как напряженность 
поля постоянна. Изломы пронеходят 
в тех местах, где напряженность 
поля иснытывает скачок. 

Заметим, что в данной задаче 
потенциал не стремится к нулю при 
Х-— со. Это, очевидно, связано с тем, 
что плоскость бесконечна. В действи- 
тельности размеры реальных пластин 
всегда ограничены; это приводит к 
тому, что потенциал падает с увели- 
чением расстояния от пластин. 

Задача 4. Две одинаковые 
параллельные пластины имеют заря- 
ды -9 и —9. Как меняется разность 
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Рис. 6. 


потенциалов И между пластинами 
при увеличении расстояния 4 между 
ними? Нарисцйте график зависимо- 
сти 0 от 4. 

Пока расстояние между пласти- 
нами зиачительно меныше их разме- 
ров. такую систему можно считать 


плоским конденсатором. Тогда И =. 


= == о 4 — напряжение лниней- 
но растет с расстоянием (начальный 
участок на рисунке 8). Это соответ- 
ствует тому. что напряженность поля 


Е= “= соп$. 


Как только расстояние между пла- 
стинамн становится сравнимым с раз- 
мерами пластин, электрическое поле 
появляется и вне пространства меж- 
ду пластинами. Тогда становятся су- 
щественными так называемые крае- 
вые эффекты, и зависимость потен- 
циала от  расстояння — довольно 
сложная. Однако качественно ясно, 
что, вследствие ослабления поля в 
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Рис. 7. 


области между пластинамн, напряже- 
ние будет растн медленнее, чем по ли- 
цейному закону (средиий участок на 
рисунке 8). При дальнейшем увели- 
чении расстояння между пластинами 
оно станет много больше их размеров. 
Тогва каждую пластину уже можно 
считать изолированным телом. и ее 
потенциал ф= ‚> где С, — емкость 
уединенной пластины. Таким обра- 
зом, при очень больших расстояниях 
разность потенциалов перестает за- 
висеть от расстояния между пласти- 
намн (график зависимости ( от 4. 
на рисунке 8 имеет горизонтальную 
асимитоту). 

Краевые эффекты часто оказы- 
ваются существенными при решении 
электростатических задач, связанных 
с законом сохранения энергии. Рас- 
<мотрим, мапример, такой вариант 
ускорителя электронов: 

Задача 5. В пластинах пяо- 
ского конденсатора, заряженного 90 


Рис. 10. 


разности потенциалов Ц. сделано 
сквозное отверстие. Конденсатор по- 
мещен вп постоянное мигнитное поле, 
направленное перпендикулярно элек: 
трическому полю в конденсаторе 
(рис. 9). Электрон влетает я про- 
странство между пластинами  кон- 
денсатора, цскоряется, приобретая 
энергию еШ, вылетает через отвер- 
стие и. двигаясь в магнитном поле 
по окружности, возвращается в кон- 
денсатор. Затем он снова ускоряется, 
движется по окружности большего 
радицса, опять входит в конденса- 
тор и т. д. На первый взеляд кажет- 
ся, что таким образом можно разо- 
гнать электрон 90 больших энергий, 
то есть создать ускоритель. Так ли 
эпю? 


Оказывается, такой ускоритель ра- 
ботать не будет — не учтен краевой 
эффект. Вне конденсатора всегда су- 
ществует слабое электрическое поле, 
которое тормозит электрон при его 
движении по окружности, Отрица- 
тельная работа поля прн этом в точ- 
ностн равна положительшюй работе 
при разгоне электрона в конденса- 
торе: работа в электростатическом 
поле не зависит от формы траекторин. 
Магнитное поле работы не совер- 
лает (сила Лоренца перненликулярна 
скорости движения электрона). По- 
этому полная работа всех сил. дей- 
ствующих на электрон. при его воз- 
вращении в начальную точку будет 
равна нулю. н кинетическая энергия 
электрона не изменится. Ускоритель 
работать не будет. 


Упражнения 


Е. Может ли существовать  электроста- 
зическое поле, у которого силовые линии — 
параллельные прямые. в абсолютная вели- 
чина напряженности меняется только в на- 
правленин. перненднкулярном силовым лн- 
иням (рис. 10)? 

2. Две концентрические металлические 
сферы раднусов Ю, п К, нмеют заряды ©1 
н О. соответственио. Найдите напряжен- 
ность н потенциал электрического поля 
ца произвольном расстоянии г от центра 
сфер. Нарисуйте графикн зависимости Е 
отгифотг, Рассмотрите случаи однонмен- 
ных и разнонменных зарядов. Как выгля- 
дят графики для случая 0, = —0, (сфери- 
ческий конденсатор)? 

3. Точечный заряд $ окружен металли- 
ческой сферой радиуса Ю с зарядом @. Най- 
дите напряженность поля ин потенциал на 
произвольном расстоянин г от заряда 9. 
еслн он находится в центре сферы; нарисуй- 
те графики зависимости Ё отги фотг. Как 
изменятся графики. если заряд сместить из 
центра сферы? Решите ту же задачу для слу- 
чая. когда металлическая сфера заземлена. 

4. Электрон влетает о пространство меж- 
ду пластинами плоского конденсатора так, 
что его скорость составляет острый угол с 
направленнем снловых линий. Тосда арок 
движении в конденсаторе он будег тормозить- 
ся п вылетит © меньшей скоростью; его кине- 
тнческая энергия уменьшится. Увезичится 
ли при этом энергия конденсатора? 

5. Два одинаковых конденсатора ем- 
костью С каждый. однн из которых заряжен 
до напряжения {, в второй — ие заряжен. 
соединяют параллельно. Найти энергию си- 
стемы до п после соединения конденсаторов. 
Почему эти энергии ие равны? 

6. Точечный зеряд 9 паходится вне не- 
заряженной ‹ металлической сферы радну- 
са Ю на расстоянни 4 от ее центра. Найти 
потеимиал сферы. 
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А. Виленкин 


Производная 
и касательные 


Хотя в школьном курсе математики 
касательной к графику функции по- 
священ только один пункт (см. «Ал- 
гебра и начала анализа», 9 класс, 
п. 52), в 1977 году на вступительных 
экзаменах ‚в вузы (по программе «А») 
предлагалось много задач, связанных 
с этой темой. Решение большинства 
низ них основано на прямом нсполь- 
зованин уравнения 


у=р (0-х Е Оо) — ГР Со) - хо) 
касательной к графнку функции у = 
= }# (х) в точке с абсциссой хь (рис. 1). 
Более интересные задачи осиованы 
на том, что угловой коэффициент. Ё 
касательной равен, с одной стороны, 
тангенсу угла ф между касательной 
и осью абсцисс, а с другой — значе- 
нию производной }’ (хо). Рассмотрим 
некоторые типы таких задач *). 


Нахождение уравнения касательной 


Пример 1 (МЭИС, 1977). Напи- 
шите уравнения касательных к гра- 
фику функции | (х) = 4 — х? в точ- 
ках пересечения этого графика с осью 
абецисс. 

Здесь нам дана функция }, а хо 
ие дано. Но точки пересечения гра- 
фика функции { с осью абсцисс — 
это точки, в которых } = 0, поэтому 
для нахождення хо надо решить урав- 
нение 4—5 =0. Затем для каждого 
значення хо можно стандартным об- 


*) О геометрическом смысле пронзвод- 
ной см. также «Квант», 1977, №2, с. 35, 
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разом написать уравнение касатель- 
ной. 


Сделаем это, учитывая, что 

ГР (<) = —4х. 
а) хо = 2; (2) = 0, Р (2) = —4, 
уравнение касательной у = —4х - 8; 
6) хх = —2; Е (2) = 0; 


{ (2) =4, уравнение касательной 
у — 4х + 8. 


Нахождение К и углов 


Пример 2 (МИСИ, 1977). Ка- 
кой угол образует с осью абсцисс 
касательная к параболе у = х? — 
— 4х — 17, проведенная в точке с 
абсциссой хо = 2,5? 

Здесь под углом прямой с осью Ох 
подразумевается величина назван- 
иого угла, отсчитываемая от оси Ох 
к данной прямой против часовой 
стрелки (см. «Алгебра 6», п. 52, «Гео- 
метрня 8», п. 98 н «Алгебра и начала 
анализа», 10 класс, материал для по- 
вторения, п. 8). Поскольку нам за- 
даны [и хо, можно найти А = }' (хо}, 
а по нему и искомый угол ф, так как 
тангенс угла, образуемого прямой 
с осью Ох, |равен угловому коэффи- 
цненту этой прямой: #ф = №, при- 
чем ф —= ат Ё при А >Онф= 
= п + агс Е при Ё< 0 (рис. 2). 

В данном примере }' (х) = 2х — 4, 
Е =рР (2,5) = 1, ф=1, ф=л/4. 

Пример 3. Найти угол меж- 
ду касательными к графику функции 
Е (<) = хз — 4х? + 3х + 1, проведен- 
ными в точках с абсциссами О и 1. 

Здесь речь идет не об угле прямой 
с осью Ох, а об угле между двумя 
прямыми. Поэтому напоминм, что уг- 
лом между двумя пересекающимися 
прямыми называют величину меньше- 
20 из углов, определяемых этими пря- 
мыми (см. «Геометрия 9», $ 24), 
то есть угол о между двумя прямыми 
всегда лежит в пределах 0 <а < л!2. 

В данном примере }’ (х) = 3х? — 
— 8х - 3 и для первой касательной 
имеем х, = 0, # (0) =1, Р © =3, 
К, = &ф, =: 3, ф, = аго 3, урав- 
нение касательной у = Зх + Ка для 
второй хо = 1,[ (1) = 1, (1) = —2, 
К. = 4 ф, = —2, ф, = л — ага, 
уравиение касательной у = —2х 
+ 3. Затем, сделав примерный рнсу: 
иок (рис. 3), легко найти угол я- 


а = л — агс4р 2 — агсй 3. 


Но является ли этот угол искомым, 
то есть верно ли, что а < л:2, или 
надо брать угол л — а? Можно но- 
казать, что угол а — искомый (так 
как агсЁ 2 >> л/4 и агс 3 >> л14), 
но мы сейчас постуннм иначе. 
Выведем общую формулу для угла 
между прямыми у = Ах РФ, ну = 
— А.х + Ь.. Прежде всего заметим, 
что при параллельных переносах уг- 
лы не меняются, поэтому искомый 
угол < равен углу между прямыми 
у=Ё:х ну= Ё.х (они получаются 


Сыр 

нз данных переносом СО). Пусть 
углы между этими прямыми и осью 
Ох равны ф, их. (рис. 4). Тогда легко 
майти везичину одного из углов со 
сторонамн на данных прямых: 
Ф.—Ф,| (знаки модуля пришлось 
поставить, так как мы не знаем, ка- 
кой из углов фо, ф, больше). Искомым 
является тот из углов |, —ф,|, 
я — ю,—$,|, который не пре- 
восходит л;9. 

Оказывается, удобно взять тан- 
генсы этих углов, потому что по фор- 
мулам приведения 
& п— Ч, — $) — — 64. — | 
(если |. —ф, |1 2/2) и 

если ю. — $, | > 7!2, то 
ща = Шм— Ю, — 9,0) = 
=— 2 |ф, — $, | = ПЕ. —ф,1 |= 
= №. — $) | 
(так как 1 — нечетная функция); 
если |Ф.—Ф,| < 2:2, то 
13а = {6 фз — $! |, 
что также равно | ($. —ф)) |. 

Таким образом. формула ва = 
= | (4, —Ф,) | верна во всех слу- 
чаях. Вспомнив формулу тангенса 
разности двух углов, мы получаем: 


а К. —Ё: 
ие -| Е 


Заметим, что перпендикулярность двух 
прямых также легко обнаружить по нх уг- 
ловым коэффициентам: если |ф.—-Ф:|=-л/2. 
то ф. = ф.-- 5/2 или фо-ф,—7!2, н в 0бо- 


чх случаях 48$, = — яч - — 
у в Фь < #4 (Е [а 
{если эти выражения определены). то есть 
Ф.Ф: = — а вугловых коэффициен- 
тах 
Ека = И. 


Это согласуется с тем, что в формуле для 


ЯМ, (то; ГИ) 
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4 &« правая если 
12-10. 

Есть еще одни случай, когда две пря- 
мые перпендикулярны — если уравнения 
этих прямых имеют вид у=ь, х—а. В этом 
случае К, =0, а #, не существует, так как 
прямая х=а параллельна оси ординат. 


В примере 3 мы получаем: 


2—3 
ща - | 156 


часть ие определена, 


л 
|=, Зв. 


Сравните этот ответ с приведенным 
выше! 


Определение точки графика 
по касательной 


В некоторых задачах в той или иной 
форме даются какие-либо условия 
на касательную, и предлагается най- 
тн точки касания. 

Пример 4. Найти на графике 
функции }(х) — 3х? — 4х? + | точ 
ку. касательная в которой образует 
с осью Ох угол п4. 

Чтобы угол касательной с осью Ох 
был равен л.4, необходимо ин доста- 
точно, чтобы угловой коэффициент 
касательной был равен 1. Но #- 
= (хо). значит, нам надо решить 
уравнение й (хо) = 1. то есть 9х2 — 
— 8х, = 1. Из него по формуле кор- 
ней квадратного уравнения х, -—- 1 
или хо = — Ш. В этих точках { (1) = 
—0.}(—М.,) = *39/,,.. Значит, иско- 
мых точек две: М, (--Уу: ?3°/,,з) 
и М, 0; 9), что хорошо видно на гра- 
фике данной функции (рис. 5). 

Пример 5. В какой точке 
касательная к графику функции 
ПИЛ 

а) параллельна прямой 2х — у 
+1=0; 

6) перпендикулярна этой же пря- 
мой? 

а) Как известно (см. «Алгебра 6», 
п. 52), две прямые параллельны, если 
их угловые коэффициенты равны. 
Уравнение данной прямой можно за- 
писать в виде у - 2х - 1. откуда 
видно, что А — 2. Для касательной 
#- Го), поэтому нам надо решить 
уравнение {’ (хо) ^ 2, то есть 2х. = 
- 2, откуда х, 1. Заачит, каса- 
тельную надо проводить в точке 
М, (1; 1 (рис. 6). Проверка показы- 
вает. что уравнение эзой касательной 
имеет вид у — 2х — 1. 
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Рис. 5. 


6) Воспользуемся тем, 
мые у-= Ах +б, и у Ах - 6, 
перпенднкулярны, если АА, = —Ё. 
В данном примере А, = 2, поэтому 
&. = А, = -—-Н., и из уравнения 
ЭК: —№., находим №, = —\,. Это 
соответствует точке М. (—И;; М), 


ни уравнение касательной имеет вид 


1 
= х— 


что пря- 


5 -=. «Геометрия» этого 
примера хорошо видна на рисунке 6. 

Пример 6 (МГУ. ф-т психо- 
логии, 1977). На графике функции 


| . < ы 
Е ХЗ — 22 92х—98 найти все точ- 


ки такие, что касательные к графику 
в этих точках пересекают положи- 
тельные полуоси, отсекая от них от- 
резки равной длины- 

Пусть касательная проводится в 
точке М. (хо; [ (хо)). Тогда ее урав- 
нение имеет вид 


[46—28 = + 


И 28. 


Но прямая у = Ах |- Ь пересекает 


положительные полуоси, отсекая от- 
резки равной длины, лишь прн А = 
поскольку 


> 0 (6-0, 
у 


1 


Рис. б. 


точка — не отрезок). Отсюда полу- 


чаем систему 


—% +9%0—28—0, 


х0—4х0—29 = —1. 


Из второго уравнения находим, что 
Хо = 7 илн хо = —3. Неравенство 
выполняется лишь при хо = —3, что 
соответствует точке М. (—3; 1). 


Нахождение функции 


В некоторых задачах предлагается 
найти даже не точку графика, а саму 
функцию. Вот типичная такая задача. 

Пример 7 (МЭИС, 1977. 
Найти уравнение параболы у = х? 
-- 6х - с, касающейся прямой у = х 
в точке М (1; №. 

Задачу полезно переформулиро- 
вать так: уравнение касательной к 
графику функции [(х) = х® + вх + 
+ св точке М (1; №) имеет вид у = х; 
найти 6 п с. Такая формулнровка 
уже более явно содержит два усло- 
ВЯ: 

|) точка М (1; 1) лежит на графи- 
ке функции }(х) = хх с 

2) { (1) =! (поскольку для пря- 
мой у = х будет & = |). 

Отсюда с учетом формулы Г (х) = 
= 2х + Фф получаем систему 


ПЕо-с=1, 
[2-+6=1, 
из которой Б = —-1, с= 1. (Репив 


подобную задачу, полезно проверить, 
что уравнение касательной к графи- 
ку функции { (х) — х?* — х | 1 вточ- 


Упражнения 


1 (МИИГАиКк, 1977). Написать урав- 
нения касательных к графику функцин 

а) } (х) = с0$ х в точках с абециссами 
д = длЯ и х= я; 
У (х) = япх в точке с абсциссой 


ом . 

2 (МЭИС. 1977). Под каким углом ка- 
сательная к графику функции 1х, прове- 
денная в начале координат, пересекает ось 
абсцисс? 

3 Под каким углом пересекаются ка- 
сательные к кривым у= "Эх и у=2?!2, про- 
веденные в точке пересечения этнх кривых? 

4 (МИНХ, 1977). В какой точке каса- 

х-2 
х—& 


х 


тельная к графику функции {(х) = 


образует угол 135° с осью Ох? 

5 (МИСИ, 1977). Напишите уравнение 
касательной к линии у = х?—4х--5 в точке 
пересечения этой линии с осью ордниат- 

6 В какнх точках касзтельная к кри- 
вой у = х—4х- 3 

а) параллельна осн Ох; 

6) образует с осью Ох угол 457 

7 (МЭИС, 1977). В какой точке касатель- 
ная к параболе у = х2.—7х--3 параллельна 
прямой 5х--у—3=0? 

8 (МЭИС, 1977}. В какой точке кривой 
у? = 2х3 касательная перпендикулярна 
прямой 4х—3Зи-1-2=0? 

9 (МИСиС. 1977). Найти площадь фигу- 
ры, ограниченной 

а) кривой у-7х?4-| и касательной к 
кривой у=2—1пх в точке с абсциссой х=И; 

6) кривой и--х?—х--2 и касательной к 
кривой у=1п х-+ 3 н точке с абсциссой х=1. 

10 (МИСИ, 1977). Определить 6 исв 
уравненни параболы и=х*--фх--с, если пря- 
мая у-2х--2Ь касается параболы в точке 
м {2: 0). 

11 {МИСИ, 1977). В какой точке каса- 
тельная к графику функции }#}(%) = 

1 


м — х? — 9х -|- 8 будет параллель- 


на биссектрисе Ги 1 координатных углов? 
12 (МИСиС, 1977). Написать уравнение 


1 
касательной к графику функции { (х)- г -2 


ке М (1; 1), лежащей на графике 
этой функции, имеет вид у = Хх.) в точке с абсцнссой х=-1. 

«Квант», знают только ана- одну сторону от основания. 
Задача лнтнческое решенне, исполь- 


для исследования 


Ниже приводится задача нз- 
вестных ленинградских гео- 
метров В. Залеаллера п 
А. Иванова. Авторы, так же 
как -и редакция журнала 


зующее производную. Долж- 
но же существовать элемен- 
тарно-геометрическое реше- 
ние... но оно нам неизвестно. 

Задача. Два треуголь- 
нвка на илоскостн нмеют об- 


‚щее основание, в нх вершины 


А. 4” различны п лежат по 


Пусть Си С’ — центры 
кругов, вписанных в этн тре- 
угольники. Докажите, что 
расстояние между вершина- 
мн больше. чем расстояние 
между центрами вписанных 
кругов: |АА”|>|СС'|. 


47 


Новосибирский 
государственный 
университет 


Главной задачей НГУ является подготовка 
высококвалифицированных специалистов — 
исследователей в области математики, ме- 
хаиики, физики, химин, биологии, геоло- 
гин, экономической кибериетнки, истории 
н языкознания, в основном—для Сибири н 
Дальнего Востока. 

В университете обучается около четырех 
тысяч студентов, аспирантов и стажеров. 
В его составе факультеты:  мехаинко-мате- 
матический, физический, естественных на- 
ук,  ‘геолого-геофизический, экономический 
м гуманитарный. 

Прнемные экзамены проходят с 1! по 
25 июля (прием документов г 20 нюия по 
10 июля), зачисление в университет промз- 
водится до 28 июля. 

Все студенты (кроме живущих в Академ- 
городке) обеспечиваются общежитием. 

Выпускинкн НГУ направляются на ра- 
боту в академические м отраслевые научно- 
исследовательские ниституты, вычислитель- 
ные центры, нсследовательские лабораторни, 
а также на преподавательскую работу в 
вузы. 

Подготовка специалистов в НГУ осно- 
вана на использовании научного и педаго- 
гического потенциала Новосибирского на- 
учиого центра Сибирского отделення АН 
СССР. Этот Центр имеет в своем составе 
22 научных института. Поблизости ст иего 
строятся научные центры Сибирского от- 
делення ВАСХНИЛ ин Сибирского отделения 
Академин медицииских наук. 

Новосибирский научный центр и уин- 
верситет представляюх собой, по существу, 
единый научно-учебный комплекс. Основную 
часть педагогической работы в университете 
выполняют ученые из институтов СО АН 
СССР — академики, члены-корреспондеиты 
АН СССР, доктора н кандидаты наук. Это 
обеспечнвает высокий теоретический уро- 
вень преподаваиня и постоянное совершен- 
ствованне учебных програмы в соответствии 
с новейшими достижения изуки. 

Другой принципнальной особенностью 
обучения в НГУ является обязательная дли- 
тельная исследорательская практика сту- 
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дентов в институтах СО АН СССР. Бла- 
годаря территориальной близости НГУ к 
научно-нсследовательским ниститутам СО. АН 
СССР студенты имеют возможность участво- 
вать в проводимых там семинарах, изучных 
совешаниях и конференциях, знакомиться 
с последними научными достиженнями и 
нерешениыми проблемами науки, встречать- 
ся с крупными учеными, приезжающими из 
другнх городов страны и из-за рубежа, ие- 
посредствеи но участвовать в иаучном поиске. 
К научному руководству студентами при- 
влекаются только сотрудники, = имеющие 
ученые степени н звания. Курсовые и днп- 
ломные работы проводятся по актуальной 
тематике, разрабатываемой в СО АН СССР; 
они органнчески вливаются в научную про- 
дукцию его ииститутов. Студенты НГУ вы- 
езжают на практику в социалистические 
страны. 

Навыки самостоятельной исследователь- 
ской работы студенты получают также в из- 
учно-нсследовательском секторе НГУ. Вы- 
работке полезных навыков способствует шн- 
рокое участне студентов в ежегодной науч- 
ной студенческой конференции, которая по 
охвату творческой студенческой молодежн 
вышла за рамкн НГУ, став всесоюзной. 

Университет расположен в 30 км от 
центра Новосибирска, на территории Ака- 
демгородка, в живопнсном лесу на берегу 
Обского моря. Рядом с учебнымн корпуса- 
ми — общежития, столовая, спортивный 
комплекс. 

Богата н разнообразна жизнь студентов 
в университете. Активно работают клубы 
по интересам, широко развнта художествен- 
ная самодеятельность. весело проводятся 
Дни физиков, математиков, химиков, гео- 
логов, посвящение в студенты. Эиергичио 
работают строительные студенческие отряды. 
Много лет действует Интерклуб, проводится 
Неделя интернациональной дружбы, за- 
вершающаяся традиционмой политической 
маевкой. В НГУ прекрасные возможности 
заниматься спортом, чему в немалой степени 
способствует и великолепная сибирская прн- 
рода. 


Матемхтика 


Ниже публикуются образцы вариантов всту- 
пительного экзамена, предлагавшихся тем, 
кто окончил средиюю школу в 1977 году. 


Варнамт |1 


({механико- математический, 
экономический факультеты) 


физический, 


1. По дорожке, нмеющей форму окруж- 
ности, из двух днаметрально — протнвопо- 
ложных точек А и Б выбегают одновременно 
два спортсмена н бегут с постоянными ско- 
ростями зчавстречу друг другу. Первая нх 
встреча произошла через & секунд в а мет- 
рах от Б, вторая встреча — в 2а метрах от А 
(а>0). Найти скорости спортсменов, если 
под расстоянием понимается длниа кратчай- 
шего пути по дорожке. 

2. Решить уравненне 


с05 бх -+- щх -|- со бх. 148 = 1. 


$. Окружности О; н О, касаются друг 
п внешним образом в точке А, отрезок 

— днаметр О:. Длины отрезков, отсекае- 
мых окружностямн на некоторой прямой, 
проходящей через точку В, равны 2 см, 3 см, 
4 см, считая от точкн В. Найтн раднусы ок- 
ружностей. 


4. Определить, прин каких значениях 


параметра а уравненне 1ов„, (ах -|- |) = = 


нмеет едниственное решение. 

5. В основании треугольной призмы ле- 
жит ЕАН прямоугольный тре- 
угольник АВС, длины катетов АВ ин АС 
которого равны а. Боковые ребра АД’, ВВ’, 
СС’ образуют с плоскостью основания угол 
в 60°, а диагональ ВС’ боковой грани СВВ'С'’ 
перпенднкулярна ребру АС. Найтн объем 
призмы, еслн длина днагоналн ВС’ равна 


а Уб. 


Варнант 2 


(факультеты 
лого-геофизический) 

1. Из пункта А был отправлен вниз по 
реке плот. Одновременно из пункта Б, рас- 
положенного в 100 км от А вниз по реке, 
вышел навстречу катер, который дошел до 
А, повернул вниз по теченню н догнал плот 
в 80 км от А через 10 часов после отправкн 
плота. Найтн скорость катера в стоячей 
воде. 

2. Решить уравненне 


1-х = УЗ япх. 

3. Окружность раднуса А касается сто- 
рон АВ н ВС треугольника АВС п точках 
К и М соответственно. Известно, что центр 
окружностн лежнт на стороне АС, М — 
середина стороны ВС, длинна отрезка ВК 
в два раза больше длины отрезка АК. Най- 
тн площадь треугольннка. 

4. Решить уравнение 


1 (3х— 2) а 2.315 {3х— 2) ыы 


естественных наук и гео 


3-2 
м аа: еб 
5. Дан куб с основаннем АВСР н бо- 
ковыми ребрамн АА’, ВВ’, СС’н РО’. 
Через вершину В н середнны ребер СС’ и 
А’: проведена плоскость. Найтн величину 
двукранного угла, образованного этой пло- 
скостью с плоскостью основання. 


Физика 

В 1977 году на физическом факультете НГУ 
на письменном экзамене по физнке каждому 
абнтурненту предлагалось 6 задач. На реше- 
ние всех задач отводилось 5 часов. В каж- 
дом варнанте задачн были трех типов. Пер- 
вые четыре — это общепринятые расчетные 
задачи различной трудности: от почтн стан- 
дартных школьных до сложных, требующих 
смекалкн, глубоких знаннй, умення разоб- 
раться в непривычной нли усложненной 
физической ситуацнн. 

В последней — шестой — надо было 
объяснить физическое явленне, показанное 
экзаменатором на демонстрационном столе. 
Здесь было важно понять суть эффекта н 


средн различных возможных физнческих 
факторов выделить главный. 

Наконец, пятая задача — это задача- 
оценка. В тексте варнанта указывалось, 
что опнсываемое п этой задаче явление хо- 
рошо знакомо абнтурненту; он может сам 
выбрать необходимые для решення значення 
фнзическнх величин и получить чнсленный 
ответ. Для решения этой задачн надо понять, 
уяснить физнческое явленне, сформулнро- 
вать простую (так как нужна лишь оценка) 
фнзическую модель этого явлення, взять 
разумные значення физических параметров 
и, наконец, правильно пользуясь системой 
еднннц, получить численный результат, бо- 
лее нлн менее соответствующий реальности. 
Заметны, что грубая прнкндка, оценка по 
порядку величнны — почти обязательный 
начальный этай постановки эксперимента, 
проектнровання установкн, теоретической раз- 
работки. 

Ниже приводятся два варнанта пнсьмен- 
ного экзамена по физике 1977 года н задачн- 
оценки двух последних лет. 

По поводу задач-оценок рекомендуется 
дополнительно прочитать статью Ю. Бру- 
ка н А. Стасенко «Как физнки дела- 
ют оценкн — метод размерностей и порядкн 
физнческих величнн» из сборника «О сов- 
На физнке — учнтелю» (М., «Знанне», 

75 ). 


Варнант 1 


1. С наклонной плоскости (рис. 1) со- 
скальзывают два кубика г массамн т, и 
т., связанные невесомой  нерастяжимой 
нитью. Коэффициенты трення между кубн- 
камн н плоскостью равны соответственно 
А. нА... причем А›>#.. Плоскость наклоне- 
на к горизонту под углом ©. Найти натя- 
жение нитн. 

2. В вертикально стоящем цилиндри- 
ческом сосуде, заполненном воздухом, на- 
ходятся в равновесин два тонкнх тяжелых 
поршня массы п каждый. Расстоянне меж- 
ду поршнями равно расстоянию от нижнего 
поршия до дна сосуда и равио {. Сечение со- 


Рис. 2, 
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„Рнс. 5. 


Рис. 4. 


суда 5, наружное давление ро. На верхний 
поршень давят такнм образом, что он пере- 
мещается на место ннжнего. На каком рас- 
стояпии от дна будет находнться ннжиий 
поршень? Трения нет, температура лостоян- 
на. 


3. На покоящееся- тело массы М на- 


- 

летает со скоростью и. направленной по 

линнн центров, тело массы т. Снла, воз- 

никающая при взаимодействии тел, линей- 

но растет в течение времени т от нуля до 
5 


значения | Ро|, а затем линейно убывает до 


нуля за то же время т (рис. 2). Определить 

скорости тел после взаимодействня н коли- 
чество выделившегося тенла. 

4. В плоскнй конденсатор направлен 

= 


поток электронов, летящих со скоростью 9 
параллельно нластниам (рис. 3). Концентра- 
ция электронов в потоке (число частиц в 
единице объема) равна п. Длнна пластин 
{, шнрина &, расстояние между инмн @. 
К верхней пластине через сопротивленне А 
н амперметр подключен положительный по- 
люс батарей с э. д. с. * (внутренним сопро- 
тивлением батарен можно пренебречь). Ниж- 
няя пластнна и другой полюс батареи сое- 
дииены. Найтн показание амперметра. Мас- 
са электрона т. заряд г. 

5. Пятью ударамн молотка гвоздь за- 
бнлни в деревянную стенку. Оценнть, какую 
снлу нужно приложить ик шляике гвоздя, 
чтобы выдернуть его, 

6. Пустотелая гильза 2 (рис. 4) наде- 
вается ва пластмассовую затычку 2, сквозь 
которую проведены  проволочкн электрн- 
ческой цепи 3 для поджигання горючей сме- 
сн 4. Сначала затычка закрепляется на легкой 
проволочке-пружиике 5. Смесь поджигает- 
ся, гильза взлетает. Во втором случае за- 
тычка прнкрепляется не к пружнике, з к 
массивному штативу. После зажнгания гиль- 
за взлетает значительно выше. Объяснить 
эффект увеличения высоты. 


Вариаит 2 
1. Два одннаковых плоскнх конденса- 
тора соедидены параллельно и заряжены до 
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Рис. 6. 


напряження @. Пластины одного из конден- 
саторов разводят на большое расстояние. 
Найтн напряжение н энергню второго кон- 
а Емкость каждого конденсато- 
а . 
# 2. С какой силой давит на стенку ци- 
лиидрическото стакана палочка массы т, 
наполовнну погруженная и воду? Угол иа- 
клона палочкн к горизонту &, трения мет. 

3. Узкий пучок света, пройдя через по- 
лушарне из стекла с показателем преломле- 
ния п, собирается на расстоянин а от вы- 
пуклой поверхности (рис. 5). На каком 
расстоянии Ь от плоской поверхностн со- 
берутся лучи, еслн пустить пучок с обрат- 
ной стороны? Считать, что для малых углов 
$17 @== (6 © ==. 

4. В запаянной с одного конца трубке 
сечёння 5 находнтся поршень массы т на 
расстоянин { от запаянного конца (рнс. 6). 
Другой комец трубки открыт, по обе стороны 
поршня — воздух с давлением ро. Трубку 
начинают вращать с угловой скоростью ® 
вокруг вертнкальной оси, проходящей че- 
рез запаянный конец трубки. На каком рас- 
стоянни от дна трубки будет находнться 
поршень? Температура постоянна, трення 
нет. 

5. Оценить, какая часть атмосферного 
кислорода Земли израсходуется прн сжнга- 
нин двух миллнардов тонн угля. та цифра 
близка к мировой добыче угля за то.) 

6. Скатнвшись с горки, шарнк Г на- 
летает на два рядом стоящих такнх же ша- 
рнка 2и 9. Крайний справа шарик 8 после 
этого откатывается, а 2 стонт. Опыт вндонз- 
меняется так, что теперь шарнк / бьет не 
прямо по шарнку 2, а через довольно тол- 
стую резнновую прокладку. При ударе через 
прокладку откатываются, причем вместе, оба 
шарнка 2н 3. Объяснить различне в поведе- 
Нин шарнков при налнчин нрокладки и без 
нее. - э 


Задачи-оценкн 


1976 год 
1. Оценить миннмальное давленне га- 
зов в о. при выстреле 


из ружья. Ружейная пуля прн вылете из 
ствола имеет скорость около 800 мхс. 

2. Осветнтельная лампочка, нмеющая 
тонкостенный непрочный баллон. заполия- 
ется ннертным газом. Из каких соображений 
выбирается давление газа? Оцените его ве- 
личину. 


3. Оценить заряд, протекающий при 
ударе молнни в землю, если разряд начи- 
нается при напряженности поля на границе 


облаки |Е|=30 кВ.см. 
4. Оценнть, с какой нанменьшей ско- 
ростью можно ехать на водных лыжах. 
5. За сколько ходов велосипедного на- 
соса можно накачать футбольный мяч? 


6. Оценить размеры (днаметр и длину} 
плавкого предохранителя. установленного 
в штепсельной розетке. обеспечивающего 
отключение электроутюга за время не бо- 
лее 0,1 с при десятикратной перегрузке по 
току. (Для расплавлення | см3 металла про- 
волоки необходнма энергня 6000 Дж. Удель- 


ное сопротивление проволоки равно 
х10-6 Ом.м.)} 

7. Оценить скорость пара на выходе 
нз носика чайника, кнпящего на плитке 
мощностью | кВт. 


1,7х 


1977 год 


1. Оценить скорость пуль, вылетающнх 
из патронов, брошенных в костер. Прн стрель- 
бе из ружья скорость пулн около 800 м.с. 

2. Оценить. каким станет давленне ат- 
мосферы, еслн вся жндкость в окезнах нс- 
парится. 

3. Оценить. на сколько н в какую 
сторону отклоннтся в высшей точке полета 
артнллернйский снаряд, запущенный на эк- 
ваторе в вертнкальном направленнн. 

4. Оценнть давленне воздуха в шахте 
глубнной 10 км. 

П. Зубков, 

Л. Лукьянчиков, 
Г. Меледин, 

В. Харченко 


Ленинградский 
государственный 
университет . 

им А. А. Жданова 


Ниже приводятся образцы варнантов экза- 
мена по математике, предлагавшихся тем, 
кто окончил среднюю школу в 1977 году. 
На факультетах математнко-механнческом, 
прикладной математики — процессов управ- 
ления н физнческом экзамены проходилн в 
июле. 


Математико-механнческий факультет 


1. В зависимости 
для которых уравнение 
хз 2ре +р=а 
нмеет три различных корня. 
2. Найтн все решення уравнення 
8с0$ бх - с053х — с0$ 9х — с05 Зх = 0, 


и 
2: 2. 


3. Сколькими способами можно 10 оди- 
наковых подарков распределить между 6 деть- 
мн так, чтобы каждый ребенок получил 
хотя бы одни подарок? 

4. Определить высоту конуса,  впнсан- 
ного в шар раднуса В и имеющего нанболь- 
шую площадь полной поверхыости. 


от р указать те а, 


лежащне в интервале ]- 


5. Вектор с, перпенднкулярный век- 


торам а=(1; 1; Юн 5—(1; —1; 3), образует 
с осью 02 тупой угол. Найтн его координаты, 


если нзвестно, что |с |=3. 


Факультет прикладной математнки — 
процессов управления 


1. Для какнх значений параметра р 
наименьшее на промежутке [0; 1] значенне 
кубнческого трехчлена лх3—2рх?--1 дости- 
гается на правом конце промежутка? 

2. Найти все решення уравнения 


. с0$ Зх -: $1т Зх \ 
("= Етниае = с0$ 2х -| 3, 


лежащие в интервале ]0; 2л[. 

3. В 10 урнах распределены 6 белых 
и 6 черных одннаковых по размеру шаров, 
причем в каждой урне имсется хотя бы одии 
шар. 

Сколько существует разлнчных варнан- 
тов распределения шаров? 

4. При каком значения А касательная 
к графику функции у = Ёх? образует с осью 

п 


Ох угол, равный З. н отсекает от 4-й четвер- 


тн треугольник с площадью, равной те ? 


5. Вектор а. у которого первая коордн- 
ната больше второй, перпенднкулярен век- 


тору ь = {1; —3; —1) н образует с осью 02 
угол, равный 135°. Найтн его координаты, 


- 


если известно, что [2 |= 55. 


Физический факультет 


1. К обкладкам плоского конденсатора, 
расположенным вертикально, прнкладывает- 
ся переменное напряженне. создающее злек- 
трическое поле напряженностью В = 
— А 05 &{. Найтн закон движения н по- 
стронть график кривой, по которой будет 
двигаться электрон, находящийся между 
обкладками конденсатора, г учетом силы 
тяжестн. В начальный момент электрон по- 
коится и находится на расстоянии Гот блн- 
жайшей обкладкн. Масса электрона равна т, 
заряд равен е, а { настолько большое, что 
в любой момент времени электрон не дости- 
гает обкладок конденсатора. 

2. Найти трн положнтельных числа, 
таких, чтобы их произведение было наиболь- 
шим. прн условни, что сумма первого и вто- 
рого чисел равна а, а сумма первого н третье- 
го чисел равна 24. 

3. Найти те решения уравнения 


5 
бх- изх = 2%, 


которые прннадлежат интервалу 


д м 


4. Сколькнмн способамн можно разме- 
стить п одинаковых шаров по Ё ящикам? 

5- Трн шара касаются плоскости тре- 
угольннка со сторонамн а, $ нсв его верши- 
нах н попарно касаются друг друга. Найти 
раднусы шаров. 


Отделенне экономической кибернетнки и от- 
деленне планнровання народного хозяйства 
экономического факультета, химнческнй фа- 
культет п факультет психологии 


1. В интервале 10; 1[ найти лодмноже- 
ство тех х, для которых справедливо нера- 


венство 
1 81108 х 1 1052 х 
(=) >(з) в 


2. Найтн все решения уравнения 
8 с05 х | бзтх — с0$ 2х — 7 = 0, 


лежзшне в промежутке [0; 24]. 

3 Сколько существует целых положи- 
тельных чнсел, меныших чем 10%, п записн 
которых п десятичной системе все цифры 


различные? 


4. Дана криволинейная трапеция, огра- 
ннченная линнямн у— 0, х=а {2 >>0) и 
у = х. Какую часть площадн трапеции со- 
ставляет площадь треугольннка, отсекаемого 
от данной трапецин касательной к линк 


2а 
у=х в точке х=— ? 


5. Определить высоту конуса, вписан- 
ного в шар раднуса В н нмеющего нанболь- 
шую площадь боковой поверхности. Чему 
равна наиболышая площадь боковой поверх- 
ности? 
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Бнолого-почвенный и географический 
факультеты 


1. Решить неравенство 


УхЗ— Ух уф. 


2. Найти все решения уравнения 
3(1 — эт 3х) 


тя — б0з2х — 260$ 2—7, 


лежащне в интервале )—л; л[. 

3. Сколько существует целых положни- 
тельных чнсел, меньших чем 10% и делящих- 
ся на 4, в десятичной записн которых встре- 
чаются только цнфры 0, 1, 2, 3. 5. причем 
так, чтобы одна н та же цифра не повторя- 
лась? в 

4. К графику функции у=х-И Ух 
проведена касательная в той точке, где угло- 
вой коэффицнеит равен 2, причем касатель- 
ная не проходнт через начало коордннат. 
Найтн точкн пересечения этой касательной 
с координатными осямн. 

5. Каков должен быть раднус основа- 
ния конуса с заданной площадью боковой 
поверхности 5, чтобы объем конуса был наи- 
большим? 


Геологический факультет и отделенне полнт- 
эхономии экономического факультета 


1. Решить неравенство 


Ух: хх! — 2х. 


2. Найти все решення уравнення 


эт 7х -- с0$* 2х = $1? 2х | зтх, 


ыы 
74’, 41|’ 
3. Решить уравненне 


ую - УВ. 


10йх 


4. Вычислнть площадь криволинейного 
треугольннка, лежащего в 1-й четверти н 
ограннченного линнями ху = 4, х=у, у= 
— 9х. 


лежащие и интервале 


5. Вектор а, коллннеарный вектору 6 — 
= (12; —16; —15). образует с осью 02 ост- 


рый угол. Знзя, что |а| = 100, найти его 
координаты. 


В. Осипов, В. Матвеев 


В. Гутенмахер, П. Медведев 


Отделение 
планирования 

н экономической 
кибернетики 
экономического 
факультета МГУ 


%У меня есть немало знакомых школьников, 
которые одновременно интересуются и соци- 
альными проблемами, и точными науками, 
прежде всего математикой. Они жалуются, 
что им трудно сделать выбор жизненного пу- 
ти и отказаться от одной возможности при- 
ложения своих сил в пользу другой. Я думаю, 
что, поступив на отделение планирования ы 
экономической кибернетики  экономическсго 
факультета МГУ. они снимают проблему 
«отказа» от одного из интересующих их пред- 
метов. 
Математические методы в экономической на- 
уке—одна из тех удивительно увлекательных 
областей, работая в которой, человек цдов- 
летворяет и стремление активно участво- 
вать в жизни общества, и потребность в по- 
эмании глубинных законов природы. 
Декан экономического льет мгу 
профессор Х. Попов 


Экономико-математическая наука — 
быстро развивающаяся молодая днс- 
цнплина. Наверное, болылинство чи- 
тателей «Кванта» имеет о ней лишь 
смутное представление. Поэтому мы 
начнем не с перечисления сведений об 
отделении планирования и экономиче- 
ской кибернетики, а с более общего 
рассказа. 


Об экономике ин математике 


В экономической жизни страны, тем 
более такой большой, как СССР, про- 
текают весьма сложные процессы. Для 
того чтобы лучше в них разобраться 
и решать практические задачи, дела- 
ются попытки найти более или менее 
адекватные математические схемы 
этих процессов. Такие схемы назы- 
ваются математическими моделями. 


Приведем пример сложного эко- 
номического процесса и соответствую- 
щую модель — модель межпродукто- 
вого баланса (в сильно упрощен- 
ном виде). Рассмотрим страну, 
хозяйство которой производят боль- 
цюй набор различных продуктов: 
сталь, газ, картофель, кинотеатры, 
костюмы, журнал «Кварк» и др. 

Хозяйство в рассматриваемой стра- 
не плановое. Значит, нужно заранее 
понять. чего и сколько должно быть 
произведено, скажем, в течение пред- 
стоящего года. Планирование произ- 
водства естественно начать с опре- 
деления количества всевозможных 
продуктов, которые дояжны пойти на 
так называемое «конечное потреб- 
ление» в течение года. Конечно 
потребленной — считается та про- 
дукция (называемая коненным про- 
дуктом), которая приносит не- 
посредственную пользу гражданину 
страны или коллективу граждан. На- 
пример, на конечное потребление каж- 
дый год идет определенное количество 
газа *), картофеля, костюмов, эк- 
земпляров журнала «Кварк», кино- 
театров **). 

Пусть нам известно, сколько каж- 
дого продукта должно пойти на конеч- 
ное потребление (это отдельная труд- 
ная задача, здесь не обсуждаемая). 
Тогда нужно высчитать, какое коли- 
чество разных продуктов необходимо 
произвести, чтобы получить конечный 
продукт в заданном объеме. 

Сначала для простоты рассмотрим 
такую нелепую экономику, в которой 
производится и потребляется только 
газ ***), Попробуем составить для нее 


*) На конечное потребленне ндет, на- 
пример. газ, сожженный в плите школьной 
столовой прн варке супа. 

**) Понять. как «потребляются» 
кинотеатры, можно так. Каждый кн- 
нотеатр рассчнтан на определенный срок 
существования п Ё лет. Зиачит. каждый год 


он разрушается на -- . «Просуммировав» 


разрушення, получим количество условных 
кинотеатров, «потребленных» за год. 

***} Интересно, что по существу такую 
модель нзучал миннстр финансов Людовика 
ХУГ А.Н. Тюрго (1727—1781), правда, его 
нитересовал не газ, а деньги, данные взаймы. 
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план пронзводства, если известно, что 
на конечное потребление в плановый 
период должно пойтн у единиц газа. 
На производство у ед. газа идет ау 
ед. газа *). 

Естественно, нужно произвести по 
крайней мере у Г ау ед. газа. Но 
чтобы получить ау ед. газа, нужно еще 
а'ау ед. газа ин т.д. Окончательно, 
чтобы потребить у ед. газа, нужно 
произвести 
у + ау + а*у + а3у +... + "у 

-+ ... ©) 
ед. газа. Если а < 1, то сумма (*) 
равна и (1 — а)" (сумма бесконечиой 
геометрической прогрессии). При а! 
выражение (+) не имеет смысла; 
не может существовать ин соответст- 
вующая экономика: на производство 
единицы продукта в ней идет не менее 
единицы этого же продукта. 

В реальной экономике положенне, 
естественно, значительно сложнее. 
Очевидно, для того чтобы иметь за- 
данный конечный продукт, нужно про- 
известн не только его, но и целый ряд 
других продуктов. Для того чтобы 
произвести газ, нужно иметь не толь- 
ко газ; нужно, например, иметь еще 
бурильную установку. В свою оче- 
редь, для производства бурильной 
установки требуются станки, сталь 
и т.п. Многое необходимо и для 
производства станков, сталин и т. д: 
Некоторые из этих продуктов могут 
частично идти на конечное потребле- 
ние, а некоторые совсем нет; напри- 
мер, бурильная установка не при- 
носит непосредственной пользы при 
потреблении. Для исследования мо- 
дели такой  многопродуктовой эко- 
номики средств школьной математн- 
кн уже недостаточно, однако такие 
задачи все же решаются (методами 
линейной алгебры). Необходимые прн 
этом громоздкие вычисления произво- 
дятся на ЭВМ. 

Мы опинсалн только одну экономи- 
ческую проблему, в изучении которой 
существенно помогает математика. Та- 
кнх проблем очень много. Например, 
задача рационального распределения 
ограниченных ресурсов, создание 
экономной схемы перевозок массовых 


*) В ау входит, например, газ, сжигае- 
мый в турбннах компрессорных станций 
прн перекачке газа по газопроводам. 


ет 


грузов и т. д. *). Методы решения 
этих задач возникли очень недавно. 
Первая фундаментальная работа в 
этой области появилась менее 40 лет 
назад **) и принадлежит выдающе- 
муся советскому математику, лауре- 
ату Ленинской и Нобелевской пре- 
мий академику Л. В. Канторовичу. 

Синтез экономики и математики 
создал новое направление в науке. 
Цель этого направления — с по- 
мощью математических методов и вы- 
числительной техники глубже про- 
никнуть в сущность сложных эко- 
номических явлений, научиться луч- 
ше видеть их причины, точнее пред- 
сказывать последствия,  усовершен- 
ствовать методы планнрования н уп- 
равления народным хозяйством. 

Экономико-математическая наука 
уже добилась немалых успехов, но 
решение самых интересиых, самых 
трудных, самых важных задач еще 
впереди. Участие в их решении — 
задача студентов н выпускников 
нашего отделения. 


Сведения об отделении планирования 
и экономической кибернетики 


Студенты отделення могут выбрать 
одну из двух специальностей: «пла- 
нирование народного хозяйства» или 
«экономическая кибернетика». В пер- 
вом случае по окончанин универси- 
тета им присваивается квалификация 
«экономист, плановнк-синтетик», во 
втором «экономист-математик». И те, 
и другие в процессе обучения могут 
на соответствующей кафедре отделе- 
ния более углубленно заниматься воп- 
росами управления народным хозяй- 
ством. 

Студенты получают хорошую ма- 
тематическую подготовку. Они про- 
слушивают основательные курсы ма- 


*) Прочесть об этнх и другнх смежных 
проблемах можно и «Кванте»› № 2 за этот 
год в статье С. Семенова «Рукопнсь, найден- 
ная в Сарагосе», а также в старых номерах: 
1970 г.. №4, с. 19; 1971 +., №3, с. 1 №4, 
с. 1; 1972 г., № 3, с. 6: 1973 г., № 6, с. 20; 
1974 г., №7, с. 13: 1975г, №мТЪе 
1976 г., №1, с. 28, №7, с. 2. 

**) Для сравнення напомним, что важ- 
нейшим достиженням высшей Математики — 
ннтегральному и днфференциальному исчис- 
ленням — трнста лет. 


тематического анализа, линейной ал- 
гебры, теории вероятностей,  мате- 
матической статистики, математнче- 
ского программирования. Наряду а 
этим студенты получают глубокие 
знания по экономике. 

Традицин отделения таковы, что 
студенты, иногда даже младших кур- 
сов, могут принять участие в решении 
настоящих экономических проблем, 
работая вместе со своими препода- 
вателями в специально созданных для 
этого группах. Многие из этих проб- 
лем решаются по заказам народно- 
хозяйственных предприятий и учреж- 
деннй, управляющнх экономикой 
(например, вычислительного центра 
Госплана СССР, Госснаба СССР); 
это дает возможность исследователям 
непосредственно вндеть свой успех 
нли (к сожалению, в серьезной работе 
это бывает нередко) неудачу. 

Обучение и научная работа сту- 
дентов отделения происходят под 
руководством ведущих специалястов 
страны, такнх как декан экоиомиче- 
ского факультета профессор Г. Х. По- 
пов, заведующий кафедрой планн- 
рования народного хозяйства, член- 
корреспондент АН СССР А. И. Анчиш- 
кин, заведующий кафедрой матема- 
тических методов анализа экономн- 
ки,  член-корреспондент АН СССР, 
лауреат Государственной — премин 
С. С. Шаталин и др. 

В распоряжении студентов—вычис- 
лительный центр с машиной ЕС-1020. 
Скоро вступит в строй машина ЕС-1022 
н вычислительный кабинет, оборудо- 
ванный новейшей техникой, предназ- 
наченной для удобного и быстрого 
общения с компьютером. 

Студенты — отделения 
практнку вы научно-исследователь- 
ских институтах Госплана СССР, 
Госснаба СССР, в Центральном эко- 
номико-математическом институте, 
Всесоюзном — научно-исследователь- 
ском институте системных исследо- 
ваний, в экономических учреждениях 
стран народной демократни, в Ин- 
ституте системного анализа в Вене 
и во многих другнх интересных для 
экономиста местах. 

Лучшие выпускники направляют- 
ся для дальнейшего повышения ква- 
лификации в аспирантуру. Осталь- 
ные выпускники работают, как пра- 


проходят 


вило, в плановых и статистических 
органах, ’научно-исследовательских 
институтах, преподают в вузах. 

Чтобы читатель мог составить се- 
бе представление о требованиях всту- 
пительного экзамена по математике, 
ниже публикуется экзаменационный 
вариант, предлагавшийся тем, кто 
окончил среднюю школу в 1977 году. 

1. Решить уравнение 

©05 Хх 
3) — 160$]. 


2. Из пункта А в пункт В выехал 
велосипедист. В тот момент, когда он 
проехал 1:4 пути между А н В, из В 
в А выехал мотоциклист, который, 
прибыв в А, не задерживаясь, повер- 
нул обратно и одиовременно с вело- 
сипедистом прибыл в В. Время дви- 
жения мотоциклиста до первой встре- 
чи с велосипедистом равно времени 
движения мотоциклиста из А в В. 
Считая скорости мотоциклиста при 
движении из Ав Вииз ВвА раз- 
личными, найти, во сколько раз ско- 
рость мотоциклиста при движении из 
А в В болыше скорости велосипедис- 
та. 

3. Определить, при каких а снс- 
тема уравнений 


| ж у =2(1 а), 
{х- у) =14 


имеет в точности два решення- 

4. В круг радиуса Ю вписана тра- 
пеция так, что центр круга лежит 
внутри трапеции. Одно из оснований 
трапецнн равно к УЗ. Найтн боковую 
сторону трапеции. так, чтобы площадь 
трапеции была наибольшей. 

5. В треугольной  пирамнде 
$А А.А. на сторонах основания 
А.А., А.А,, АзА, выбраны, соответ- 
ственно, точки А;, К., Кз так, что 


А.К |: КА | = [А .К»| : К»Аз|= 
— \4.К3|: АА, | = 2. 


Через середнну ребра ЗА, парал- 
лельно основанию пирамиды прове- 
дена плоскость л, которая пересе- 
кает отрезки $А1, $К,, $Кз в точках 
1, Ё.2, Ёз соответственно. Треуголь- 
ник [.:[..Ё.3. принят за верхнее осно- 
вание призмы, нижнее основание ко- 
торой лежит в плоскости основания 
пирамиды. Найти объем призмы, если 
объем пирамнды З$А,А,А, равен У. 


Рецензмм, библиография 


Новая книга 
по истории 
астрономии 


«Астрономия вчера и сегод- 
ня» — так называется кннга 
И. А. Климишииа, вышедшая 
о свет в 1977 году*). Как 
вндно из названня, кинга 
посяящена нсторин астроно- 
мин, И хотя ограннченный 
объем книги не позволил ав- 
Тору рассказать с развитни 
всех отделов астрономнн, но 
перед читатедем отчетливо 
предстает нсторня формиро- 
вання современных представ- 
лений а строенни окружаю- 
щего нас мира. 

Книга состоит из трех 
частей. Первая нз них — 
«Рассвет наукн» -— посвящена 
зарождению астрономии, аст- 
рономнческнм — представле- 
иням народов Вавилона, 
Древнего Египта и Древнего 
Китая. В ней рассказывается 
о космологин античного мира, 
астрономнн у арабов н на- 
родов Средней Азнн; под- 
робно рассказывается об иде- 
ях Арнстотеля н Аристарха 
Самосского, работах Гип- 
парха н Птолемея. Опнсы- 
ваются п некоторые астроно- 
мические инструменты древ- 
ностн. Эта часть книги про- 
слеживзет развитие астроно- 
мнческой науки в Евроле 
вплоть до ‘ХУ века. 

Вторая часть — «Эпоха 
титанов? — охватывает пе- 
рнод с ХУТ по ХХ век, ког- 
да трудамн Коперника, Бру- 


*) И. А. Климншии. 
Астрономня вчера н сегодня. 
«Наукова — думка», 1977, 
255 ‹., ц. 62 к. 
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но, Галнлея. Тихо Браге, 
Кеплера. Ньютона, Ломоно- 
сова, Внльяма н Джона Гер- 
шелей, Струве н многих дру- 
тих ученых закладывались 
основы современной астро- 
номии, обрисовывалась струк- 
тура Солнечной системы, а 
затем и мира звезд. Попут- 
но рассказывается ю новых 
инструментах, об изобрете- 
вни телескопов. 

Часть третья — «Горн- 
зонты ХХ века» — начинает- 
ся с описання методов и ин- 
струментов астрономин на- 
шего времени. В этой части 
читатель иаидет увлекатель- 
ный рассказ о гнгантских оп- 
тических н раднотелескопах, 
о том, что удалось узнать с 
помощью этих ниструментов 
о многообразном мире звезд, 
туманностей. галактик, о не- 
давно открытых чрезвычай- 
но интересных объектах — 
пульсарах и квазарах. В раз- 
делах, посвященных космо- 
логин и космогонин, излага- 
ются представлення о струк- 
туре н эволюцин Вселенной 
и отдельных ее объектов. 
Эти разделы наннсаны весь- 
ма сжато и, наверное, оии 
представят определенную 
трудность для читателя. 


Завершается книга крат- 
ким изложением совремеиных 
представлений с возможностн 
существования жизнн (в том 
числе и разумной) за пре- 
деламн Земли и с проблеме 
связи с внеземными цивилн- 
защиями. 


Приложенный к кииге 
небольшой, но хорошо подоб- 
ранный спнсок литературы 
поможет читателю наметить 
дальнейшнй круг чтения для 
расширення знаннй п области 
астрономин. 


За последние годы вышло 
несколько  научно-популяр- 
ных книг по астрономин, на- 
писанных И.А. Климнши- 
ным. Все эти кннги отличает 
тщательный Лодбор  мате- 
риала, продуманное изложе- 
нне н стремленне как можно 
глубже проникнуть и физи- 
ческую сущность описывае- 
мых явлений. И в этом смыс- 
ле книгу «Астрономия вчера 
и сегодня» с полным правом 
можно отнести к чнслу луч- 
ших научно-популярных вз- 
даний по нстории наукн. Она 
дает достаточно полное и 


х о лямчишие 


‘’ АСТРОНОМИЯ 
ВЧЕРА 
И СЕГОДНЯ 
Ах: о 


№: : 


глубокое представление об 
астрономнческнх картинах 
мира. соотяетствующих раз- 
лнчным этапам развития аст- 
рономин, а трудах выдаю- 
щнхся деятелей науки о Все- 
‘ленной. Автор приводит от- 
рывки из их работ, что, не- 
сомненно. является еще од- 
иим достоинством книги. И 
дело не только в том, что 
цитнруемые «нсточникн в 
болышнистве своем трудно- 
доступны даже для тех лю- 
бнтелей астрономин, кото- 
рые имеют возможность п 
любое время посетнть боль- 
шую городскую бнблиотеку», 
как пишет автор в предисло- 
внн. Главное, этн отрывки 
позволяют читателю пронник- 
нуть в ход рассужденнй уче- 
ного и, таким образом. глуб- 
же понять существо описы- 
ваемой проблемы. 

Читатейям «Кванта», не- 
сомненио, эта книга прине- 
сет много пользы н доставнт 
истинное удовольствие. 

Книга привлечет вннма- 
нне всех интересующихся нс- 
торией астрономни п вообще 
исторней науки. Она, несо- 
мненно, заслуживает пере- 
издання. Прн этом представ- 
ляется целесообразным ра- 
ширенне третьей частн кнни- 
гн — рассказа п современной 
астрономии. 

И. Р. 


Ответы, указанмя, решения 
; 


Е: 


Напряженность, найряжение, потенциал 


1. Не может, иначе работа по переме- 
щенню заряда по замкнутому контуру была 
бы отлична от нуля. 


2. При К_>7> 6 Е- бих= 
[С Ч. \ 
ВЕ [2 в) прн „> ‚> К, 
де Е Е. 
Е =: лес 72 нФф- Ив В, ь 


Е р 
= Алео 9—9 иво 
1 9-9: 
в 


Й 
3. Прн Ю> > 0Е ащете вю 


1 <. 9\. - 1 
ки В}; прн /> Ю Е —= длеь Х 
9:9 1 9.9 
о Не. ^^ ис. 2). 


4. Энергия кочдеисатора не изменяет- 
ся; изменяется энергия взаимодействня 
электрона н конденсатора (работа по пере- 
мещению электрона в бесконечность из на- 
чальной н конечной точек не одна и га же). 

5. №, = 62/2, №, = СЦ?4, 
ровно половина знергни перешла в тепло (не- 
зависимо от сопротивлення подводящих про- 
водов). 


6. д — < (потенциал сферы та- 


Але 
кой же, как в ее центре. а там суммарный 
потенциал поля нндуцированиых иа сфере 
зарядов равен нулю). 


Производная н касательные 
1. а) и= —х-- я, у= — 1: 6) у=х. 


2. л/4. 3. В = агс4в -4-. Указание. Крн- 


вые пересекаются в точках М. (2; 2} и 
М, (0:0), но во втором случае нет касательной 


к первой кривой, так как функция |И2х не 
определена нрн х<< 0. 4. М, (0; —1) и М, (4; 
3). 5. и-= 4х5. 6. а) А 2: — ;. 
6 м 25 5; —0.75}.7. А, <; —3). 8. Мои, 
#1. Указанне. Для нрямой = 
= = 4 для касательной должно быть &, => 
— — 8/.. Кривая является объеднненнем 
графнков функций Уйх“* н — 2х“. 
9. а} 45. Указлиме. Уравнение каса- 


тельной имеет внд и-- -х 3, она нере- 
секает данн = Вю ее точках с абсцисса- 
ми х; = -2, = ‘3. Указание. 


Здесь в телеиИ р = х--2, она пересе- 
кает параболу в точках с абециссами х, == 0. 
Ха == 10. р=-2, с=0. Указа- 
ние. у = Оприх — 2, отсюда из уравнения 
прямой & = —2: из уравнення параболы 
получаем с- 0. Заметим, что касательная 
здесь ии при чем (хотя задачу можно решать 
пн используя уравнение касательной. ответ 
будет тот же, прямая у = 2х — 4 «случайно» 


оказывается касательной к  параболе 
у = х? — 2х). Их = —®, хх =. 12. у= 
= -4Ах + 1. 


Леиннградский государственный университет 
нм. А. А. Жданова 
Математико-механический факультет 


32 
1. Есан р>0. то ав] | р 


Если р= 0, такнх а нет. Если р<0, то 


р 


32 5х л 
ве т в| 2. =. ва 
| = 
ее 90-1 

способов. 4. =. л. т В. 
5. (уз; — =" гы ИВ У”). 
Факультет р математики — 
процессов управления 
ве. Гл... | 
1. 4 ‚ + ` ] 3 , 3 | 


3. Указанне. Либо в какой-то урне 3 
шара нв 9 урнах — по | шару, либо в ка- 
ких-то двух урнах — по 2 шара и в 8 ур- 
нах — по | шару. Ответ. 26 250 варнантов. 


3 
4. 8 5. (4:3; —5). 
Физический факультет 


1, Еслн за начало координат принять 
начальное положение электрона, ось аб- 
ецисс направить перпендикулярно обклад- 
кам конденсатора в сторону начального сме- 
щення электрона и ось ординат направить 
перпендикулярно вниз, то 


Ае Ае 
а И с0$ 4 
НЫ 
= 
_3 а 3 ( Уз) 
9: (1 я ). 3 а, ре 3 а 
1 


т во 
— > #ссоз 4 ) | 

4. Легко установить взаимно однознач- 
ное соответствие между способами размеще- 
ния л одинаковых шаров по А (различным) 
ящнкам и способамн размещення л -1 А одн- 
наковых шаров по Ё ящикам, при которых 
в каждом ящнке лежит хотя бы по одному 
шару. Число этнх последннх способов равно 
числу способов размещения & — 4 перегоро- 
док между ноложеннымн п рядл -|- # шара- 
ми. Ме п т К шарами п -- А —1 мест. 


Ответ. Ст: 
фе ас аб 
5- 22: 5. 


Отделение экомомнческой кнбернетикн н 
отделение планнровання народного хозяйства 
экономического факультета,  хнмнческий 
факультет и факультет психологии 


1. Если т, то х6]0: а8{. 
а> | ‚то #6]; —- |.2. |, =, |. 


Если 


58 


3. Указание. Такие числа могут быть 

однозначными, двузначнымн, грехзиачными 

и Е Ответ. 5274 числа. 
200 

4: ся, 83 


243° -9 А". 


Биолого-почвенный м географический 
факультеты 


НН 
3. 31. . 7) ТЕ о). 


у 8" 


Геологический факультет и отделение 
полнтэкономни экономического факультета 


м 5— УЗ _ 


И - 
6 ; о2|. А 8: 
ИИ 
т И 
5. {—48; 64; 60). 


4. 212. 


Отделение планирования и экономической 
кибернетики экономического факультета МГУ 
им. М. В. Ломоносова 

1. Данное уравнение равноснльно сн- 
стеме 


{ 0$ х > 0, 


с0$х- Ара = 0. 
Е 
“\- „Г 


5 
При Хо = — -5_ нмеем с0$ хо < 0. Ответ. 


1 л 
ха. х= о ЕЙ. 

2. В 4 раза. 

3. Первое уравненне данной снстемы — 
это уравненне окружности с центром в нача- 
ле координат и длиной раднуса УЗ аа). 
Второе уравненне можно преобразовать так: 
{ху— У14) «ту УМ) =0, откуда 
видно, что оно задает на координатной плос- 
кости пару параллельных прямых: у = 
= —х-- И 14 н у=—х-— 14. Условне зада- 
чн выполняется тогда ни только тогда, когда 
указанная окружность т этих пря- 


мых (рнс. 3). Ответ. —. 


4. Пусть АВС — данная трапеция 
(АВ) | (СО), [АВ] =ЕЮ УЗ, — О — центр 
данного круга (нам не важно, является 
отрезок АВ большим нлн меньшим основа- 


ннем трапецин). Легко вндеть. что АбВ = 


н площадь треугольника АОВ не меняется 
прн нзмененни боковых сторон трапеции, 
поэтому будем искать боковую сторону 


Рис 3. 


Вз 
В, [3 


Рис. 4. 


трепецни так, чтобы сумма площадей тре“ 
угольников ВОС, ПОС н АОБ была наи- 


большей. Пусть ВОС=БОА-=а. Очевидно, 


2л 
0О<а< а Указанная сумма площадей 


4; 
равна А? [=> о -- > 57 | — 2. | Поя 


помощи производной находим. что она бу- 
4л 


дет наибольшей при @-= —9_. Поскольку 


[ВС | =2Ю-зт ВАС («Геометрия 8, п. 112) 


н ВАС = > ВОС, — получаем ответ: 


‚ И 
[АБ] = | ВС |= 2®-$т 9. 


5. Рассмотрим сечение В,В»Вз пирами- 
ды плоскостью л (рнс. 4). Выразим площадь 
$1.21. ОбНования — призмы через  пло- 
щадь $ основания пирамиды. Поскольку 
треугольник В,В,В.у гомотетичен треуголь- 
ннку А, А.А г коэффициептом гомотетия 
1 


-57, Получаем Зр„в,в, =— 5. Из 


За, в, 
Зв,в,в, 


1 | - 
| [Во |-| Во. | ст Во 


1 а ^ 
7х | В.В, 1-| В.В, [-зт В\В+В, 


= 12.82. | Ве. [ 
| ВзВ.| |В»В, | 
2 1 


получаем $1,8,1,"= 5. Зв, вв, = 18 $ : 


1 
Аналогично. — З; вьь, = Зь, вы, = 18 5. 


(1; 


} 
Следовательно, 511, = 95. Ответ: 
| 
Ви, 


Арифметика и геометрия столкновений 
(см. «Квант» № 4) 


1. Если м, х› — координаты шаров, 
то коифигурационным пространством будет 
треугольннк { (ху, хз) 03 мха} на 
плоскости Ох:х.. Чтобы точка М (х.; хо) 
отражалась от гипотенузы по закону «угол 
падения равен углу отражения», нужно вме- 
СТО хи, хо ввести координаты х, = Ут, х,, 
х. =} т.х.: тем самым система сведется 
к биллнарду а прямоугольном треугольнике 
с отношением катетов Им: Им.. 

2. Введем вдоль обенх дорог координаты 
х1 Н х»2. Отсчитываемые от пункта А. Одно- 
временное расположение двух движущихся 
по дорогам объектов в точках х, и х› будем 
обозначать точков М = М (хи; х2) на пло- 
скостн Ох1х.. Прин одиовременном движеннн 
объектов точка /М будет перемещаться по 
конфигурационному пространству. которое 
представляет собой прямоугольник 
р ИП = (9: х») Юл, < 1. б=х, <] 
(1: ин 1. — длины дорог). Движению мащии 
отвечает движение точки М по некоторой 
кривой ©, ндущей из ‘точки (0; 0), соответ- 
ствующей одновременному положению машин 
в пункте Д, п точку (1; &5), соответствующую 
прибытню обеих машин в пункт В (см. рису- 
нок). Встречному движению возов отвечает 
движение точки М ро кривой В, соеднияю- 
щей две другне вершины прямоугольника ПИ 
(объясните). Кривые <. и В обязаны пересечь- 
ся в некоторой точке С, и в соответствующий 
момент времени возы радиусов г скажутся 
ровно п тех же положениях, в каких были 
машины, связанные веревкой длипы меньше 
2г. Следовательно, возы разъехаться не смо- 
гут. 


Читатели советуют 
(см. «Квант» № 4) 
1. х1,2 = атс @ — УЗ) ли; 


р аси ЗЕ У АВА м Ч лА (п, ВЕ 2). 


Указание. Воспользоваться формулой 


59 


Геозх] = УИ 1-42 


и после подстановки 
уравнению 


УчитУв азиз Уу. 


Для решения последнего уравиения удобно 
-! 


Е! _ 
И 


2. х, = —24, х, =3. Указание. 
Ввести вспомогательные неизвестные и = 


3 —— 
= у 24 1х, и= У! —х, прийти к сис: 
теме 


1#х=у прийтн к 


сделать замену неизвестного 


ито 6, нз -|- 02 = 36 
и исключить из нее у. 


3. х=у=г2=2. Указаиие. Заме- 
тить, что второе уравненне системы можно 
переписать в виде 


(Их —Иуй+(МИу—У2) =0. 


откуда следует, что х=у-==2, 
4. х= 1. 


1 
5. же, ха, = -5-(—1+У 5). 


Указание . 
3—2 = (3 —х?) - (х? — 2х1). 


1 ЗЕ 
6. ж, =-5(—3+И 13. 


Указание. 
х -1- 4х3 -|- Зх? -|- 2х — [:= 
== (х* -- 4х? -|- 4х?) — (х? — 2х -|- 1). 


7. х..=1 И 2. Указание. 
Левую часть данного уравнения приравнять 
произвеленню двух квадратных трехчленов 


(х* — ах + 6) (х2 + ск а) 


с неопределеннымн коэффициентами 
добрать эти коэффициенты. 

8. т:псоза. Указание. Пусть вы- 
сота ВЕ, проведенная к стороне АР, пере- 
секает диагональ АС и точке К. Заметить, 
что ^ АКЕ с> А СКВ: величину | АЁ | най- 
тн из треугольника АЁВ. 


9. 2(2— У 3З)а. Указание. 
Пусть Е — центр одного из полукругов, а 
О — цент искомого круга. Обозначим через 
Т точку пересечения прямой, проходящей 
через точку О параллельно стороне квадра- 
та, на которой лежит точка Ё, г раднусом 
полукруга, перпеидикулярным упомянутой 
стороне квадрата. К. треугольинку ЕТО прн- 
менить теорему Пифагора. 

10. агссиа (8 &-с05 $). Указание. 
Пусть М — основаине перпендикуляра, опу- 
щенного в плоскости Р из точки В на реб- 
рю двуграниого угла, а № — осиование пер- 
пенднкуляра, опущеиного в плоскости @ из 
точки С на это ребро. Тогда 


ни по- 


АВ = АМ + МВ, Аб = АМ + МС. 


=> > 
Вычислить скалярное произведение АВ’. АС 
и воспользоваться тем, что [АВ] 1 [АС]. 
11. 2/,А (1-|-2 с0$ а). Указание. Пусть 
$ АВС — данная пирамида; [$Н] — ее высо- 
та, опущенная на грань АВС; точка О — 
центр описанного шара; точка м — середи- 
иа бокового ребра {$ А]. Доказать, что точ- 
ка О лежит на высоте [$Н] п что 
[0М} 11$ 4]. Провести апофему [560] граин 
$ АВ и построить прямоугольный треуголь- 
ник НБА. Введем вспомогательный угол 


АН = х; тогда из треугольникоа $НА, 
НРА н $РА 

т а/2 

со$ 30° 


зшх = 


Далее, из треугольника $МО выразить 
| $ М], а из треугольника $НА найтн |$Н]. 
23 
2. Указанне. Пусть 
З;т = 


$ АВС — данная пирамида, а [5$Н] — ее вы- 
сота, опущенная на грань АВС. Провести 
апофему [50] граин АЗВ и доказать, что 
длина перпендикуляра [ОМ]. опущенного 
иэ точки О на ребро [$С], равна 4. Введем 


вспомогательный угол $Ан ==; тогда из 
треугольников $5 НА, $РА ин НОА 


зп &/2 


©0$ х = со$ 30° 


Далее заметить, что 5$СР -=х, и выразить 
1СР1, |АБ| н |$Н]| из треугольников 
СМО, НРА и $НС соответственно, исполь- 
зуя вспомогательный угол. 


И 
13. агсяп уз“ ;. каза - 


ние. Пусть $АВС — данная пирамида. 
Построим линейные углы АМС и =$М№С 
двуграниых углов; доказать. что прямая 
(СР) пересечения плоскостей АМС и $МС 
перпендикуляриа плоскости А5 В. Показать, 


что РСА = а!/2, и обозначить $МС -х. 
Тогда из треугольников АРС, №ОС и АМС 


[91] 
СХ 


@& _ СЫ _ _ _ эх 
Г. 
1См| с0$ 30° 


Московский физнко-технический институт 
(см. «Кванть № 4) 


Математика 
Варнаит 1 
1. агса& 2 -- Е (#62). 2.] — 0; 


7 7 ее: 
Ув УР; +9. 


3. Указание. Перенести все в левую 
часть и разложить иа множители или раз- 


1 
делить обе ‘части на 15? (+ -- =) ни решить 


получившееся вспомогательное квадратное 


7 = 

уравнение. Ответ. [о =. 3 2 1743 . 
4. Уф? +405 И 
И 2 

5. Пусть [КМ] 1($АБ). КЕ1ВО]., №С 


Е1Е5$С] (рис. 6). Обозначим РК]: через 
х. Тогда 0=5х<1. Проведем отрезок [КР] 
параллельно [АБ] (РС С]). Поскольку 


(КАР)"(А$0), нмеем (Р\) 1 (55). Из подо- 
бия треугольников КР и ОВС получаем 
1РК| = ха, ЮР|= ха. Поскольку |РС= 
= (1 —ха, из подобия треугольников 
РСМ и 2С$ находим |РМ| --2(1 —х)а. Из 


т 


их А 
ДА5$р с9$ 5ЗВА = —. Поскольку МРК = 


и 1 
= <Я. получаем соз МРК = т Из 
ДКМР по теореме косинусов находим 


|КЛ|? = (6х? — 9х -| 4) а?. (1) 


Легко зидеть, что верно я обратное: для 
любого хЕ[0, 1] найдется такой отрезок 
КХ|. параллельный плоскости ($5АБ), что 
КЕ! В0}. М1 5$С] и ОК! :|ОВ| = х. Таким 
образом, равенство (1) задает квадрат дли- 
ны отрезка К» как функцию, определен- 
ную на [0;1|. Найдя при помощи произ- 
водной наименышее значение этой фупкцин 
на отрезке [0;1], получим тш|КМЁ = 


5 
=-5 @*. Впрочем, поскольку исследуемая 


функция являстся квадратичной, ее нан- 
менышее значение можио иайти и без про- 
изводной, если воспользоваться тем, что 
функция ах? + Вх-]- $. у которой а>0, 


принимает нанменьшее значение прин 
РИ Ответ. 1) |А1\!| = 
за. : : 


яй Е - Гри у 
= | Е 2) тт {КА = == 


6. Пусть АД МАР удовлетворяет усло- 
виям задачи, и пусть О (ху:ио} — середина 
гипотенузы МА’ (рис. 7.) Обозначим |МЧ] 
через а. Координаты вершин треугольинка 
МИР легко выражаются через хо, и н 
а: М (х, — а; иь), № (хо На; и), Р\ (хо; — 
— а). Учитывая, что точки Ари Р лежат 


\ " 
на графике функции и = —. а точка № 


к З 
— на графике функции у = 5 — 2х. по- 


лучаем систему 3 уравиений с 3 неи звестны- 


2 
ЗИ 6 ' 6 
Вариаит 2 


мн. Ответ. 


и 
1 А 2х ана: х= 


= +5 16. 


а 5т? а 25 15 
3. ие 2, 4, 8, 2 и =. 2, 


с УЗ эта, 


93 
ая В * 


а 1 
р} ? 2 ) 


2) а УЗ эт а 
4 (ста -Еэш В) ^ 


6. Заметим, что если точка М(х: и) 
удовлетворяет данной системе неравенств, 
то точка М’(—х; у), симметричная Л от- 
носительно оси Оу, также будет удовлетво- 
рять этой системе. Следовательно, фигура, 
задаваемая системой, симметрична относи- 
тельно оси Оу, и ее площадь равна удвоен- 
ной площади части этой фигуры, выделяемой 
условнем х>0. Поэтому рассмотрим систе- 
му неравенств при дополнительном условин 
хо. 

Второе неравенство системы при х—>0 
можно записать в виде и->2 УЗх —4. Обра- 


тимся теперь к первому неравеиству 


УЗ 3 — 327-41. (2) 
Областью определения левой частн явля- 


ется множество точек иа координатной пло- 
скости, удовлетворяющих условию 
х--у?>1. {3) 
Рассмотрим два случая: а) 2у--1 < 0 
н 6) 24-120. В случае а} неравенства (2) 
и (3) равносильны, поскольку при условии 
(3} очевидным образом выполняется и (2). 
В случае 6) обе части неравенства (2) 
неотрицательны, поэтому, возведя обе ча- 
сти в квадрат. получим иеравенство 
3х Зи —З52(2у--1°. (1} 
которое можно приаести к виду 


(и 2— У 3х) и+-2-+ ИЗ <0. 
Поскольку х20 и 2у,--1220, выражение 


у У 3х всегда положительно; сокращая 
на него, получим 


у-+2— УЗк=0. 


Заметим, что в случае 6) из (4) вытекает не- 
равенство (3). 

Окончательно получаем, что нсходная 
система при условии х>0 и соответствин в 
разобранными выше случаями а) и 6} равно- 
сильна совокупности двух систем 


,<—-. 

2) арий, 
у>2 Зх— 4; 
,=—5. 

° у= У 3Зх—2, 
у=2 УЗх—4. 


Построим теперь на координатной пло- 
скостн фигуру. которая задается совокуп- 
ностью систем а) им 6} при условии х>0. 
Для этого исследуем взаимное расположение 


1 
прямых с уравнениями у = ЕЯ 


Я = 
= У3х—2. и=2 3х —4 и окружности 
х21-у2=1. Прямые у= УЗх—2 и у= 
=2\УЗх — 4 пересекают ось„Оу в точках 
А {0; —2} нЕ (0; —4) соответсвенно, з ось Ох 


те ; 6} 
(рис. 8). Докажем, что прямая (АВ) касается 
окружности х?--у?-=1. Из точки О опустнм 


перпеидикуляр |0С] на (АВ), а из точки 
С — пернендикуляр [СЁ] на (ОА). Заметим, 


что ОАВ= 30°. Тогда из прямоугольных 
треугольинков АСО и СЕ@ получнм |ОС |1, 


ТОР = р. СЕ = УФ 


что прямая (АВ) касияся окружности в точ- 
ке с(У: сы & арямая у = м 
7 2] 2’ 


проходит через точку касания. 


в одной и той же точке В 
=>” 


. Отсюда следует. 


$2 


Рис. 8. 


Система а) при условии х20 задает 
пересечение четырех множеств: первое мно- 
жество состоит из точек, расположенных 
ниже прямой (СЛ), второе — из точек, рас- 
положенных вие окружности х*-у2=| и 
на самой окружности, третье — из точек, 
расположенных выше прямой (ВЁ) и на 
самой прямой, четвертое — из точек, рас- 
положениых правее оси Ой и ма самой оси, 
Это пересечение дает фигуру ОСКЕ (на 
рис. 3 она указана вертикальной штрихов- 
кой). Аналогично получаем, что система 
6} задает треугольннк ВСК. включая его 
стороны (на рис. 8 он указан горнзоитальной 
штриховкой). Таким образом, исходная 
система неравенств при условии х>20 за- 
дает бис у СВЕД. ограниченную отрез- 
ками [С ]. 1ВЕТ. 1ЕБ] и дугой окруж- 
ности ОС. Ее площадь можно вычислить 
по формуле 

$=Зл АВЕ " Злдос-5С: 
где 5с — площадь сектора СОР с цент- 
ральным углом, равным по величине 60°. 
Таким образом. 
1 1 
= > АЕ ОВ | + 5 [А01-1СЕ|— 


_ п _7 3-я 
у 


Пунктириая линня вместе с отрезком 
[РЕ| на рис. В ограничивает часть фигуры. 
задаваемой нсходной снстемой при усзовии 
х<0. 


Ответ: РЗ 


Физика 
Вариант 1 


1. “1 = Ртах| 41/2 т =1 м/с. 
2. т = 30 мин. 


3. и = 16а НЯ , 
С: + С 
— С:Сз (СС, — [Е 4) 
С, + С» 
ние. Запнсать закон сохранения заряда: 
9: + 9. = С.Мо н закон сохранения энергиин 
(работа по перемещению заряда по замкну- 
тому коитуру в электростатическом поле 


93 . Указа- 


равна нулю): 91/С, —1Е [4 — 4»/С. = 
4. [= аа — 6,25 см (здесь 


= 25 см — расстоянне наилучшего зрения 
для нормального глаза). 


Варнант 2 


1. = 2 (4 сви — па). 


2. тии = ый, $ а = З кс (здесь аъ = 
= 103 кг/мз — плотиость воды). 
(+) м3.5в 
3. — э у | Ю" ) —— ‚5 т 
Ю.К 


(здесь А“ =. К; — сопротивление це- 
2 


пи при протеканин тока слева иаправо, 
А, (А, Е В.) 
Ки -- К, + В, 


тока справа налево). 


а Ю* = - — при протекаиин 


4. Зеркало вогнутое (см. рис. 9). 


Рис. 9. 
Варнант 3 


= М. 
1. Ющах| = И -Ё [16| К = 20 мс = 
= 72 км/ч. 
2. № = м г Рыб. 10,1. Приме- 


чание. При решении задачи предполага- 
лось, что молекулы воздуха неподвижны. 


Это предположение справедливо, так как 

средняя квадратичная скорость молекул 

воздуха много меньше скорости спутника. 
НЯ в 
еп 


4. 4-=Е (1 | й;р) = 225 см. 

Вар нанит 4 

Ч: 
ки 


20,4. 


А 
2. 1-Е. 


У2етИ 9.1 м/с. 
©05 @ 
3. Изображение мнимое. 


3. пи! — 


Куйбышевский государственный университет 
(см. «Квант» № 3) 


Математика 


Варнаитгы письменного экзамена 
Механико-математический факультет 

1. Пусть ЗАВС — цанная пирамида 
(см. рис. 10). Из точки А опустим перпен - 
дикуляр АН на $С (НС{$С(]. Тогда 


5Н 1.НВ. Следовательно АНВ =. Из 
точкн С опустим перпендикуляр СМ на 
АВ (МЕ1АВ}. Из | АМ | -= | МВЕи | АД |= 

1 НВ| вытекает ИМ: АВ. Поскольку пи- 
рамида 5 АВС правильная, основание [. ее 
высоты лежит на СМ. Обозначим | МВ] че- 


реза. [|5$Ё| через Й, 1.51 через В. Из 
$Н1НА и ЗНАНВ следует 55а НМ. Из 
ЭЗНУЕНМ ин 514МС вытекает ИМС= 


= 156 В. Учитывая [СМ | — а} 3, из 
АЗ$ЕС иаходим й — Из АНМВ 
УЗВ ` > 


и . Тогда из АМНС 


получаем | МИ | = 


*—> 
имеем соз ВА | =——_ ИЗАМНС 
[МС] УЗ > 
находим | НС! = аУЗ т В. Обозначим 


ИВС через у. Из АНВС получаем эт = 


= у: зтВ. Мз точки $ опустим перпен- 


дикуляр $. на ВС (ЕВС. Из $ М1 ВС 
и $5С хви следуст С$\ = НВС —5 Тэг 


да В$С— :2у. Поскольку | ВС |-=2А.-5т В$С 
(«Геометрия 8». п. 112), а = Юзт2}, Та- 
ким образом, мы выразили фактически а ни 
В через Ю и <. Теперь находим 


3 (УЗ2*) л =-5 


2. Уравненне зтах-$трВх |1 равио- 
сильно -уравнеиню соз (©--В) х—с0$ (“— В)х= 
=2; это последнее, всвою очередь, рав- 
носильно снстеме 


а +Эх=1, 


с0$ (© — Вх = —1. 
2лЕ _ам И 
а--В ав › 


ЕН -- 1 
Е, 167. Отсюда * = ЕЕ. 


Следовательно, х = 


где 


[22 
что противоречит иррациональности В ° 


3. Чтобы исследовать знак пронзвод- 
ной в окрестностн каждой критической 


точки, удобно первоначальное выражение 
для производной преобразовать: 
у’ = — зах — $т2х -- зт Зх = 


= 4 зтх (с05х — О (со +3) о 


Искомая разность равна 23. 
| ' 
4.5 = | тля ах -- 1-49) 4х= 
р В 


5.1 — 5:8 (Л 8; 9 [. 


Физический факультет 


1. Введем систему координат с началом 
—— — 

А и базисом (45°. АВ, АА,). В этом базн - 

— —+ 
се, АС=(; :—1, — АВ = (0; 1:1, 
В.В, == (1; -——1; 0). Поскольку А.С. АВ. = 

— — — — 
а и 4.С.В.0, =0. АС: АВ, н 
АС 18,8. Значит, прямая А.С перпенди- 
кулярна к параллельным плоскостям АВ,Б, 
н ВС.0. Следовательно, длины трех отрез- 
ков, на которые днагональ А,С делится этн- 
ми плоскостями, равны, соответственно, рас- 
стояниям от точки А; до плоскости АВ,О,, 
между плоскостямн АВ,О,; н ВСЮ и от 
точки С до плоскости ВС.Г). Расстояние от 
точкн А, (0; 0; 1) до плескости АВ.О,, 
уравненне которой х.|-у:-2=0, равно 
= 


УЗ Расстоянне от С до плоскости ВС.2 


УЗ 
тоже равно, очевидно, -З = Но | А, С |= 
= УЗ. Следовательно, на долю расстоя- 
} 
вня между плоскостями остается —8 [ас |. 
2.8 2. 3. ее днс ДИ 


5 
—7+2уп 
—и |. 


:|. 


4. |-=; 3; 


[т 


Химнко—биологический факультет 


аз $118 © 
1. 12 `@ Е оз" ° 
[] 
2. $ = (м-в Уз + 4х — 
—Уз 


© тв 
Ре [ ее ву = 3. 3. (1; 41. 
— 9 
4. Последовательность  (х„) убывает 
(пухи) И ограничена (х„>0). 
Из билетов устного экзамена 
4. х=5, у=7. 6. агс 49 и 
Нея 8. 1 = _2, х. =3. 
7. хе: 98-4 2 | (7) 


+ 


Физика 


1. Нет. Когда величина угла падения 
стремится к л/2., величина смещения стре- 


мнтся к толщине пластины. 2. / = пу др. 


3. [8 ИЗ. 
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Рукописи не возвращаются 


На этом рисунке изображен тор — поверхность, напоминающая 
бублик, — и две окружности. Поверхность покрыта сетью «па- 
раллелей» и «меридианов». Обе выделенные окружности лежат, 
как это ни кажется страииым на первый взгляд, в одной секущей 
плоскости (которая совпадает с плоскостью чертежа). ` 
`Эзи окружности интересиы не только тем, как они по- 
лучены: очи являются «линиями постоянного курса» на 
торе, т. е. пересекают все его мериднаны под одним и тем же уг- 
лом. Такие линни называются локсодромиями: подробнее об этом 
математико-географическом термине вы можете прочитать на 
с. 17. Там же доказывается, что при рассмотренном плоском се- 
ченин тора действительно получаются две окружности, а не толь- 
ко похожие на них замкнутые лниии. 
Взгляните внимательней на чертеж — на сколько частей наши две 
окружности разделяют тор? 
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На рисушке изображен куб 3ЖЗЖЗ. Числа 
от 1 до 27 нужно расставить в клетках так, 
чтобы сумма трех чисел по любому из ука- 
занных 37 паправзепий равнялась 42. 
После того, как вы это слелаете, попытай- 
тесь решить задачу без подсказки — приду- 
мать другую расстановку чнсел. 

П. Эрдниев 


Индекс 70465 
Цена 36 коп. 


К НАШИМ ЧИТАТЕЛЯМ 


В каждом номере нашего журнала 
в разделе «Задачник «Кванта»» пуб- 
ликуются задачи по физике н по ма- 
тематике. Ежегодно редакция полу- 
чает несколько тысяч писем от чита- 
телей с решениями этих задач. Сре- 
ди авторов этих писем редакция 
отбирает школьников, решивших 
наибольшее число задач и прислав- 
ших наиболее оригинальные реше- 
ния. Эти школьники награждаются 
специальной премией, учрежденной 
редколлегией журнала «Квант», и 
получают право участвовать в Рес- 


публиканских олимпиадах по мате- 
матике и физике наравне с победи- 
телями районных и городских олим- 
пиад. 

Придумать интересную новую зада- 
чу обычно труднее, чем ее решить. 
Труднее, но интереснее. Попробуй- 
те придумать задачи и пришлите их 
нам. 

Авторы — школьники лучших задач 
будут награждены — специальными 
премиями «Кванта», а сами задачи 
будут опубликованы в журнале. 
Ждем ваших писем. 


К НАШИМ АВТОРАМ 


Если Вы решилм прислать нам статью, то просмм Вас: 
1) Перепечатать ее на машинке в двух экземплярах через два 


интервала м вписать от рукм формулы (рукописный 


текст мы рас- 


сматриваем только в том случае, если эвтор его — школьник). 
2) Нарисовать также в двух экземплярах эскизы рисунков (каж- 


дый эскиз — на отдельном листе). 


3) Если текст Вашей статьи занимает не больше 12 машинопис- 
ных страниц, то положите его вместе с эскизамм в конверт м при- 


шлите нам. 


4) Не забудьте сообщить нам полностью Ваши фамилию, имя 
м отчество, домашний адрес н телефон. 
Имейте в выду, что рукописм мы не возвращаем. 
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В. Фабрикант 


Что происходит 


в гелий-неоновом 
лазере 


Гелий-неоновый лазер становится распро- 
страненным прибором, широко применяемым 
в самых различных областях техникн и наукн. 
Во многих школах появились такне лазеры, 
ис их помощью изучаются свойства когерент- 
ного света. 

Сердцем каждого лазера служит слой так на- 
зываемой активной среды, уснливающей про- 
ходяший сквозь иее световой луч. В гелий- 
неоновом лазере такой средой является илаз- 
ма, образующаяся прн прохожденнн электри- 
ческого тока сквозь смесь гелия с неоном в 
газоразрядной трубке. 


Что такое лазер или латр, 
На какой они возникаи базе? 
Л. Мартынов 


Обычно ири прохождении через сре- 
ду световой луч испытывает ослабле- 
ние — часть энергии луча поглоща- 
ется средой. Однако можно создать 
среду, при прохождении через кото- 


2 


рую свет будет не ослабляться, а уси- 
ливаться. Впервые возможность со- 
здания такой среды была указана в 
1939 году. Конечно, в нроцессе уси- 
ления света закон сохранения энер- 
гин не нарушается. Дополнитель- 
ную энергию световой луч чернает из 
внутренней энергии атомов среды. 


Эйнштейн анализирует 
взаимодействие света с атомом 


Переходы. переходы... 
Из песнн 


Для того чтобы ионять, как «работа- 
ет» усиливающая свет среда, нало 
рассмотреть более подробно взаимо- 
действие света с атомами. Впервые 
такое рассмотрение провел созда- 
тель теории относительности Альберт 
Эйнштейн. Поразительно, : сколько 
фундаментальных результатов в са- 
мых различных областях современ- 
ной физики связано с именем Эйн- 
итейна! 

В 1916 году Эйнштейн, развивая 
идеи Макса Планка о квантовом ха- 
рактере взаимодействия света с ато- 
мами, впервые четко сформулировал 
существование трех элементарных оп- 
тических процессов, в которых участ- 
вуют атомы. 


Как известно, согласно кванто- 
вым представлениям внутренняя 
энергня атомов может изменяться 
только скачками. Атом, как мы го- 
ворим, может находнться в стацио- 
нарном состоянии на одном из энер- 
тетических уровней (рис. 1), соот- 
ветствующих вполне определенным 
запасам внутренней энергии. Оити- 
ческие переходы атома с одного уров- 
ня на другой сопровождаются ис- 
пусканием или поглощением атомом 
фотонов. Согласно закону сохране- 
ния энергии должно выполняться ра- 
венство 

ду = Е — Е, (1) 


гле Иу — энергия фотона (В — по- 
стоянная Планка, у — частота света), 
Е. и В, — энергии стационарных 
состояний атома, между которыми 
пронсходит переход. Ясно, что для 
перехода с одиого  эзиергетического 
уровня на более высокий атом дол- 
жен поглощать фотоны. Энергия 
поглощенных фотонов идет на увели- 
чение внутренней энергии атома. На- 
оборот, нри переходах на более низ- 
кий уровень атом должен испускать 
фотоны, уносящие избыток внутрен- 
ней энергии атома. 

Эйнштейн указал; что существует 
один тип процессов поглощения фо- 
тонов И два типа нроцессов иснуска- 
ния фотонов (рис. 2). В процессе по- 
тлощения атом как бы глотает под- 
летевшнй к нему фотон и переходит 
на более высокий › энергетический 
уровень (рис. 2, а). Процесс нспуска- 
ция атомом фотома может происходить 
спонтанно — самопроизвольно, без 
всякого внешнего воздействия 
(рис. 2, 6). Конечно, для того чтобы 
могло возникнуть спонтанное испу- 
скание фотона, необходимо атом пред- 
варнтельно возбудить.  Спонтанное 
нспускание происходит из-за иеус- 
тойчивостн возбужденного состояния 
атома. Продолжительность жизни 
изолнрованных возбужденных ато- 
мов различна для разных сортов 
атомов п для разных состояний. (Нан- 
более короткие  продолжительности 
жизни возбужденных атомов довольно 
малы — порядка 10-* с.) 

Нанболее важным для лазеров 
было открытие Эйньлейном сущест- 
вования второго тина процессов ис- 


Гы 


Рис. 2. а) — поглощение, 0) — спонтанное 


нспускание, в) — вынужденное нспускание. 


пускання фотонов — так называемо- 
го вынужденного, или стимулирован- 
ного, испускания. (Мы намеренно нс- 
сколько отклонинлись от систематики 
оптических процессов, данной самим 
Эйнштейном. Он называл вынужден- 
ное испускание отрицательным по- 
глощением, объединяя тем самым 
этот процесе с процессом поглощения. 
Ниже МЫ увидим, что для этого есть 
основания, но в современной литера- 


туре установилась терминология, 
используемая нами.) 
Вынужденное испускание возни- 


кает при столкновении фотона с воз- 
бужденным атомом. Как показал Эйн- 
штейн, вынужденный переход атома 
с уровня Е. на более низкий уровень 
Е, может стимулировать только фо- 
тон с энергией, удовлетворяющей ра- 
венству (1}. Фотон как бы толкает 
н без того неустойчивый возбуждеин- 
ный атом, и тот «падает» на болес 
низкий энергетический уровень, ис- 
пуская новый фотон (рис. 2, в). При 
этом фотон, стимулировавший нере- 
ход, не меняет своей энергии и на- 
правления своего полета. Важно под- 
черкнуть, что вновь рожденный фо- 


Е 
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Рис. 3. 


гон является «близнецом» фотона, сти- 
мулировавиего его рождение, — он 
несет такую же эпергню и летит но 
тому же направлению. 

Итак, после встречи первого фо- 
тома с возбужденным атомом дальше 
летят уже два совершеино одииако- 
вых фотона, а атом переходит па бо- 
лее низкий энергетический уровень. 
Абсолютная одинаковость этих 
двух фотонов проявляется ие только 
в равенстве энергий и в совиадении 
направления нх полега, но и в свой- 
стве, называемом когерентностью. Су- 
ществует квантовая теория когерент- 
ности, особенно развившаяся после 
появления лазеров; однако более ма- 
глядно это свойство опнсывастся на 
основе классических, волиовых пред- 
ставлений о свете. 

На волновом языке процесс сти- 
мулированного испускания описы- 
вается так: световая волна, встретив- 
шая из своем пули возбужденный 
атом, «высасывает» из иего энергию 


и, увеличив за счет этой энергии 
амплитуду. продолжает распростра- 


няться без всякого скачка фазы и 
изменения направления. 

Теперь нам понятно. почему процесс 
вынужленного ненускания Эйницейн назезл 
отрицательным ноглощеннем. Ведь поглоше- 
ние и вынужденное непускание — это два 
овзаимно обратных» пронесса. Начальное 
состояние и нервом процессе совнадаст с ко- 
нечным состоянием второго и наоборот 
{рис. 3). Кроме зого. ири поглощении умень- 
ннется ннтеисивность падакицего света. но 
его когереитность не иарущается: в результа- 
те вынужденного эслускания НИТенНсивносСтТЬь 
надаюнего света увелнчивается за счет стн- 
мулнрованногоа нзлучения. которое когерент- 
но Сс падающим светом. 

Таким абразом, если в среде имеются воз- 
бужденные атомы. способные к вынужденному 
непусканию, то прохолящий через такую сре- 
ду свстовой поток увеличивает свою нитен- 


4 


сивность, оставаясь когереитным, и этот 
процесс прямо протиноположен процессу 
поглощения. 


Именно когерентное усиление свс- 
та при вынужденном иснускании ле- 
жит в основе создания оптических 
квантовых генераторов — лазеров. 
Само слово «лазер» образовано из 
начальных букв английских = слов 
ВЫНЁ ашрИйЙсаной Бу  $4инща{ед 
епизмой оЁ га\айоп (усиление света 
стимулированным нспусканием  из- 
лучения). 


Инверсная населенность и 
как ее получают 
Все аверх дном 
аиглийской 
сказки 


Низвание 


Тенерь уже можно объяснить, поче- 
му различные среды обычно ослаб- 
ляют, а не усиливают свет. Все дело 
в том, что в обычиых условиях всег- 
да больше атомов ва нижних уровиях 
энергии, чем па более высоких 
(рис. 4). Поэтому в среде болыше 
атомов, способных «глогать», а не 
испускать фотоны, н число актов 
поглощения превышает число актов 
вынужденного испускация. 

Для получения усиливающей сре- 
ды необходимо создать инверсию на- 
селенностей атомами энергетических 
уровией — создать ситуацию, когда 
на верхних уровнях находится боль- 
ше атомов, чем на нижних (рис. 5). 
Тогда акты вынужденного испускания 
будут иреобладагь над актами погло- 
щения, и за счет вынужденного ис- 
пускания будет происходить усиле- 
ние света. Посмотрим, как инверсия 


распределение атомов 


Рис. 4. Нормальное 
но энергетическим уровням. 


населенностей получается в гелий- 
неоновом лазере. 

Конструкния гелий-неонового ла- 
зера очень проста (рис. 6). Основные 
его элементы — газоразрядная труб- 
ка, нанолненная смесью гелия п пео- 
на. и два зеркала, одно — силошное, 
другое — частично прозрачное. Про- 
цессы, происходящие в — лазере, 
далеко ие так просты. как его 
конструкция. Попытаемся в инх разо- 
браться 

При прохождении электрического 
тока сквозь смесь гелия и неона в 
газоразрядной трубке возннкает плаз- 
ма, состоящая нз атомов, ионов и 
свободных электронов. В плазме ндет 
своеобразная «потасовка» между 
электронами и атомами, во время ко- 
торой то атомы отнимают у электро- 


; 


нов энергию, то, наоборот, электро- 


ны отиимают энергию у атомов. 
Есии  электрои обладает энерги- 
ей, удовлетворяющей — неравенству 
т;т 
—_ 2, —Е.. (2) 
то прин столкновении с атомом он 


может возбудить атом, т. е. перевести 
его с уровня с энергией Е, на более 
высокий уровень с энергией Ё,. Та- 
кие нсупругие столкновения элект- 
ронов с атомами называются ударами 
первого рода. При ударе первого рода 
электрон теряет всю (знак « »в (2)} 
нли часть (знак «>>» в (2)} своей энер- 
гии, н условие (2) выражает закон 
сохранения энергии при этом процес- 
се. Сказывается «квантовая гордость» 
атома, не принимающего подачек в 
виде порций энергии, меньших чем 


Е, Е,. 
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Рис. 5. Инверсное распредезение атомов по 
энергетнческим уровням. 


Рис. 6. Схема гелий-неонового лазера. ]-- 
газоразрядная трубка. 2? — электроды, 
3 — выходные окна. 4 — сплошное зеркало, 
5 — частичио прозрачное зеркало. 


Казалось бы, нри номоши  элект- 
ронных ударов первого рода нетруд- 
но получить инверсию — населеино- 
стей. Шадо только создать условия, 
при которых в плазме будет много 
быстрых электронов с эиергией, удов- 
летворяющей условию (2). Тогда за 
счет ударов первого рода атомы пе- 
рейлут на верхний уровень, и воз- 
никнет ннверсия пнаселенностей. 

Однако надо учесть два важных 
обстоятельства, когорые препятству- 
ют созданию инверсной . населенно- 
сти. Нарялу с ударами первого рода 
существуют удары второго рода, нри 
которых возбужденные атомы отдают 
энергию электронам и переходят с 
верхних уровией вниз. В столкнове- 
ниях второго рада могут участвовать, 
очевидно, электроны, обладающие 
любой кинетической энергией. Для 
таких столкновений нет ограннче- 
ния (2). Поэтому нлазме всегда 
больше электронов, способных — со- 
вершать удары второго рода. менаю- 
щие установлению инверсии населен- 
ностей, чем электронов, — снособных 
возбуждать атомы. 

И еще одно обстоятельство. Ше- 
смотря на очень высокую электрон- 
ную температуру в плазме (порядка 
десятков тысяч градусов} *), средняя 
энергия электронов обычно ниже по- 
рогового значения Е.—Е‚- Если бы 


*) Электроны и плазме подогреваются 
электрическим полем. поддержнизющим элек- 


трнческий ток. Из-за огромного различия 
п массах теплообмен между электронами и 
атомами затруднен. Поэтому температура 


электронного газа п десятки и сотни раз выше 
температуры газа из иейтральных атомов. 
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Рис. 7. Распределение электронов по эиер- 
гням. 


все электроны обладали одной п той 
же энергией, равной средней энер- 
гии Е их теплового движения, то 
нн один из них не смог бы возбудить 


атом. При данной температуре (ирн 
-` то? 
данном значении Е) энергии -—5- 


теплового движения отдельных элект- 


ронов отличаются от значения Е= 
Е 


ти ъ\^ «. * г 
= 5 — существует, как 


говорят, 


разброс электронов по энергиям. На 
рисунке 7 нривежен график распреде- 
ления электронов по зпергиям при 
данной темперагуре. Видно, что лини» 
малая часть электронов обладает 
энергией выше порога возбуждения 
атома. 

Населенность уровня зависит не 
только от числа возбуждающих стол- 
кновений, но и от продолжительности 
жизни атома на данном энергетиче- 
ском уровне. Ясно, что чем больше 
продолжительность жизни на дан- 
ном уровне, тем больше атомов на- 
каиливается на нем. Поэтому для 
получения инверсии населенностей 
выгодно иметь верхний уровень с 


0,6328 мкм 
ми 


Электровный удар | рода 


большей продолжительностью жиз- 
ни, а нижний — с меньшей. Для ла- 
зера, работающего в непрерывном 
режиме, это условие является жест- 
КИМ. 

На рисунке 8а изображена упро- 
щенная схема интересующих нас 
уровней атома неона. Переходы меж- 
ду уровнями Ези Е, сопровождаются 
иснпусканием красной линин с дли- 
ной волны 0,6328 мкм.  Продолжи- 
тельность жизни атомов на уровие 
Е. равиа примерно 2-10-’ с, а на 
уровие ЁЕ› — 107%, т.е. примерно 
в пять раз меныше, что благоприят- 
ствует получению инверсии. Однако 
до уровия ЕЁ. атомы могут возбуж- 
даться только электронами с энер- 
гиями, превышающими Е;—ЁЕ, а 
до нижнего уровня Е, — электронами 
< энергиями, превышающими Е. — 
— Е, *). Так как Е.Б, > Е._Ё,, 
то данная ситуация не благоприят- 
ствует инверсии. Чем выше уровень, 
тем труднее электронам возбуждать 
атомы до этого уровня. В результате 
игры этих двух факторов очень труд- 
но получить ннверсию в чистом пео- 
не. Это н заставляет применять смесь 
гелня с неоном, причем гелия в этой 
смеси примерно в десять раз болыне 
неона. 


*) Возможна ‘и такая ситузиня: атом, 
столкнувшийся с электроном и перешедший 
на возбуждениый уровень, усиевает за время 
жизнн стоакниуться со вторым электроном и 
перейти наз более высокий уровень (такое 
возбуждение называется ступенчатым). Од- 
нако концентрация возбужденных атомов 
мала (из-за очень малой проаолжительности 
жизни атомов в возбужденном состоянии), м 
оэтому прн обычных условнях вероятность 
такого события ничгожна. 
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Рис. 856. 


Роль гелия весьма своеобразна. 
Гелий действует как бы за сценой, 
но нри этом играет весьма важную 
роль в получении инверсии населен- 
ностей атомов неона. На рисунке 86 
изображены два уровня атома гелия: 
самый низкий Е, ин уровень Е„, со- 
ответствующий — возбужденному со- 
стоянию © колоссальным временем 
жизни (конечно, в атомных маента- 
бах) порядка 10-% с. Такие уров- 
ни называют = метастабильными. 
Очень важно, что уровень  ге- 
лия Е. находится почти на той же 
высоте, что и уровемь Е, неона. В ге- 
лий-неоновой смеси за счет электрон- 
ных ударов первого рода накаплива- 
ется больиюе число метастабильных 
атомов гелия (сказывается их огром- 
ное время жизни). Метастабильные 
атомы гелия сталкиваются с нормаль- 
ными (иерозбужденными) — атомами 
неона и отдают им свою энергию, 
переходя без излучения на уровень 
Е, н переводя атомы неона на уро- 
вень Ез. Упрощеино схему этих пе- 
реходов можно представить так, как 
на рисунке 9. Передача энергни про- 
нсходит очень эффективно благодаря 
близости «по высоте» соответствующих 
уровней гелия и неона (такие явле- 
ния называют квантовым резонансом). 
Таким образом, происходит избира- 
тельное возбуждение атомов неона до 
уровня Ёз и возникает инверсия на- 
селенностей на уровнях Е и ВБ.. 
Этот изящный метод получения ин- 
версин надежно работает в гелий- 
неоновом лазере. 

Мнтересно отметить, что для со- 
здания первых квантовых генерато- 
ров — мазеров (генераторов микро- 
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волнового излучения) советские фи- 
зики Н. Г. Басов и А. М. Прохоров 
н американский физик Ч. Таунс ис- 
пользовали способ получения ин- 
версии, как бы обратный описанному 
выше и заключающийся не в избира- 
тельном возбуждении до верхнего 
уровня, а в избирательном удалении 
молекул, находящнхся на нижнем 
уровне. Такой же прием предлагал- 
ся для лазеров, ио не получил пока 
широкого применения. 


Нарастание фотонной лавины 


Отееле я вижу потоков рожденье 
И первое грозных обвалов движенье. 
А.С. Пушкин 


Как же происходит усиление света в 
гелий-неоновом лазере? 

Представим себе, что какой-либо 
из возбужденных до уровия Е. ато- 
мов неона спонтанно испустил фотон, 
летящий нараллельно оси разрядной 
трубки и соответствующий красной 
линии неона. Когда этот фотон встре- 
тит на своем пути возбужденный атом 
неона, пронзойдет акт вынужден- 
ного испускания, и далыше уже поле- 
Тят два фотона-близнеца. Каждый из 
этих фотонов, встретив возбужденный 
атом неона, стимулирует рождение 
нового фотона. Дальше будут лететь 
уже четыре фотона (рис. 10) и так 
далее. В результате нарастает лавина 
одинаковых фотонов, летящих в Од- 
ном и том же направлении. На вол- 
новом языке это означает усиление 
световой волны, причем. напомина- 
ем, — уснление — когерентное. 


Рис. 10. Нарастание фотоииой лавицы. 
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Рис. 11. 


Образовавшаяся лавина фотонов 
натыкается на одно из зеркал лазера 
и, отразившись, идет обратно сквозь 
активную среду, что сопровождается 
нарастанием лавины. Затем проинс- 
ходит отражение от второго зеркала 
н опять нарастание лавины и так 
далее. Мы с помощью зеркал как бы 
удлиняем активную среду. Однако 
не следует думать. что даже при 
идеальных зеркалах, отражающих 
все падающие на них фотоны, лавина 
будет безграннчио нарасгать. Лави- 
на сама себе портит условия нараста- 
ния. При достаточно высокой плот- 
ности потока фотонов они настолько 
быстро будут «сбивать»  возбужлен- 
ные атомы на более низкий  энерге- 
тическнй уровень, что исчезнет ин- 
версия населенностей. А ведь наря- 
Ау с вынужденным испусканием про- 
исходят процессы поглощения п снон- 
танного излучения. В процессе спои- 
танно го излучения рождающисся 4ю- 
тоны расиространяются п пространст- 
ве равиомерно но всем направлени- 
ям, и их вклад в фотонную лавину 
очень мал и представляет собой неко- 
герентный свет. Снонтанное излучение 
атомов создает в лазере пебольнюй 
гак называемый ‹нум». Когда в ре- 
зультате исчезновения инверчи! иа- 
селенностей  насгунит равновесие 
между числом актов ноглощения и 
числом актов снонтаниого и вынуж- 
денного испускания, ‹ дальнейшее 
усиление света прекратится. (Со- 
гласно закову сохранения энергии 
при этом мощность, выделяемая в 
нронессах испускания, станет равна 
мощности, подводимой для возбуж- 
дения атомов №.) 


ялекяроны 


| Зу* дазера 


От усиления к генерации 


Гочниг определение зчобратной сояни» 
не имеет никакой важности. 

У.Р. Эшбн. «Введение 

в кибернетик у» 


Тенерь выясним роль реальных зер- 
кал с козффиииеигом отражения мень- 
ше единицы. Без зеркал газоразряд- 
ная трубка с гелнй-неоповой смесью 
работала бы как усилитель света. 
Зеркала нревращают ирибор в гене- 
ратор света. Применяя радиотехии- 
ческую терминологию, можно ска- 
зать, что зеркала обеспечивают поло- 
жительную обратную связь. 

Когда описанная выше световая 
волна достигнет одного из зеркал, 
опа частично отразится, нойдег в 
обратном направлении сквозь ак- 
тивную среду, опять усиливаясь, и 
достигиет второго зеркала, где повто- 
рится все то же. Волна будет «метать- 
ся» между зеркалами, как тигр в 
клетке. 

Наномним, что одно из зеркал 
чуть-чуть прозрачное. При каждом 
отражении от этого зеркала наружу 
выйдет небольная часть световой вол- 
ны. Луч лазера представляет сумму 
этих частей световой волны, мечу- 
щейся п зеркальной клетке. И если 
потери света в зеркалах (а зеркал 
без потерь не бывает) будут комнен- 
сироваться усилением света я актив- 
ной среде, установится сгапионарный 
режим тенерации. Активная среда 
гелий-неонового лазера обладает 
очень слабым усиливающим действн- 
ем (интенсивность светового потока 
увеличивается примерно па |)" на 
одном метре пути й активной среде). 
Поэтому зеркала в таком лазере 


должны иметь очень высокие коэф. 
фициенты отражения, превьилающие 
90 “а. 

Итак, мы разобрались в том, какие 
явления происходят в газоразрядной 
трубке гелий-неонового лазера. По 
существу, в лазере происходит про- 
несс преобразования энергии. Основ- 
ные этаны этого процесса можно 
представить схемой, приведениой на 
рисунке 11. 


Луч лазера 
Молниевидный брызнет „уч. 
Ф. Тютчев 
Свечение активной среды принцнии- 
ально отличается от свечения таких 
источников света, как лампа накалн- 
вання или люминесцентная ламиа. 
В обычных нсточниках света парит 
иолный хаос — то здесь, то там воз- 
никают отдельные световые вспыш- 
ки, сливающиеся в общее свечение. 
Эти световые вспышки представляют 
собой отдельные груииы волн, ис- 
пускаемых различными источниками 
(различными  возбужденными ато- 
мамин), п пачальные фазы этих волн 
совершенно случайны, никоим 06б- 
разом не согласованы. Свечение обыч- 
ных нсточинков света напоминает гул 
неоргавизованной, чем-то возбужден- 
ной толпы. Совсем иная картина в 
лазере. Благодаря актам вынужден- 
ного испускания световая волна упо- 
рядочивает излучение отдельных ато- 
мов. Здесь все напоминает стройный 
хор — сначала вступают одни хорн- 
сты, затем другне, сила звучання на- 
растает. Дирижирует хором сама по- 
рождаемая им световая волна. Фазы 
отдельных груип волн, иснускаемых 
различными атомами, согласованы 
между собой. Вот это и ириводит к 
когерентности излучаемого лазером 
света. 

Итак, луч лазера представляет 
собой сумму частей световой волны, 
выходящих через полупрозрачное зер- 
кало. А так как все эти части ко- 
герентны между собой, то в резуль- 
тате их сложения иронсходит нитер- 
ференция. Как известно, максималь- 
ная амилитуда результирующей вол- 
ны получится, если разности хода 
складываемых волн равны целому 
числу длин волн. Длина пути, про- 


ходимого волной лазера между дву- 
мя отражениями от одного и гого же 
зеркала, равна 27., где /. — расстоя- 
ние между зеркалами. Следователь- 
но, для получения яркого выходящего 
луча должно выполняться следующее 
условие: 


ЗЕ = п+, (3) 


где п -- целое число, А — длина све- 
товой волиы. Условие {3) имеет про- 
стой смысл: на длине лазерной груб- 
кн (резонатора) должно укладывать- 
ся пелое число полуволи. При коле- 
баниях струны ‹ закренленными кон- 
цами на длние струны также укла- 
дывается целое чиело полуволн. Это-- 
условне установления стоячих ВОЛН. 
И впутри лазера устанавливается 
стоячая световая волна (точнее, 
иочти стоячая — из-за прозрачности 
одного из зеркал). 

Условие {3) можно переписать в 
таком виде: 


с 
где с — скорость света, ух = —- —ча- 


стота. 

Но частота света, излучаемого ато- 
мами неона ири переходе с уровня 
Ех; ма уровень Е., равна 


= Е, ЗИ Е 
тт (5) 
Таким образом, частота света, ге- 
нерируемого лазером, должна одно- 
временно удовлетворять н уравне- 
нию (4), и уравнению (5}. Первое 
уравненне определяет условие резо- 
нанса между светом и резонатором И 
носит классический характер. По- 
скольку зеркальный резонатор имеет 
макроскопические размеры, свет вза- 
имодействует с иим как световая 
волна. Уравнение {4) имеет кванто- 
вый характер и определяет условие 
резонанса между светом и атомами 
активной среды,  прелставляющими 
квантовые — микрорезонаторы. Свег 
взаимодействует с квантовыми  мик- 
рорезонаторами как поток фотонов. 
Таким образом, в лазере одновре- 
менно проявляются и волновые, и 
квантовые свойства света. 


Рис. 12. 
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Частота 


Рнс. 13. «Острота настройки» атомов не она 
и зеркального резоватора. 


Посмотрим тенерь. что практически озиа- 
чаег соблюдение условий (3) и (5). 
Если бы атом взяимодействовал тольхо 
с излучением. обладающим строго опреде- 
ленной частотой хз (рис. 12. а). мы долж- 
ны были бы подобрать размер резояато- 
ра — расстояние Г между зеркалами 
таким. чтобь собственная частота резопагора 
{определяемая условием образования стоя- 
чих во.и! была как раз равиа частоте уз. 
И поддерживать это расстояине вадо было бы 
с точиостью до малых долей длины волзы 
нзлучения. Практически удовлетворить это- 
му требованию очень трулно. К счастью. эта 
задача облегчается тем. что ма самом деле 
ее излучения атома ие в гочности ранна 
т а лежит п некотором нитервале значений 
о Ах. Одной из причан, но которым это 
а ходит. является тегловое движение ато- 
мов. Иоскольку скорости отдельных атомов 
могут быть болыце или меньше средней ско- 
рости теплового движения, энергия атомов 
иа даином энергетическом уровне не в точ- 
ности равна Ё„. а лежит в некотором вн- 
тервал» значений @„ ЖАЕ (рн. 12. 0). 
В интервал частот КУА. (У Ах) Г нона- 
дают несколько значений собственных частот 
резонатора (рнс. 13}. Поэтому для данной 
частоты излучення мозиый туч лазера пю- 
плучается при застройке резонатора на це- 
который набор часгот {соответствующих раз- 
яичным значениям целых чисел л п условии 
(4}}. Если не принять спеннальных мер. уе- 
лий-неоновый дазер излучает весь этот набор 
частот. правда. сосредоточенный в довольно 


узкой обласги (ширина спектральной линии 
атома неона). 

Есть и одночастотные лазеры, но в них 
нмсется сиеинальное устройство, выделяк ие 
один из узких резонансов. 


Мощность луча гелий-неонового 


лазера невелика — порядка одной 


десятой ватта. Несмотря на это, по- 
падаиие луча в глаз может повредить 
зрение. Разрядная трубка лазера по- 
требляет для возбуждення активной 
среды мощность от 20 до 100 Вт. Та- 
ким образом, гелий-неоновый лазер 


‚ преобразует электроэиергию а энер- 


гию светового луча с К. п. д. 
долей проиента. 

Вместе с тем луч ч лазера обладает 
рядом весьма ценных свойств, с лих- 
вой компенсирующих низкий к. и. д. 
Прежде всего, это — направленность 
луча. Когда мы рассказывали о за- 
рождении фотонисй лавины, мы ука- 
зывали па то, что` первый, фотон дол- 
жен вылетать параллельно оси раз- 
рялиой трубки. «Косо» вылетающий 
фотон и порожденные им фотоны быст- 
ро уйдут в «аут» через боковую стен- 
ку трубки, не испытав значительного 
усиления. Отражение от зеркал толь- 
ко усугубит эффект. Так что внутри 
трубки сохраняется направленный 
луч, угловая расходимость которо- 
го всего порядка 10-3 радиана. Вы- 
сокая направленность луча гелий- 
неонового лазера деласг его незаме- 
нимым для точного установления на- 
правлений пря строительстве различ- 
ных сооружений в при прокладке 
туннелей. Высокая  монохромагич- 
ность излучения гелий-неонового ла- 
зера, даже не одиочастотного, делает 
этот лазер весьма удобиым неточнн- 
ком для изучения и практического 
применения различных интерферен- 
ционных явлений. Кроме гелий-иео- 
нового лазера, есть большое число 
других типов газовых лазеров, нс- 
пользующих в качестве активных сред 
различные агомарные и молекулярные 
газы. Срелн них есть и весьма мои 
ные. Есть н лазеры © довольно вы- 
соким к. и. д. Мо эта, как гово- 
рится. уже другая история. 


не выше 


Е. Габович 


Задача 
коммивояжера 


«Пользуйтесь услугами Аэрофлота!» 


Два автомобилиста, ниженер А. Нев- 
ский п экономист Б. Литейный, ре- 
шили съездить в Закавказье, посетить 
Баку и Тбилиси, заехать в Москву. 
Киев и Горький, а затем вернуться в 


родной Деиииград. Начали обсуж- 
даль маршрут путешествия. Невский 


посмотрел на карту п предложил та- 
кую  последовательность посещения 
городов: 

ПМР] А 
Литейный же, достав атлас автомо- 
бильных дорог, выписал расстояния 
между нужнымн им городами в таб- 
личку (см. таблицу 1) и подсчитал 


длину 


696--4104-2937+579-+1863-+ 1207= 
ои. — Расстояние 


ЭТОТ 


предложениого маршрута: 


=7692 км. «Ллинновато! — сказал 
аэрофлотекое! А 
нельзя ли короче? Уверен ли ты, что 
маршрут является ‘ кратчай- 
шим?» 

Уверенности такой у Невского не 
было. Более того, объясинть, почему 
он решил ехать именно так, Невский 
не мог. Просто нигуиция подсказы- 
вала ему, что такой маршрут, если и 


Таблина 1 


СВ ЕИИИСИСЗ АИ 


„Ленинград 
Москва 


Киев 


Баку 


Гбилиси 


Горький 


д ииниы 
ие короче всех других, то близок к Е 1 1 > | 


кратчайшему. 
«А ие проемстрегь ли нам все во- 
обще маршруты? — предложил /Лм- 


тейный. — Много ли их?» Стали нод- 
считывать. «Мз Ленинграда можно 
поехать в любой из пяти городов. 


Если мы поедем, скажем, и Москву, 
то из нее можно направиться п лкюй 
из отличных от Ленинграда и Москвы 
городов. Итак. имеегся 20 поезаок 
вида /-- Х-ь У, где ЛэеАэЕУЗЕЛ. 
Поездок вида „.Т-- А -- "--й уже 
60, ибо из У можио поехать в любой 
низ оставшихся трех городов. Сели 
мы выберем 2, то можем считать сле- 
дующим за Й городом любой из по- 
следукицих двух городов. Лтак, 120 
маршрутов. ибо завершается ; путе- 
нествие однозначно: по пути домой 
посещаяется последиий из шести го- 
родов. Многовато! Так что это ие 
метод, — перебирать все маршруты! 
Ведь если бы мы хотели посетить 
шесть городов, у иае было бы 720, 
а если семь, то уже 50% маршру- 
тов!» 

«Тогда лавай ностуним так — 
предложил  Невекий. — поедем из 
Ленинграда в ближайший город. из 


него — в ближайший, еше не иосе- 
щенный, и т. д. Это дает нам мар- 
шрут 


ий МА 7. БЛ. 
Его длина. — сейчас подечитаю, — 
8057 км. На 365 км длиннее!» 


Задача коммивояжера 


Задача, которую решают Невский н 
Литейный, извесгна в математике под 
названием задичи коммивочжера *) 
(бродячего торговца). 

Сформулируем ее в общем виде: 
имеются К городов, расстояния меж- 
ду которыми  извесгиы; коммивоя- 
жеру нужно выйти нз одного из этих 
городов, посетить остальные #—-[ го- 
родов, побывав в каждом из пих ров- 
но по одному разу. и вернуться в 


*) Вероятно. вперные сформулировал ча- 
дачу комминояжера ищестиый математик 
Карл Менгер Пронкяило эго 5 февраля 1930 
гола на чматемагическом коллокннуме в Вене 
Менгер польломалея плаванием «Задача о 
ПОсылЬноМ». 


Рис. 1. 


неходный город; как найти кратчай- 
ищи маршрут? 


Очевидно, выбор › начального 
иункта маршрута несуществен — 
задачу коммивояжера можно сфор- 


мулировать и так: найти кратчайиий 
замкнутый маршрут, проходящий 
ровно по разу через каждый из А 
городов. 


Упражненне 1. Докажите, что 
общее число рук а рав- 
по (В —1! = |.2. (— 


Заметим, что таблица расстояний, 
составленная Б. Литейным (матема- 
тикн пазывают такне таблицы мат- 
рицами), оказалась симметричной от- 
носительно диагонали, на которой 
стоят прочерки. В” задаче коммиво- 
яжера допускаются и иесимметрич- 
ные таблицы. Несимметричная таб- 
лица расстояний может возникнуть, 


например, в следующей задаче (о 
кольцевом — автобусном маршруте). 
В городе, на некоторых улицах ко- 


торого разрешено только односто- 
роннее двнжение, фиксированы А то- 
чек (мест будущих остановок). Че- 
рез них должна пройти замкнугая 
автобусная линия. Требуегся пайти 
такую циклическую  последователь- 
ность прохождения точек-остано- 
вок, при которой каждая остановка 
носещается один и только один раз, 
а весь маршрут имеет минимальную 
протяженность. 


Упражнение 2. В пластинке раз- 
мером 759 луч лазера должен прорезать 
пять щелей п направлениях, указанных на 
рисунке | стрелками, п вернуться п исходисе 
ноложенне. Задача миннмизации холостого 
пробега лазерной головки есть задача комми- 
вояжера. Выпншите матрицу расстояний 
для нее. (Обратите виимание на то. что она 
получается несимметричной.) 


Из упражнения 2 мы видим, что 
«городами» в задаче коммивояжера 
могут быть вовсе не города, в «рас- 
стояниями» — вовсе не расстояния. 
Например, под «расстоянием» между 
двумя городами можно понимать 
стоимость или продолжнтельность 
путешествия между нимн. В этом 
случае минимизнруется, соответ- 
ственио, суммарная стоимость иуте- 
шествия или его продолжительность. 

Рассмотрим еше для примера зи- 
дачу о станке. Деталь в процессе 
обработки на станке подвергается А 
операциям. При переходе от одной 
операции к другой станок должен 
заново настраиваться, что приводит 
к потери времени. Требуется найти 
такой порядок проведения всех 
операций (с возвращением станка в 
исходное  состоянне), при котором 
суммарные потери были бы нанмень- 
щими. Ясно, что здесь мы имеем дело 
с задачей коммнвояжера — с табли- 
цей потерь времени на перестройку 
станка в качестве матрицы расстоя- 
ний. «Городами» являются состояния 
станка после различных операиий. 

К задаче коммнвояжера приводят 
задачи планирования производства 
и проектирования линий связн (ска- 
жем, телефонной сети), задачи со- 
ставления маршрута для почтальо- 
на (врача, контролера телефонов-ав- 
томатов и т. и.) и даже некоторые 
задачи проектирования ЭВМ. 


Полный перебор 


Итак, в каждой конкретной задаче 
коммивояжера требуется найти крат- 
чайший тур при заданной матрице 
расстояний. Может случиться, что 


Таблица 2 


Почер 
операции 


сделать это окажется крайне просто. 
Например, если потери на перена- 
ладку в задаче о станке заданы таб- 
лицей 2, то очевидно, что оптималь- 
ной является такая последователь- 
ность операций: [-- И-» НР-* М -+ 
—\У — Г {с нулевым суммарным вре- 
менем  переналадки)}. 


Упражнение 3 Решите задачу 
коммивояжера из упражнения 2. если нз- 
вестно. что во время холостого хода лазерная 
‹олонка может нередвигаться только парал- 
лельно краям пластинкн. 


Однако чаще всего для конкрет- 
ных таблин расстояний бросающих- 
ся в глаза решений нет. И если даже 
кто-нибудь подскажет пам, какой мар- 
юшрут является кратчайшим, возник- 
нут большие трудности, когда мы 
захотим проверить, так ли это на 
самом деле. 

Математиков же 
столько решения конкретных задач 
коммивоя жера, сколько общие ме- 
тоды решения всех таких задач {или 
хотя бы всех задач коммивояжера 
при К < т, где т — некоторое фик- 
сированное число). 

Заметим, что в каждой конкретной 
задаче  коммивояжера = множество 
всех маршрутов конечно. Поэтому 
можно организовать лолный перебор 
всех мариирутов, вычислить их дли- 
ны и выбрать кратчайший маршрут. 
Такой полный перебор в принциие 
является общим методом решения за- 
дачи коммивояжера. 

Однако вспомним Цевского и Ли- 
тейного. Хотя им иредстояло про- 
вести замкнутый маринрут всего лишь 
через шесть городов, они не захотели 
неребирать все 120 туров (иравда, 
авгомобилисгы не заметиля того, что 
из-за симметричности таблицы 1 
только 60 туров могут иметь различ- 
ную длину). В общем же случае ком- 
мивояжеру приходится выбирать 
кратчайший из (—1)' возможных 
маршрутов. Это число с ростом К 
растет очень быстро, а потому ука- 
заиный способ решения ири больших 
значениях # практически не приме- 
ним. Так, автору известен пример, 
когда для осуществления перебора в 
задаче коммивояжера с десятью го- 
родами (А =10) на ЭВМ М-220А было 
израсходовано 4 часа 45 минут! Быст- 


интересуют не 


#3 


Родействие этой ЭВМ -- около 25 
операций в секунду. При Ю>1 ре- 
шение задачи коммивояжера методом 
полного перебора даже на самых со- 
вершенных ЭВМ практически неосу- 
ществимо. 


На помощь приходит 
целочисленное программирование 


Первый метод решення задачи ком- 
мивояжера, отличный от полного пе- 
ребора. был предложен в 1954 году 
американскими специалистами  ио 
дискретной математике Данцигом, 
Фалкерсоиом и Джонсоном. Они по- 
казали, что задача коммивояжера на 
обычной плоскости может быть све- 
дена к некоторой задаче целочислен- 
ног» линейного программирования — 
ныне одного из наиболее известных 
разделов теоретической  кибернети- 
ки. Авторы ирименили свой метод 
{в сочетании с соображениями  гео- 
графического характера и комбина- 


торными рассуждениями) к решению 
задачи с нахождении  кратчайшего 
замкнутого маршрута, проходящего 


через 48 крупных городов США. 

С общей задачей линейного иро- 
граммирования читатель может по- 
знакомиться ио статье Б. Алейнико- 
ва, П. Бузыцкого н М. Дубсона 
«Симплекс-метод»  (*«Квант», 1976, 
№ Т). Задача нелочисленного — ли- 
нейного ирограммироваиия отлн- 
Чается от общей задачи линейного 
программирования дополнительным 
требованием о целочисленности  ис- 
комых значений переменных. Это 
дополнительное ограничение  значн- 
тельно усложняет задачу, н для за- 
дачи целочисленного линейного про- 
грамунрования не удалось разрабо- 
тать метод, близкий по эффектив- 
ности к симплекс-методу решения об- 
щей задачи лннейного программиро- 
вания. Тем не менее, для задачи ие- 
лочисленного линейного ирограмми- 
рования, имеющей — многочисленные 
практические придожения, иредло- 
жено несколько неплохих методов 
решения, так что в настоящее время 
задача целочисленного — линейного 
программирования изучена лучше, 
чем ее частный случай — задача ком- 
мивояжера. 
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Обозначим расстояние от города а 
до города Ь через с., (а, В — нату- 
ральные числа, соответствующие но- 
мерам городов). Для случая четырех 
городов задача целочисленного лн- 
нейного программирования, к кото- 
рой сводится задача коммивояжера, 
имеет внд: найти числа Хло, Хз, 
Х1 4, Х23, Хоц, Хз, Равные нулю или 
единице,  минимизирующее сумму 

СтоХаз `Р СазХаз т... ТР СзаХза (1) 
и удовлетворяющие неравенствам: 


Ха т Хаз ПХ 4222, (2) 
ха Хоз Х2422, (3) 
Х1з-— Хоз Хз4 222, (4) 
Хз | Ха а-] Хзз>2, (5) 
хаз Е Х4 7 Х23 + Х2 4222, (6) 
Ха ЕХ1 а, (7) 


Легко понять, как задача коммн- 
вояжера связана с задачей (1) — (8): 
равенство х„,=1 эквивалентно ут- 
верждению о вхождении поездки 
а— фили Б— а в маршрут; при этом 
выражение (1} оказывается равным 
длине маршрута. 


Пусть. например. решением задачи ком- 
мивояжера является тур 1-—а-=р-с—1. По- 
кажем. что неравенства (2} — (8} справед- 
ливы. 

Действительно, если $=2, то х\з == 
= Х;4 2= Х33 = х.: = !. При В = 3 полу- 
чаем х,: = ху = Хз = хз. = |. Наконец, 
Хао = хз = хз4 == Хз = [, если $ = 4. Не- 
посредственная проверка показывает, что 
во всех трех случаях левые части неравенств 
(2) —(5} равны двум Каждая из левых частей 
неравенств (6) — (8) в одном из трех случаев 

авна четырем, а в двух других — двум. 
так, неравенства (2) — (8) справедливы. 

Неравенства (6) — (8) на самом деле мо- 
гут быть опущены (некоторая избыточность 
системы неравенств была нужна Данцигу 
и его соавторам для упрощения рассужденнй). 

Упражнение 4. Покажите, что 
для случая четырех городов задача цело- 
численного линейного программировання 
(1) — (8) эквивалентна задаче коммивояжера. 
Для этого достаточно показать. что (0-1)- 
решенне задачи (1) — (5) приводит к решению 
Задачн коммивояжера. 


После статьи Данцига и его со- 
авторов появился целый ряд работ, 
излагавших различные способы све- 
дения как симметрической, так и 
пронзвольной задачи коммивояжера к 
задачам целочисленного линейного 
программирования. Эти результаты 
имелн важное принципиальное зна- 
чение. Что же касается их практиче- 
ской значимости, то многочисленные 


(и) 


Корневая 
вершина 


о (и 


(у) 


Рис. 2. 


эксперименты показали, что без ис- 
пользования специфических свойств 
каждой конкретной задачи комми- 
вояжера существующие ЭВМ и ме- 
тоды решения задач целочисленного 
лннейного программирования позво- 
ляют справляться с задачами комми- 
вояжера лишь при неболыном числе 
горолов (не превосходящем десятн). 
В то же время самые последние ра- 
боты в этой области показывают, что 
сведение к задаче целочисленюго ли- 
нейного программирования может 
быть эффективио использовано в со- 
четании с другим методом решения 
задачи коммивояжера — МРТОДОМ 
ветвей и границ. 


Метод ветвей и границ 


Наилучшим методом решения задачи 
коммивояжера в настоящее время яв- 
ляется метод ограниченного перебо- 
ра, или метод ветвей и границ. Он 
применяется в нескольких модифи- 
кациях, имеющих различную эф- 
фективность- 

Осуществляя полный перебор, мы 
можем, конечно, выписать все туры 
друг за другом. Можно поступить 
нначе: нарисовать дерево возможных 
поездок. Для случая четырех городов 
оно изображено на рисунке 2. В 
кружках — номера городов; стрел- 
ками нзображены поездки. Ясно, что 
при переходе к дереву поездок колн- 
чество стрелок уменьшается но 
сравнению с их количеством в запи- 


(1} Тур длины 


(1) Тур длины 
(1) Тур длины 
(1) Тур длины 
(1) Гир длины 


(1) Тир длины 


сн всех маршрутов (при #>3). На- 
иример, при выписывании всех мар- 
шрутов иодряд стрелку 1-— И при- 
шлось бы нарисовать дважды. Но 
еще большей экономин мы достигнем, 
если будем строить не все - дерево 
поездок, в только некоторую его 
часть. Именно такое усеченное дерево, 
отличающееся от дерева всех поездок 
отсутствием тех ветвей, которые не 
могут дать кратчайшего маршрута, 
и конструпруется в.излагаемом ниже 
варнанте метода ветвей ин гранни. 


Опишем  последовательность эта- 
ов такого метода ренения задачи 
коммивояжера (блок-схема излагае- 
мого алгоритма приведена на рисун- 
ке 3). Выполнив этап, переходим к 
следующему, есяи нам не предписано 
иное. 


1. Рисуем корневую вершину дере- 
ва (для определенности будем счи- 
тать, что она соответствует городу |). 
Прнсваиваем ей оценку 0. 

2. Производим ветвленне из лю- 
бой вершниы с мннимальной оценкой 
(первоначально из кормевой). Это 
значит, что мы ироводим от выбран- 
ной вершины все те стрелки, которые 
нсходили бы из нее в дереве возмож- 


ных  ноездок, и рисуем  соответст- 
вующие вершины дерева. 
3. Каждой новой вершине ири- 


сваиваем оценку, равную длине той 
части маршрута, которая оинсывает- 
ся стрелками, ведущими из корневой 
вершины в данную. 
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Выбор корневой вершины 1 
и присвоение ей оценки 0 


Ветвление Вычисле- ИГР, 
#3 неот- ние Соответ-, 
сеченной оценок 

вершины для 

с мини- вовыт 

малъной верщин 

оценкой 


Отсе- 
чение 
вершин 
с оцен- 
кой 

ег 


Нахож- 
дение 


` а Ра 
“Есть ли. 
неотее- 


Нем 


Построение 
хратчайшезо мура 
ц нахождение езо 


СТАРТ 


Рис. 3. 


4. Если получена вершина, со- 
ответствующая городу |, то иахо- 
дим длину Г кратчайшего из иолучен- 
ных к этому моменту туров. Если нет, 
переходим к этапу 2. 

5. Отсекаем все вершины, из ко- 
торых еще не производилось ветвле- 
ние (концевые вершины) и оценка ко- 
торых не меньше Г. Это означает. что 
из таких вершин ветвление виредь 
не производится. Если не все конце- 
вые вершины отсечены, переходим к 
этану 2. Если все, то задача решена: 
оптимальный тур имеет длину Г и 
восстанавльвается по той концевой 
верииине, с помощью которой было 
получено носледнее значение Г (см. 
этап 4). 

Этай 2 описывает правило вет- 
вления, этап 3 — процедуру  вычис- 
ления оценок, этап 4 — нахождение 
границ н этаи 5 — пронесе отсечения. 


Решим методом ветвей п граняк Задачу 
коммивояжера < расстояниями, заданными 
таблицей 3. 

Решение приведено на рисунке +. Пер- 
вые четыре ветвления изображены с помошью 
зеленых стрелок. Присваивзем /Г значение 
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длины 


ФИНИЙ 


Г=8 и отсекаем лье вершины. Пятое ветвлс- 
име соотвегствует синей серелке. Мы выбра- 
ли из двух концевых вериии < минимальной 
оценкой 4 ту. когорая дальше от кория (в на- 
дожде на более быстрое получение еще одного 
тура и уменьшение значения Г). Три следую- 
щих вегвления отмечены краснымн стрелка- 
ми, Теперь Г = 5. и мы отсекаем все осталь- 
ные конневые вершины. Решением является 
тур !-—И-+И 1-Е длины 5. 


Описанный вариант метода вет- 
вей и границ нозволяег решать на 
ЭВМ задачу коммивояжера с #=20. 
Ясно, что он действительно всегда 
нриводит к кратчайшему туру, нбо 
п нем используется дерево возможных 


Таблица 3 


поездок, а отбрасываются лишь ге 
ветви. которые заведомо не могуг да- 
вать более коротких туров, чем уже 
найденные. 


Можно справиться и с сотней 
городов! 


В 1963 году был опубликован очень 
улачный варнант метода ветзей п 
границ, в котором ирн вычислении 
оценок к длине уже пройденной час- 
ти маршрута лобавлялось число, 
оценивающее длину его остальной 
части. Правило ветвления в этом ме- 
тоде (его автор — Катта Мур. 
ти — американский  матемагик ин- 
дийского происхождения) таково, что 
при каждом ветвленин образуются 
две иовые ветви *). Метод Мурти 
позволил за сравнительно короткое 
время решать на ЭВМ задачу  ком- 
мивояжера для А<40. 

Позднее был разработан еще один 
вариант метода ветвей и грании (ме- 
тод Истмена — Шапиро). С помощью 
этого метода удалось решить несколь- 


ко задач  коммивояжера прн #=70. 
Дальнейшая разработка метода 
Истмена — Шапиро позволила дове- 


сти размер решаемых на ЭВМ задач 
до 100—120 городов. 


*) Описание метода Мурти см... например, 
в брошюре В. И. Мудрова «Задача коммивоя- 
жера», М.. «Знание», 1969. 
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\ ВТОРОЕ ОТСЕЧЕНИЕ 


В методе Истмена — Шапиро 
для вычисления оценок исипользует- 
сея то обстоятельство, что сущест- 
вуют весьма эффективные машинные 
метолы решения так называемой за- 
дачи о назначениях *). тесно связан- 


ной с задачей  коммивояжера. Со- 
держательно задача о назначениях 
формулируется следующим образом: 


имеются В человек и Е должностей, 
п известна матрица баллов несоот- 
ветствия людей должностям. — Тре- 
буется найти такое назначение ра- 
ботников на должности. которое ми- 
нимизирует еумму баллов неакутеет- 
сиивия. Здесь матрииа баллов игра- 
ет ту же роль, что и матрима рас- 
стояний В задаче коммивояжера. Л 
назначения, как и ноездки, можно 
занисывать в виде х-— у. Разница 
лнин в том, чго из назначений не 
обязательно складывается  замкну. 
тый маршрут (тур). Возможно, на: 
иример, такое назначение 1— У 
1 ИОИ, ИУ И 
(это значит, что первый человек на- 
значается из иятую должность, ия- 
тый — на первую. второй — на вто- 
рую. третий — на четвертую и т. д.). 

Итак, каждый тур можно считать 
назначением (но назначение А лиц 


*) Про задачу о назначеннях было рас- 
сказано и статье М. И. Рейтмана «Траиснорт- 
ная задача» («Квант». 1974, № 7). 


р о... Второе 


значение Г 


МЫ 


< 
Первое значение Г 


\ 
З 


и. 


<-------ПЕРВОЕ ОТСЕЧЕНИЕ 


97 


Исходная задача 1: 
оценка 36 


Задача 8: Задача 4: 


Св со = [= -] 
оценка 45 цикл длины 44 


Е 


Задача 3: 
С 


оценка 42 


ЕРВОЕ ОТСЕЧЕНИЕ 


Задача 6: 


“®;— оо 


цикл длины 42 


оценка 43 


== 


ыы 


_ ВТОРОЕ ОТСЕЧЕНИЕ. 


Рис. 5. 


оказывается туром в средием лишь 
в одном из А случаев: ведь сущест- 
вует (А—Ю! туров, а общее число 
#-назначений равно #!). Поэтому сум- 
ма баллов для оптимального — Е-на- 
значения не превосходит длины он: 
тимального тура. А эту сумму бал- 
лов, как мы уже отмечали, ЭВМ из- 
ходит сравнительно быстро. Ее-то и 
используют в качестве оценки в ме- 
тоде Истмена — Шаниро, в котором 
стронтся ие дерево поездок, а совсем 
другое дерево, вершинами которого 
являются ‹ вспомогательные задачи 
о назначениях (пример такого дерева 
изображен иа рисунке 5). 

По этому мегоду сначала решает- 
ся задача о назпачениях с матри- 
цей расстояний задачи коммивояжера 
в качестве матрицы биллов. Ей со- 
01 ветствует корневая веришшна дере- 
ва. Сумма баллов для оптимального 
назначения считается оценкой корне- 
вой вершины (и исходной задачи ком- 
мивояжера). Если решением явлует- 
ся тур, то задача коммивояжера ре- 
шена: найденный тур является оитн- 
мальным. Если же К-назначение со- 
стоит из нескольких циклических 
последовательностей, например, |-- 
— ИГ УИ - У Г. ТУ УЕ. 
— П- [\, то поскольку в оити- 


мальном туре не может быть зиод- 
туров». все эти циклические последо- 
вательности нужно разорвать. В 
методе Истмена — Шапиро это осу- 
ществляется в ходе ветвления, ири- 
чем всегда рвется одна наиболее 
короткая — последовательность иа- 
значений, с тем чтобы и дальнейшем 
решать менышее число новых задач 
о назначениях. 

В нашем примере — это вгорая: 
в нее входят три города: И, 1№ и УЁ. 
Накладываем запреты па поездки 
М М, \-- И и П-— №. после 
цего рещаем тури повые задачи о па- 
значениях с гремя новыми матрииз- 
ми баллов, получающимися из мат- 
рицы, соответетвукяцей  кориевой 
вериние: в первой из пих элемеит 
Св. ВО второй — элемент 6, а в 
третьей — элемент с›, заменены сим- 
волом оо, содержательно  означаю- 
щим запрет соответствующей поезд- 
ки (через соь мы снова обозначили 
расстояние между городами а и 6). 
Если среди решений есть туры. то Г 
полагается равным длине кратчай- 
шего из них. Задачи с оценкой, ие 
меньней чем Г, вотсекаюгся». Очеред- 
ное ветвление осуществляегся для 
той из этих задач, у которой #-на- 
значение не является туром, а оцен- 
ка (сумма баллов несоответствия) 
оказалась наименыней. 


Прокомментируем процесс решения. схе- 
ма которого привелени на рисунке 5. 

Были сделаны лва ветвления и ренешя 
несть задач о назначениях. Рененнем задачи 
4 оказался цикл. С эгого момента Г = 44, 
и задачи с опенкой 45 и 4+4 отсеекаются. 

В ранение задачи 3 имоцию пазначение 
К№-/\-—\. Ворос вегвление привело ® двум 
повым задачам: Зи 6 Ремение задачи 5 — 
цинк. длины 42. Эхо порою злачемние Г позво 
лнло отсечь задачу 6 с оценкой 43. Цикл дли- 
пы 42 оптимален. 


Эвристические методы 


Еели задачу коммивояжера не уда- 
ется решить 1очно, ее пытаются ре- 
ишить хотя бы приближенно. При этом 
ищется маршрут, сравнительно  не- 
много отличающийся ог кратчайше- 
го. Методы отыскания таких маршру- 
тов называются приближенными. губ- 
оппиЕнальными или эвристическими. 

Субоптимальным › является. на- 
пример, метод «иди в ближний», т. е. 
в ближамний из непройденных го- 


Таблица 4 


родов. В том, что этот метод не яв- 
ляется точным, легко убеднться на 
примере следующей простой матрн- 


цы расстояний (см. таблицу 4). 

Для нее процедура «иди в ближ- 
ний» дает маршрут 1-+ И! -- И 1 
длины 10, в то время как нелепая нро- 
цедура «иди в дальний» приводит к 
туру 1-— П-— И» 1 длины 8. Так 
как других маршрутов у коммивоя- 
жера сейчас нет, этот иример означа- 
ет, что наш эвристический метод 
может нногда давать даже самый пло- 
хой из туров. 

Тем не менее, приниин 
ближний» (и другие  эвристические 
методы) нередко используется на 
практике — особенно при решении 
задачи коммнвояжера с очень боль- 
шим числом городов. Делается это ио 
нескольким причинам. Во-первых, 
этот метод довольно быстро рабо- 
тает. Во-вторых. практика иоказы- 
вает, что с ростом # метод «иди в 
ближний» все чаще дает туры. дли- 
на которых незначительно отлица- 
ется от длины кратчайиюго тура (а, 
порой, м совпадает с ним). И; наконец, 
общее для всех эвристических мето- 
дов обстоятельство: во многих прак- 
тических задачах нас интересует не 
нанлучшее решение, а линнь  доста- 
точно хорошее приближение к нему 
(ведь порой и расстояния между го- 
родами определяются не совсем точ- 
но). К тому же точиость алгоритма 
«иди в ближний» увеличивается {но 
зато увеличивается п трудоемкость), 
если в ходе его работы строятся А 
туров, первый из которых начннают 
конструировать с первого города, вто- 
рой — со второго и Т. д.: некоторые 
из этнх туров могут оказаться раз- 
ными, и в заключение выбирается 
кратчайший нз них. 


«иди В 


Для задачи коммивояжера созда- 
но немало весьма эффективных эврн- 
стических методов. В частности. не- 
плохо себя зарекомендовали методы 
ветвей и границ, работа которых об: 
рывается на одном нз найденных ту- 
ров (не обязательно — оптимальном). 
Так, в 1976 г. два японских матема- 
тика решили на ЭВМ НТАС-8800 
задач  коммивбяжера для 300 го- 
родов. При этом за 2 минуты было 
найдено решенне, отличающееся от 
оптимального на (,2 процента. 


Удивительная страна 


Представим себе, что уже знакомые 
нам А. Невский и Б. Литейный ре- 
шили попутешествовать по неболь- 
шой стране (назовем ее Констанцией). 
Прибыв в ее столицу п найдя в путе- 
водителе семь самых интересных го- 
родов Констанции. они планируют 
маршрут своей поездки. На этот раз 
расстояния между городами оказа- 
лнеь не столь болыними (см. табли- 
цу 5). Поэтому друзья ренили ие 
гнаться за минимальностью, а вы- 
числить длины нескольких случай- 
но взятых туров и выбрать кратчай- 
ший из них (такая процедура тоже 
иредставляет собой субоптимальный 
метод, известный под названием ме- 
тода Монте-Кирло). Выбор пал на 
следующие туры: 
} ИИ У У-+ УЕ. 
— УП УИ -+ Е: 
ИУ И 1У-+ У 
—= М УП -+ Г: 

1 М УП --- И У-- УИ 
— И МГ Т. 
Подечитали их протяженностн; ока- 
залось, что все три тура имеют дли- 
ну 794 км! Заинтересовавшись, нани 


Табанца 2 


ррррир ри рии 
Г бо аи р [в 
роз рав ив [97 изв 
12 


Г ро ав и] 
Горе Г Г [9 [89 | 
Ге ай [= [№ 
ри ре ия в [и | — | 
Про ие ив в и 


герои проанализировали еще десять 
маршрутов. Каждый из них имел 
длину 794 км! Можете себе предста- 
вить, как смутились наши герон. 
Но удивление их было бы еще боль- 
шим, если бы онн узнали, что при 
данной матрице расстояний все во- 
обще туры имеют одинаковую длину. 
Почему? Ларчик открывается про- 
сто: все числа в таблице 5 получены 
путем сложения друг с другом чисел 
48, 55, 66, 38, 61, 42, 50 и 37. Напрн- 
мер, в третьей строке стоят суммы 
66--48=114, 6655==121, 0, 66-- 
—38=104 ит. д. А так как при вы- 
числении протяжениостн марирута 
мы берем по одному и только одному 
числу из каждой строки и из каждо- 
го столбца таблнцы 5, то в результате 
длина любого тура оказывается рав- 
ной удвоенной сумме залдуманных 
чисел (сумма восьми задуманных чи- 
сел равна 397, а 794=397х2). 
Возникает вопрос: а нельзя ли опи- 
сать все вообще матрицы расстоя- 
ний, при которых любые два тура 
нмеют одинаковую длину? Оказыва- 
ется, можно: для любой такой мат- 
рицы обязательно найдутся числа 
а, а, ....а, и числа 6, 6., .... 6, 
Такне, что расстояние сх, от города 
х до города у (хэеу} будет равно сум- 
ме а, НЫ,. 
Докажем эту теорему для случая трех 
городов. 
Пусть с — длина каждого нз двух ту- 
ров: 
Е: 1 253 -- ба: 2 сз Са: -| сз». 
Выразнм нз этих соотношений сз И сада: 
Сз1 — С — (1: — Сзз. 
232 > СЫ Са — Сэл. 
Нам нужно решить систему уравнений 
Ху + 92 С хь 4 93 = ваз. 
Хе ТИ = Сар. Х» + Уз = сз. 
Хз у С 41 — Саз. 
Хз Уз ° 
Присвонм неизвестному уз произвольное 
зпачение 41. Тогда из первых пяти уравиений 
находим, что Ху = 2:3 — а. Хх. = 6.3 — &, 
Уз = Суз — сз а, Ут = Сл — Соз В @, 
Хз 77 С -— С1з -— Соз — са | 68 — 4 = 


=е-- 


с —С:з — 62. 


— биз — Са. 
Прн ТОМ оказывается удовлетворенным 
и щестое уравнение. Положив 4 = 0, полу- 
чим набор а; = с1з. а, = сз. аа =е — 
— 12 — Са» 6: = С: — 623. 6, = с. баа, 
5; =0 чисел с нужным нам свойством. 
Сформулированная выше теоре- 
ма является довольно типичной для 
Теоретических нсследованнй по зада- 
че  коммивояжера. В ннх важную 


роль играют различные спецналь- 
ные случаи. (Совпадение дяины всех 
туров — это тоже специальный слу- 
чай. Впрочем, весьма узкий.) Для 
специальных случаев порой удает- 
ся не только построить быстро рабо- 
такиций метод (при этом говорят о 
разрешимом случае), но и выяснить, 
какие протяженности может иметь 
оптимальный тур. 

Читатель может продолжить зна- 
комство с разрешимымн случаями. 
задачи коммивояжера, решив иред- 
лагаемые ниже задачи. В части из 
них речь идет о путешествии по шах- 
матной доске, где в роли коммивояже- 
ра выступают шахматные фигуры. 
При этом будем говорить не о туре 
коммивояжера, а п туре коня, ладьн 
ит. д. Тур шахматной фигуры ипро- 
ходит ровно один раз по всем полям 
шахматной доскн и заканчивается 
возвращением на начальное поле. 


Задачи 


1. Города расположены в вершинах вы- 
пуклого мпогоугольника. Докажите, что 
длнна опгнмального туре равна периметру 
многоугольника. 

2. Сволнтся ли к задаче коммивояжера 
задача о кратчайшем маршруте зуриста, ко- 
торый выезжает из пункта }. поссщает пункты 
2. 3. ..., &—1 н покидает страну из пункта Ё? 
Тот же вопрос для задачи о минимизацая пу- 
ти посыльного, который направляется из 
пункта | в пункты 2. 3..... &. Возможно ли 
это сведение для задачи о днверсантах. ко- 
торые, чтобы взорвать объекты, расположен- 
пые в пунктах |. 2..... В. планируют место 
десантироваиня н кратчайший маршрут через 
все пункты? 

3. На пласкостн расположены 30 горо- 
дов. Их координаты; и =0, 1. 2 при х =0; 
и —=0, 1.2.4.5. 6 прих =Бу =, 2, 3.4.0. 
7, 8 прих=2; у=0, 1. 3,4, 6. 7, В при х=3; 
у —=0, 1.2.3, 4.5. 6 ири х =4. Решите задачу 
коммивояжера. Докажите, чло полученный 
тур оитимален. 

3. При каких размерах шахматной доски 
на ней существует тур ладьи? Тур ослаблеп- 
ной ладьи, которая ходит только из сосед- 
ние поля? 

5. На шахматной доске с нечезным чис- 
лом полей одно поле вырезано. При каких 
расположениях вырезаниого поля существует 
тур ослабленной ладьн? 

6. Найдите тур коня на пространствеи- 
НОЙ «доске», имеющей форму прямоугольного 
параллеленипела размером 3Х4Жб. «Поля- 
ми» сейчас считаются 72 куба единичного 
объема, на которые паша чдоска> &стествен- 
пым образом разбивается. 

7. Даны числа Ё п м. Как построить 
матрицу расстояний для задачи коммивояже: 
ра с А городами. решением которой был бы 
тур длины Вт? 


В. „Пииевский 


Иоганн Кеплер 


Трудно представить себе сульбу более 
тяжелую, чем га. которая выпала на 
лолю Иоганиа Кеплера. Голол и ни- 
щета, религиозные гонения п вы- 
званвые ими скитания. болезни н 
смерть близких преследовали его вею 
жизнь. Почти каждый день был за- 
полнен нонсками средств к сущест- 
вованию, п непонятно, когда же ой 
уенел прочитать все то. что было па- 
писано учеными до него, получиль 
выдающиеся достижения в криста.1- 
лографии, оплике, математике, аст- 
рономин и открыть свон знаменитые 
законы движения планет! После смер- 
ги Кенлера осталось одно изнонюн- 
ное платье. две рубашки. несколько 
медных монет, 12 694 гульдена ие- 


»нлачениого 
лительных 
научных трудов и 


жа. ювання. 57 вычнс- 
таблиц. 27 ианечатанных 
огромиое руко- 
ннсное — иаследие. Какой же нало 
было обладать настойчивостью, це- 
леустремленносгы, грудолюбием, 
желанием познать законы природы, 
чтобы и тех изимоверно тяжелых 
условиях, в которых жна и  тво- 
рил Менлер. выполнить такой колос- 
сальный объем работы и внести 
сталь значительный вклад п миро- 
вую науку! 

Ногани Кеилер родилея 27 де- 
кабря 1№7[ года в неболыном немей- 
ком горолке  Вейль-дер-Шталте. на- 
считывавием тогда всего иесколько 
солеи жителей. Его отен — Генрих 
Кеилер - - был человеком без опре- 
делениых занятий, скитальнем {шо 
словам Ноганиа — Кенлера). который 
и 1589 году нечез из дома окончатель- 
но. Мать Погаина - Катерина Гу.н»- 
деиман обладала тяжелым п не- 
ужнвчивым харакгером. Она иемно- 
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го разбиралась в травах и лечила всех 
обралавшихся к ней за советом на- 
стоями и отварами. Эта ее «врачеб- 
ная» деятельность стала ОДНОЙ из 
причин, по которым она позже была 
объявлена ведьмой. Кеилеру при- 
шлось потратить шесть лет жизни, 
чтобы доказать невиновность своей 
матери и снасти ее от костра инкви- 
ЗНИИН. 

Детство Кеплера было безрадост- 
ным. Оно прошло среди грубых и не- 
вежественных людей, в обстановке 
постоянных ссор и взаимных упре- 
ков, ругани и брани. К тому же ои 
росе слабым ребенком, часто болел. 

Два ярких события детства запом- 
нились Иоганну и, может быть, ои- 
ределили его будущее. В возрасте 
6 лет, в 577 году, он виервые увидел 
комету, а три года снустя родители 
показали ему лунное затмение. 

В 1578 году семилетиего Иоган- 
на отдают в начальную немецкую 
колу, но вскоре по настоянию учи- 
теля, обратившего внимание на сно- 
собного и прилежного ученика, его 
нереводят в латинскую колу, го- 
товящую будущих служителей церкви 
и различных государственных уч- 
реждеинй. 

Перед окончанием иколы встал 
вопросе: что делать дальше?  Учиты- 
вая советы учителей, денежные, нре- 
сгажные и иные моменты, родители 
выбиракл для Иогаина духовную 
карьеру. В 1584 году ои поступаег в 
низшиую семинарию города Адельс- 
берга, и затем  иродолжает учебу в 
высшей семинарии в Маульбронне. 

После окоичания семинарии в 
1589 году Ногани поступает и ТкФин- 
геиский университет на факультет 
искусств. Здесь ои изучает магема- 
тику, астрономию, греческий и древ- 
негреческий языки, риторику, но- 
эзию, этику, философию. Через два 
года, уснешно сдав магистерский эк- 
замен, Кеплер переходит на теоло- 
гический факультет, где для студев- 
тов-богословов был установлен трех- 
летний срок обучения. Иоганн при: 
лежно учится, много читает, зани- 
мается  стихосложеннем, участвует 
в театрализованных нредставлениях, 
которые  студенты-теологи разыгры- 
вают на рыночной илещали. 
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В то время и Тк®ингенском уни 
верситете было несколько иезауряд- 
ных преподавателей, но иаиболыьнее 
влияние на молодого Кеплера ока- 
зал Михаил Мёстлив, нрофессор ма- 
тематики и астрономии. Он первый 
заметил выдающиеся — способиости 
Иоганна Кеплера к математике н 
астрономии ин нознакомнл ©сго и еще 
нескольких своих воспитанников © 
системой мира Коперника {в универ- 
ситете Мёстлин был вынужден пре- 
подавать систему мироздавия Пто- 
лемея) Именно Мёстлин разжег в 
Кеплере страсть ученого. долгое вре- 
ся был  советчиком и помощником 
Иоганна в научных занятиях, на- 
нравлял п одобрял его деятельность. 


В конце 1594 года обучение Кен- 
лера на теологическом факультете 
должно было закончиться, по нео- 
ожиданно ироизошнло событие, резко 
изменивииее судьбу Иогаина. В иро- 
тестантской средней школе Граца — 
главного города провиниии Ширин 
(Австрия) — скончался  иреполава- 
тель математики, и протестантская 
община города обратилась в сенат 
Тюбингенского университета с ирось- 
бой порекомендовать им достойпого 
кандидата на эту должиость. Выбор 
нал на Кеплера. а ой. как обучаю- 
щийся на государствевный счет, ие 
мог отказаться. Ногаииу очень не 
хотелось оставлять учебу, а с цею и 
мечты о духовной карьере: одиако 
нришлось ° подчиниться. | марта 
1594 года Кеплер нокни\хл Тюбин- 
ген н отиравилеял к месту своей иер- 
вой службы. 

В Граме Кеплер прожил шесть 
лет. Помимю преподавания в иколе, 
в его обязанность входило составле- 
ние астроиомических календарей иа 
следующий год и прилагаемых к ним 
астрономических ирогнозов. В кален- 
даре помещались сведения о времени 
восхода и захода Солинца, Луны, ее 
фазах, о положенин планет средн 
звезд и многое другое. В разделе 
«Прогнозы» обязательно  сообща- 
лись предноложения о иогоде, видах 
на урожай, политнческие, военные ни 
иные предсказания. 

Здесь, в Граие. и 1596 году Кеп- 
пер написая свою первую круиную 
работу «Тайна Вкеленной» (рукопись 


этой кингн Кеплер озаглавнл так: 
«Предвестник космографических ис- 
следований, содержащий космогра- 
фическую тайну»). В этой работе он 
пытался построить гелноцентриче- 
скую систему мира, устанавливая чис- 
ловую зависимость между расстоя- 
ниями планет от Солниа н размерами 
правильных  многогранников. По 
Кеплеру в сферу, на которой распо- 
ложена орбита Сатурна. вписан куб, 
в него вписана следующая сфера — 
с орбитой Юпитера, далее последо- 
вательно вписаны тетраэдр, сфера 
Марса, лодекаэдр, сфера Земли, ико- 
саздр, сфера Венеры, октазэдр, сфера 
Меркурия *). В центре всей этой сис- 
темы сфер н многогранников находит- 
ся Солнце. 

Свою «Тайну Вселенной» Кеплер 
послал Галилео Галилею и Тихо Бра- 
ге. Оба ученых ответили незамедли- 
тельно. Галилей приветствовал по- 
явление еще одного приверженца ко- 
лерниковской системы. Браге, вы- 
сказав свое отрицательное отношение 
к умозаключениям Кеплера, обратил 
внимание на самостоятельность мыи!- 
ления Кеплера, на его знание астро- 
номии, на искусность в упорство в 
вычислениях. Чтобы лично иозна- 
комиться с молодым ученым, Браге 
приглашает его к себе. 

В это время происходят изменения 
в личной жизни Кеплера. В апреле 
1597 года он женится на дочери мель- 
ника Барбаре Мюллер. и через год 
у них появляется сын Генрих. Про- 
жив всего два месяца, ребенок уми- 
рает. Та же умасть постигает и дочь 
Сусанну, роднвшуюся годом нозже. 
Кеплер тяжело переживает смерть 
детей. А тутеще и другие неприятнос- 
ти. В начале 1598 года в Граце усн- 
лнваются гонения на протестантов, к 
которым принадлежал и Кеплер. 
В сентябре того же года под страхом 
смертной казни предложено покинуть 
город всем протестантским священ- 
никам и учнтелям школы. Кеплер вы- 
нужден бежать из города. Правда, 
вскоре для него было сделано исклю- 
чение, и через месяц Кеплер возвра- 


*: Во времена Кеплера были нанестны 
только шесть упомянутых планет Солнечной 
енстемы 


щается в Грац. Но обстановка в го- 
роде неспокойная, ин Кеилер, вос- 
пользовавшись приглашением Тихо 
Браге, реиает ехать к нему. 

| января `1600 года на пороге но- 
вого столетия Кеплер уезжает в Пра- 
гу. тоглашиюю резиденцию импера- 
тора Свяшенной Римской империи 
Рудольфа Ц. Здесь живет и работает 
Тихо Браге — придворный — импера- 
торский математик. 

Однако совместная работа с Тихо 
Браге продолжалась недолго. Осенью 
1601 года покровитель Кеилера Уми- 
рает. Придворным математиком на- 
значают Кеплера, ему же поручается 
забота об ииструментах и руконисях 
Браге. В руках Кеплера оказываются 
журналы астроиомических наблюде- 
ний, которые Браге вел на протяжении 
почти четверти века. Эти ваблюдения 
были весьма точны для своего вре- 
мени, они-то п позволили Кеплеру 
открыть знаменитые законы движения 
планет, называемые теперь его име- 
нем. 

Зимой 1601 года Кеплер выводит 
один из законов движения планет, 
который. впоследствии получил назва- 
ние второго закона, или закона ило- 
щадей. Виачале Кенлер формулирует 
его для Марса, опираясь на резуль- 
таты наблюдений движения этой нла- 
неты. а затем, проверив правиль-- 
ность этого закона для движения дру- 
гих планет, распространяет его на 
всю Солнечную систему. Закой ило- 
щадей гласит: раднус-вектор планеты 
онисывает в равные промежутки вре- 
мени равные площали. Или иначе: 
радиус-вектор планеты онисывает 
нлощадн, пропорциональные вре- 
мени. 

Закон, который тенерь иазывают 
первым законом. Кенлер сформули- 
ровал в 1605 году: каждая планега 
движется по эллиису, в одном из фо- 
кусов которого находится Солине. 

Выводы этих двух законов были 
даны в основиом произведении Кеи- 
лера по астрономни — в книге «Но- 
вая астрономия». которая увидела 
свет в 1609 году. (Полное ее назва- 
ние — «Новая астрономия, нричиино 
обоснованная, или физика неба, из- 
ложенная в исследованиях движения 
нланеты Маре по наблюдениям благо- 
роднейшего мужа Тихо Браге».) 


Третий закон был найден поздиее, 
в 1618 году. он приведен п квиге 
Кеилера «Гармония Мира», ^ издан- 
ной п 169 году Сейчас этот закон 
формулируется так: квадраты нерн- 
эдов обращений иланст вокруг Соли- 
на пропоримональмы  кубам  боль- 
ших полуосей их эллиитических 
орбн:. 

В Праге Кеплер ирожил десять 
лет. Это был наиболее нлодотворный п 
зворческом отношении перпод его 
жизии. Злесь же, и Праге, Кенлер 
нинет два фундаментальных трактата 
но оптике: «Дополнения к Вител- 
нию, и которых излагается онтиче- 
ская часть астроиомии» 10 г.) м 
«Диоитрика» 6] г.). 

Первая книга написана. дейетви- 
тельно. как дополнения к хорошо 
известному и то время трактагу иоль- 
ского ученого ХИ века Вителло. 
Кеплер останавливается на многих 
вопросах. касающихся › геометриче- 
ской п физиологической онгики. 
Он ввел в оптику термины воптиче- 
ская ось» и «мениек». «ехадимоси»в 
н «расходимость» световых инучков, 
создал георию механизма зрения, 
которая в осповном совиадаег с со- 
временной, объяснил действне  со- 
бирающих н рассенвакищих очковых 
лииз. иснравляющих дальнозоркость 
И близор\ кость, внлогную нодошел 
к разработке теории оитических ин- 
струментов. 

Вторая книга (ее полное ' иззва- 
ние -- «Днонтрика, нли доказатель- 
ство 1ого. как становится видимым 
изображение © помоцилю пелавио им>- 
бретенной зрительной трубы») яви- 
лась результалюм дальней» иселе- 
зований, связанных се онтическими 
пиетрументами. особенио иосле соз- 
дания Галилеем п 1609 году первого 
телескона. — Термнном «диоигри- 
ка» Кеилер назвал тог раздел оити- 
ки, де рассматрявается явление ире- 
ломления света (в огличие от евклидов- 
ской каюнтрики. изучающей — отра- 
жение — света). Поразительно, что, 
ие зная иравильной формулировки за- 
копа преломления свега этог закой 
был найден для частного случая Снел- 
лмусом и ТОРУ году. а для общего 
Декартом в 16:37 году), Кенлеру уда- 
Паеср построить в целом правильную 
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Сойственноручный — найросок › Кеплери к 
фровтиспису «Рудольфинских таблни». 


теорию действия оннеских приборов 
и. @ частности, зрительных руб. 

Относительно благополучный  де- 
сятилетний период пребывания Кеп- 
лера в Праге закоичнися. В конце 
1610 года заболевает жена Барбара. 
Врачи находят У нее перемежакуи\ Ю- 
ся лихорадку. Дети Кеилера лабо.гс- 
вают оспой, п и цеврале 6 содз Ум. 
раст сын Фридрих 

В эти дни Прага становичся аре- 
ной военных действий. Это вокмог за 
нрестол нмиератор Руло-ныр И и его 
брат Матвей. 23 мая НИТ года Ру- 
долый И отрекаетея 91 престола. Ко- 
ролем Чехии, а вокоре н императором 
Свуменцой Римской имикрий  а- 
новится Матгней — Кениер остается 03 
своего высокого покровителя, и хотя 
Малвей оставляет ученого на долж- 
ности придворного математака, ре- 
шаст покиилть Прагу. В коние мая 
Кеплер уже п Линце — столице Верх- 
ней Австрии, гле предлагает сослов- 
ному собрайию свои услуги и качест- 
ве пренодавагел» и провинииа ного 
математика. Его предложение иприня- 
то, п Кеплер возвращается м семьей 
в Прагу Дома ош застает жену в 


очень тяжелом состоянии, и 3 июля 
она Умирает. Этот, 1611 гол, был са- 
мым несчастливым п жизни Кепле- 
ра: смерть сына, смерть жены... 

В Линие Кеплер прожил 14 лет. 
Помимо того, что он числился имне- 
раторским математиком, сго назна- 
чили математиком нровинции Верх- 
ней Австрин. Его главным делом было 
продолжение составления таблиц пла- 
нетных движений (на основе данных 
наблюдений Тихо Браге). Но Кен- 
лера интересовали ин сугубо мате- 
матические проблемы. Это, прежде 
всего, — математика переменных ве- 
личин и теория правильных много- 
угольников и  многограиников. 


В 1615 году вышла книга Кеилера 
«Стереометрия вииных бочек». —но- 
ложившая начало целому ряду ис- 
следований в математике переменных 
величин, которые привели к созданию 
Ньютоном и Лейбницем теории диф- 
ференциального и интегрального ис- 
числений. 

Поводом для написания книги (со 
слов самого Кенлера) нослужила та- 
кая история. Как-то осенью 1613 го- 
да, когда Кенлер покупал вино, он 
был изумлеи тем, как торговеи онре- 
делял вместимость бочки. Он брал 
палку, на которой были нанесены де- 
леиня, вставлял ее в наливное отвер- 
стие бочки и измерял расстоянне от 
отверстия до самой дальней точки 
бочкн — до края днища. Проделав 
это одно измерение, он сразу же го- 
ворил, сколько вина п данной бочке. 
Кеплера заинтересовало, насколько 
точно торговец определял объем боч- 
ки ири помощи одного измерения. 

Уже к концу года были получены 
результаты этого исследования. Вна- 
чале Кеплер нашел формулу для вы- 
числения объема бочки, я затем — 
и других тел вращения. Для нахож- 
дення объемов этих неправильных тел 
он применил метод «исчерпывания», 
заполняя тела фигурами, объемы ко- 
торых поддавались вычислению. 

Находя объем тела Как сумму эле- 
ментарных объемов, заполнявших те- 
ло, Кеплер часто употреблял латин- 
ское выражение Фипнпа ошпгит — 
сумма всех. Как известно, один из соз- 
дателей интегрального нсчнеления — 
„Лейбниц ввел знак интеграла [ (Уд- 


линенная буква 5) именио для сокра- 
щенной записи выражения Зшита 
отп, 

Тема правильных  многоугольни- 
ков п многогранников была развита 
в пятитомном труде Кеилера «Гар- 
мония мира». 

Кеилер был выдающимся матема- 
тнком не только но своему официаль- 
ному званию, но п но самой сути. Он 
внее болыной вклад в теорию ко- 
нических сечений, ввел термин «фо- 
кус» (нараболы, гииерболы, эллинса). 
Введение им понятия бесконечно уда- 
ленной точки снособствовало созда- 
нию нроективной геометрии. Ои был 
хорошим вычислителем, — нринимал 
участие в разработке теории логариф- 
мов, составил собственные таблицы 
логарифмов. наконеи, он способство- 
вал изобретению первой вычислитель- 
ной машины. 

В Линце Кеплер много и плодо- 
творно работает. Этому немало спо- 
собствует его вторая жена -— Сусанна 
Рейттингер. на которой он женился в 
1613 году. Это — спокойная, добрая 
п трудолюбивая женщина. Она тер- 
пеливо и с достоинством переносит 
невзгоды и лишения, радуется науч- 
ным успехам мужа и умеет  ипод- 
держать его в трудную минуту. 

Однако спокойная работа в Лин- 
ие прерывается письмом сестры, ко- 
торая сообщает, что мать Кевлера 
обвиняют в колдовстве. Навет ис- 
ходил от соседки, невзлюбившей мать 
ученого. Клевета упала на благодат- 
ную почву. Эгому способствовали 
гакже  исобщительный и мало- 
симпатичный характер Катерины п 
то, что она занималась «врачеваниемь. 
В го время в Гермаини новеюду ве- 
лась охота за ведьмамн. В „Теоибер- 
1‹, Где жила Катерина, только за 
одну зиму было сожжено шесть жеи- 
мин, подозреваемых в колдовстве. 

Получив нисьмо от сестры, Кен- 
лер сразх же направил властям Ле- 
онберга нисьчо, В котором отводил от 
своей матери обвинение и колдов- 
стве п отвергал слухи о том, что ой 
сам тоже. якобы. занимается чериой 
магией. Письмо не возымело дей- 
ствия, и началось следствие. Оно гя- 
нулось почтн 5 лет. 

7 августа 1620 года Катерина была 
арестована и нрепровождена в тюрь- 
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Регенсбур!. Старинная гравюра. 


му. Узнав об этом, Кенлер спешит п 
Леонберг. Пронесс начался 4 сентяб- 
ря и иродолжалея более года. Кей- 
лер построил защиту очень искусно. 
Он ие отвергал существоваиня ведьм, 
не отрицал свидетельские показания. 
и просто давал каждому конкретиому 
случаю вполие естественное объясие- 
нве, отводящие ог матери обвииенне 
в колдовстве. 4 октября 162] года 
процессе был прекращей, и измучен- 
ную жеищину вынустили из пюрь- 
мы. В апреле следующего года Ка- 
герина «кончалась. 

Мать Кенлера быля снасена от 
костра инквизиции благодаря своё- 
му сыну, но какой ценой! Шесть 
лет вместо занятий илукой всемирно 
известный ученый выцуждеи был бо- 
роться © невежеством. тупостью, жес- 
ГОКОСТЬК». 

Кеплер возвращается в „Лини. 
Здесь он заканчивает работу над таб- 
лицами логарифмов, начатую аще ле- 
том 1619 года. когда ои нозиакомился 
« книгой Д. Ненера «Описание уди- 
вительных таблиц логарифмов» 
{1614 г.). Так как Кеплеру приходн- 
лось много вычислять. он не мог 
пройги мимо изобретения Непнера и 
составил свои таблицы логарифмов, 
которые по структуре былн более по- 
хожи на современные. 

„Летом 1624 года Кеплер, наконец, 
заканчиваег составление новых ас- 
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грономических вланегиых таблиц, иад 
которыми он трудилея 22 года. Эту 
работу Кеплер считая основным де- 
лом своей жизни. Старые таблицы 
днижения нланет были негочны, и 
иовые кенлеровские таблицы © це- 
тернением ждали моряки и астроио- 
мы, составители календарей и астро- 
логи. После опубликования и 1657 го- 
ду «Рудольфинские  таблнцые — (ма- 
зваиные так но имени Рудольфа И) 
и течение почти двух веков служили 
людям, только в начале Х1Х века 
они были заменены более точными. 

Последние годы жизни Кеплера 
были вновь омрачены невзгодами, 
лишениями п скитаниями. Мет денег 
ин на жизиь, ни на излание своих 
трудов. В Диние пачииаются гонепия 
на нротестаитов. Им веем предложс- 
но или нерейти в католичество. или в 
течение июесгн месяцев покинуть го-. 
род. Кеплеру и работникам его тиио- 
графии разрешено остаться в городе 
до окончания работы над «Рудоль- 
финскими таблицами». 

Уже восемь лет идет Трижцатилет- 
няя война. Лии, как и вся Верхияя 
Австрия. оккупирован баварскими 
войсками. которые ведут себя как 
завоеватели. Город мучается в тис- 
ках голода. начинаются энидемин. 
В городе вспыхивают ножары. п в 
огие сгорает тниография ° Кенлери: 
рукопись книги чудом остается целой. 


Кеплер не может больше оставать- 
ся в Линце. Он забирает семью, гру- 
зит книги, рукописи и немудреную 
домашнюю утварь на судно, идущее 
вверх но Дунаю, и отправляется в 
Ульм, где он договорился издать 
«Рудольфинскне таблицы». Начина- 
ются сильные морозы, реку сковывает 
лед. Кеплер вынужден оставить семью 
в Регенсбурге, п сам добирается до 
Ульма на лошадях. В Ульме Кеплер 
живет около года, из которых девять 
месяцев уходят на печатание «Таб- 
Лиц». 

Наконец, — «Рудольфинскне таб- 
лицы» увидели свет. Кеплер навеща- 
ет семью в Регенсбурге и отиравляет- 
ся в Прагу, где в то время находился 
нмператор Фердинанд. 

Император милостиво встречает 
Кеилера, принимает от него в пода- 
рок экземпляр «Таблиц» и предла- 
гает перейти в католичество, обещая 


за это всяческие блага. И вновь Кеп- 


лер отказывается — он не может 
пойтн на сделку со своей совестью. 

В судьбу Кеплера вмешивается 
любимец — императора — полководец 
Альбрехт Валленштейн. Он давно 
знает Кеплера, так как дважды об- 
ращался к нему как к астрологу. 
Валленштейн предлагает Кеплеру по- 
ступить к нему на службу. Ученый 
соглашается, и летом 1628 года вмес- 
те с семьей переезжает в герцогство 
Саган — владения Валленштейна. 

В августе 1630 года Валленштейн 


нег. Осенью лого же года он отправ- 
ляется в Регенсбург на сбор герман- 
ских князей, где тогда находился им- 
ператор, чтобы получить хотя бы часть 


причитающихся ему денег. Вскоре 
после приезда в Регенсбург. Кеплер 
тяжело заболел лихорадкой. Здесь 


он н умер 15 ноября 1630 года нё 59 
году жизни. 

Злоключения Кеплера продолжа- 
лись и после его смерти. В результате 
сражений Тридцатилетней войны 
кладбище, на котором его похоро- 
нили, было полностью разрушено, и 
от могняы Кеплера не осталось даже 
следа. Его руконисное наследие пе- 
реходило из рук в руки, терялось, 
растаскивалось, пока, наконен, в 
1774 году большая часть архива Кей: 
лера не была приобретена Петербург- 
ской академией наук *). 

С именем Кевлера связаны основ- 
ные законы небесной механики. В его 
честь названы один из лунных кра- 
теров н малая планета № 1134. В иа- 
чале- Х1Х века жители Регенсбурга 
соорудили Кенлеру намятник, а к 
300-летию со дня рождения был уста- 
новлен монументальный памятник на 
родине Кеплера в Вейль-дер-Шталте. 
В этих же городах открыты музеи его 
имени. 


*) В настоящее время 18 из 22 томов ру- 
копнсного наследия Кеплера хранятся в Ле- 


получает отставку, и Кеплер ВНОВЬ нинрадском отделении Архива Академии 
остается без покровителя ни... без де- наук СССР. 
Непридуманные * * Алеквантный балекватный!) 
Непримиримые — отклонения +в 
опечатки ет р р татОЕ и Острофизические  паблюк- 
приемлемые.) ния (астрофизические!} 
® * * 
* % з 
Молиое ралиозктивное из- Пере Е ааа: еб 
' летные езды ере- 
Трапеция -- иссчаствый слу- а, менные! } 
чай четырехугольника (част- а ре 
ный! } Трасктории пересекаются 
зе пол углом 60°С Бесконечно мплая величина 
На галкой поверхности лс- ое (малая) 


жит брусок (на гладкой!) 

э ^ * 
Побресовестно — заблудий- 
итийся опиопеит (заблуждав- 
ницся! ) 

ез * з 


Читатели 
ют! | 


сетуют (совету- 


{х}-- удобная часть числа х 
(дробиая! ) 
* 3 ® 
Качательная ({касательщая!) 
%* * * 


Положительные полуочи 


(полуоси! 


> Ф 9 


Чсетырелвпачный — механизм 


(четырехзвенный! } 


* * ® 


Критически построелный чн- 
татель (иастросяный!} 


А. В. 
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4. Таллер 


Сюрпризы 
листа Мебиуса 


Представим себе поверхность и сн- 
лящего на ией муравья. Уластся ли 
муравью дополати до обратной сто- 
роны пноверхностн --- образно говоря, 
до ее изнаики. — ие иерелезая через 
край? Конечно же нет! В этом были 
уверения математики до середины 
прошлого века, когда немецкий ас Гро- 
иом и гоометр Август Мебиус привет 
первый пример односторон - 
ней поверхности, и нобое место 
которой может лополэти муравей. не 
иерелезая через край. Об этой поверх- 
иости. называемой листом (или лен- 
той} Меёбиуси, мы п расскажем. 
Прежле. чем читать далыне, изго- 
товьге модель листа Мебиуся- юж 
мите бумажную полоску длинный 
узкий прямоугольник .18СО рис. |: 
перекругив се па 180. склейте из нее 
кольцо лист Мебиуса готов. По- 
проб\ йте закрасить одну его сторону. 
оставив другую белой. Вскоре вы с 
удивлением обиар\ жите. что краси- 
те «изнаику». Таким образом, лисг 
Мебиуса действительно является од- 
ностороиней поверхностью. 
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Лист Мёбиуса преподиссет вам пе 
одии чоририз и в том случае, если вы 
попыгастесь его разрезать: 

1) Разрежьге вани лени Мебих- 
са по иейтральной линии. Нри-послел- 
нем разрезе (рис. 2} полюска, вместо 
того. чтобы развалиться на два кус- 
ка, разворачивается о длниную связ- 
ную замкнутую ленту. 

2) Полученную после первого раз- 
реза ленту снова разрежьте по ее 
цеитральной линии. Иеред  послед- 
ним сжатием ножниц попробуйте уга- 
дать, чо будет? 

3} Возьмите еше одну очень уз- 
кую полоску бумаги, скрутите се на 
этог раз не на 18°, а на 360° и склей- 


в 


С 


Ри. 1. 


те; затем разрежьте и ее по централь- 
ной линии. Сравните результат с ре- 
зультатом предыдущего разреза- 

Почему так происходит? Це при- 
бегая более к бумажным моделям н 
ножницам, попробуем пояснить это 
математически. 


Уравнение поверхности Мёбиуса 


Постронм поверхность Мёбиуса в 
трехмерной декартовой системе ко- 
орАннат Охуг. Рассмотрим на плос- 
кости 2 = 0 окружность раднуса Ю с 
центром в начале координат О (х? — 
-- 5? = А?). Пусть точка А равно- 
мерно движется в положительном на- 
правлении по этой окружности; тогда 
плоскость &, проходящая через ось 
О? и точку А, будет вместе © ней рав- 
номерно вращаться вокруг оси 0г. 
Рассмотрим в нлоскости & прямую /[, 
проходящую через точку А. Пусть 
прямая { вращается вокруг точки А 
протнв часовой стрелки (если смот- 
реть на х в наиравлении движения 
точки А), иричем в любой момент угол 
между лучом ОЛ и прямой [ равен 
половине угла $ между осью Ох п 
лучом ОД. Таким образом, когда точ- 
ка А завершит полный оборот, 
прямая { окажется повернутой 
относительно начального положения 
на 180". 

Множество точек пространства, 
через которые проходит прямая / 
(участвующая в двух движениях), есть 
поверхность Мёбиуса (рис. 3). Пря- 


мую [Г естественно называть образу- 
ющей построенной поверхности. Точ- 
нее, образующими мы будем пазы- 
вать все прямые, положение которых 
занимает наша прямая ! при своем 
движении. В отличие от модели, скле- 
енной из бумажной полоски, эта 
поверхность безгранична (не 
имеет гранниы, края) н бесконечна 
(се нельзя заключить ни в какую 
сферу). 

Очевидно, положение точки А н, 
следовательно, ноложение образую- 
щей /[, однозначио определяется ве- 

\ 


личиной угла ф = хОА. Условимся 
считать, что на образующей { выбрапа 
система отсчета, начальная точка ко- 
торой есть точка А, положительное на- 
правление при $ = О совпадает с 
положительным ‘° нанравленнем оси 
Ох. а масштаб совпадает с масштабом 
системы Охуг. Тогда положение точ- 
ки на образующей однозиачно опре- 
деляется действительным числом #. 
Таким образом, задание чисел 7. ЕВ 
их Е 10; 2л[| однозначно определяет 
точку М на поверхности; найдем се 
координаты. Пусть М, М, М., 
М’ — проекции точки М на оси Ох, 
Оу, Ог и на илоскость Оху соответ- 
ственио (рис. 3). Тогда ОМ, = ОМ’ х 


Х с05ф, ОМ, = ОМ’. зтф, ОМ, = 
— АМ За. ОМ’ =ОА+АМХ 
х со. Учитывая ОД =ВЮ н 


АМ - ^^, получаем, 
точки М равны 


что координаты 


29. 


х=[К+^с05- ] с05$, 


и={Е+^соз-} | #п Ч. {1) 


=, 
где Озв<2л, А ЕВ®). 

Обии! вид поверхности Мёбнуса 
изображен на обложке журнала. На 
рисунке 4 показана часть поверхно- 
сти, отвечающая —1 <= 1; эту часть 
поверхности мы и изображалн бумаж- 
ной моделью. 

Если прн обходе окружности мы 
будем вращать нашу прямую с уд- 
военной скоростью, то при —1< 
<^А=1 получим полоску, перекру- 
ченную на 360 (вспомните разрез 
3)). Это уже двусторонняя поверх- 
ность (рис. 5). Ее уравнение, оче- 
видно, будет 


х= (В +^с0$Ф) с05Ф, 
у = (К + Асо$ ф) зтф, 
[&=Азтф. 


(1) 


Заметям теперь, что при ф = 0 
образующая [ пересекает исходную 
окружность еще и в точке (—К, 0, 
0). Следовательно, она пересекает не- 


*) Такое задание поверхности часто на- 
зывают параметрнческим; здесь параметры ф 
н А исполняют роль своеобразных координат 
на поверхностн (подобно шнроте и долготе 
на земной поверхностн). 


которую другую образующую. Таким 
образом, поверхность Мёбиуса ока- 
залась самопересекающейся. 


Линия самопересечения 


Чтобы найти линию самопересечения 
поверхности Мёбиуса, выясним, ка- 
кие пары образующих могут пересе- 
каться. 

Если две образующие лежат в 
различных вертикальных плоскостях, 
то точка их пересечения, если она су- 
ществует, должна лежать на линии 
пересечения этих плоскостей, т.е. 
на оси 0Ог. 

Для каждого ф Е [0; 2л[ найдем 
точку пересечения образующей с 
осью 02. Для этой точки 


х= (Е+Асоз-1-) с0$ ф = 0, 


у= (Е+^соз-5) зтф-= 0. 
Поскольку зпф и с0$ф не могут 
быть равны 0 одновременно, 
В+ №соз > = у ф-Ёл, 
в. 


с0$ —- 
2 


При 
- Из(Пг= —К 


Таким образом, коордннаты точки 
пересечения образующей с осью 02: 


(©, 0,—Ю 4 та 


Существенным для нас является тот 
факт, что все образующие при фл 
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пересекают ось 02 в различных точ- 
ках. При ф=л образующая парал- 
лельна оси Ог. 

Таким образом, пересекаться мо- 
гут только такие пары образующих, 
‚которые лежат в одной вертикальной 
нлоскости; иными словами, если од- 
ной из пересекающихся образующих 
соответствует угол ф, то другой 
соответствует угол ф-+л. Пусть 
положение точки пересечения этих 
образующих определяется — значе- 
ниями А,, А, параметра А. Тогда из (1) 


Г х=(в - А, со $) с0$ф— 


р. \ 


НЕЕ (—^, $ 7) со Ф. 


2 
} и=(в А, сс Ш ф -= 


= — (®—». эт <) этф, 


Из этих выражений следует, что А,, 
А. удовлетворяют системе уравнений 


В+, со5-7- — —К+ 2. 5т-, 
А т = ие. 
№ п -5- =А, 08, 


\ 


откуда ( при 95. т находим 


соз = 


доацеморнь. 


Саи Подставив най- 
денное значение А, в уравнения (1), 
получим координаты точки самоне- 
ресечения: 


х=—А, у= Еф, г= — ЮФ. 


Отсюда видно, что ири изменении ф 
точка самопересечения поверхности 
Мёбнуса движется вдоль прямой, ко- 
торая лежит в плоскости х-- —А и 
описывается равнением 2=уц. Та- 
ким образом, линия самопересече- 
ния является прямой (но не явля- 
ется образующей!). Отрезок этой 
прямой изображен на обложке. Внини- 
мательно изучив заставку, вы найде- 
те линию самопересечения и на ней. 


Рис. 6. 


Почему же лист Мёбиуса не 
распадается при разрезе? 


Теперь нетрудно ответить и на этот 
вопрос. Рассмотрите на рисунке 4 (и 
на обложке) край ленты Мёбиуса, т. е. 
линию А = +1. Присмотритесь: этот 
край не распадается на пару замкну- 
тых кривых, как было бы в случае 
неперекрученной полоски, а пред- 
ставляет собой одну непрерывную 
кривую. Нан! разрез не касался края, 
и ноэтому край (а значит и вся по- 
лоска) после разреза будет оставать- 
ся цельным куском. 


Как объяснить другие сюриризы? 

Можно считать, что второй разрез осу- 
| 

ществдяется по линии & = -о" (рис. 6). 


Координаты точек на этой линии опи- 


сываются (при $ 610, 2л|) урав- 
мнениями 
т 
х=(в+ -5- 60$ 7) 05, 
и=(в- > со$ т Ф, (2) 
Е <. 
2 = = мт->. 


Очевидно, разрез делит нашу по- 
лоску на две части, которые можно 
условно назвать внешней н внутрен- 
ней, причем внутренняя часть явля- 
ется такой же, только более узкой, 
полоской листа Мёбнуса. Что же пред- 
ставляет собой внешняя часть? 


{Продолжение см. стр. 59) 
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И. Яглом 


Поговорим 
0б определениях 


Из чего состоит математика? Разу- 
меется, в первую очередь, из тео- 
рем и аксном («Геометрия б». 
п. 6). Важнейшую часть математики 
составляют доказательства. 
Знаменитый трактат Н. Бурбаки 
«Начала магематикия начинается 
со слов: «Со времен греков говорить 
‚,математнка“‘ — значит говорить ‚,До- 
казательство“*». 

Наряду с этим фундаментальную 
роль цераюг в математике оицре- 
деления («Геометрия 6», и. 2) — 
ведь, прежде чем доказывать теоремы 
о тех или иных математических объ- 
ектах. надо понимать, что это за объ- 
екты. Да что «доказывать»! Даже для 
юго, чтобы просто понять тео- 
рему  «Касательнач к окружности 
перпендикулярна диаметру, ` прохо- 
Очщему через точку касания». мы 
должны знать, что такое ‹окружность», 
«касательная к окружности». «точка 
касания», «диаметр», «перпендикху- 


.) 


*, Грунпя французских — затемагиков. 
обтъединениия под исендонимом „Никола Бур- 
баки». иостанила перед собой цель — нани_ 
сать полный трактат ио сопремениеи матемя- 
тикс. Трактат издается отдельными ныиуска- 
мив Парнже с 1939 года. У нас в страис пере- 
выходить в 1958 году. 
Трактат ие ие закончей. Поскольку во время 
писания трактата магематика тоже движется 
внеред. возможно. он не будег завершен ин. 
когда, 


вод трактата пачал 
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лярна». Иока хоть одни из этих тер- 
минов остается нам неизвестным, нам 
нечего задумываться о самой теореме. 

Разумеется, это справедливо пе 
только для математики: прежде, чем 
что-либо обсуждать, мы должны ио- 
нимать, о чем идет речь. Утверждение 
«Анатолий Карпов хорыие церает в 
зиахматы» человеку, ис знающему, 
кто такой Карпов и что такое шахма- 
ты, скажет не болыие. чем нам © ва- 
ми — фразы «Рецессивный аллель влия- 
ет на фенотипт только а том сацчае, 
когда генотип гомозиготен» или «Га- 
рарабумбия очень зеасмична». 

Чаще всего «определение задается 
указанием ближейшнего рода и видо- 
4000 отличия». Слова п кавычках 
ирциадлежая зпамемитому  мудрему 
Аристотелю, учителю Александра 
Македонского (У в. ло н. э.). В гим- 
пазиях дореволюционной России уче- 
ники заучивали их наизусть, для ну- 
щей учености — по-латыин хотя сам 
Аристотель лагыни, конечно, не 
знал — он говорил и инсал иа языке, 


который ныне называется  древне- 
греческим). 
Например. в определении «Квад- 


ритом называстся прамоуезльник, 
ий которого смежные стороны конеру- 
энтны» прямоугольники — эго «бли- 
жайший рол», а конгруэнгность емеж- 
пых сторон — то «вндовое огличие», 
которое из «рода» нрямоугольников 
выделяет «вид» квадратов (рис. 1}. 
Аналогично, в определении — «Соот- 
ветствие между двумя множествами, 
при котором каждому элементу одного 
множества соответствует один и 
только один элемент второго множе- 
ства, назывцется функцией» соответ- 


ПАРАЛЛЕЛОГРАМ А, 


Рис. 1. 


етвиЯ --- "ближайции род», из ко- 
торого мы выделяем функции. а «каж- 
дому засменту ное» множества...» — 
«видовое отличне», характеризующее 
ИХ. 

Онределения но схеме Аристотеля 
существуки ие только в математике. 
Так. можно сказать, что слон — 
зэпне млекопитающее, ‘обладающее 
длинным хоботом. Как известно, бо- 
таника — это наука о растениях. 

Одно и то же понятие «через бли- 
жайший род и видовое отличие» мож- 
но, конечно, определить по-разному. 
Так. квадрат можно определить как 
прямоугольник со взаимно перпенди- 
кулярными диагоналями или прямо- 
Угольник, в который можно вписать 
окружность. Можно также один и 
тот же «вид» выделять из разных «ро- 
дов». Например, квадрат можно ои- 
релелить как ромб, имеющий прямой 
уопл $рис. 1). 


У пражнення 


1. Дайте еще  иесколько 
квадрата по схеме Аристотеля. 

2. Определите по той же схеме прямо- 
угольник. ромб, параллелограмм. 

3 Лайте песколько разных определений 
по схеме Аристотеля какого-нибудь иемате- 
матического понятия. 


определений 


Многие определения в магематике 
не укладываются в схему Аристотеля. 
Например, и определениях «График 
функции у ах? (а = 0) называют ку- 
бической параболой», «Мы будем го- 
ворить ‚а больше 5*°, если разность 
а—ё положительна» — «Модулем 
числа а называется само число а, если 
п >0, и число — а, есан а < 0» вряд 
лин можно естественно указать «бли- 


жайший род» и «видовое отличие». 
* * 


* 


Каждое определение — является 
соглашением об употреблении 
некоторого термина или обозначения. 
Поэтому нельзя говорить об истин- 
ности-ложности или доказательстве 
определений. С другой стороны, о 
разумностн. о полезности, об удоб- 
стве того или иного определения раз- 
МЫШЛЯТЬ МОЖНО И ДОЛЖНО. 

Из любого определения автомати- 
чески вытекает (верная) теорема, 
имеющая вид «равносильности» («Ал- 
гебра 7», п. 21). Например, из опре- 


2 ..Кван!’” № 6 


Аристотель (Рим. 
у Терм). 


Национальный музей 


деления квадрата на <. 32 следует тео- 
рема «Грямоугольник тогда и только 
тогда является квадратом, когда его 
смежные стороны конеруэнтны». 

Одна и та же теорема может трн- 
виально вытекать из определения при 
одном способе построения некоторой 
теории н требовать содержательных 
рассуждений — ири другом способе, 
Нанример, в школьном курсе гео- 
метриин теорема «Если точка Х лежит 
между точками А и В, то АХ |- 
> АВ [АВ прямо следует из 
определения («Геометрия 6», п. 5), в 
в геометрии, основанной на системе 
аксиом Гильберта, требует довольно 


длинного доказательства. 
* * 


Е 


Рассмотрим два определения ио- 
нятия центральной симметрии. Из- 
вестное вам определение («Геометрия 
6», н.17) можно сформулировать и 
так: фиксируем точку О; каждой 
точке А плоскости поставим в соот- 
ветствие точку А’ той же плоскости, 
симметричную точке А относительно 
О {рис. 2): описанное отображение 
плоскости на себя называется гим- 
метрией с центром О. 
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Рнс. 3. 


Задача 1. Докажите. что охображе- 
ине плоскостн па себя тогда и только тогда 
является симметрией с центром О. когда его 
единственной иецодвижиой точкой является 
точка О (т. е. О’=0 и при А20 имеем ААА), 
нюбую ирямую оно переводиг в параллель- 
ную прямую и существует такая точка В, 
для которой | В" | =1 80 |. 


Теорема, установленная в зада- 
че 1, позволяет дать понятию цент- 
ральной симметрии второе определе- 
ние: отображение плоскости на себя 
называется симметрией с центром О, 
если его едниственной неподвижной 
точкой является точка О, любую 
прямую оно переводит в параллель- 
ную прямую и существует такая точ- 
ка В, для которой | В’О |= | ВО|. 

В первом определении мы скон- 
струировали некоторый объект (ото- 
бражение плоскости на себя) н дали 
ему название. Второе определение 
нмеет вид: объект некоторого рода 
называется так-то, если он обладает 
такими-то свойствами. 

Определения первого вида назы- 
вают конструктивными или пря- 
мыми, определения второго вида — 
дескриптивными (от латинского 4е5- 


сг!рНо — «онисание») нли косвен- 
ными. 
(Сразу же подчеркнем: понятия 


конструктивного и дескринитивного оп- 
ределений мы недаром объяснили 
только на примере — они вряд ли 
допускают строгое описание. Несмют- 
ря на нх расплывчатость, нечеткость, 
противопоставление конструктивных 
и дескриптивных определений часто 
бывает полезным. 

Если какое-то понятне определено 
дескринтивно. то не обязательно со- 
ответствующий объект существуег. 
Назовем, например, натуральное чис- 
ло, отличное от 1, лерфектным, если 
оно равно сУмме своих делителей. 
В этом случае данное нами опреде- 
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ление иикакого объекта не опреде- 
лило, потому что в число делителей 
числа л входит и сама п; иерфектных 
чисел не существует *). 

Таким образом, в отличие от кон- 
структивных определений, любое дес- 
крнитивное определение требует еще 
доказательства, что соответствующий 
объект существует. 

Рассмотрим еще одип пример дес- 
криптивного определения; ирямые а 
н В. лежащие в одной идоскости, па- 
зываютсея сходящимися, если они не 
имеют общих точек и ири движении 
точки но одной из эгих прямых в од- 
ном из нанравлений расстояние от 
нее до другой прямой неограниченно 
убывает (рис. 3). Задает ли это оп- 
ределение какой-нибудь объект? Дру- 
гими словами, существуют ли сходя- 
щиеся прямые? Оказывается, ответ 
на этот вопрос зависит от того, в 
какой геометрии мы «находимся», 
какую геометрию рассматриваем. 
В евклидовой  геометрин (или, что 
для данного вопроса все равно, ири 
той аксиоматнке, когорая ирнията в 
школьном учебиике) сходящихся иря- 
мых, конечно, не существует (ноэто- 
му мы п были вынуждены ирямые на 
рисунке 3 изобразить — искривлен- 
ными). В геометрни же „Лобачев- 
ского такие прямые существуют (они 
Там называются параллельными). 


* * 
% 
Средневековая научная мысль, 
дав дескриитивные определения: 


философский камень — это препарат, 
мозволяющий превращать неблаго- 
родные металлы в золото; вечный Ови- 
гель (регрейлий  тоБИе) — это 
прибор, позволяющий производить 
работу без затраты энергии, — без- 
успешно билась над построением не- 


*) Стоит, однако, п определение перфект- 
ного числа добавить одно слово: натуральное 
число. отличное от 1, назывнется совершенныаг, 
если она равно сумме сноих собственных 
делителей.— как ситуация меняется. На- 
пример. 6 = 15 2--3. 28 =1- 2- 4 
-- 7-- 14. О совершенных числах в «Кванте» 
много пнсалн {1972 № В, с. [: 1972. №4, 
с. 39; 1973. № Ю, с. 76 1975. №5. с. 7. 


Рис. 4. а) 


существующих объектов *). В отли- 
чие от них, дескринтивное определе- 
ние;  мепловой двигатель — это ме- 
ханизм, преобразующий тепловую 
энергию в механическую, — коррект- 
но; мы давно уже пользуемся, напрни- 
мер, автомобилями (двигатель внут- 
реннего сгорания) ин пароходамн {па- 
ровая машина). Построение объектов, 
заданных набором требуемых свойств, 
т. е. дескриптивно, — один из  нан- 
более важных видов человеческой де- 
ятельности. 

Довольно часто, 
структивным определением, жела- 
тельно иметь и дескринтивное. 

Скажем, первоначально слон был, 
разумеется, определен как «вон то 
животное!». ‹ Однако на базе 
этого определения никакое «елоно- 
ведение» развиться не могло. Для соз- 
дания науки о слонах, безусловно, 
необходимо было дать исчерпываю- 
щий список характеризующих слона 
признаков, из которых вытекали бы 
и другие свойства этого вида (так, 
и3 ТОГО, что слон — млекопитающее, 
вытекает не только наличие у него 
костного скелета, но и многие осо- 
бенности строения скелета). 


наряду с кон- 


Задачи 
2. Назовем треугольник АВС  прямо- 
высотным (соолветелвенио. прямобисссктри- 


сны. или прямомедиинным). еслн его высоты 
(соответственио. биссектрисы или медианы). 


*) Разумеется. г точки зрения совре- 
менной физики превращение одних элементов 
в другие возможно. но колоссальные физиче- 
ские ириборы. осуществляющие такие ипре- 
вращення. ие имеют ничего общего с тем. что 
понимали под философским камнем средне“ 
вековые алхимики,. 


2° 


5} в) 


выходящие из вершии А и В, нерпендику- 
лярны (рис. 4}. Какие значения может иметь 
величина угла С 

а} в прямовысотном треугольнике? 

6} п прямобиссектрисном треугольнике? 

в) п прямомеднаниом треугольнике? 
{Предупреждение: задача в) труд- 
нее двух предылущих; для ее решения могут 
понадобиться векторная алгебра п тригоно- 
метрня. } 

3. Назовем замкнутую несамопересекаю- 
щуюся ломаную (ие обязательно плоскую!) 
правильным  многоцеольником. есян все ее 
звенья конгруэнтны и углы между соседнимн 
звеньями комгруэвтны. Существует ли ие- 
плоский правнльвый 

а} четырехугольник? 

6) пятнугольник? (Предупреж - 
дение: задача 6) — самая трудная в 
статье: для ее решения требуется иеплохое 
знание стерсометрин.) 

Какова может быть величина угла между 
сосединми звеньями в таком  многоуголь- 
нике? 

4. Определение параллельного перено- 
са. ланное в школьном учебнике («Геометрия 
6». п. 36}. является конструктивным. Дока- 
жнте. что эго определение равносильно сле- 
дующему дескриптивному определению: ото- 
бражение плоскости из себя называется 
париллельным переносом. если оно любой 
отрезок переводит в конгруэнтный отрезок. 
имеющий то же направление. Какое из этих 
двух определений удобнее для доказательхт- 
ва тсоремы: композиция пароеллельных пере- 
носов есть параласльный перенос Геометрия 
7». пп. 77. 7? 

5. Определение  гомолетви. данное в 
школьном учебнике («Геометрия 7». и. 79). 
является конструктивным. Докажите. что 
это определение равносизьно (дия коэффи- 
циента гомотетии #>0. ЕН) следующему 
дескриптнвному определению: отображение 
влоскоети па себя называется гологтетией 
с коэфирициентом Е`>0. ВЕР. если оно про- 
извольный отрезок АВ переводит в отрезок 
А’В’. параллельный отрезку АВ. одинаково 

А’В" 

с ним направленный п такой, что т == 
Какое из этих лвух определений удобисе для 
доказательства теоремы: композиция гомотг- 
тий с коэффициентами К. К. Чениры их 
могут не совиздать) являлся гомотетией с 
коэффициентом К.В» при К,-й,3Е| и парад 
чельным переносом при Ел -Ё›=1? 


Лаборатория «Квантаю 


В. Мийгр,. Н. Назаров 


Автогенератор 
из угольного 


микрофона 


Сто лет назад. п 1878 году, англий- 
ский ученый Д. Юз изобрел уголь- 
ный микрофон. Устройство м нрин- 
цин действия этого прибора очень 
просты. Между тонкой металличе- 
ской мембраной, служащей одним 
электродом, и металлической плас- 
тинкой или стержнем, вынолняющими 
роль второго электрода, насынан 
угольный порошок. Когда на мембра- 
ну микрофона надает звуковая волна, 
колебания мембранпы приводят к пе- 
риодическому изменению плотности 
угольного норошка и, следовательно. 
к измененню его сопротивления. Ток 
в цепи мнкрофона. подключенного к 
источнику постоянного тока, стапо- 
вится нульсирующим. Таким образом 
звуковые колебания п микрофоне пре- 
образуются в электрические. _ 

Для обратного преобразования 
электрических колебаний в звуковые 
может служить динамик. Он состоит 
из постоянного магиита, между ио- 
люсными  наконечинками которого 
расположена подвижная катуиика, сое- 
днненная с диффузором. Когда по 
катушке проходит пульсирующий 
ток, вокруг катушки возинкает из- 
меняющееся магнитное поле. Взанмо- 
действие этого поля © полем ностоян- 
ного магнита ириводит к колебаниям 
катушки ин связанного с ним диффу- 
зора. } результате в воздухе ноявля- 
ются звуковые колебачия. 

Рассмотрим цепь, состоящую из 
последовательно включенных уголь- 
ного микрофона А{, громкоговорителя 


3 


(динамика) Гл и бмларей б источви- 
ков постоянного тока (рис. 0. Звук, 
падающий па мнкрофон, приводит к 
появлению в пепи  пульспруощего 
тока. Этот ток, проходя ио обмогке 
динамика. вызывает колебания диф 
фузора, п динамик становится источ- 
ником звука. Итак, рассматриваемая 
снетема преобразует звук и неремеи- 
ный электрический ток и затем вновь 
в звук. Если амилитуда излучаемой 
динамиком звуковой волны больше 
амплитуды волиы. падающей на мик- 
рофон, система действует как усили- 
тель звука. Именно в таком качестве 
она чаще всего применялась раныше 
ин широко используется теперь п те- 
лефоиной связи. 

Развернем микрофон и динамик 
навстречу друг другу (рнс. 2). Коле- 
баиня диффузора динамика. дойдя п 
виде звуковой волны до микрофона, 
вызывают появление в цени иульси- 
рующего тока. который, в свою оче- 
редь, воздействует на колебаиня диф- 
фузора — получается колебатель- 
ная система с обратной связью, илн 
автогенератор. Слой воздуха между 
динамиком п микрофоном, служений 
«проводником» звуковых колебаний, 
осуществляет обратную связь между 
микрофоном и динамиком. 

Заметим, что всякий усилитель с 
ценью обратной связи можио превра- 


Рис. 1. 


Рис. 2, 


Янис. 4. 


тнть в автогенератор. если соответ- 
ствующим образом подобрать обрат- 
ную связь. Можно предложить боль- 
шое количество опытов, подтвержда- 
ющих этот вывод. Некоторые из цих 
уже рассматривались на страницах 
нашего журнала *). 

Вот еще один опыт. Для изготов- 
ления модели угольного мнкрофопа 
вырежьте в фанерной пластинке круг- 
лое отверстие диаметром примерно 
100 мм н заклейте его павиросной бу- 
магой, которая будет выполнять роль 
мембраны. В центре мембраны номес- 
тите склеенную из плотной бумаги 
коробочку размером 5420-29 мм, 
на дне ее укрепнте электрод из тон- 
кой фольги. В коробочку пвасыпьте 
угольный порошок (можно. напрн- 
мер, раздробить молотком графито- 
вый стержень от одного элемеита ба- 
Тарейкни для карманного фонаря: 


*) См.. изиример. статью В. Майера 
и Р.-Э. Шафира «Струшный автогенератор 
звука» («Квант», 1977. № 1). 


олнакб поронюк ие должеи быть очень 
мелким). На угольный порошок в 
коробочке свободно наложите второй 
электрод из жестн. Слегка ипобрыз- 
гайте на папиросную бумагу и дайте 
ей высохпуть {чтобы бумага хорошо 
натянулась). : 

Соберите цепь, показаиную на рн- 
сунке | (в качестве источника пита- 
ния можно использовать две илн три 
носледовательно соединенные бата- 
рейки для карманного фонаря; дн- 
намик лучше взять тниа 0,5ГДЭИ. 
Если теперь тнхо говорить перед мни- 
крофюном, из динамика будег слышен 
довольно сильцый, правда искажец- 
ный, звук. Для уснеха опыта важно 
экспериментально подобрать  опти- 
мальную величину давления верхнего 
электрода на угольный порошюк. 

Развернув динамик, * приближайте 
его и микрофону (рис. 3). При неко- 
тором расстоянин между ними снсте- 
ма самовозбудится, и возникнет гром- 
кий однотонный звук. При прочих 
равных условиях частота п сила зву- 
ка зависят от расстояния между 
микрофоном и динамиком. 

Иногда удается поднести динамик 
очень близко к мембране микрофона, 
а автоколебания не возникают. В та- 
ком случае бывает достаточно слегка 
прикоснуться к микрофону или крик- 
нуть вблизи него, чтобы система само- 
возбудилась. 

Опыт получится лучше, если вмес- 
то самодельного микрофона нсполь- 
зовать угольный мнкрофон из теле- 
фонной трубки, внешний вид которого 
изображен на рисунке 4. Для прове- 
дення опытов этот микрофои жела- 
тельно укрепить на листе фанеры. 
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Математический кружок 


В. Гальперин, В. Калинников 


Многоугольники 
на клетчатой 
бумаге 


Можно ли нарисовать на клетчатой бумаге 
многоугольннк даниой формы, помещая ири 
этом всё его вершниы в узлы сеткн? Как 
правило — нельзя. Например. из иравнльных 
многоугольников так можно нарнсовать лишь 
квадрат. А для какнх многоугольннков это 
можно сделать приближенно, т. е. помещая 
вершины сколь угодно близко от узлов? Ока- 
зывается — для всех. 

В этой заметке, написанной школьннкамн, 
показано, почему и изк это можмо сделать. 


Пусть а и 6 ненулевые и неколлине- 
арные векгоры, О — некоторая точка; 
тогда множество /] всех таких точек 


(2) |(2:2) 


(21) [(3и) 


— > > 
Р. что ОР = та — тб (где т, п—- 
целые числа), называется решеткой 
(на плоскости), а ее точки — узлами 
решетки (рис. 1). В случае, когда 


1а | 12| 1 и а1ф, решетка 
называется целочисленной (рис. 2). 

Будем говорить, что многоуголь- 
ник вписывается в решетку //, если 
существует подобный ему многоуголь- 
ник с вершинами в узлах решетки. 
На рисунке 3 иоказан один из сио- 
собов виисать квадрат в целочислен- 
ную решетку. Рисунок 4 изображает 
решетку, в которую вписан правиль- 
ный  шестиугольник п треугольник 

—^ 


(для нее [а] —= |6 |--1 и (а.5)- 60°). 
Мы сейчас увидим, однако, что 
многоугольники довольно редко уда- 


ется виисать в решетку. Действи- 
тельно: 
Задача 1. Правильный треугольник 


не вписывается п целочислетную решетку 
(это задача М475з)). 
Задача 2. Квалрат не вписывается 


> - 


в решетку, заданную векторами а, 6, 
7 ` 
== ин (& ь}=60. 


Задача 3. Правильный пятлуголь- 
ник ие внисывается ни н какую решетку. 


если 


Рис. 3. 


Более того, в статье Л. Егорова 
доказано *), что никакие правильные 
многоугольники, кроме треугольника, 
квадрата ни шестиугольника — не впи- 
сываются ни п какую решетку. По- 
нятно Также, что наперед заданный 
многоугольник пронзвольной формы, 
как правило, не вписывается ии в 
какую решетку. 

Раз задача о вписыванин много- 
угольников в решетку приводит в 
большинстве случаев к отрицатель- 
ному результату, естественно ее ос- 
лабить: требовать, чтобы вершины 
попадали в узлы лишь приближенно. 
Дадим точное определение: 

Многоугольник — &-вписывается в 
решетку П, если существует подоб- 
ный ему (с натуральным коэффициен- 
том подобия) многоугольник, каждая 
вершина которого находится на рас- 
стоянин, меньшем =, от одного из у3- 
лов решетки (рис. 5). Заметим, что 
ирн = == 0 здесь получается определе- 
име вписаиности, данное выше, а при 
больших & (больших, чем расстояние 
между узлами) определение бессодер- 
жательно. 

Столь же бессодержательно оно 
стало бы, если мы снялн бы условие 
натуральности коэффициента подобия; 
взяв этот коэффициент достаточно 
близким к 0, можно было бы уместить 
весь многоугольник вблизи одного 
узла решетки. При натуральном же 
коэффициенте подобия (и достаточно 
малом #) любые две вершины много- 
угольника, очевидно, не смогут но- 
пасть в =-окрестность одпого и того же 
узла. 

Далее, мы будем говорить, что 
многоугольник почин вписывается в 


*) «Квант», 1974. № 12, с. 30. 


Рис. 5. 


решетку П, если он г-вписывается в 
не прн любом #_>>0. Ясно, 
что многоугольник почти вписывает- 
ся, если он (точно) вписывается. А 
обратное неверно: 

Теорема 1. Гравильный тре- 
угольник почти вписывается в цело- 
численнуию реметку. (Это пункт 6) 
из задачи М+475). 

Доказательство. Рас- 
положим сначала правильный тре- 
угольник со стороной 2 на целочис- 
ленной решетке так, как показано 
на рисунке 6. 

Прн гомотетии с центром О и на- 
туральным коэффициентом А 
Д 4А,В,С, перейдет в ААД,В,Сь. 
где А, и В, — узлы решетки, а С, 
имеет координаты (@%:; #} 3) (ордина- 
та у, точки С, равна у, =Ку, 

| ОС, #13). 

Так как А, и В, — узлы решетки 
при всех &, то задача состоит в нахож- 
дении такого #&, чтобы расстояние от 
С, до ближайшего узла решетки было 
менышее, т. е. чтобы #} 3 отличалось 


от целого менее чем на &. 
Возьмем натуральное № такое, что 


М>, и разделим промежуток 10; | 


на А кусочков (полуннтервалов) 
1 1 
длины меньше =: |0, |: | \; 
зе т | 
г ое м 5 - 
Отметим теперь па промежутке 


10; 1| точки (8 РЗ! где {х} означает 
дробную часть хи А = 1,2,..., М 1 
+ 1. Каждая точка {#} 3! попадает в 
один из кусочков. Так как кусочков №, 
а точек № -= |, то какие-то две точки 
попадут в один и тот же полунитер- 


вал. Пусть это будут точки (м 3] 
У 
С, (№3) 
А, (1:0) 0! в,(1:0) Х 


Рис. 6. 


39 


Рис. 17. 


и (АрЗ|, где т > п — натуральные 
числа. Тогда (т—п)}- 3 отличается от 


целого менее чем на = н, следователь- 


но, менее чем на =. Положив А рав- 
ным 1 п, получим требуемое. 

Теорема доказана, одиако имеет 
место значительно более общий факт. 

Основная теорема. ю- 
бой многоугольник почти вписывается 
в любую решетку. 

Заметим, что пункт в} ‘задачи М47Т5 
является частным случаем‘ этой тео- 
ремы. 

Доказательство. Пусть дана ре- 
шетка П, число г>0 и многоугольник Ф. 

Докажем, что при иекоторой гомотетии 
с натуральным коэффициентом М миого- 
угольник Ф перейдет в многоугольник Ф” та- 
кой. что все вершины Ф” будут на расстоянии. 
меньшем в, от узлов решеткв. 

Рассмотрим вершину А многоугольиика. 
Пусть при гомотетии с центром Он коэффи- 

— 
циентом А точка А переходит в Аз н ОА = 


> - 


— ХА и 3 Ул ь, где 
рождающие решетку. Тогда А, = Е (хда -|- 
-- ул) = (ид) о + (ид) БЬ- ‘ 


'словне, что А) менее чем на = отстоит 
от узла решетки (рис. 7), будет выполняться, 
если каждая из коорлимат (Ёхл) и (чл) 
будет отличаться от целого менее чем на с-е, 
где с — коэффициеит, ие зависящий от А: 

1 


2 тах (а, 160) 
а — = 
пусть ОР = ша +4 пб. 


ан 6 — векторы. по- 


можно, например, взять с= 


Действительно, 


пп п, +1 м! 
с м 18 
в - та, "то 
Рис. 8. 


Тогда, сели 


м 


— а [| <->. то 1 Ак | = | АкЁ [= 


= |0 — 0%, | = |ша-+иф — ихла — 
> > 
— мл = (т вхл)а + 
Се. => 
+ (и — вил)5\ | а — ихлуа| + 
+ [и — лу |= [ш[а|-— 
рака [а |+ |" [| — 
- Е $ 
— АВ || 5+5 =е. 
Но неревенства | т [| — вжд[е || <-- и 
[#8] — жул[8 [< -5- эквивалейтны  не- 


11 
равенстваы |т-— Аха |< => п [и — 
| 


Е 
— Аул |< — 51 . Поэтому если Аха и Ауд 
218] 


отличаются от целых менее Чем на 


\9 
2 тах( [а|; [$ р : 


рого узла К, а это и требовалось. 

Нам иужно, чтобы все вершипы много- 
утольника Ф’ подали в 2г-окрестности узлов 
реметки. Так будег, ссли все числа №хл. 
№ул. №хв, Мув, - . - Отличаются от целых 
менее чем на с-г при некотором натураль- 
ном Х(ХА, Ул, Хв, ШУн: - — коэффицн- 


—_- — 
енты разложення векторов ОА, ОВ, . 


—> 
ланбв, А, В,. . — вершины $). 

Мы получим искомое натуральное чис- 
ло №, если будет доказана 

Теорема Кронекера. Пусть %., 
с... - ..Мн — Действительные числа, тогда 
для любого положнтельного е цайдется на- 
туральное т такое, что каждое из чисел 
та, где {=1,2.. ., И, отличается от 
целого менее чем на к (рис. 86), т. е. 
{то} © 10; Е!) 1—1 | (рис. 8а). 

Эта теорема уже была установлена при 
доказательстве теоремы | для случая п ^ | 
(было фактически доказано, что ири любом 
& найдется такое натуральное т, что то, 
отличается от целого менее чем ца #: то, 


что х было равно ]/ 3 , несущественно). 
Теорема Кронекера утверждает. что для иа- 
бора в. @..-... @н любой длины ирн неко- 
тором натуральном т числа бут одно- 
времевио отличаются от целых менее 
чем на Е. 

Перейдем в доказательству теоремы Кро- 
некера. 

Рассмотрим п последовательностей: 


то |МьР |< г для некото- 


В а, о, Е, - 
г {>}, (2а»}. {За ›}. ть {802}, Е 
{0}, 200}. {39}... Ват}, 


поседтеНА тей 


Все члены этих 
принадлежат промежутку [0; Ц. Разобъем 
этот прочежуток на кусочки (полунитерва- 


лы) длины меньше Е: 
М 
м. ИВ 


т 


1 
Где М — натуральное. М> (тогда 
1 
м<®). Тенерь каждому из  члецов 


последовательностей поставим п соответствие 
тот кусочек промежутка [0; 1[. в котором 
он находится. 

Тогда для каждого натурального А будет 
определен упорядоченный набор полуинтер- 
валов. соответствующих точкам (Аа: }. 
{2“.}..... {Аи}. Но твк как рассматри- 
ваечых иолуинтервалов всего М. з в каждый 
набор входит п полуинтервалов. то число 
различных таких наборов равно МА, Если А 
пробегает значения от | до А" + [. хо ддя 


искоторых А; < &, = М"-ЕТ наборы сов- 
падут. В этом случае число т == #› — А, 
удонлетворяет условию. так как {л9;} = 
— 1 (, — кд) = {Аба — вр, а (Еле } 
и (А.а:} находятся в одном иолуиниервале 
длины меньше г, поэтому 7; паходвтся па 
расстоянии. менынем в. от целого числа. 
Теорема доказана. 


До сих пор мы рассматривали 
решетки на плоскости. Можно рас- 
сматривать и пространственные ре- 
шетки. Оци определяются так же, как 
плоские, только вместо двух некол- 
линеарных векторов нужно взять три 
некомпланарных (рис. 9). Аналогич- 
но тому, как это делалось выше для 
многоугольников и нлоских решеток, 
определяется  вписанность’ и почти 
вписанность миогоугольинков в про- 
странственную решетку. Какие из 
пяти правильных многоугольников 
(рис. 10) вписываются в целочислен- 
ную *) пространственную решетку? 
Вот ответ: 

Задача 4. Куб. тетразар и октаэдр 
вписываются в инелочисленную решетку. 

Задача 5. Додекаэдр и икосаэдр 
не внисываюгся ин в какую решетку. 

Задача 6. Пусть в пространстве за- 
дано семейство параллельных плоскостей 
такое, что расстояния межлу соседними плос- 
костями семейства равны. Можно ли распо- 
ложить в пространстве а) икосаэдр. 6) ло- 
декаэдр так. чтобы нх вершины лежалн на 
плоскостях семейства? 

Мы получили исчериывающий от- 
вет о винсывании правильных мно- 
гогранннков в пространственную ре- 
шетку. Для почти винсывания тоже 
получается исчерпывающий ответ, 


такой же, как для плоского случая: 
Задача 7. Любой многогранник лоч- 
тн вписывается в любую решетку в простраи- 


’ стве. 


-- 


*) Решетка. заданиая Вт в. 


пазывается вимючнсленной, Б_ | = в = 


> = 


= к =1м аль. ль г, фа. 


= > 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачн не 
стандартны, но для их ре- 
шения не требуется знаний, 
выходящих за рамкн иы- 
нешней школьной  програм- 
мы. Наиболее трудные зада- 
чи отмечены звездочкой. 
После формулировки зада- 
чи мы обычно указываем, 
ито предложил нам эту за- 
дачу. Разумеется, ие все этн 
задачн публикуются впер- 
вые. Решения залач из это- 
го номера можио присылать 
ие позднее 1 апреля 1978 го- 
да по алресу: 113035, Моск- 
ва, М-35, Б. Орзыика, 21/16, 
релакция журнала «Квант», 
«Задачник «Кваита». После 
адреса на конверте напиши- 
те номера задач. решения 
которых вы посылаете, ма- 
ирнмер: «М486, М487» илн 
«$498». Решения задач по 
кажлому из предметов (ма- 
тематике и физике), а также 
новые задачи, просьба прн- 
сылать в отдельных коивер- 
тах. Задачи из разиых ио- 
меров журиала присылайте 
также в разных конвертах. 
В письмо вложите конверт 
с написанным на ием вашим 
адресом (в этом  коиверте 
вы получите результаты 
проверхи решений). Условия 
оригниальных задач, пред- 
лагаемых для публикации, 
присылайте в двух экземпля- 
рах вместе с вашими реше- 
ниями этих задач (иа кои- 
верте пометьте: «Задачник 
«Кваита», иовая залача по 
физнке» илн «..мновая зада- 
ча по математике»). 

В начале кажлого письма 
просим указывать ваше имя, 
фамилию, номер школы и 
класс, в котором вы учитесь. 
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задачнии 


ибанта 


Задачи 
М506—-М510; Ф518—Ф522 


№М506*. Докажите, что для положительных а. 6, с 
и 4 справедливо неравенство: 

а Ма - 1-2 ана? а 
224" р Бе - фа" са, 


@7с? -- 
Э. Гуркович 


М507. В вышедших в прошлом году в русском пе- 
реводе «Избранных задачах» из журнала Атегсап 
Ма{ета{ са] Моп у (М., «Мир», 1977) две зада- 
чи замечательного математика П. Эрдеша (№№ 138 
н 139) были даны без решения. Редакиия «Кванта» 
получила целый ряд писем, содержащих решения 
этих задач. Прежде чем познакомить с решениями 
читателей журнала, мы предлагаем самостоятель- 
но подумать над этимн трудными задачами: для 
этого мы включаем их и Задачник «Кванта». 
Пусть а,<а,<... <а,<.2п — конечная  последо- 
вательность натуральных чнсел (716). 

а) Докажите, что 


а 


где [и;. а;| означает наименьшее общее кратное 
чнсел а; на;, а минимум берется по всем парам 
различных чисел а. а 
6) Докажите, что 


ти [а;, а] = {|5 
[9 


} . 


38и 


тах (а, а) >С, 
вит 147 


где с че зависит от п. а (а;, а;) означает наиболь- 
ший общий делитель а; иа;. 


Оценки п задачах а) и 6) нельзя улучшить (то есть 


коэффициент 6 заменить меньшим, а и — 
$ 
большим). 


М508. Окружность касается трех полуокружностей 
с диаметрами АВ, ВС и АС (СЕЦАВ\, рис. 1). 
Докажите, что радиус окружности вдвое меньше 
расстояния от ее центра до прямой АВ. 


И. Шарыгин 


Рис. 5. 


М509. Решите в натуральных числах уравнения: 
а) 2* --| = 3; 
ба = 1"; 
в) г -т | = (2- 1}. 
Д. Флейшман 


М5!0. В книге «Венгерские математические олим - 
инады» приводится такая задача (№ 148): «До- 
казать, что для всех положительных ап вы- 
полнено неравенство 
. 1 . 1 . г. 

Уи а > $ ов — п За > 0. 
Докажите следующее обобщение этого неравен- 
ства: для всех 0< ак и натурального п 


та 4 5 2 чп Ве. ..- 


: + зтла >0. 


И. Биргер, Р. Ушаков 


Ф518. На рисунке 2 ноказано положение двух то- 
чек Аи Вних изображений А’и В’. которые дает 
тонкая линза. Найти построением положение лин- 
зы и ес фокусов. 


ХАТИ физическая олимпиада школьников ПНР 


Ф519. Груз А подвешен к пружине ВС с помощью 
нити АВ (рис. 3). Какова должна быть амилитуда 
колебаний груза, чтобы эти колебания были гар- 
мопическими? Масса груза м = 0,1 кг, жесткость 
пружнны А = 1600 Нм. 


Ф520. В проточном калориметре (рис. 4) исследуе- 
мый газ пропускают ио трубопроводу и нагревают 
с помощью спирали. Газ поступает в калориметр 
ири температуре {,= 20 С. При мощности нагре- 
вателя №, = 1 кВт и расходе газа т, - 540 кгч 
температура газа за нагревателем оказалась та- 
кой же, как ири мощности нагревателя №, 2 кВт 
и расходе газа т. = 720 кг'.ч. Давление газа в тру- 
бе всюду одинаково. Найти температуру газа {.. 
если его теплоемкость ири постоянном объеме су. = 
= 21 Дж‚(моль- К), а молярная масса газа М = 
-=729 КГ.КМОЛЬ. 


Ф521. На рисунке 5 ноказана часть траектории 
движения хорошо обтекаемого тела, брошенного 
под углом к горизонгу. В точке А тело имело ско- 
рость, равную по абсолютной величине 20 м.с. 
Сколько времени тело летело от точки А к точке В? 


$522. Цепь. показанная на рисунке 6. подключена 
к сети переменного тока с напряжением (О ч 
= 220 В. Каково напряжение между точками 
А и В? 


А. Зильберман 
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№456. В каждой вершине 
выпика0ео многогранника схо- 
дятся 3 ребра. Известно, что 
каждая его грань яваяется 
многоугольником, вокруе ко- 
торого можно описать окруж- 
ность. Докажите. что вокруг 
этого многогранника чожно 
описать сферу. 


№457. На плоскости дана 
несамопересгкающаяся  замк- 
нутая ломаная. никакие три 
вершины которой не лежат 
на одной прямой. Назовем 
пару несоседниах звеньев 0со- 
бенной, если продолжение 09- 
ного из них пересекает Фру- 
г0е. Докажите. что число 
особенных пар четно. 


Рис. 2. 


№458. Написан многочлен 
хю-- жх же... - 

-- жх?  жх -- /. Двое пгра- 
ют ев такую игру. Сначала 
первый заменяет любую из 
звездочек некоторым числом, 
затем второй заменяет чис- 
лом аюбую из оставиихся 
звездочек. затем снова первый 
заменяет одну из звездочек 
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Решения задач 
М456—М460; Ф472—Ф477 


Пусть А — вершииа многосрациика, АВ, ДС, АР — выхо- 
дящие из нее ребра. Поскольку точкн А. В, С. В ие лежат 
в одной плоскости, через них можно провести сферу: обо- 
значим эту сферу через 5 (рис. 1). 

Пусть ЙА и В — соседиие вершины. Докажем. что сферы 
Зл и Ув совпадают. Отсюда сразу вытекает, что сферы 5х 
совпадают для всех вершин АХ. то ссть все вершины лежат 
на одной сфере. 

Пусть ВЕ н ВЕ — ребра, выходящие из вершины В. Они 
лежат п двух гранях САВ и ОАВ, граничащих с ребром АВ. 
Пусть. например. ребро ВЕ лежит в грани САВ. а реб- 
ро ВЕ — в грани РАВ (заметим. что точка Ё может совпадать 
с Си. аналогично. точка Ё может совпадать с 22}. По усло- 
вню, точки С. А, В. Г лежат иа одной окружиостн. При этом 
три точки С. А и В лежат на окружиости. которая получает- 
ся при пересеченни сферы 5$ плоскостью. проходящей через 
точки С. А. В. Так как через три различные точки можно 
провссти ие более одной окружности. то две построенные 
окружности совнадают. то есть лочка Г лежит на сфере 5д. 
Аналогичио доказывается. что точка К лежит иа сфере $д. 
Зпвачит. сфера $) проходит через точкн В. А. Е, Ё, то есть 
она совпадает со сферой $. что и требовалось- 


И. Бернштейн 
Ф* 


Рассмотрим какие-нибудь два последовательных звена АВ 
и ВС ломаной. Продолжим эти лвенья за вершину В; полу- 
чим лучи ВК ин 8В/ (рис. 2). Объединение таких двух лучей 
назовем уголком. Такой уголок можио иостромть при каж- 
дой вершние ломаной. Легко понять, что количество особен- 
ных пар равно количеству пересечений звепьев с уголкамн. 
Мы утверждаем. что каждый уголок пересекается с ло- 
маной в четиом числе точек. В самом деле, пройдя из сосед- 
ней с В вершины А ломаной в другую соседнюю с В верши- 
ну С. мы видим, что наша ломаная входит внутрь угол- 
ка столько же раз. сколько вы ходит ия иего {поскольку 
точки А п С обе находятся вие уголка). Значит, п число 
особенных пар звеньев тоже четио. 

С. Фомин 


Ф® 


Да, может. Покажем. как для этого второй игрок должен 
играть. 

Всего пужно заменить из числа 9 звездочек — 5 ири 
нечетных степенях и 4 пврн четных. Каждым ходом второй 
игрок должеи ставить любой коэффициент ири стейени. 
имеющей противоположную четиость по отношению к коэф- 
фициенту. который только что поставил его противинк. 
Тогда после семи ходов останетен 2 звездочки при степенях 
х* п х!. причем хотя бы одно из чисел Ён { иечетио. и ход 
будет у второго игрока. Пусть Р — миогочлен, который 


числом и так долее (всего 
9 ходов). Если у полученного 
многочлена не будет действи- 
тельных корней, то выигры- 
виет первый игрок. а если 


будет хотя бы один корень— 
выперывает второй. Может 
яи второй игрок выиграть при 
любой игре первого? 


Сели жнизоллен Х(г) 
ни концал опушки [а,6] 
пуиманиета раеиение ризннх знилов, 
по при ткотиуюи с в [4,6] ох 
супищается 6 0: Ё/с,=0 


Рис. 3. 


М459. В некоторой стране 
из каждого города в любой 
другой можно проехать, ми- 
нуя остальные города. 
вестна стоимость каждого 
такого проезда. Составлены 
98а маршрута поездки по го- 
родам страны. В каждый из 
этих маршрутов каждый 2о- 
род входит ровно по одному 
разу. При составлении перво- 
20 маршрута руководствова- 
лись следующим принципом: 
начальный пункт маршрута 
выбирается произвольно, а 
на каждом следующем шаге 
среди городов. через которые 
маршрут еще не проходил, 
выбирается тот, поездка в 
который из предыдущего го- 
рода имеет нанменышию стои- 
мость (если таких городов 
несколько, то выбирается лю- 
бой из них), и так до тех 
пор, пока не будут пройдены 
все города. При составлении 
второго маршрута начальный 
город тоже выбирается про- 
извольно. п на каждом сде- 
дующем шаге среди городов, 
через которые маршрут еще 
не проходил, выбирается тот, 
поездка в который из преды- 
дущего города имеет наиболь- 
шию стоимость. Докажите, 
что общая стоимость проезда 
по первому маршруту не 
больше общей стоимости про- 
езда по второму маршриту. 


Из-- 


получится, еслн заменить звездочки при хе и х!' нулями, 
>; — коэффициент при х н В — коэффициент ири х!'. кото- 
рый поставят игроки; тогда после замены всех звезлочек по- 
лучится многочлен / (х) = Р (х) -- ахй -|- Вл!. 
Разберем два случая. 
а) К четно. { нечетно. Тогда 
р) = Ра + В. 
ПРЕ + а —В. 
КОАО Р-Р 2. 


1 
Второй игрок должев выбрать © = — ( —Р (1) — РЕ— 1))- 


Тогда независимо от последнего хода первого нгрока окажет- 
ся. что (0-1 (== 0. Значит, либо / (1) = [(-| = 0, 
либо [(1} н {(—1) имеют разные знаки, и тогда на отрезке 
|1; Тру миогочлена { будет.корень (рис. 3). 
6) Ён [ нечетны. Тогда 

[0 = РЕП В. 

1 (2) - РО + 2№-- 28. 

211 (—1) + Г(2) = с-+ (2% — 25. 
где с- 2'Р (—-П-- Р (2). Второй игрок должен выбрать 
@ == с'(2' — 2). Тогда независимо от последнего хода пер- 
вого игрока окажется. что 2 (—1)-. { (2) = 0. Значит, 
либо [(—1) - [(2) = 0. либо }(—-1№) и {(2) имеют разные 
знаки, так что ва отрезке [—1; 2] есть корень. 

И. Бернштейн 


Ф* 


Пусть @:. аа. .... @п—: — билеты первого маршрута. 6, 
фз. -.., Ви-1 — бнлеты второго маршрута (п — число горо- 
дов). Обозначим ‘стоимость любого билета с через Ц (6}. 
а стоимость проезда низ города А в город В через Ц (АВ). 
Утверждение будет доказано. если нам удастся построить 
отображение {: {а,..... аи} >. .... б-,), обладающее 
следующими двумя свойствами: 

а) отображение { взаимно однозначио; 

6) для любого билета и из первого маршрута Ц (а) < 
<Ц{()). 

Мы укажем способ. по которому строится отображенне 
[, обладающее свойством 6}. Чтобы доказать его взаимно- 
однозначность. мы покажем, что этот же способ приводит 
к построению обратного к } отображения в: |6, .... Вв— 1} — 
— {а1, --.. @—1}, — такого, что для любого билета @ из 
первого маршрута & ({ (2)) = а. Е 

Способ построения отображения |. Пусть п — некоторый 
билет первого маршрута. взятый н городе А. Обозначим через 
Х, (А) множество городов, которые я первом маршруте встре- 
чаются позже А, а через Х, (А) — множество городов. встре- 
чающихся позже А во втором маршруте. Возможны следую- 
щие два случая. 

1. Х, (А) ПХ, (4) 5 ©. 

В этом случае назовем билет @ первого маршрута счаст- 
ливым и положим ] (а) = 6. где & — билет второго маршрута, 
купленный в городе А (см. рис. 4. а). 

2. Х, (А) ПХ, (А) = ©. 

В этом случае назовем билет а первого маршрута несчаст- 
ливым. Выберем из миожества Х, (А) такой город В: 
ВЕХ, (А), что Х, (А) ПХ, (В) = ©. Легко понять. что 
этимн двумя условиями город В определяется единственным 
образом. Действительно, предположив.. что существуют два 
городи В, и В»„. такие, что В, ЕЛ, (А). В. ЕХ, (А) и 
Х, (АП Хз (В,) = ©. Х, (ПХ, (Вл) == ©. мы получим 
противоречие: поскольку нз условия задачи следует. что для 
любых двух городов С и О либо С =Х. (Ъ). либо р ЕХ. (С). 
должно быть либо В. ЕЛ, (А)Г.Х, (В. ). либо 
В, ЕХ, (А)ПХ. (Вз). Положим теперь [ (а) = Ь. где В — 
билет второго маршрута, купленный в выбранном городе В 
(рис. 4,0). 
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МАРШРУТ №1 


: ® 


МАРШРУТ №2 7 
` 


Фликми спуилюини выделены 


песлистлафне сеет 09.77 
линиями пожазину соответствие. 
ножу билелиьни убие 


наити. = 
Рис. 4. 


№460. Пусть А — 2п-знан- 
ное число (первая цифра не 
нуль). Будем называть число 
А особым, если оно само явдя- 
ется точным квадратом и 
числа, образовенные его пер- 
выми п цифрами и его послед- 
ними п цифрами, также 
яваяются точными квадрата- 
ми; при этом второе число 
может начинаться с цифры 
0, но не должно быть равно 
нулю. 

а) Найдите все двузначные 
и четырехзначные особые чис- 
ла. 

6) Докажите. что сущест- 
вует хотя бы одно 20-значное 
особое число. 

в) Докажите, что существу- 
ет не более 10 особых 100-знач- 
ных чисел. 

г) Докажите. что сущест- 
вует хотя бы одно ЗО-значное 
особое число. 
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Проверим для отображепня { выполнеяме свойства 6). 
Если и — счастливый билет. то ДЦ (а)< Ц (АС < Ц (5) 
(здесь С — какой-то город из непустого пересечения мно- 
жеств ЛХ, (А) ин Л, (4). Если же п — несчастливый билет, 
то Ц (а) < Ц (АВ) = Ц (ВА) < Ц (В) (здесь мы воспользо- 
вались тем, чта стоимости проездов из А и Вниз ВъА сов 
падают). 

Проверим теисрь. что построенное отображение [ взаим- 
нооднозначно. Определим билеты первого и второго типов 
для нторого маршрута так же. как это было сделано для 
билетов первого маршрута. Определим отображение Х на мно- 
жестве билетов второго маршрута правилами. сформулиро- 
ванными в пуиктах и 2. Покажем, что так определенное 
отображение &: {Ё61..... Ви_:}-а,. --.. анг} обратно к 
изщему отображению {, 10 есть нокажем. что для любого 
бнлета а первого маршрута я ({ (@)) = а (рнс. 4.2). 

Пусть а — счастливый билет первого магшрута (кунлен- 
ный в тороде А):Х, (А) Хх, (А) # 2. Соответствующий 
ему пю правилу 1 билет В == { (а) второго маршрута (куплен- 
ный тоже в городе А) также счастливый. н по определению 
отображення & имеем а (В) = а. Поэтому в этом случае 
в (Г (а)) а. 

Пусть теперь «а — иесчастливый билет первого маршрута. 
Легко видеть. что соответствующий ему во втором маршруте 
бнлет В = / (а). купленный в городе В. определяемом усло- 
виямн ВСХ, (А) и Х, (А) ПХ. (В) = ©. будет цесчастли- 
вым билетом второго маршрута. поскольку Х, (ВХ КА) 
(н. следовательно, Л; (В) ПХ. (8) = ©). Покажем. что пра- 
внло 2 ставит н соответствие бнлету 5 второго маршрута, 
купленному в городе В. билет а первого маршрута. куплен- 
ный и городе А. Для этого пужно убедиться только в том, 
что А ЕЛ, (В\ (условие Х, (В). Х, (А) = 0 у пас выпол- 
нено}. Действительно, Х; (А) ПХ, (4) = уп ВЕХ, (А), 
так что ВзёХ, (А). Но тогда А =Х, (В). Поэтому. согласно 
определению, р (5) = а, тах что и в элом случае мы полу- 
чаем &(} (а)) та. 

Д. Бернштейн 


Ф 


а} Легко проверить. что есть одно двузначиое особое чис- 
ло — 49. 

Пусть 22 — четырехзначное особое число. то есть 2? = 
= 100х? -- у2, где 10 х2 < 00. «у? < 100. Ясно, что 
х=4н2_>> 10х. Положим г = 10х - {. Тогда 2? = 100х? -- 
== 201х + ©. 

Если [> или х > 4, зо 20х- Р>Ъ И, что ве под- 
ходит. Значит, остается одна возможность: х = 4, {= 1; 
прн этом действительно получается 0<0бое число 1681= 
= 41? = [00.42 -Г 9? (рис. 5). 

6} Мы хотим найти 20-значное особое число 2? = 
27 100%? + у. иричем 103 х? < 10”, 0< у? < 101. Ясно, 
что число 1019х2 само является квадратом числа 10°х. По- 
этому сстествепно попытаться взять и качестве особого числа 
ближайший квадрат. следующий за 10х?. то есть взять 
2 = \0$х -- 1. Тогда 22 = (10?х -- 1) = 10% - 2.10%х +- 
-- Ё. так что у? = 2.105х -- 1. Мы получвем уравнение 
2-10 = = (и, 

Это уравнение легко решить подбором. Положим у -- 1 = 
= 10$, у— |= 2х. Тогда у= 10-1, х= (10° — 2)/2 = 
== 5.10*— 1. Ясно. что выполиены неравенства 108 < х? « 
< 10° ин 0% < 0". Таким сбразом, число 2= 
== 101? -- у? является вскомым ссобым 20-зиечиым числом 
(см. рис. 6). 

Аналогично доказывается, что для любого & существует 
4Ё-зиачное особое число. 

в) Мы докажем, что существует не более двух 4#й-знач- 
ных особых чисел. Пусть 22 = 102%? -- у? — ссобое число, 
то есть 1024-15 х? <. 102^, 0 < у? 10". Ясно. что 2 > 
> 10*х; пусть 2= 10Ах-Р г. Тогда 22 = 108? 4- 2х ЦОК -- 


939, 1681! 


Рис. 5. 


4999900001 * = 
=259980000199%9800001 


43999 * =2599900001 
‚99999 `“ = 999980001 


Рис. 6. 


Разэберем случай Ё = 4. 
1) Решений нет. 
2) = 5: 103 — 1 = 4999, 

у = 2и | 1 = 9999. 

= и(и -- 1)!5000 = 
—=4999, 

222 10х -- [= 49 990 001. 
3) Есть одно решение и = 
—= 624. При этом х = и (и + 
-+ /):5000 = 78. Это реше- 
ние не удовлетворяет  не- 
равенству х? > 10°. 

4) Есть ‘одно решение и = 
= 7:625 = 4375. 

у = 2и-- 1= 8750. 

х = и(и -- 1)/5000 == 3829, 

2— 38 290 001. 

Число 2? — особое. 

Случай Е = 5 (22-значное 
особое число). 

с = 25- 10% 
х=>(целая часть У} 1 
= 158115, 

у == х2 — о= 36 996, 
2= 2%-|- и=50 000 036 996; 
28 — 22-значное особое число. 


-+- 2. Поскольку х > 3. ЮА-1, 22 >> 107х2 -- 6 10-1, зиа- 
чнт, 611024— < 102^, так что {= 1. 
Итак. 2= 0х + |. Имеем: 


(0х Е 112 == 102%х2 -4- 2-10%х | = 1022 -|- у, 


откуда у? = 2.10%х -- |. так что 2-104х = у — 1 = (у — 
— ВИ. 
Отсюда вытекает, что у — | четно, так что у — 1 =* 2и. 


Поэтому нужио решить снстему' 
5-10%-1х —= ии- 1). 0<и<5-10Ы—. 


Поскольку числа и и и-- 1 ьзаимио просты. это равенство 
возможио лишь тогда. когда либо одно из них делится иа 
2—1, а другое — на 5А. либо одно из них делится на 5- 10—1 
(а другое на 2 н на 5 уже ие делится). Разберем следующие, 
связаиные с этим обстоятельством. четыре случая. 

1} в делится ва 5. 10-1. Поскольку 0 «и < 5- Ю-\, 
это случай невозможен. 

2) и 1 делится ва 5.10. При условии О«их 
< 5-.10#- это возможно лишь. сели и-г |= 5-10%-1` 
Такое решепне всегда существует: оно описано п пункте 6}. 

3) ш делится на 2^-1, а и-- Е — на5*.  Предлоложим, 
что. кроме и. есть еще одно решение и’ третьего типа. 
Тогда и — и’ делится и на 2-1. и на 5А, то есть делится на 
5.10%-2. Но поскольку [и — м’ | < 5: Ю&-1, то п = и’. Зна- 
чит, существует не более одного решения третьего типа. 

4) и делится на 5А, ан + | — на 2^А-—. Аналогичио слу- 
чаю 3) доказывается, что существует не более одного реше- 
ния четвертого типа. 

Таким образом. всего может быть ие более трех решений 
(по одному второго. третьего и четвертого типов). 

Проверим, однако, что если и — решение третьего типа, 
а и’ — решение четвертого типа, то одно из иих ие удовлет- 
воряет исходным неравенствам. Действительно, в этом слу- 
чае число и = и-- и’-Р 1 делится на 2-1 м на 5А, то есть 
на 5. 10-1; поскольку 0 «< о< КЮ, тои = 5-10А-1. Значит, 
одио из чнсел м ин и’ (например, м) меньше чем 2.5. 10-1, 
но тогда соответствующее ему число х ие превосходит 1,25 Х 
Х 10-1. что противоречит неравенству хЁ2> 1Ю2А-1. 

`Такнм образом, всего имеется не более двух 48-значных 
особых числа. Можно показать, что для некоторых № имеется 
всего одно такое число (Е = 1, 2). п для некоторых — два 
особых числа (# = 4). 

г) Докажем. что для любого А >> 0 существует (4 -[ 2)- 
зпачиое особое число 2 (при Ё == 7 отсюда будет следовать 
утверждение пункта г) задачи). Имеем уравнение 2 = 
= 102+ -- уё, где 10%< х? < 10+1, 0« и < ЮЖ. 

Перепншем его в винде 22 — у? = (2—2 фу = 
== 102 +152. 

Пусть 2 — у четно: 2 — у== 20. Тогда 2 Ру = 2 (оу. 
так что 


и (и -- у) = 25- 02-153. 


Будем ренать это урависние подбором. Положим в —= 
= 25. 10°-\. Тогда уравнение иринимает вид х? = о- у. 

Единственная сложность и решении этого уравнения 
заключается в том. что и — маленькое число (по условию, 


у 102+ ! | Поэтому х надо подобрать так. чгобы х? было 
как можно ближе к числу и (и больше его). 

Возьмем в качестве х 1: Именьшее натуральное число, 
для которо х? >> и, н полся им и? х? — и. Докажем. что 
число 1 +153 -- у? является искомым особым числом. 
Нам достаточно проверить неравеиства 0 и? < 103% +1 
и 103 х< К+1. 

Из нашего выбора числа х вытскает. что (х — 25 о, 
и, поскольку и ис является точвым квадратом. (х — 125 
З о—1, так что Ето Поэтому и = — 9 = 


=(х — 1+2 (и — 1 — 29 фШ1-2 Мо+1-о= 
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Ф472. Норисовать — пример- 


ный график зависимости от 
времени показания вольтмет- 
ра после размыкания ключа К 
(рис. 7). Вольтметр и ка- 
пушка индуктивности нде- 
альные, К= 1000м.и-3008. 


Рис. 8. 


Ф473. Рисунок 9 сделан со 
стробоскопической  фотогра- 
фии движения двух сталки- 
вающихся шариков одинако- 
вых диаметров. но разных 
лис. Стрелкой на рисунке 
показано направление движе- 
ния одного из шариков 90 
столкновения. 

1) Определить отношение 
масс шориков. 

2) Указать, в каком на- 
правление двигалсен до столк- 
новения второй шар. 
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0 < у? < 45 -— 102 +1. Далее, 
102 <<? = и ухи 2 Уз < о<10?т!. 


Зиацит. числа х и у удовлетворяют лужным перавенствам, 
“>. С = 
и число 10% +15? -- у? является искомым (48 -Р 2)-значвымх 
особым числом. 


=2 ро. Таким образом, 


И. Бернитейн 


При газомкнутом ключе ток. текущий по цепи. равсв 7, = 


показывает падение 


папряжения па сопротивлении 111: У, - /.В-— 150 В. 
После замыкания ключа и катушке возникает э, д. с. 
нидукции, препятствующая изменению матмитного потока 
через катушку, то есть препятствующая изменепию тока Ру. 
текущего по катушке. Так что в первый момеит после замы- 
кання ключа через катушку течет ток /, 1.5 А. Найдем по- 
казание вольтметра в этот момеит. Очевидно. вольтметр нзме- 
ряет падение напряжения на сопротивлении 11: И. 1.Ю. 
Определим значение /›. Мз равенств 
7 ГД -- ба 
ОКЕ 21.Ю 
{см. рис. 7) находим 


| [й 
ь= (= 


Таким образом. » первый момепт после замыкания ключа 
вольтметр иоказываег 

и. 1. 158. 
После установления тока в цепи вольтметр, очевидно. будет 
показывать напряжение 


Е. — 1.5 А. Прн этом вольтметр 


= „)= 0.75 А. 


р о [9 
= и-Ью и— Ю 
вы 


Итак. сразу после замыкания ключа показание вольт- 
метра скачком падает от 150 В ло 75 В, в затем постепенно на- 
растает до 100 В (рис. 8). 

Н. Слободецкий 


Ф 


> > 
Пусть т, — масса первого шарнка, 0, но, — его скорости 
соответствеино до н после столкповевия. #1» — масса вгорого 


шарика. аз. ин ®., — его скорости до и после столкковення. 
Согласно закопу сохранения импульса 


т \, + т. Ао, =0, наи т, Ао, = —т.Аи.. (1 
где А9, = и; — и, — нзменеине скоросги первого шарика, 


— = > 


Лу. и, — 0. — изменение скороств второго шарика при 


столкновении. Мл (1) получаем 


т |\0:| 


2 ы— (2) 
И л 


Следовательно. для того чтобы иайтн отношение масс шаров, 


нужно построить векторы Ли, и Ао, п затем взять обратиое 
отношение их модулей. 


р ® ”. 1 
и. *. 1 
Рис. “ 

И. СА 
у’. ' 
ы „- 
", 0% 


и. 2 1 
Е НАЯ 
=; ——< 
т 
1", © =>, 
ь. 
Е г °. 
НИ .! С 
Рис. 11. 


Ф474А. Цель. показанная на 
рисунке 12, собрана из одина- 
ковых резисторов п вольтмет- 
ров. Первый вольтметр по- 
казывает И; = № В. п тре- 
тий — Цз= 8 В. Каково по- 
козание второго вольтметра? 


Скорости шариков равны перемещениям ша риков за 
время т между нослеловательными вепышками лампы. делен- 
ным на т. Так как значевие т одинаково для обоих шариков 


1 
как до. так н после столкиовения, то в масштабе |:— век- 


торы. нзображающие скорости шариков, нросто равны век- 
торам перемещения шариков за время между последователь- 
нымн вспышками лампы. Воспол ьзуемея этим для того. что- 


> > 
бы найти Аи, и А0-2- 
Мы знаем, как двигался один из марников до столкнове- 


ния. Для того чтобы построить вектор №ё,, необходимо 
также знать. как двигался этот шарик после столкновения — 
по ветвн И. ИГ или Г\? Для того чтобы выяснить это. нам 
придется перебрать все возможные вариаиты (нх всего три). 
Прн правильном выборе траекторий движения шариков 


— > 
векторы Аи, и \и. согласно ранснству (1) должны быть на- 
нравлены в нрямо нротнвоположные стороны. 


Прежде чем ирнстуинть к построению. заметим. что Аи 
не меняется при «обращении» дьнжения шарика. то есть если 
до столкиовення шарик 1 двнгался по ветви {, а после столк- 


новеиня — по ветви 11. то Аи такое же. как н в том случае, 
если до столкновения он двигался но ветви [|. а после столк- 
новения — ло нетви 1. 

Теперь мы можем приступить к ностроению. Предполо- 
жим, что к шарнку | относятся ветви Ги И, ак шарнку 2 — 
ветвн ИГи 1\. Построив в этом случие векторы изменений 
скоростей шариков (рис. 10). получим, что оин не направлевы 


вдоль одной прямой (на рнсунке 10 для удобства векторы в 
1 
ностроены в масштабе 1 я . Следовательно. наше предно- 
# 


ложеине не верио. Проверяя так же другие возможные ва- 
рианты. убеждаемся: что к зиарику | относятся ветви Ги 1\. 
а к шарику 2— ветви Ши НИ (рис. 11). Измерив длины векто- 


= 


ров. изображающих Аи, и А#.. найдем: 


т ЦА 1 
т С 
АЦ 


Теперь ответнм на второй вопрос. Обозначим т; время 
между моментом столкиовения шарнков и носледией до столк- 
новения вспышкой лампы. Тогда ясно. что неремещение ша- 
рнка зв это время должно составлять т//т часть перемещення 
шарика за время т между всиышкамн. Измерив соответствую- 
ие неремещения первого шарнка. найдем. что 1, т равно 
1.19. Таким же оно должно быть и для второго шарика. 
Неносредствениым намерением убеждаемся, что этому Усло- 
вию удовлетворяет ветвь 111. Следовательно. шарик 2 до 
столкновения двигался по ветви 11. 

И. Слободецкий 


® 


Ясно. что вольтметры не идеальные — в противиом случае 
токи через резисторы ие протекали бы. и ноказания вольт- 
метров были бы одинаковыми. 

Показания вольтметров пропорциональны токам. те- 
кущим через них. Значит. токи, текущие через резисторы |, 
Па И! относятся как Е 

По: бб: 9:0: (9 - Ц: Е. 
Поскольку резисторы одинаковы. падения напряження на 
инх пропорциональны токам. Для резисторов Ин ИТ нмеем: 


О О, 


4% 


/ ПН Ш 


$475. Но рисунке 13 приведе- 
на вольтамперная характе- 
ристика лампочки от карман- 
ного фонаря. Лампочка вклю- 
чена и схему. показанную на 
рисунке 14. 


1) Найти графически ток 
в лампочке. 
2) При киком положении 


9вижка потенциометра на- 
пряжение между точками А 
и В равно нулю? 

9) При каком положении 
движка потенциометра на- 
пряжение между точкоми А 
и В почти не будет меняться 
при небольших изменениях 
э.9. с. батареи? 
Внутренним  сопротивдени- 
ем батареи пренебречь. 

ТА 


04 


Рис. 


откхла 
в © 
из--И.0, Ц, — Чу =0. 
Из этого уравиения находим: 


и= 0,4 И 


та (50, +46, 


х 


1} Ток 2. текущий через ламну. н напряжение {/ на ней свя- 
заны зависнмостью. приведенной на рисунке 13. Но прн вклю- 
чении ламвы в схему ток н капряжение оказываются связан. 
ными и еще одним соотноненнем: У -- М 28 @ (см. рис. 14). 
Ясно. что если на рнсунке 13 построить этот график, то точка 
пересечении его с вольтамлериой характериствкой лампы 
определнт значення ( п 7. Выполинв построенне (рис. 15), 


найдем: 
1 = ©,34 А. 
2) Чтобы напряжение Идл между точкамн А и В равня- 
лось нулю, нужно так установить движок потенцнометра, 
чтобы выполнялось равенство Исв = Ив, —= Осл =1,6В 


(рис. 16). Следовательно. отношение сопротнвлений А, н №, 


«плеч» потенциометра (ЮВ, -+ В. = Ю} должио удовлетво- 
рять условню 
К, Ур, Иса 
К. _ к, &— Ис’ 
л \.6 
ни Ш К — 9 4. откуда 
К, = 160м, А, = 24 Ом. 


3) Чтобы ирн малом изменеини э. д. с. & батареи нанря- 
жение дл почти ие менялось. надо так подобрать плечи 
потенииометра, чтобы изменение напряження на левом плече 
{Ю,) было таким же. как нзмененне панряжения на ламие. 

При изменении э. д. с. на малую величину АЙ напряже- 
ине (сл на ламие меняется иблизи «рабочей точкн» (1.6 В) 
на малую величину 

АИсА = А — АМ, 


где А! — изменение тока в лампе при малом нзменении АИслд. 


Аба вблизи 
рабочей точки равио угловому коэффициенту касательной 
1 


Выясннм, как зависит АГ от АИсл. Отношенне 


к графику функции / ((сл) я рабочей точке: аи ""* 
А 


Построив касательную. найдем &я= 0.08 (рис. 15). так что 
А/ = АЙсаАЁ == 0.08 АЙсА г 
Игак. АЙсА = А& — АЦИслЁг, откуда 
Аг 
АА =. 


Напряженне Исв на левом плече потенциометра © со- 


противлением А, равно Исв= Е: при нзмененнн 


э. д. с. на малую величину А& напряжение Исв меняется 
на всличниу 


ю 
АИсв = А8. 


Приравняв АЙсл и АИсв. получим: 


Ю 


К = 


Ф476. Природные уран  со- 
стонт из смеси двух изотопов 


с относительными  атомны- 
ми массами 235 п 238 п отно- 
нением концентраций 
7: 000. Даля увеличения кон- 
центрацеи 354, который 
применяется п атомных ре- 
акторих. используется исте- 
чение оазообразного соедине- 
ния УР, (шестифтористый 
уран) и чакуум через малень- 
кие отверстия (эффузия}. Газ 
пропускается через трубу Т 
с  пористыми стенками 
(рис. 17). Прошедший через 
стенки трубы сил откачива- 
ется из сосуда С. Определить 
отношение концентрацие 
23505 и 238 СЕ, и откачивае- 
аюл: газе. Относительная мас- 
са фтора равна 19. 


Ф477. Резиновое кольцо мас- 
сы т лежит на глидкой гори- 
зонтальной плоскости. Коль- 
цо немного ристягиваклт так, 
что оно сохраняет форму 
окружности и центр его ос- 
тается неподвижным. После 
этого кольцо отпускают. 
Описать дальнениее поведение 
кольца. Коэффициент упру- 
Фости резинового жеута ра- 
вен К. 


Подставив численные значения. найдем 
Ю. == 0.22 Оч. А — В, => 18 Оч. 

При этом Ида 2 0.6 В, вн при изменении э. д. с. © п преде- 
лах 41 В значение Ил меняется менее чем на 0.03 В. Рас- 
считанная нами схема зюжет быть использована как стаби- 
лизатор иебольших напряжений: впрочем, практически луч- 
ше использовать вместо потенинометра вторую нень из лач- 
почки и резистора. включенных п обратном порядке. 

А. Зилоберман 


Ф 


Обозначим л`уи л. число молекул соответственно 21 СЁЕ; и 
388 Рь в единице объема газа СЁ». За время Г через отверстие 


влощади $ проходит чнсло А, молекул 2153, равное 
№: = зб. 
н число №, молекул 2330 Ре, равное 
Мо = им». 
>. . 
гле 2\, них, — ироекцин средних скоростей молекул С Ро 
и 238Р, на ось х. направленную периендикулярино отверстию. 
Отношение №^№., — отношение коинцентраций молекул 
235] Рон 238]; п откачиваемом газе — равно 
А ежа 
№. бы.” 


у [2 
Очевидио. что —^" = та ‚где или и»-- средиие квалратичные 


Чхе 
: р ЗАТ 
скоростн движения молекул газов. Так как э= = 
А п, 1/лм. 
где т — масса молекулы, то == —" у — (т, нм, — 
Ма: Мь п 


массы молекул 220; и 23% ЕР‹ соответственно). Отсюда 


ва р /352 
А, 1000И з34а `1000° 


И. Слободецкий 


®* 


Из соображений симметрии представляется ясным, что коль- 
цо будет колебалься — растягиваться и сжиматься. сохра- 
няя форму окружностн. п центр его будет оставаться непо- 
движным. Чтобы убедиться правильностн эгнх представ- 
лений. достаточно рассмотреть движение какой-пибудь од- 
нов точки (или малого элемента) кольша п убедиться п том, 
чго она действительно совершает колебания. 

Выделим малый элемент А кольиа. Когда кольцо растя- 
нузо. на элемент А со стороны соседних участков кольца 


действуют силы || упругости. направленные по касатель- 


Рис. 19. 
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ным. Равнодействующая |Р] этих сил паправлева к центру 
кольца (рие. 18). Под действием этой силы элемент А сае- 
мается к положению равновесия: ири этом длинна его умень- 
изется. Проскочив но инерции положение равновесия (когда 
длина его пормальна — релина ие растянута). элемент иро- 
должает двигаться к центру. Ирн этом со стороны соседних 
участков на мего начинают действовать сжимающие его силы 
хиругости, равиодействующая которых направлена от цен- 
тра кольца к положению равнонесия. Таким образом, изирай- 
ление силы периодически меняется на прогивоноложное. 


Посмотрим. как связаны между собой величина |ЁР| этой 
снлы и величина Аг смещения элемента от положения рамио- 
весия. 


Силы упругости || пропорннональны растяжению (уд- 
лннению} ^{ элемемта, и растяжение \Ё пропориионально 
смещению Аг элемеита от положения равновесвя (рис. 19). 


Следовательно. сила |Р| пропорциональна смешенню Ах 
элемента А от положения равионесмя. А как изнестно. под 
действием такой снлы тело совершает гармонические коле- 
бания около положения равновесия. Зиачит. действительно 
кольно будет колебаться около положения равновесия — 
положения. в Котором оно ие растянуто и ие сжато. 
Найдем пернод этих колёбаний. В момент максималь- 
ного растяжения вся механическая энергия Ё, кольца равна 
его потенцнальной энергии — экергий упругой деформации: 


ВА? Е [2 ли -- А) - 24: 
Ее по а Ва а 


{« Аг — амнантуда колебаннй каждой точки кольца}. 
Прн прохождении кольмшюм ноложения равиовесия его нол- 
ная механическая энергия Е» равна сумме книетических 
эиеруий всех его точек; 


=> з 
Е К \ ПИ тах тт 
сы за — 6 2 
Е 


{Гтях — скорость каждой точки кольна при прохождении 

положения ранвновсеня). Так как тоение отсугстиует. то со- 

гласно закону сохранения механической энергии Е, == ЁЕ»2: 
.з 

Ттах 


> - 


ЕН 
Отсюда найдем отах: 
Г 
4 
Отах = 98 | Е 
т т 
Но при гармонических козебаннях сетах - ®а. Значит. 


о =2л и г н период колебаний каждой точки 
т 


кольца, а следователыю, период колебаний нсегб кольца 
разен 


А. Абрамян 


По страницам школьных учебников 


А. Звонкин 


Анализ 
помогает алгебре 


Довольно часто алгебраическую за- 
дачу удается решить. подыскав и 
нсследовав методами анализа какую- 


нибудь подходящую  вспомогатель- 
ную функцию. С такими задачами 
мы познакомимся на этом занятин 
математического кружка. 
Пример 1. Сколько корней 
имеет уравнение 
х*—Зх=-а? (1) 


Решение. Как известно, су- 
ществует формула лля решения ку- 
бического уравнения («Квант». 1976, 
№ 9). Однако эта формула очень 
громоздка. Нельзя ли найти число 
корней уравнения, не решая его? 

Используя производную, на- 
рисуем график функции у->хЗ—Зх 
(рис. 1а). На том же чертеже нарн- 
суем график функции уга. то есть 
горизонтальную прямую (на рисунке 
16 изображено сразу несколько таких 
прямых - для разных значений а). 
Количество корней уравиения (1) есть 
просто количество точек пересечения 
наиего графика и прямой*). Сразу 


*) То. что прямзя действительно пере- 
секает график так. как показано на чертеже, 
вытеклет из п. 84 учебника «Алгебра п на- 
чала анализа |2. Действительно, функция 
х—х3--3х иепрерывиа и монотоцна ца каж- 
дом из промежутков |—©<, —1]. |—1, 1], 
|}, со |: следовательно, ее множество зна- 
чений иа каждом из этих промежутков — 
промежуток; ноэтому. например, для лю- 
бо 0Е|!—9; 2} существует такое хо® |—}; 
1 |. чо {бу==а. причем. ввиду монотонности 
функнии { има отрезке |.-5 1]. такое хо 
единственно. В последующих примерах чита- 
зель легко проведет подобное рассуждение 
сам. 


бросается в глаза особая роль крас- 
ных прямых. Если прямая у=а ле- 
жит между красными прямыми, т. ©. 
а |<2, то она имеет с графиком 
функции } (х)=х?—Зх три точки пе- 
ресечения, если выше или ниже 
{ ю [>2} — одиу, сами же красные 
прямые (|а|=2) имеют с графиком 
две общие точки (одна из них — 


точка касания). 
Задача }. 
уравнение 


Сколько корней имеет 


3х3—50х3-|- 136 х=а? 

Задача 2. Сколько корней имеет 

уравнение 
ехт-а? 

Прнмер 2. Сколько 

имеет уравнение 
Г т 

Решение. Рассмотрим пять 
случаев взаимного — расположения 
графиков у- а’ и у-х (рис. 2). Ри- 
сунок 2а соответствует значениям 
аЕ10. 11|, рисунок 26 — значению: 
а= |, остальные три рисунка (от ри- 
сунка Эв к рисунку 2д а возрастаег) — 
значенням а>>1. Количество решений 
уравнения. (2) в каждом нз пяти слу- 
чаев видно «невооруженным гла- 
зом». Единственное, что по существу 
осталось узнать, — ирй каком зиа- 
чении а--а, имеет место картинка 2 г, 
то есть прямая ух касается кривой? 
Ответить на этот вонрос нам поможет 
производная. 

Пусть хо — абсцисса точки касания 
А (рис. 2г). Тогда |’ (х,} = а® та = 1. 
Кроме того. а = ху .Получилась сн- 
стема 


корней 


{2) 


[*х. 
[та 1. 
Решим ее. Для этого во второе урав- 


Рис. 1. 


Рис 3. 


И 


а.<а<! 
НУ 
г 7 


нение вместо а“ подставим х, полу- 


Рис. 3. 


1 
чм =. Полученное значение 


х подставляем в первое уравнение: 


та 


жития 
образуем: 


логарифмируем и пре- 


ит 
и ма 


1 ` 
В = о 98] -= —] та) 
=. ша 1 [ | | и (ша) 
[ 
1 т 
ыы наи — ие “> 
} 
Итак, а с“- 


Задача 3, 
уравнение 


Сколько корней нмеет 


а“ =1ор,, х? 
Указание *). На рисунке 3 изобра- 


*) См. также статью А. Егорова в «Квантеё» 
№ 3 за 197 е. с. %. 
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жены пять случаев взаимного расположе- 
ння графиков у=а” и у=юнох. Лия удоб- 
ства нуяктиром изображена Также прямая 
ух. Функцин а‘ п Ю8, х взаимно обратны, 
поэтому их графики симметричны относи- 
тельно этой прямой. Вам остается „нинь 
найти значения а; на... 

Заметим, кстати. что рисунок За изо- 
бражен на обложке учебника «Лигебра 8» 
(при а: 10). Особенно иитересным нам кажет. 
ся случай. изображенный на рисунке Зл. 
Такая картинка получается. например. при 

1 


чт 3 


Е 1 м 
Упражнение. Дая а = 16 "2Идите 


координаты точек перессчения. 

Пример 3. При каких значе- 
ниях а существует такое положитель- 
ное $, что уравнение 


ха 26-шх (3) 


имеет единственный корень? 


Рис, 4. 


Рис. 5. 


Рис. 6. 


Решение. Как всегда. начнем 
с картинки. На рисунке 4 лзображены 
три случая взаимного расположения 
графиков и=х?а и у=26-шх (для 
р>0). Ясно. что уравнение (3) имеет 
единственный корень тогда и только 
тогда. когда эти графики 
ются (рис. 46). В точке касания 
совпадают не только значення самнх 
рункций { (х) = ха ис ()-26. шх, 
но и зиачеция их производных 


‘ 


. > 2Ь 
Го=2х ив 0) = —_— . Получилась 
система: 


№ а=9Ь-]нх 


ож. 
Хх 


Из второго уравнения этой системы 
находим х=-- И Ь (напомним, что 
по предположению &5>>0). Значение 
х = —И Б системе не удовлетворяет. 
так каки х прих = —УИЪЬ не опре- 
делен. Подставляя полученное зна- 
чецие х в первое уравнение, нолучаем 
а=ф- п 6—6. (4) 


Таким образом. графики у=х?-на и 
у=2ь.1п ох касаются. если и только 
еслн выполнено условие (4); прн этом 


каса- 


касание происходит в точке с абснис- 
сойх=ИЬ. 

Задача свелась к выяснению сле- 
дукицего вопроса: при каких значе- 
ниях а существует такое Ь. что вы- 


полняется равенство а: В м р 
Еще одна, эквивалентная. форму- 
лировка: найти множество значе- 


ний финкции }(6) Ь.ш 6—6. 

Контрольный вопрос: 
почему мы опустили требование по- 
ложительности 65? 

На координатной плоскости Офа 
нарисуем график функиии Ь- 
>Ь.116-—Ь рис. 5). Теперь ответ 
на поставленный вопрос «почти ясен»: 
нужное значение $ существует при 
а>а. (значений может быть н два!). 
Значение а, находим из уравнения 
ГБ) =0. Поскольку Г (В)=Шш 6. 6, =1. 

Таким образам, «= [(6,)=—1. 

Контрольный вопрос. 
Как видно из рисунка 5, если а при- 
надлежит интервалу |-—1. 01|, то ему 
соответствуют два значення 65. Что 
это означает для графнков у=х*--а 
н у=—26.|п х? Нарнсуйте. 

Иногда знание количества 
корней помогает решить уравнение. 
Например. если известно, что некото- 
рое уравнение нмеет ровно один 


корень, можно попробовать просто 
угадать его. 
Пример 4. Решить уравнение 


х? 
со$х - 1-—-—_. 


2 
Решение. Один из корней это- 
го уравнения легко угадывается: х= 
=0. Есть ли ене корни? Обратимся 
к графику (рис. 6). Вблизи точки.х=-0 


: 2 
графики функинй у= с0$ хну=- '_— 


так похожи друг на друга, что без 
дополнительного исследования не- 
возможно понять, какой из рисунков, 
ба нлни 66, — правильный. Пойпробу- 
ем доказать, что для всех х520 


хе 
справедливо неравенство созх >>1—-=- 


(то есть равенство невозможно). 


Пусть Ех) = ох. 


2 
Эта функция четна, (т.е. { (х)={ (—-х)}, 
поэтому рассмотрим только положи- 
тельные значения х. Поскольку } (0)= 
=0. для доказательства неравенства 
7 (^)>>0 прин х>>0 достаточно устано- 
вить, что } возрастает на полупрямой 
[0. + со|. Учитывая, что } непрерыв- 
на при х=0, достаточно установить, 
что }’(х)>0 прн х>0 («Алгебра н 
начала анализа 9», п. 54). Поскольку 
Ё(о)=х— т х, неравенство [(х)>0 
равносильно неравенству $1 х<х, ко- 
торое при х>>0 очевидно*). 
Последний пример, который мы 
рассмотрим, касается обобщения не- 
равенства между средним геометри- 
ческим п средним арифметическим. 
Легко доказать, что при х>>0, 


у>0 ымеет Или 


место 


причем равенство достигается тогда 
н только тогда, когда х=у. Запншем 
это неравенство в таком виде: 
| й 
3 } | 
ху хтзу. 


Напрашивается следующее обобще- 
ние: 

Пример 5. Пусть положи- 
тельные числа а и $ таковы, что а-- 
--Ь-=1. Доказать, что для всех х>0, 


*) См. также «Алгебра и начала анализа 
10», п. 77”. 
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у>0 справедливо неравенство 
х9у <ах-- Ву, (5) 
причем равенство достигается тогда 


иотоблько тогда, когда х=у. 


Решенне. Произведем  сле- 
дующие равноснльные преобразова- 
ния неравенства (5): заменим В на 
1—а, перенесем все члены в одну 
часть и поделим обе части на у (по- 
скольку у>0, знак неравенства со- 
хранится). Мы получим неравенство 


х ха 


х 
Обозначим ни й заметнм, что 


{>0. Осталось доказать. что при {>>0 
наЕ! О. 1[ имеет место неравенство 
а1—19+-1-в>0, 
причем равенство достигается тогда 
и только тогда, когда { -1. Это дока- 
зательство мы оставим в виде упраж- 

нения читателю. (Указание. 
Функция а:— #--1—а при {==1 нмеет 
минимум). 


Задачи 

4. Сколько корней 
а) г -- ах? 

6) 3х*-|-4х3—3З6х2=0?, 


имсет уравнение 


в) =- а? 


шх 


5. Решить (одно уравнение с двумя не- 
известными): 


1 = 
а) +2 Ух -- 39 (1 — ту; 


в) 47--1=-21 11.51 4. 

6. Нарисовать на плоскости (р. 4) мно- 
жества значений (р, 9). при которых урав- 
нення 

а) х* = Зр?х-|-9. 

6) р = хх >00 
имеют 0, |,2,... решений относительно х. 

7. Решнть уравнения 

а) пх =: х—+1 

6) (х—1) ег-} х2—Зх--2=0 

в) тх хо. 

8. Определить (без помощн таблни), кз- 
кое число больше — ей или п®. 


__ И 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. В соревпованиях по бегу участ- 


вуют десять снортеменов: — Андрей, 
Виктор, Ефим, Захар, Иван, Клим, 
Михаил, Николай, Тимофей и Федор 
(рис. 1). Спортсмен, первым пришелд- 
ий к финншу, получил 9 баллов, 
вторым — 8 баллов, третьнм 7 ит. д.. 
вплоть до последиего, который нолу- 
чил 0 баллов. Как распределились 
баллы между участниками бега, от- 
ражено на рисунке 2. Определите с 
помощью этого рисунка, сколько бал- 
лов получил каждый из десяти спорт- 


сменов. — Подставьте вместо цифр 
67 480, 2401290 564, 953 564 на- 
чальные буквы имен спортсменов, 
получивших соответствующее колн- 
цество баллов. Что у вас получи- 
ось? 


2. Согните из мягкой проволоки фи- 
гуру. при параллельном  проектн- 
рованни которой на различные плос- 
кости получаются буквы С, Л, О, Г, 
написанные так, как изображено на 
рисунке 3. 

3. Две девочки играют в такую игру: 
они по очереди отрывают лепестки у 
ромашки. За один ход можно отор- 
вать либо один лепесток, либо два со- 


седних (с самого пачала) лепестка. 
Выигрывает девочка,  сорвавшая 
последний лепесток. Докажите, 


что вторая девочка всегда может вын- 
грать (у ромашки больше двух ле- 
пестков). 

4. Живут пять братьев: Иван, Степан, 
Андрей и близнецы Сергей и Агей. 
Произведение лет Сергея и Агея рав- 
но году рождения Андрея, а произвс- 
дение лет Андрея и Степана равно году 
рождения Ивана. Как зовут сына Ан- 
дрея, если он в пять раз моложе свое- 
го`дяди — тезки? 


Фе 


Иван Андрей © 


20 2 2-4, 


Захар Тимофей Клим Федор 


2 д, 


Виктор Михаил Николай 
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л д зоров 


Знакомы ли вы 
С ЛИНЗОИ? 


Наверное, нет из свете такого маль- 
чика, который не игра бы с увели- 
чительным стеклом линзой). Виро- 
чем. 1 девочки тоже. А хорошо Зи вы 
знаете линзу? Это можно легко иро- 
верить иа онытах. 

1. Если у вас есть стеклянная лин- 
за. ограниченная двумя выпуклыми 
поверхностями (одна из них может 
быть илоской нли даже вогнутой). по- 
лучите с ее помошью изображение 
Солниа па листе белой бумаги. Лучи 
от Солица, находящегося очень дале- 
ко от Земли, падают на Землю прак- 
тическн параллельным нучком. .Тинза 
собирает эти лучи п точке, называе- 
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мой фокусом. Расстояние от линзы 
до фокуса называют фюкусным рас- 
стояинем. Определите фокусное рас- 


стояние вашей линзы. Подумай- 
те, почему стекляниую линзу нногда 
называют — «зажигательыним ^_ стек- 


лом»? 

2. Подойдите к включенному теле- 
визору.  расволожите линзу между 
экраном и листом белой бумаги. Пе- 
ремещая лист, получите на нем чет. 
кое изображение телевизионпого эк- 
рана. Каким будет это изображение? 

Кстати сказать. точио так же ус- 
строен фотоапнарат. голько там роль 
белого листа бумаги играет фотонленка 
или фотонластинка. 

Нетрудно нолучить изображение 
окна, включенной настольной ламны, 
удаленного здания. Может быгь. вам 
даже удастся таким образом «ефото- 
графировать» своего товарища. 

Попробуйте вращать лиизу во- 
круг оси, нернендикулярной — плос- 
кости сечения линзы. Поворачивает- 
ея ли изображение? 

3. Получив на листе бумаги ка- 
кое-нибудь изображение, вниматель- 
но рассмотрите его. Затем закройте 


Посмотрите на эту красивую Фотографию капель расы на листе. Оказывается. вояяные 


капельки—это тоже линзы. Изображенне в канезльке тем больше, 


капелька. 


Чхнпо А Макиенко 


половину лиизы. Что изменилось при 
этом? Их конечно, изображение ос- 
галось на Том же месте и тех же раз 
меров. по яркость его уменынилась 
Постарайтесь объяснить это. 

4. В ирнициие, любое прозрачное 
тело с неплоской поверхностью обра- 
з\ет лнизу. Так, очень хорошо уве 
личивают стеклянные шарики. при 
чем оказывается, чем меныше шарик, 
тем больше его увеличение. Именио 
маленький шарик был главной частью 
в первом микроскопе. 

Гели у вас есть такой шарик. вы 
можете сделать себе исилохой кар- 
манный микроскоп. Для удобства 


Ниче си с 


Пусть Ри $ — точки, онределяе 
мые  уравцециями (П} при у=Ён 
уравнениями (2) соответственио. Ко- 


= 
орлинаты вектора ЗР равмы размо- 
стн координат точек Р. $: 


О ИЕН. Пе 
х: -2 Со-ееь $. 
Ала Зе. 
у=- с05-- та. (3) 
| ‘ 
2 —ш — 


чем меньше сама 


шарик лучик закрепить и оправу 
Рассматриваемый ипредмег надо рас 
иолагагь как можио солиже в 13| Ш 

Стеклянные  цадоцки (их можно 
найтн в школьном химическом  каби- 
нете) тоже лиизы. 

Даже волнистая поверхность Во- 
ды действует как лниза Включите 
све п запион комнаге, пналеите 
ваину Воды и слака взволи\ ите во- 
\ по дну ванны иоде хветлье 


«зайчики» 


Сделяйте те опыты 
рассказали, и нодумайте, 


которых мы 
какие еще 


иитересные опыт! жно провести 
ЛИЗОЙ. 
Из уравивии видно, чго векгор 


ян 
$Р меняется нери- 


, = 
одом 4л. Его длина '5Р|, как п сле- 


периодически. с 


1 
ловало ожидать. остается равной 
(проверьте!) Следовательно. — изме- 
нения этого вектора сводился к од- 


ним повор АГ, причем при изменении 
ф на величину Эл направление век- 
тора меняегея па ротивоноложное, 
а при изменении я в диапазоне от 0 


(Окинчиние см. ©. 81) 
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Практикум абитуриента 


А. Виленкин 


Производная 
и задачи 
на экстремумы 


Введение в школьную программу про- 
изводной позволяет единым методом 
решать различные задачи на нанболь- 
шие и наименышие значения. Но, как 
показывают результаты  вступитель- 
ных экзаменов в вузы в 1977 году, 
далеко не все поступающие умеют это 
делать. Некоторым «тонким» вопросам 
из этой области и посвящена настоя- 
щая статья. 


1. Возрастание и убывание функции 


В икользом учебнике («Алгебра и на- 
чала анализа 9», п. 54) есть следую- 
щЩая теорема и замечание, на которых 
базируется исследование возрастания 
и убывания функции с помощью про- 
НЗВОДНОЙ- 

Теорема. Если (<) >0 в каж- 
дой точке интервала Г, то функция {| 
возрастает на интервале 1: если р (х)< 
< 0 в каждой точке интервала [, то 
функция { убывает`на интервале- {. 

Замечание. Если функция | 
монотонна на интервале ]а; 6[ и не- 
прерывна п тоиках аи, то она моно- 
тонна и на отрезке [а; 6]. 

Эта теорема и замечание позволя- 
ют решать многие задачи на нахож- 
дение интервалов и промежуТков мо- 
нотонности. 

Пример |1 
1977). Найти промежутки 


(МИИГАНК *). 
возра- 


*) Московский институт инженеров гео- 
дезни, аэрофотосъемки и картографии. 
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стания и убывания функции 
— 2х8— 3х2. 
Найдем производную данной функ- 


ЦИИ: 
у’ =6х2-—6бх=6х (х—1). 

Мы видим, что при возрастании х 
производная функция у’меняет знак, 
когда х проходит через точкн 0 и 1. 
Нарисуем ось Ох (рис. 1) и рассмот- 
рим три промежутка: |—00; 0], [0; 
1] и [1;: -+о[. На каждом из них 
у’ имеет один и тот же знак (и обра- 
щается в ноль в точках 0 и 1), поэ- 
тому из приведенного замечания сле- 
дует. что функция у возрастает на 
промежутках |0; О] и [1; о [ 
н убывает на промежутке [0; 1] (схе- 
матнчески это изображено стрелками 
на рисунке 1). 


у= 


2. Наибольшие и наименьшие 
значения. — Критические точки 


Напомиим. что точка х., принадле- 
жащая области определения функции 
{, называется 
. точкой минимума функиии {, если 
существует такая окрестность 
|5. 6;хо-6[ точки Хе, что для всех 
хх оиз этой окрестности {(х)>Кх о); 
точкой максимума функции р, ес- 
лн найдется такая окрестность 
|х.— 5; хо- 6[ точки хо, что для всех 
х-Ехо из этой окрестности [(х)<К(х о). 
. Точки минимума или максимума 
называются точками экстремума дап- 
ной функции, а значения функции в 
этих точках называются экстрему- 
мами функции. 

Как найти точки экстремума дан- 
ной функции? Для этого часто при- 
меняется следующая теорема. 

Теорема Ферма. Если точ- 
ка Хо является точкой экстремума для 
функции ри в этой точке существует 
пронзводноя, то она равна нулю: 
Го) 0 («Алгебра и начала аналн- 
за 9», п. 55). 


Ио - + 


ЦА м, 


Теорема Ферма помогает искать 
точки экстремума функции } следую- 
щим образом, По этой теореме точка- 
мн экстремума могут быть лишь те 
внутренние точки области 0], в ко- 
торых ироизводная существует и рав- 
на нулю, либо точки, в которых про- 
нзводная не определена. Все такие 
точки называются «критическими» для 
данной функции. 


Отыскав критические точки и про- 
межутки монотонности данной функ- 
ции, часто удается найти и точки мак- 
симума или минимума этой функции. 
Так, в рассмотренном выше примере 
в критической точке х | функция 
нмеет минимум в силу того, что она 
убывает на промежутке |0; 1] и воз- 
растает на 11; +09[. 

В большинстве практических за- 
лач, однако, требуется найти ие эк- 
стремумы, а нанменыпее значение не- 
которой функини (сырья, матерналов, 
затрат) или иаибольшее (продукини, 
прибыли и т. п.). В чем разница меж- 
ду этими понятиями? 


Когда мы говорим, что функция | 
имеет п точке хи экстремум, скажем, 
максимум, что мы тем самым описы- 
ваем поведение функции вблизи дан- 
ной точки (но только вблизи!): функ- 
ция Ёв некоторой окрестностн данной 
точки определена ни ее значения зсюду 
меныие /[(х,). Однако поведение функ- 
ции «вдали» от точки ух. мы не опре- 
леляем. Даже если точка х. является 
точкой максимума функции |, вне не- 
которой окрестности этой точки зиа- 
чения функции могут начать увелн- 
чиваться и превзойти значение {(х о}. 


Как же нскать нанболынее и нан- 
меньшее значения днфференцируемой 
функцин на всей области ее опреде- 
ления? 


Наибольшее (или нанменышее) зна- 
чение функции может достнгаться ян- 
бо на границе области определения 
функции, либо внутри этой области. 
Если оно достигается в некоторой 
внутренней точке. то в этой точке 
производная не может быть ни нво- 
ложительной (тогда функция в этой 
точке возрастала бы). нн отрица- 
тельной (тогда бы функиия убыва- 
ла}, поэтому производная равна 
нулю илн не существует, то есть та- 
кая точка — кригическая. Однако 


наибольшее значение функции может 
достигаться и в граничной точке об. 
ласти определения функции, где про- 
изводная ни при чем (она не опре- 
делена, так как у этой точки нет ок- 
рестности, на которой функция оп- 
ределена). Значит, граничные точки 
надо рассматривать отдельно. 
Получается следующее правило 
(оно приведено в и. 59 учебника): 


Для отыскания нанменышего и наи- 
большего значения Эифференцириемой 
функции. заданной в некотором про- 
межиутке. следует 

найти все критические точки функ- 
ции, лежащие внутри промежутка; 

вычислить значения функции в этих 
точках и на концах промежутка; 

и3 всех полученных таким образом 
чисел выбрать наименышее и наиболь- 
шее. 


Заметим еще, что если функция 
задана на интервале, то у нее мо- 
жет и не быть наибольшего 
нли наименьшего значения на этом 
интервале. Такова, например, функ- 
ция у(х) х на интервале ]0;: 11: она 
не достигает ни наименышего, ни наи- 
большего змачений. Действительно, 
на левом конце интервала 3х) ста- 
новится сколь угодно малой, но зна- 
чение О не принимает, а справа «не 
достигает» значения 1. Еще один при- 
мер: функция 


х—2 


у (х) = ЕТ 


заданная па интервале |1; ЗЕ. Когда 
х приближается к 1, значения фун- 
кции неограниченно возрастают (го- 
ворят, что функция стремится к 
«плюс бесконечности»). Когда же х 
приблнжается к 13, значения 
функции неограниченно  убывают 
{функция стремится к «минус беско- 
нечности»)! Здесь нет даже значений, 
которых функция могла бы «лостни- 
гать». 

Отметим, что для дифференцируе- 
мых функций, заданных на отрез - 
ке, такая непрнятность возникнуть 
не может. 

Теперь остановимся на некоторых 
иримерах. 


Пример 2 (МЭИС *), 1977. 
Найти наименьшее и наибольшее зна- 
чения функции ух) =х— ах на от- 
резке 1; е[. 

Здесь у’=1--2/х.  Приравнивая 
производную нулю и решая получен- 
ное уравнение, находим: х=2. По- 
скольку 1<.2<5е, эта точка — крити- 
ческая. Далее, анализируя формулу 
у’ =1-_2/х, мы видим, что пронзвод- 
ная не определена при х=0, но эта 
точка вне отрезка |1: с\. Значит, 
функция определена и дифференци- 
руема на отрезке 11: е|} н потому но 
указанному выше правилу обязапа 
принимать наиболынее и наименьшее 
значение, причем эти значення будут 
каждое в одной из трех точек: х=1, 
х=е (граничные точки), х=?2 (крити- 
ческая точка). Имеем: у!) =1, у(2)= 
=2—21и2, (ге) =е—2. Оценив эти чис- 
ла. можно показать. что (2) — наи- 
меньшее, а (1) — наибольшее значе- 
ние данной функции на отрезке |1; 21, 
но сравиить 2-—21п2 и е—2 нелегко. 
Проще нсследовать поведение функ- 
ции на данном отрезке. Строя схему 
знаков производной и возрастания и 
убывания функции у (рнс. 2), нахо- 
дим, что функция и убывает на |1; 2] 
и возрастает на [2; е\. Значит. паи: 
меньшее значение фуикнии и сущест- 
вует и достигается при х=2 (и это— 
точка минимума). Наиболылее значе- 
ние тоже существует и достигается 
в одной из точек х=1, х=е (но ни од- 
на из них не является точкой макси- 
мума!). Сравнивая и(П)=1Т п и(е)= 
—=е—2. находим, что е—2<2,9—2= 
=(0,9<1. Значит, наибольшим зна- 
чением функции является #41) =1. 

Подобным образом (по знакам про- 
изводной) исследуются все крнтиче- 
ские точки функции, когда требуется 
найти все экстремумы фуикции и ука- 
зать нх характер. Общее правило 
здесь такое. 

Если в точке хо производная мс- 
няет знак с чилюса» на «минус», то 
х. — пючка максимума функции; 

если п почке х и производная меняет 
знак с «минуса» на «плюс», то х, — 
точка минимума функции: 


*) Московский электротехнический ни- 
стнтут связн. 


если производная в точке х. равна 
нулю, но положительна как 90 лищки 
Хи, так и за нео, или отрицательна 
как до точки Ао, Мак он за нею, то 
функция не имсет в точке х» ни мак- 
гимума, ни минимума (такие точки 
называются «точками перегиба»). 

Пример 3. Найти жетремумы 
и наибольшие и наименыиие значения 
функции шх)=Зл>--5х*41 на сипрез- 
ке |2; 2]. 

Приравнивая нулю производную 
ух) =15х*—15х?, получаем три кри- 
тические точки: х=— |, х=0, х=1. 
Строя схему знаков производной 11 ио- 
ведения функинн (рис. 3), находим. 
что функция у имеет в точке х=—1 
точку максимума, в х=0 точку ие- 
региба и в точке х=1 точку минимума. 
Сравнивая значения функцин у В точ- 
ках х= —2, х=—1, х=| и х=2, на- 
ходим, что наибольшим значением 
функцин на заданном отрезке явля- 
ется #{2)=57. а наименыним 5 -2)= 


=—50. 


3. «Текстовые» задачи на 
экстремумы 


Выше мы остановились на исследова- 
нии функций с помощью производной. 
Необходимость такого исследования 
возникает ири решении самых раз- 
нообразных прикладных («текстовых») 
задач. Общая схема решения этих за- 
дач следующая. Мы описываем ус- 
ловня задачи переменными и урав- 
нениями и выписываем функцию, эк- 
стремум которой надо найти. Эта 
функция обычно зависит от многих 
переменных, но с помощью уравнений 
мы выражаем все переменные через 
какую-либо одну, подставляем их в 
выражение для функции и получаем 
функиню от одной переменной, после 
чего стандартным методом проводим 
исследование. 

Пример 4 (МЭНС, 1977). Най- 
ти конус наибольшего объема, обра- 
зующая которого имеет данную дли- 
ну [. 

Объем конуса выражается через 
высоту Н н радиус основания конуса 
КЮ следующим образом: 


р 1 : 
} = яЕ?Н. 


В эту формулу входят две перемен- 


у' Е о + 
1 2 е 2Р 
у а“ р 
Гочка 
„минимума 
Рнс. 2. 
+0-0 -0 + 
= т, 0 1 2 т 
Точка 
максимума 
Точка 
перегиба 
Точка 
минимума 
Рис. За. 
Точка у ? 
максимума р 


Точка 
перегиба 


Точка 


минимума 
Рис. 36. 
у' + о = 
0 КУ; 1 Н 
Точка 
у максимужа 
Рис. 4. 


ные (Ю и НЯ), но с помошью условия, 
что образующая имеет длнну {[, мож- 
но исключить одну из переменных. 
Какую именно? В принципе — 6без- 
различно, но на практике надо учи- 
тывать, что далыне нам придется ре- 
шать уравнение У’=0, поэтому луч- 
ше оставить ту переменную, через ко- 
торую И выражается нанболее про- 
сто. В данном случае имеем: В? 
1 = Ё, откуда А = й — В*, 
а также Н? = Р—А*. Получаем: 


У(Н) = > п(— НН, 
у (В =-- С а 


Видио, что лучше оставить Н, тогда 


и) и деН— дДЗ, 


и «НН =—- е—дИ?. 


Функция У определена (по смыслу 
задачи) при Н 610; {|. Критическая 
точка всего одна: Н = ИМЗ. Строя 
схему знаков производной и новеде- 
ния функции (рис. 1), мы видим, что 
Н = ИУЗ — точка максимума, при- 
чем п ней достигается и иаибольщее 
значение функции И, так как до этой 
точки \У возрастает, а после нее — 
убывает. 

Заметим, чго если бы в задаче 
спрашивалось, при каком радиусе @С- 
нования объем конуса наибольший, на- 
ше решение не изменилось бы. Мы 
сначала нашли бы У(Н), точку мак- 
симума (и намболынего значения) 


Н=ИУуЗ. а потом 
= (1/3): =1ИВ. 


Упражнення 

Е (МИТХТ.). 1977). Найти ианбольшее 
и наименьшее значения функции у(х) = 
= л'—Вх* —9 на отрезке [—1:3]. 

2 МИИХ*=). 1977). Найтн наибольшее 
и илименьшее зпачення функции у(х) = 
=25т 2х + с054х ма огрезке [0:; я 3]. 


*) Московский инстнтут тонкой химнче- 
ской технологии. 

**} Московский институт народного хо- 
зяйства. 


3 (МГУ, мехмат. 1977). Дапа функиня 
[о -=с0$ х.ЗИ х, хе [--л; п]. Доказать, 
что нанмепьшее значение фуикинн { на этом 
отрезке больше — 1,39. 

4 (МЭНС. 1977). Цена бриллчаита про- 
порциональша квадрату сго массы. Если 
бриллиант разбить на две частн. то в каком 
случае общая стоимость двух честей будет 
наименьшей? 

5 (МЭНС. 1977). Даны точки А (0: 3) 
н В (4: 5). Найта ва оси Ох точку М такую. 
чтобы $— | АМ |-:-|МВ] было наименьшим. 

6. Найти наибольшее значение функции 
и (х) - чп (т х). 

7. Требуется постройть иссколько одина- 
ковых домов общей жилой площадью 
40 000 м?. Затраты на постройку одного дома 
жнлой площадью $ складываются из стон- 


мости фундамента. пропорннональной } $, 
и стоимостн наземной частн, пропорциональ- 


ной $И$. При стронтельстве дома жилой 
площадью 400 м" 80%, затрое илет иа фунда- 
мент. Сколько падо строить домов. чтобы 
затраты были наименьшими? ^ 

8. Мошуюсть. затрачиваемая на лвиже- 
ние парохода. пропорциональна кубу его 
скорости. Найти нанбалее экопомичную ско- 
рость парохода ири движении против течения, 
скорость которого равиа о’ км, ч. 

9. Имеется батдрея с внутренним со- 
противлением г. Какое сопротивление надо 
подключить к битарее. чтобы выделяемая на 
нем мощность была панбольшей? 

10. На горизоитальной нлоскоств ле- 
жит киринч массы т. С какой ианменьшей 
{по модулю) силой и под каким углом к плос- 
кости надо его тянуть. чтобы он сдвинулся с 
места, если коэффициент трения равен А? 

11 (МИСиС*), 1977). Определить интер- 
валы возрастания н убывання. экстремумы 
н построить схематнически трафик функции 


а) Ё(х) == х1 --2 х?4-5; 
6) 1 (х) = м --2 23—20 де; 


в) #(х) = «— 2. хз Вх:: 


йо) = а --02 


до) = 3х —х+2. 


Г2 (МИСиС. 1977). На промежутке ]0: л| 
задапа фуикция у = | — созх. Найти иаи- 
большее значение абсциссы точки пересече- 
иня касательной к графику данной фупкиин 
с осью Ох. 

13 (МИСиС. 1977). Требуется изготовить 
закрытый нилипдрический Сак объемом У. 
Какими лолжиы быть его размеры, чтобы на 
его изготовление ушло панменьшее количест- 
во материала? 

14 (МВТУ**). 1977). Все вершины пра’ 
вильной треугольной иризмы иринадлежат 
„фере раднуса Ю. Какой должна быть высота 
нризмы, чтобы ее объем был инанбожьшим? 


*) Московский институт стали и спла- 
вов. 
**) Московское высшее техиическое учи- 
лище. 
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15 (МИСН *). 1977). ’Наиие паиболь- 
шее н нанменьшее значение фуикиий 


х 
а) [/(х) ХЕ 4" ‘презье ря: ОЕ 


6) 1х) - м — 8х: - 9 ина отрезке 
1-5 ТЯ 
хз 
в) [4х) = си Хх: 1 на отрезке 
[--3; = #[. 


16 (МВТУ. 1977). Одно из оснований 
цилиндра являегся сечением шара. й друге 
освование принадлежит бо.ныному кругу 
этого шара. Радиуе шара равен Ю. Какой 
должна быть высога ннлиидра, чтобы его 
объем был наибольшим? 

17 (АННХ. 1977). Найти 


н нанменьиюс значения фуикции 


наибольшее 


а) (4) - 2.23— 9.2%. 12.2 на от. 
резке [-—1; 1й; 
.: 2х й 7-й 
61) =“ па отрезке [-5; 2; 
шо 
ро) их 9х . 12 шх на 


отрезке А = 
г) [2 Ех — 15 юз х.. 36 Юр. х 


на отрезке |4; 16]. 

18 (МИСиС, 1977). Из веех конусов. 
опнсанных около данного шара, найти тот, 
который имеет пзимепьший объем. 

19 (МАН. 1977). Корабль стоит ма якоре 
в 9км от ближайшей точки берега. С; корабля 
нужно послагь матроса в лагерь. рэбсположен- 
ный в 15 км. считая по берегу. 1 банжайшей 
к кораблю гочки берега (лагерь рахположеи 
на берегу). Есян матрое может лелать пеш 
ком о 5 км:Час. а на веслах по 1 км: час. то 
п каком иуинкте берега он дозжен ирнстать, 
чтобы попасть в лагерь в кратчаниюе влемя? 

20 (МАИ. 1977). В равнобелренный тре- 
угольинк с основанием & и высотой А винсан 
иримоузольник гак. что две его вершины ле- 
жат па основанин треугольиика. п две дру- 
гие — на боковых сторонах. Какова должна 
быть высога прямоугольника. чтобы и имел 
нанбольшую площадь? Найти эту площадь. 

21 (МИСыьС. 1977). Две точки движут- 
си по осям координат в положительных на- 
правлениях с постоянными скористямн и, И 
#2. В какой момент времени расстояние меж. 
ду движущимися точками булст  изимеиь- 
нес. сели в начальный момент они занимали 
положения ( -3: О} и 40: 5}? 

22 (МИСьС. 1977). В фигуру. ограинчен- 


ную линиямн угл? у=2х", х=б виисаи 
парзллелограмм паибольышей плошади так, 
что дес сго верипиия лежат на прямой 
х7б. п лас другие — ма парабояаах и=А?. 
уи=2 х?. Найти эту плошаль. 

23 МИСиС. 1977). В фнгуру. ограии- 
ченпую прямой у=3Зх п параболой узх”. 


вписан ирямоусольних паябольней олошадни 
так. что лне ско вершины лежаг на прямой. 
а дис лругие — па параболе. Цайти эту н.ло- 
щадь. 


*) Московский инженерно-строительный 
НСТИТУТ. 


Л. Тарасов 


Симметрия 
в задачах 
по физике 


С понятием симметрии человек 
встречается фактически везде — 
в природе, технике, искусстве, науке. 
Всиомиим симметрию, свойственную 
бабочке и кленовому листу, симмет- 
рию форм автомобиля и самолета, 
симметрию в ритмическом построенин 
стихотворения или музыкальной фра- 
зы, симметрию ориаментов, симмет- 
рию в атомной структуре молекул и 
кристаллов. В частности, бимметрия 
довольно часто встречаегся в задачах 
по физике. 

Что такое симметрия? Многие за- 
трудняются дать ответ на этот вопрос, 
хотя проявления снмметрин в различ- 
ных конкретных случаях восирини- 
маются практически всеми. В повсед- 
невной практике с понятием симмет- 
рии обычно сопоставляют нечто урав- 
новешенное, гармоничное, обладаю- 
щее хорошим соотношенчем пропор- 
ций. Прн конкретном применении это- 
го понятия говорят, например, о сим- 
метрин относительно оси, симметрин 
при отражении в зеркале, симметрии 
квадрата, правильного шестнугольни- 
ка и т. д. 

Решая задачи, мы нередко ис- 
пользуем симметрию, ие оговаривая 
этого факта, как печто само собой ра- 
зумеющееся. Так, представляется оче- 
видным, что центр тяжести однорол- 
ной прямоугольной пластины нахо- 
дится в точке пересечения ее днагона- 
лей, что поле вне заряженного метал- 
лического шара можно рассматривать 
как поле точечного заряда, находяще- 
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гося в центре шара, что математиче- 
ский маятник совершает колебания, 
симметричные относительно иаправ- 
ления силы тяжести. 

В решениях задач часто можно 
встретить фразы тнпа «из соображе- 
ний симметрин ясцо, что...» или «на 
основании симметрин можно заклю- 
чить...». Вот несколько конкретных 
примеров. 

Задача 1. Четыре одинаковых 
точечных заряда 9 размещены п вер- 
шинах квадрата. Какой заряд О про- 
тивоположного знака надо поместить 
й центре квадрата, чтобы система 
зарядов оказалась а равновесии? 

Равновесие означает, что сумма 
сил. приложенных к каждому заря- 
ду, равна нулю. При этом достаточно 
рассмотреть равновесие одного из пя- 
ти зарядов. Спрашивается, какого? 
Из соображений симмет- 
рин ясно, что рассматривать за- 
ряд @ не имеет смысла, так как оц 
будет находиться в равновесии неза- 


висимо от своей величины. Опять- 
такнь из симметрин оче - 
видно, что все заряды д эквива- 


лентны, так что с равным основанием 
можно выбрать любой из иих. Рас- 
смотрим, папример, заряд. находя- 
щийся в точке А (рис. 1). Изобразим 


силы Р,, ЕР», Ёуи Р.. действующие на 
него со стороны остальных четырех 
зарядов. Спроектируем этн силы на 
направление АВ и запишем условие 


Рис. 1. 


равновесия: 
[2-Е] с0$45° — 


и" | &6545° м =0, 
или, нспользуя закон Кулона (одн- 
наковый для всех слагаемых множн- 
тель 1 тЫ попутно сокращаем): 

и. см 3 бы 
22 и а? — 9а* р” 
(здесь а’— длииа стороны квадрата). 
Отсюда следует, что 


= ФУ2+ 1). 


Задача 2. Четыре черепахи 
находятся в веришнах квадрата со 
стороной а. Они начинают одновре- 
менно двигаться с постоянной по ве- 


= 


личине скоростью и, причем первая 
черепаха все время держит курс на 
вторию, вторая на третьо, третья 
на четвертую, четвертая на первую- 
Встретятся ли черепахи? Если встре- 
таятся, то через какое время? 
Прежде всего заметим, что с точ- 
ки зрения условия задачи все черепа- 
хн полностью равиоправны, эквива- 
лентны друг другу. Из сообра- 
жений симметрни ясно, 
что в любой момент времени черепахи 
будут образовывать квадрат, а ско- 
рости их будут направлены по сто- 
ронам квадрата (рис. 2). Орнептация 
и размеры таких квадратов будут из- 
меняться со временем — до тех нор, 
пока квадрат не стянется в точку О 
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(тогла черепахи ц встретятся\. Опять- 
таки из соображенийсим- 
метрии точка О — общий центр 
всех упомянутых квадратов. Для того 
чтобы пайтн время {, через которое 
произойдет встреча черепах, разло- 


жим вектор скоростн © черепахи на 


составляющую и,, направленную к 
центру О, и пернендикуляриую со- 


ставляющую и.. Тогда 
М а? @/1/> 7’ а 
ТТ 5 [51 


Задача 3. Однородный брусок 
массы т висит на трех вертикальных 
проволоках равной длины, расположен- 
ных симметрично (рис.3). Определить 
натяжения проволок, если средняя про- 
волока стальная, п две другие медные. 
Считать, что модуль Юнга стали 
в два раза больше модуля Юнга меди, 
а поперечные сечения проволок одина- 
ковы. 

Из соображений сим- 
метрии ясно, что удлинение А! 
всех трех проволок одно и то же. По 
закону Гука силы натяжения сталь- 
ной и медной проволок равны соот- 
ветственно 


[Е. |= 41 ЗЕ Ев [ Е, | =" Ел. 


Рис. 3. 
2 
С р 
РИ 
Рис. 4 


Рис. 5. 


где Ес и Ех — модули Юнга стали 
н меди, 5 и $ — начальная длина 
н площадь поперечного сечения про- 
волок. Учитывая, что из условия рав- 
новесия бруска 


2 
находим 


[Е [= [а [2 [Е [- [Е 


Задача 4. Их трех одинако- 
вых проволочных колец сварен каркас, 
показанный на рисунке 4. Найти со- 
противление между точками А и В, 
если сопротивление четверти длины 
каждого кольца равно В. 

Из соображений сим - 
метрни очевидно, что в точ- 
ке А электрический ток в равных час- 
тях распределится по ветвям АС, АЕ, 
АО, АН, поэтому точки С, Е, р, Н 
будут иметь одинаковые потенциалы. 
Следовательно, по кольцу СЕРН ток 
не идет. Убрав мысленно это кольцо. 
находим искомое сопротивление Ю дв 
как общее сопротивление четырех па- 
раллельно соединенных проводников 
с сопротивлением 2АЮ каждый: 

Ю ав = 28/4 = ПО. 

Разобранные задачи наглядно по- 
казывают, как на практике работают 
соображения симметрии. Во всех слу- 
чаях имела место определенная сим- 
метрия физической ситуации: одина- 
ковость по величине и знаку зарядов, 
расположенных в вершинах квадрата; 
симметричное начальное положение и 
одинаковое поведение черепах; сим- 
метрия подвесной конструкции в слу 
чае балки ит. п. Встречаются, однако, 
задачи, где симметрия присутствует 
не столь явно, а как бы в скрытом 
виде. Для выявления симметрии надо 


Е |+ | Ее [-- т | =-0, 


3 


Рис. 6. 


немного видоизменить рассматривае- 
мую в задаче ситуацию (не меняя, 
разумеется, се физического содержа- 
ния). В результате «симметризации» 
задачи удается, как правило, быстро 
н просто найти искомый результат. 
Приведем примеры. 

Задача 5. Найти пазожение 
центра тяжести плоской фигуры, по- 
казанной на рисунке 5, а. 

Очевидно, что центр тяжести фи- 
гуры находится где-то на отрезке ОЛ. 
Чтобы найти его положение, заменим 
несимметричную фигуру, показапную 
на рнсунке 5, а, двумя симмет- 
ричными фигурами, вложенны- 
ми друг в друга (рис. 5, 6). Одна 
нз них — это круг радиуса г.2, а дру- 
гая — круг радиуса г с двумя сим- 
метричными круговыми отверстиями 
радиуса г/2 каждый. На рисунке 5, 6 


показаны силы тяжести А, и Р, этих 
фигур, точки приложения сил оче- 
видны из соображеннй симметрин. 

Обозначим через х расстояние ис- 
комого центра тяжести О’ от точки О. 
Из условия равновесия (условия ра- 
венства нулю суммы моментов отно- 
сительно оси, проходящей через точ- 
ку О’) получаем: 


|, х—| Е, | (7/2 —х) =0, 


или, учитывая, что сила тяжести фи- 
гуры пропорциональна ее площади: 


(лил?) пи Ах) =0. 


Отсюда х = #6. 

Задача 6. Тошечный заряд +9 
находится над проводящей плоскостью 
на расстоянии г. С какой силой он 
притягивается этой плоскостью? 

Заряд +49 наведет на плоскости 
отрицательные заряды, плотность ко- 
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торых будет уменьшаться по мерс 
удалеция от заряда +39. Картина си- 
ловых линий и эквипотенциальных 
поверхностей электрического поля, 
созданного точечным зарядом +9 и 
наведенными на плоскости зарядами, 
показана на рисунке 6, п (сплошные 
синне линии — силовые линии поля, 
пуиктирные — сечения эквнпотен- 
циальных поверхностей). 

Если эту несимметричную карти- 
ну дополнить до симметрич - 
ной (рис. 6, 6), то получим картину 
электрического поля, образованного 
двумя точечными зарядами +9 и— д, 
находящимися на расстоянии 2г друг 
от друга. Это означает, что сверху от 
плоскостн электрическое поле, соз- 
данное точечным зарядом --4 и наве- 
денными зарядами, совиадает с полем 
точечных зарядов +4 и —9. Следова- 
тельно, искомая сила притяжения за- 
ряда -- 9 к плоскости равна силе взан- 
модействия зарядов у и — 0: 


Задача 7. Мяч бросают с по- 
верхности земли под углом ©. с началь- 


ной скоростью и, (рис. 7, а). На рас- 
стоянии Г от точки бросания нахо- 
дится вертикальная стенка. Мяч упру- 
го ударяется о стенки и отскакивает 
обратно. На каком расстоянии х от 
стенки он приземлится? 

Уберем мысленно стенку и про- 
должим траекторию полета мячика 


(пунктирная зиция на рисунке Т, 6). 
При упругом ударе о стенку абсолют- 
ная величина скорости мяча не изме- 
няется, а угол падения В равеи углу 
отражения В,. Следовательно, участ- 
ки траектории АВ (в отсутсавие стен- 


ки) и АС (при наличии стенки) сим - 

метричиы относительно прямой 

АА, (относительно стенки). Отсюда 
получаем: 

х=0В--1= 2 

Я 

Задача 8. Между точками А 
и В включено сопротивление Ю. Кроме 
того, имеются еще М—2 точек, при- 
чем между каждой парой точек, вклю- 
чая сюда ц точки А и В, также при- 
соединено сопротивление К. Найти ре- 
зультирующее общее — сопротивление 
между точками А п В. 

Разместим мысленно указанные 
№—2 точки ца прямой ОО, отиоси- 
тельно которой точки А и Всим- 
метричны. Тем самым мы перей- 
дем от несимметричной картины, по- 
казанной на рисунке 8, а, к симмет- 
ричной картине, приведенной на ри- 
сунке 8, б (на рисунке №=6). Из со- 
ображений симметрии ясно, что по- 
тенциалы всех точек на прямой ОО, 
одинаковы, поэтому эти Точки можно 
разъединить. Тогда искомое сопротив- 
ление А. можно найти по формуле: 

1 | Ви 
РИ: = Те 


т 2 — [. 


Отсюда 
Ю_в=2 М. 

Вернемся к вопросу. поставленно- 
му ранее: что такое симметрия? По 
какому основному признаку можно 
усмотреть ее присутствие в том или 
ином случае? Известный немецкий ма- 
тематик Герман Вейль предложил 
прекрасное и простое определение 
симметрии, согласно которому сим- 


метричным называется такой пред- 
как-ию 


мен, котарый можна изме- 


[2] 


Рис. 9. 


нять, получая в результате то же, 
с чего начали. Так, в задаче 4 поворот 
проволочного каркаса вокруг прямой 
АВ на угол 90` возвращает нас к ис- 
ходной ситуацни, то есть фактически 
ничего не изменяет. Это — симметрия 
квадрата; она имеет место также в за- 
дачах 1 и 2. В задачах 3, 5, 6, Ти В 
мы встречаемся с так: называемой зер- 
кальной симметрней — симметрией по 
отношению к отраженню в плоском 
зеркале; сечение плоскости этого зер- 
кала (плоскости симметрии} показано 
на соответствующих рисунках крас- 
ной линией. 

Однако понятие симметрии связа- 
но не только с чисто геометрическими 
преобразованиями (поворотами, отра- 
жениями, переносами и т. и.). Об- 
ратимся к Такому примеру. . 

Известен случай с одним опытным 
наборщиком. Набнрая страницу за- 
дачника по физике, он увидел в ру- 
кописи следующее выражение для по- 
казания амперметра в цепи, нзобра- 
женной на рисунке 9: 


Я 
+ К.К,В: + Ю,К.В. - ВЮ. Ю.К. 
В.К, + К.К, 52 ®.К. 


Посмотрев внимательно на это выра- 
жение, наборщнк заявил, что в нем 
содержится какая-то ошибка. Дело 
в том, объяснил он, что, согласно 
рисунку, показание амперметра не 
должно измениться, если, например, 
поменять местами сопротивления КЮ. 
нАЮ.. Если же в рассматриваемой фор- 
муле заменить ВЮ. на Ю., а Ю. на К,, 
то результат, как легко видеть, изме- 
нится. Наборщик оказался совершен- 
но прав: в числителе дроби в формуле 
было пропущено слагаемое Ю,В,А .. 

Случай с наборщиком весьма по- 
учителен. Важно помнить, что если 
в данной ситуации (электрической 
схеме, конструкции и т. п.) имеет мес- 
то симметрия по отношению к пере- 
становке каких-то элементов, то эта 


[= 


симметрия должна проявляться п в 
соответствующих формулах. 


В заключение 
сколько задач 
решения. 


предлагается не- 
для самостоятельного 


Упражиения 
1. Мяч бросают горизонтально с высо- 


ты Н с начальной скоростью и (рис. 10). 
Мяч упруго ударяется последовательно о две 
параллельные вертикальные стенки. Найти 
расстоянне { между стенками, при котором 
мяч попадает п точку А 

2. Найти положение центра тяжести 
диска. в котором сделаны два круговых вы- 
реза. Как ноказано на рисунке И. 

3. В вершинах правильного шестиуголь- 
ника помещены одинаковые заряды - 4. 
Какой заряд @ следует поместить п центр 
шестнугольника, чтобы система зарядов ока- 
залась в равновесии? 

4. На расстоянии г от двух взаимно пер- 
пендикулярных проводящих полунлоскостей 
помешен заряд 4. Найти силу. действующую 
на заряд. 


Рис. 10. Рис. 11. 
А 
А 
В 
В В 
Рис. 12. Рнс. 13. 


5. Двенадцать одннаковых конденсато- 
ров емкостью С каждый собраны п батарею 
в виде восьмигранника (рис. 12). Какова 
емкость этой батарсн между точками А и В? 

6. Из одинаковых отрезков проволоки 
сопротнвлением А каждый сварена фигура, 
показанная на рисунке 13. Найги сопротив- 
ление между точками .1 в В. 
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Варианты 


вступительных экзаменов 
в вузы в 1977 году 


Уральский 
государственнный 
университет 

им. А. М. Горького 


Математика 
Варнанты пнсьменного экзамена 


Математнко-механнческий факультет 


1. На однн ряд, в котором 8 стульев, 
рассаживаются 5 юношей н 3 девушкн. 
Сколькнми способамн они могут сесть так. 
чтобы не все девушки оказались сидящими 
непосредственно рядом? 

Основанием пирамиды служит рав- 
нобедренный треугольник, боковые стороны 
которого равны а. а угол между ними равен 
а. Грань пнрамиды, проходящая через 
основание треугольника, перпендикулярна 
плоскости основания, а две другие обра- 
зуют с плоскостью осиования угол $. 
Найти объем пирамиды. 

3. Решить неравенство 


&—5 1 
ие фе 
0 бх 3 220. 
4. Найти все значення х из отрезка 
[—-л; 0}, при которых функция 
ы 
мт (^—2 *) 
<) =е удовлетворяет снсте- 


ме неравенств 


] 
м >->, 
Ро=— Но. 


Физический факультет 


1. Точка движется по коордннатной 
прямой так. что ее координата $ изменяется 


т 


_  л 
по закону $ — А+ В$т —2 (А н В — по- 


стоянные). Найтн ускорение нри {=-1. 

2. Периметр  равнобедреиного  тре- 
угольника равен 2р. Какой длнны должны 
быть его стороны. чтобы объем тела, об- 
разоваиного вращеннем этого треуголь- 
Нико Вор боковой стороны, был нанболь- 
шим; 


3. Решнть неравекство 


| ХЗ ара 
3 Бы " 
4. При каких значениях х из отрезка 
л 7х 
[5 = функция ут х- с0$ 2х удов- 
летворяет неравенству у” -у+2 УЗ_> 0? 


Задачн устного экзамена 


Математико-механический факультет 


1. Для каждого значения параметра 
п решить неравенство 


1082 (1 — х2)=1. 


2. При каких положительных зна- 
чениях параметра @ выполняется неравен- 
№ — а? 


ство Им 32? 
х-а Ух —| а 
3. Решить систему неравенств 


ов со ххюв, Ех, 
2 2 
ооккол 


4. Верно ли, что площадь фигуры, 
ограниченной линиямн уе, у==0, х==0, 
х=2, меньше 2? 

5. Длнна всей границы кругового сек- 
тора равна Г. Какова должна быть длина 
раднуса сектора, чтобы площадь сектора 
была наибольшей? 

6. При каких положительных зна- 
ченнях параметра п площадь фигуры, ог- 


раниченной линиями у-с0$ ах, у=О0, 
п л 
бах *=2а у больше 3? 


7. Найти все значення параметра а, 
при которых точкн минимума функции 
у=1-ах—х? удовлетворяют неравенству 


х ха 
5х б 0. 


8. Для каждого значения параметра 
а решить уравненне 


зтх— У@ == с0$2х-{ 2. 


9. При каком натуральном п девятый 
член п разэложеинни (1-- 0,1)” является ван- 
большим? 

10. Прямая (АД) делнт медиану [ВМ] 
треугольника АВС п отношении 5:1, 
считая от В. В каком отношении (АО) 
делнт площадь треугольника АВС? 


Физический факультет 


1. Существуют ли такие отрицатель- 
ные значення параметра а, при которых 


х-0 т? ах 
2. Решить уравнение 
1 — эпх 


П— я 5т2х = — У 2 ©05х. 


3. Решить неравенство 
: 3 
1 вап (к) (о х + 5)< 0. 


4. Вычислить площадь, ограничениую 
лниней [у |= 1 — х? 

5. Для каждого значения параметра а 
решить неравенство ]/ 5х? -|- а? >. — Зх. 

6. Решить неравенство хИП 21 > 28, 

7. Найтн объем параллелепипеда с реб- 
рамн а, 5, с, образующимн. друг с другом углы 
л 


2. @, а. 


8. Решить неравенство 


| р 1 
зтх.[5тх| = =. 


9. Прн каких положительных значе- 
ниях параметра а выполняется неравенство 
ах? — (а 2) х- Ва 


Пт де а 08—20) >? 


х-+а 


10. На координатной плоскости изоб- 
‘'разнть множество точек, координаты кото- 
рых удовлетворяют неравеиству 


(хх (у — | и =4. 


Физнка 
Математико-механический факультет 


1. Мячнк брошен вертикально вверх 
из точкн, находящейся на высоте #. Оп- 
ределить начальную и конечную (при уда- 


ре о землю} скорости мячнка, если за всё 
время двнжеиння он пролетел путь ЗА. 

2. Вагонетку массой т--3000 кг под- 
нимают по рельсам в гору, наклон которой 


&=30°, с ускореннем |а|=0,2 м/с. Коэф- 
фицнент трения н-=-0,1. Какую работу со- 
вершнла сила тяги на путн 1-50 м 

3$. Кнслород массой т=-10 г находит- 
ся под давленнем р, -=3 атм при температуре 
= 10°С. После расширения вследствие 
на'ревання при постояином давленин ки- 
слород занял объем У,=10-8 м. Найтн 
объем газа до расшнрення н температуру 
после расширения. 

4. Батарея из двух последовательно 
соединенных конденсаторов емкостямн 
С, =3.10-Ю Ф и С,=5-10-Ю Ф заряжена 
до напряжения (/=12 кВ. Определнть на- 
пряження на обоих коидеисаторах м за- 
ряды на нх обкладках. 

5. Емкость переменного конденсатора 
нзменяется от С,=56 пФ до С.= 667 пФ. 
Какой комплект катушек нндуктивностн 
нужно иметь, чтобы колебательный коитур 
можно было настранвать на радностанции, 
работающие в днапазоне длии воли от А, = 
—40 м до А,=2600 м? 


Физнческий факультет 


1. Локомотив на горнзонтальном уча- 
стке путн развивает постоянную снлу тя- 


гн ®|=3,5- 108 Н. На участке пути длиной 
1—=600 м скорость поезда возросла с [и,| = 


—10 м/с до ||=20 м/с. Определить 
коэффицнент трения, если масса поезда 
т=10% кг. 

2. В стеклянный стакан массой ти-- 
—=120 г при температуре &= 15° С налили 
тз=200 г воды при &#=80°С. Какое ко- 
личество теплоты будет передано стакану? 
Удельная теплоемкость — стекла = 
=0,20 кал/(г- град), воды — =! кал/(гх 
Х град). 

3. По газопроводу пропускают угле- 
кислый газ при давлении р-=4 атм н тем- 
пературе 1=7°С. Какова скорость движе- 
ния газа в трубе, если за время т= 10 ми- 
нут протекает т=2 кг углекислого газа? 
Площадь сечения канала трубы‘ $=5 см. 

4. На плоскопараллельную стеклянную 
пластину толщниой 4=2 см падает луч 
света под углом а-= 60°. Часть света от- 
ражается, а часть, преломляясь, прохо- 
дит в стекло. отражается от нижней поверх- 
ности и, преломляясь вторнчно, выходит 
обратно параллельно первому отраженно- 
му лучу. Определить расстоянне между 
двумя отраженными лучами, если коэф- 
фицнент преломления стекла п=1,73. 

5. Работа выхода электронов нз кад- 
мия А—4,08 эВ. Какова должиа быть дли- 
на волны света, чтобы прн фотоэффекте 
максимальная скорость вылетающих элект- 


роиов была равиа |5|=7,2- 10% мс? По- 
стоянная Планка #=6,62. 10-%Дж- с, мас- 
са электрома м==9,1* 10-31 кг. 


Э. Голубов, Р. Емлин 
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Киевский 
государственный 


университет 
им. Т. Г. Шевченко 


Математнка 


Варианты пнсьменного экзамена 


Механнко-математический факультет 


1. В правильную  четырехугольную 
пнрамнду. боковые грани которой накло- 
нены к нлоскостн осиования под углом ф, 
вписан цилиндр (одно основание цилиндра 
лежит в плоскости основания пнрамнды, а 
окружность второго его основания имеет 
по одной общей точке к каждой боковой 
гранью пирамиды). Раднус основания ци- 
линдра и его высота равны г. Вычислить 
объем иирамнды. Прн каком значении уг- 
ла ф объем пирамиды наименьший? 

2. Вычнелить площадь фигуры. ог- 
раниченной графиками функций 

ъ 


М— "| 
у = 4 


Н уж 7 — ||. 


3. Решить неравенство 


и юр2х 4 08, х? — 3> У5\(ов, х1 — 3). 
: 

4. Сколько есть четырехзначных чи- 
сел. запись которых в десятичной системе 
счисления содержит не более двух разных 
цифр? 


Физнческий факультет 


1. Вокруг шара раднуса г описана пра- 
вильная треугольная пирамида с высотой 
Н. Вычнслить площадь боковой поверх- 
ности пирамиды. При каком Н эта площадь 
наименьшая? Найти наименьшее значение 
илощади. 

2. Прн каких значениях х производ- 
ная функции 

и == зм 2х 4+ 1050$ х — бх 


равна нулю? 


3. Найти предел 
итй ЕЕ. . + 2л-- |. 
4. На плоскостн даны две взаимно 


перпендикулярные прямые. Найти мно- 
жество всех тех точек плоскости, произве- 
дение расстояний от которых до данных 
прямых равно сумме этнх расстояний. 


Задачн устного экзамена 


1. Решить уравнение 
5 [х| == т хр. 


2. Решнть неравенство 
я --- о 
2-0. 

3. Сколько корней имеет уравнение 


х5 =5х + 2а 
в зависимости от параметра а? 


4. Сколько решений нмеет  снстема 
уравненин 
Их Гир =Т, 
|х + у? =а 


Е зависимости от параметра а? 
5. Изобразить в прямоугольной систе- 
ме координат мвожество точек 


| у) | вм) (х--ру (и у 
6. Найти все значения а, 
множество 
{с дрен х <} 0 
Й {© ух уфа=0} 


содержит только одну 
точку. 
7. Построить графнк функции 


Их, 
и = 1-Е Юй ух, 
ы 


при которых 


точку. Найтн эту 


если х=1, 


если хр [. 


8. Доказать, что функция 


: 2 | р 
ое фю 2 — 3 3- 6х —1 
монотонно возрастает на В. 

Найти все значения а, при которых 
функция 


но=е— небе 


возрастает для всех хЕВ. 
10. Пусть д: нх, — соответственно, 
точка максимума и точка минимума функ- 
Цин 
1(х) — 2х1 — Эах? - 


каких @ №. =- а 


1. При каких а функция 


- 12а*х +1. 
Прин 


Ни) = 9-м +++ @ 0х2 


имеет отрицательную точку минимума? 
12. Пр каких значениях х обращается 
в ноль та из нервообразных функции 


[к = язт дх + 2х — 4, 


которая нри х=| имеет значение 32 
13. Вычислить нлощадь фигуры, огра- 
няченной графиками функций 


у зшх и у=- с0$х 


на промежутке [0; л]. 
14. Вычислить объем пространствен- 
ной фигуры, образованной вращеннем во- 


круг нрямой у=1 илоской фигуры. огра- 
ниченной графиком функцни 


у = 1 4+ созах 
д л. 2 
на промежутке | —-0_; -5 | иэтой пря- 
мой. у 
15. Будег ли последовательность 
п? —п4 1 

бт — ии! 

монотонной? 


16. Доказать, что для произвольного 
натурального числа л>2 


о Оь =. Е 
(1%) - 3) -1е) 
} п+! 
Я {1-==)= я ° 
17. Вычислить предел 


т У 5". 


и 


18. Сколько есть пятизначных чисел, 
п записи которых каждая последующая 
цифра больше предыдущей? 

19. Прямые В, 45, (3 параллельны п не 
лежат в одной плоскости. На В взято т 
точек. на {, — п точек и ина {; — & точек. 
Сколько есть треугольников г вершинами 
в этих точках? 

20. Сумма квадратов длнив всех сто- 
рон н всех диагоналей правильного много- 
угольника равна л?/?, где п — число сто- 
рон многоугольника, и г — раднус опи- 
санной окружности. Доказать это. 

21. Доказать, что отношение суммы 
квадратов длин меднан треугольника к 
ыы квадратов длин его сторон равно 


4 


22. Вычислить площадь равиобедрен- 
ной трапецин. если ее высота равиа Й, 
а боковую сторону видно из пенгра описан- 
ной окружности под углом ©. 

23. Можио ли нз отрезков. ковгру- 
энтных медианам треугольннка, построить 
треугольник? 

24. Вычислить длнны днагоналей па- 
раллелограмма, построенного на векто- 


рах а=5р-+ 29 н 5=р— 34. еслн известно, 
^^ 


> —- и д 
что [1 =2 У2. = Зи (р, 9) =. 


В. Вышенский, —Н. Перестюк. 


А. Самойленко 


Ярославский 
государственный 
университет 


Ярославский государственный универси:- 
тет был основаи в 1918 году по декрету. 
подписанному В. И. Лениным. В связи 
к тяжелым положением п стране после 
гражданской войны в 1924 году он был ре- 
организован в цедагогический институт. 
В 1970 году — и год столетия со дия рож- 
дения В.И. Ленина — университет воз- 
обновил свою работу. Сейчас н составе 
университетя 5 факультетов:  математиче- 
ский, физический. экопомический. биоло- 
гии и психологии. исторни и ирава. 

Мнтематнческий факультет имеет два 
отделения — математики н прикладной ма- 
тематнки. 

Студенты физического факультета <спе- 
циализнруются по теоретической физике, 
физике твердого тела и радиофизике. 


Математнха 


Математический факультет 


$. Из точкн Р (-—3; 9) крнвой у=хй 
опущены перпендикуляры на оси коорди- 
нат. В каком отношенни. считая от осн абс- 
цисс, кривая у=х? делит площадь прямо- 
угольника, образованного этимн перпен- 
дикулярами п осямн коордннат? 

2. Каким должен быть угол прн вер- 
шине равнобедренного треугольника, впн- 
санного в данный круг. чтобы его периметр 
был нанбольшим? 

3. Решить уравнение 


(х + 4) 08 (х 4 1) — (х— 4) Ю8, (х — 1) = 
в $ 
=—3 №8. (“—1) 


4. Доказать неравенство 


п1+1`>(л4-1)" (л53, п У 


Физический факультет 


1. Найти 
НН х* — 4х +4 
ут . 
хз—2х 
х-Уз 
2. Боковая поверхность правильной 


четырехугольной пирамиды равна а". Най- 
ти наибольший объем этой пирамиды. 
3. Решить неравенство: 


2 — 4 юрох 
0. 
и2х? —х—6 
4. Решить уравиекие: 
8145!" Я х— 1} 053 х от х — с05 хи — 0. 


М. Доброхотова 


Московский институт 
народного хозяйства 
им. Г. В. Плеханова 


МИНХ им. Г. В. Плеханова — один из 
старейших и крунненших экономическнх 
вузов Советского Союза. На его одиниадиа- 
ти факультетах обучается около 15 ты- 
сяч студентов. На 47 кафедрах института 
трудятся свыше 500 аспирантов. 

В институте имеются слелующие фа- 
культеты: общеэкономнческий (специаль- 
ности — планирование народного хозяй- 
ства, экономика труда}. экономической кн- 
бернетики. торгово-экономический (эконо- 
мика торговля. экономика обществениого 
пнтання, бухгалтерскнй учет в торговле и 
промышленности). финансовый (финансы 
н креднт в промышленности н торговле, 
планирование цен и ценообразованне}). 
товароведения н органнзации торговли 
продовольственными товарамн, товарове- 
дения н организаини торговля промышлен- 
нымн товарами, экономики промышленно- 
сти, экономики ин планнрования матери- 
ально-технического снабжения, техно- 
логнческнй — (инженер-техиолог по тех- 
нологни и организацнн общественного пи- 
тания). мехзническнй (ннженер-механик 
во машинам и алпаратам пищевых пронз- 
водств), заочный {инженер-технолог по 
технологин н организации общественного 
пнтання. экономнка общественного пита- 
НИЯ). 

На всех факультетах, кроме техно- 
логнческого, механического и заочного, 
вступительный экзамен по математике — 
пнсьменный; на технологическом факуль- 
тете — устный: на механнческом — н пись- 
менный, п устный; на ззочиом — устный на 
спецнальности «инженер-технолог» Н писЬ- 
менниый на второй специальности. 


Математика 


Варнант 1 


(Оля специильностей «экономическая ки- 
бернетика» и «экономика промышленности: >) 
1. Решить уравнение 


У! - с552х= И? созх, 


Зал 
где == . 


2. Найти область определения н мно- 
жество значений функцин 


Но = Их—1 +23. 


снование прямой призмы — иря- 
моугольный треугольник с площадью $ 
и острым углом ф. Площадь большей боко- 
вой грани равна @. Найтн объем призмы. 
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4. Исследовать фупкнию © помощью 

производной и постронть ее график 
у = х*— 2+5. 

5. Двузначное число втрое больше 
суммы свонх цифр, и квадрат этой суммы 
цифр равен утроенному нскомому чнслу. 
Найти это число. 


Вариант 2 
{товароведение и организация торговли 
промышленными товарами, экономика тор - 
говли } 
1. Решить неразенство 
47+! 1672 1ор; 8. 

2. В какой точке касательная к гра- 

фику функции 


образует угол 135 с осью Ох? Написать 
уравнение касательной. 


3. Найтн площадь фигуры, ограни- 


л л 
ченной на отрезке |: | графнка- 
мн функций 
и=зп 2х, у= 1-31 2х. 


4. Найти косннус угла прн вершине 
равнобедренного треугольника, — имею- 
щего наибольшую площадь прн данной 


постоянной длине { медианы, проведен- 
ной кего боковой стороне. 
+ Двое рабочих. работая одновре- 


меино, выполнили всю работу за 5 дней. 
Если бы первый рабочий работал в два 
раза быстрее. а второй в два раза медлен- 
нее. то всю работу онн выполнилн бы за 
4 дня. За сколько дней выполнил бы всю 


работу первый рабочнй, работая одия? 
Вариант 3 
(планирование цен и ценообразование, 


планирование народного хозяйства, финансы 
и кредит в промышленности и торговде) 
1. Решнть неравенство 


2. Найти промежуткн возрастания и 
убывания функиин 
Их) == 2—5. 04 -- (2]т2)х. 
3. Найтн площадь фигуры. ограни- 
ченной Графикамн функций 
прямоуголь- 


у=2—х?. у=|, у=0. 
+ Через гнпотенузу ВС 
ог треугольннка АВС проведена илос- 
кость &. расстояние от вершнны А до этой 
плоскости равно 3 см. Найти угол между 
плоскостью и и плоскостью треугольника, 
если А В| =10 см, АС] = 12 см. 
5.)Два поезда отправляются одновре- 

меннб навстречу друг другу со станцнй А 
н В. расстоянне между которыми 300 км. 
Первый из них приходит на стзииню В 
на [,5 часа раньше. чем второй.на станцию 
А. В то время как первый проходит 
250 км. второй делает только 200 км. 
Найти скорость каждого поезда. 


Варнант 4 
{экономика труда, экономика ы плани- 
рование _материально-технического снабже- 
ния, экономика общественного питания) 
1. Решить неравенство 
2х3 | 
=, ю=о. 
ха х— 12 2 
2. Найти нанбольшее н 
значення функцин 
Ко=2- 38 —32%.4-- 2.3% 
на отрезке [—1; 1]. 


3. Найти площадь фнгуры, 
ченной графикамн функций 


нанменьщее 


ограни- 


у х—4, у=4—х®. 


Радиус вписанной п конус сферы 
равен К. Найти объем конуса, если центр 
описанной вокруг конуса сферы совпадает 
с центром вписанной сферы. 

5. На мебельной фабрике изготавли- 
ваются столы и стулья. На изготовление 
одного стола расходуется 5 м досок и ыы 
фанеры. На нзготовленне одного стула 
расходуется | м досок н 2 м фанеры. Сколь- 
ко было произведено столов н стульев, 
если нзвестно, что досок и фанеры было 
израсходовано по 900 м? 

Варизит 5 

(товароведение и организация торговли 

продовольственными товарами, бухгал- 

терский учет а торговле и промышлен- 

ности, машины и аппараты пищевых 
производств) 

1. Решить уравиение 


2с05х—4$т х-с0$ хр 1=0. 
2. Решить неравенство 


18 (х— ПН о- < 18 (х- 5). 


3. В арнфметнческой прогрессин чет- 
вертый член равен 4. Прн каком значении 
разности этой прогрессни сумма попарных 
произведеннй первых трех членов про- 
грессин будет нанменьшей? 

4. В параллелограмме АВСР точка 
К — середииа стороны ВС, а точка М — 
середниа стороны СР. Найти |АП|, 


если |АК|]=6 см, |АМ] =3 смн КАМ— 
= 60° 


5. Составнть уравнение касательной 
к графику функцин 


ОЕ. л 
у= 5 ми? (4х — 5 
л 
в точке с абсциссой Ир 


В. Барбаумов, В. Ермаков, 
Г. Соеченко, Р. Сагитов 


„институтом в нашей стране, 


Московский 
автомеханический 
институт 


Московский автомеханический ‚„ институт 
(МАМИ) оргаинзован п 1939 году. В его 
создании приннмал участне один из круп- 
нейших ученых в области автомобиль- 
ной промышленности академнк Е. А. Чу- 
даков. 

МАМИ является ведущим учебным 
готовящнм 
специалистов по конструированию авто- 
мобилей и тракторов, инженеров-меха- 
никоь, ннженеров-испытателей, техно- 
логов машиностроительного пронзводства, 

В составе института — 4 факультета: 
автомобилей ни тракторов, автомобильных 
и тракторных двнгателей, технологии н 
автоматнзацни машиностроения, лнитей- 
ного и кузнечио-штамповочного произ- 
водства. 

Выпускники института. нмеющие хо- 
рошую теоретическую подготовку, зани- 
маются решеннем сложных и нитересных 
техиических задач. В настоящее время 
часть выпускников МАМИ направляется 
в научно-нсследовательские организации, 
спецнальные конструкторскне бюро, за- 
нимающиеся проектированием новых ма- 
рок автомобилей. Выпускинки института 
занимаются вопросами, требующими по- 
вышенного знання математнкн н физики: 
критическая скорость автомобнльной ши- 
ны, колебания автомобиля на подвеске 
(теория случайвых процессов), прочность’ 
я колебания автомобнльных двнгателей 
и трансмиссий (методы математнческой 
физнкн). автоматические устройства раз- 
ного рода (теория автоматического регу- 
лировання), устойчивость двнження ав- 
томобиля и многое другое. 

Для студентов, интересующихся ма- 
тематнкой и физнкой, кафедры высшей 
математики. прикладной математики, фи- 
зики, теоретической механики, теорнн ме- 
ханизмов и машин. электротехники и ав- 
томатикв организуют спецнальные семи- 
иары и научные кружкн. 


Математнка 


Варнант | 
1. Решить уравнение 
4х |-25+1. 80. 
2. Решить хравиение 


х 
2-5 +31-— 5. 


3. Решить неравенство 
х—1 


во, 
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4. Найти раднус оспования цилиндра, 
имеющего при данном объеме У наимень- 
шую полную поверхность. 

5. Найти функцню Ё(х}, если Р’(х)= 
= 41 н Р(1)=3, и построить ее график. 
Варнаит 2 

1. Решить уравнение 

23541 4= 9.24, 
2. Решить уравиеине 
65112х— Зап х- 205 х—со5х= |. 


3. Решить неравенство 


х—3 
27 
4. Найти высоту конуса нанбольшего 
объема, вписанного в шар раднуса А. 
5. Вычислить площадь Фигуры, огра- 
ннчениой линиями 


ух и у=5+3х— 2х". 


2х 
10% | 


А. Рязановский 


Московский 
государственный 
педагогический институт 
им. В. И. Ленина 


(физический факультет) 


Математика 

Вариаит 1 

1. Найти косяпусы углов, которые 
образует ‹ базисными векторами вектор 


а=6'— 9;-— ЗА. 
2. Решить уравнение 
7. 02х+3 — 5-42548 =: 0. 0бал+З. 
3. Решить уравнение 
зпх 


Хх 
Г- с0$х г 


4. Найти площадь фигуры. ограничен- 
- з 3 
ной кривыми у ==х? ну=ух. 
5. Построить график 
у = х*й — 22 5. 
Вариант 2 


1. Векторы пн 6 — 
взаимно пернеидикулярные. 


единичные и 
Найги угол 


между сучмой и разностью векторов р 
на. гле р=8а4-4Ь и у=даЬ. 
2. Решить уравнение 
7-2" — 45 = [0 


3. Решить уравиенне 
. Оз х - 
81" 2 3 5тх — 4 =0. 
4. Найти площадь фигуры. ограничен- 


иой кривыми 


у = 2. уже, х=|. 


7% 


5. Построить график 
уж — Зе 2. 


Ф нзнка 

1. С крыши упали две капли © интер- 
валом времени АГ. Расстояние между кап- 
лями через 1==2| с после впадения второй 
из них составляло #=50 см. Определить 
АЕ 

2. Груз массой т=10 кг перемеща- 
ют равномерно по Прямой м Ггоризовталь- 
вой нлоскости, прилагая снлу. направлеи- 
ную под углом я=30° к горизонту. Опре- 
делить величину этой силы, если коэф- 
фициент трения и=0.2. 

3. Два груза массами п =3 кг пм 
тз—6.8 кг висят на концах нити, вереки- 
нутой через блок. Мецьший груз находиг- 
ся на Н=2 м ниже большего. Грузы при- 
ходят н движение без изчальной скорости. 
Через какое время они окажутся на одной 
высоте? 

4. При выстреле п горизонтальном на- 
нравлепии ствол орудия. масса которого 
М=500 кг. откатывается на расстояние 
{=80 см. Определить среднее значение сн- 
лы торможения в тормозиом устройстве 
орудия. Масса снаряда т== 4 кг. его началь- 


иая скорость |и|=600 м.с. 

5. Льлина постоянной толщины пла- 
вает н воде. выдаваясь над поверхностью 
на высоту Я=2 см. Какова масса льдины, 
если ее площадь 150 см?? Плотность льда 
в1=0.92 г/емз. 

6. Сообщающнеся сосуды с площадью 
сечений 5, и 5. заполинли жидкостью 
плостности р. Затем колено сосуда с се. 
ченнем $, закрыли. п находящийся в нем 
воздух нагрелн от температуры То до тем- 
пературы Г. Определить темиературу Т. 
если уровень жидкости п колене г сечени- 
ем 55 поднялся на величину АН.. Началь- 
ный объем воздуха в закрытом колене Их, 
атмосферное давление ри=соп${. тепло- 
вым расширеннем сосуда н жндкостн пре- 
небречь. 

7. Для изгревания некоторого колн- 
чества воды от 0°С до темнературы кипе- 
ния на электрическом нагревателе потребо- 
бовалось 1,=15 мин. После этого нотребо- 
валось т.= | м 20 мив для обращеяня всей 
этой воды и пар при тех же условиях. 
Определить во этим данным удельную 
тенлоту парообразования воды. 

8. Две электрические лампочки вклю- 
чены н сеть пираллельно. Сопротивление 
первой лампочки А, =360 Ом. сопротивле- 
ние второй А,== 240 Ом. Какая нз лампочек 
поглощает большую мопиюсть и во сколько 
раз? 

9. Найти внутреннее сопротивление 
геператора, если известно. что мощность, 
выделяемая во внешией цепи, одинакова 
при двух значевиях наешинего сопротивле- 
ния АЮ\=5 Ом и Ю,=0.2 Ом. 

10. На каком расстоянии от собираю- 
мей лиизы с фокусиым расстоянием Ё= 
=12 см следует поставить предмет. чтобы 
его действительное изображение было в 
п=3 больше самого ‘предмета? 


О. Овчинников, Г. Шадрин 


Московский институт 
инженеров геодезии, 
аэрофотосъемкни 
н картографии 


Подробно о МИИГАиКе в «Кванте» (1977, 
№ 6) мы уже писалн. 
В настоящее время в составе инстнту- 


та имеются следующие факультеты: гео- 
дезический со специальиостямн 
астрономо-геодезия (специализация: мор- 


ская геодезия), прикладная геодезия, кос- 
мическая геодезия; аэрофотогео- 
дезический со специальностью 
аэрофотогеодезия; картографичес - 
КИЙ со специальностью картография 
(специнализацня: проектнрованне и состав- 
ление карт, издание карт); оптико- 
механнческий, готовящий спе- 
цналистов широкого профиля по оптиче- 
скнм и оптико-электронным приборам. 
При институте действуют заочный факуль- 
тет со специальностями прикладная гео- 
дезия, азрофотогеодезия, картография 
и вечерний оптнко-механнческнй факуль- 
тет. 
С 1977/78 учебного года институт при- 
ступил к подготовке специалистов в 06б- 
ласти исследования природных ресурсов 
(на аэрофотогеодезическом факультете). 
Студенты этой специальности  занима- 
ются высшей математнкой и физикой 
по расширенной программе. В задачи 
специалистов по исследованию природных 
ресурсов входнт разработка наиболее эф- 
фективных методов понска полезных иско- 
паемых, защиты окружающей среды н 
т. п. Срок обучения по этой специаль- 
ности — 5 лет 6 месяцев. 


Математика 
Вариант 1 
1. Решить уравненне 
10бак +17 -Н 10х70. 
2. Вычислить без таблиц 
$1127°30'. $4п 45°—с05 45°. с052 52°30', 
3. Решить неравенство 
5х [< 6. 
4. Решить неравенство / (х) >” (х), еслн 


Ноя, в 2. 


5. Вектор Ь коллинеарен вектору в= 
— (6; 8; —7,5) н образует с осью 0: ост- 


рый угол. Зная, что |6] =50, найти его 
коордннаты. 

Варнаит 2 

1. Решить уравненне 


108 х9х?. 3х =4. 


2, Решить уравнение 
(1--зт 2х)(с05$ хп х)=1— 258 х. 


3. Решить неравенство р 9х — 20 <х. 
4. Найти панбольшее ин наименьшее 


4 
значення функцин = 3 х3—4х на 


отрезке [0; 2]. 

5. Вычислнть площадь фигуры, огра- 
ниченной лнниями у=зшх. у=0, причем 
О=х=л. 


Физнка 


1. Один конец иитн укреплен на дне, 
а второй прикреплен к пробковому по- 
плавку. Прн этом 0,75 объема поплавка 
погружеио в воду. Определить натяжение 
ннти, если масса поплавка 71:- 2 кг и плот- 
ность пробки р,=0,25 г/смз. Массой нитн 
пренебречь. 

2. Кабина, к потолку которой подве- 
щей математнческий маятннк длиной |= 
=] м, опускается вниз с ускорением 


121 =2.4 м/с?, Определнть пернод колеба- 
ний маятника. 
3. Поезд массой т==2000 т при тор- 


моженни с ускорением [а|=0,3 м/с 
остановился через время {=50 г после 
начала торможения. Какое количество 
тепла выделилось при торможении? 

4. Стальной шарик массой т=20 г, 
падая с высоты #:=1 м на стальную пли- 
ту, отскакивает от нее на высоту й»-= 81 см. 
Найтн изменение импульса шарика п 
результате удара и колнчество теплоты, 
выделившееся при ударе. 

5. Резиновая камера содержит воз- 
дух при температуре :=27°С и нормаль- 
ном давлении. На какую глубнну нужио 
опустить камеру в воду. чтобы ее объем 
Ули вдвое? Температура воды {,= 

8. Отиоснтельная влажность воздуха 
при #1=30°С равна г, =0,80. Какова будет 
относительная влажность г, еслн этот 
воздух нагреть прн постоянном объеме 
до {:=50°С? Давление насыщенных паров 
воды при 30°С равно ри=31,8 мм рт. ст., 
при 50°С — рь=92,5 мм рт. ст. 
одноименных заряда 91= 
=7х 10-* Кл н 9,=28-10-# Кл находятся 
на расстоянни {-=0,24 м друг от друга. 
На каком расстоянни от первого заряда 
на линии. соеднняющей заряды, нужно 
поместить третнй заряд, чтобы он нахо- 
дился в равновесии? 

8. Кипятильннк нмеет две спирали. 
Прин включении первой сйнрали некоторая 
масса воды вскипает за {/=10 мин, при 
включении второй — за {5=20 мнн. За 
какое время вскипит та же масса воды при 
последовательном включенин обенх спи- 
ралей? 

9. Луч света падает на поверхность 
раздела двух прозрачных сред под углом 
а=30° и преломляется под углом В=: 45°. 
Чему равен предельный угол полного от- 
раження для этих сред? 

10. При бомбардировке алюминия 


ЗА! а-частицамн образуется фосфор р: 
Записать эту реакцию и подсчитать вы- 
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деленную энергию, если 1а.е.м- 1.66 
х!0-27 кг. Массы изотопов ТА! н ЭР 


равны, соответственно. 26,99010 а.е.м и 
29,97867 а.е.м, п массы а-частицы н ней» 
трона — 4,00260 а.е.м и 1.00894 а.е.м. 


В. Серегина. С. Смирнов 


Московский институт 
электронного 
машиностроения 


Математика 


Вариаит 1 

1. Что значит а>Ь? Доказать, 
еслн а>ф и Вс, то азс. 

2. Найти площадь треугольника АВС, 
если заданы координаты его вершин: 
А 3: № ВИ: —3З). С (-6; 6). Ука- 
жите все перемещения плоскости, прн ко- 
торых треугольник АВС отображается 
на себя. 

3. Решить уравнение 


ет У2тх- 2сохх == 0. 
4. Решить иеравенство 
4 — 2х+8 — 3 0. 


Верно ли, что у2 является его решением? 
5. Пусть Р(д=ЬО-ЕРС, где | ©) = 


=2х-—-У 9—2, [,(х) = в, (х? -- х—2). 
з 


Что 


Найти область определения функции / (х), 
а также паибольшее н нанменьшее зиаче- 
ния функции | (х) на отрезке [3; 6}. 


Вариант 2 


1. В хирургическом отделении рабо- 
тает 40 врачей. Сколькими способамн из 
них можно образовать бригаду в составе: 

а) хирурга н ассистента; 

6) хнрурга н 4-х его ассистентов? 

2. На плоскости заданы точки А ([-6;3), 
В (—7; 7), С (-3;:6) нр (—2;2). Доказать, 
что четырехугольник АВСО — ромб, и вы- 
числить его площадь. Указать все переме- 
щения плоскости, прн которых ромб АВСО 
отображается на себя. 

3. Решить уравнение 


Иа- Зсозх + ЗИ 2 их 0. 


4. Решить неравенство 


2+1 — 5:3х 
биз <. 


) 
Верно лн, что 8 35 является его реше- 


нием? 
5. Функция [ задана формулой 


_ 13х— 4 [+ 248 4х1. 
Ро 2х 11-5 ; 


8) найти область определения фуик- 
цин {: 


6) найтн производную функции { в ин- 
тервале | — <: —2 |; чему равно |’ (—4)? 
в) имеет ли функция [ пределы при 


3 
— —_—>) 
х—+ 5 иприх — 5: 
г) при каком значенин а функция в. 
заданная правнлом 
7(х), если хз 


& (х).- 


а, еслн х—= 


| 
нмеет пронзводную в точке х г- 0? 


Вариант 3 

1. Дана снстема неравенств 
Г 2х— уза, 
\ Зх-++2у>За. 


а) при а=0 указать хотя бы одно ре- 
щение системы; 


6) верно лн, что все решения этой 
системы удовлетворяют неравенству 
5х у> 40? 

в) верно ли, что все решення этой 
системы удовлетворяют неравенству 
х-- Зи>2а? 


2. Прн повороте координатной пло- 
скости на угол я с центром в точке М 
точка А (2; 3} переходнт в А, (5; 2). в 
В (2; 5) в В, (7: 2). Найти образ точки 
СЫ: 4). Найтн образ еще одной точки {по 
Вашему выбору}. Найтн велнчину угла &% 
н координаты точки М. 

3. Решнть уравнение 


УЗ — 5созх — 7з1х + с0зх 0. 


4. Решнть неравенство 


| 
и 


2 
9 — 3*— №82 56 -- 1юд, 7<0. 


| 
Верно ли, что к 9. является его реше- 


нием? 
5. Функция { задана формулой 
Ех) = ах — 3х2, где а> 0. 
а) Найти нанбольшее заченне и 
межуткн монотонности функцни #: 


6) при а--32 найтн хотя бы одно ре- 
шение неравенствя 


> 0: 


в) при каких @ неравенство { (х)>0 
имеет хотя бы одно решение? 

г) доказать. что при 2300 график 
функции { ие пересекается с графнком 
функини &, заданной формулой 

18а — Зх: 
п 


про- 


Верно ли это утверждение прн а=400? 
В. Тонян 


Московский 
инженерно-строительный 
институт 

им. В. В. Куйбышева 


Московский ордена Трудового Красного 
Знамени  инженерно-строительный инсти- 
тут им. В. В. Куйбышева (МИСИ) готоь 
внт инженеров-стронтелей широкого про- 
филя для работы в стронтельных органи- 
зациях, в проектных н научио-исследова- 
тельских институтах. В самом МИСИ ре- 
шаются важнейшие проблемы, связанные 
с проектированием н строительством уни- 
кальных сооружений, разработкой теорин 
расчета сооружений. иаучкыми исследо- 
ваниями для различных отраслей совре- 
менной строительной ниндустрин. _ 

В настоящее время, когда в нашей 
стране к каждым годом увеличивается 
объем жилищного, культурно-массового 
и промышленного строительства, профес- 
сия ниженера-стронтеля является одной 
из самых нужных н интересных. Инженер- 
строитель проектирует и строит кинотеат- 
ры и стадноны, гидростанции н теплоэиер- 
гостанции, заводы и жилые здания, разра- 
батывает новые стронтельные материалы 
н новые строительные машниы, планирует 
города и поселки, занимается проблемой 
опреснения морской воды, экономикой 
строительства н многимн другимн вопро- 
сами. 

МИСИ им. В.В. Куйбышева основан 
в 1921 году. В настоящее время п кисти- 
туте занимается более 15 тысяч студентов, 
около 600 аспирантов. В институте нме- 
ется 54 кафедры. профессорско-препода- 
вательский состав которых включает 80 
профессоров н докторов наук, более 400 
доцентов и кандидатов наук. 

Характерной особениостью обучения 
является совмещение учебы с научно-ис- 
следовательской работой. Студенты, про- 
явившие склонность к научной работе, 
после защиты диплома научно-исследова- 
тельского характера направляются в ас- 
пираитуру. 

Окончившие виститут работают во 
многнх городах страны к за рубежом. 
Москвичи направляются на работу в мо- 
сковские организации, стремящиеся сде- 
лать нашу столицу образцовым городом. 

В настоящее время в состав института 
входят стронтельно-технологический, ме- 
ханический, инженерно-педагогический фа- 
культеты и факультеты промышленного и 
гражданского строительства, теплоэнерге- 
тического строительства, гидротехническо- 
го строительства, градостронтельства, во- 
доснабжения и канализации. теплогазо- 
снабжения и веётиляции, автоматизиро- 
ванных систем управления, техинческой 
эксплуатации зданий, экономики и орга- 
низацин стронтельства. 


В инстнтуте имеются подготовнтельное 
отделение ни очные и заочные подготови- 
тельные курсы. 


Математика 
Варнанты письменного экзамена 


Варнант 1 


1. Два пешехода вышли одновременно 
навстречу друг другу; первый вышел из 
А, а второй из В. Встретились они через 
3 часа. За какое время прошел расстоя- 
ние АВ каждый пешеход, если первый 
пришел в В на 2,5 часа позже, чем второй 
пришел в А? 

2. В правильной треугольной. пира- 
миде двугранный угол при основании ра- 
вен ©. Определить наклон бокового ребра 
к плоскости основания. 

3. Решить уравнение 

№ х.(е х—8)-116—=0. 
4. Доказать тождество 
{ва -+- сва -[ созес 2 а 


3. 
л 
$ес | 2) 


5. В какой точке касательная к ливин 
у—=11(4х—1) параллельна прямой иу—х? 


Варнант 2 

1. Для оплаты пересылки четырех 
бандеролей понадобились 4 различные поч- 
товые марки на общую сумму в @ руб. 
80 коп. Определить стоимость марок, 
приобретенных отправнтелем, если эти 
стоимости составляют арнфметическую про- 
грессню, а самая дорогая марка в 2,5 раза 
дороже самой дешевой. 


= р 


2. Векторы @ и 6 взаимно перпеиди- 
кулярны. а вектор 2 образует с каждым 
из них угол в 60°. Зная, что @ =3. 
|1 =5 н 128, вычислить скалярное 


произведение (За—26). (6-36). 
3. Решить ‘уравнение 
7. 3+1 — х4+3— 35+4_5л+3. 
4. Решить уравнение 


ох = бт х-[ 8с0$х. 


5. Вычислить площадь фигуры, огра- 
ниченной линиямн 
у= —х6бх—1, у 0, х= |, х==3. 


Билеты устиого экзамена 


Билет 1 


1. Формулы приведения. 

2. Признаки перпендикулярниости двух 
плоскостей. 

3. Найдите скорость изменення функ- 
цни у==(х2--2х)-х—1 при х=8. 

4. Решите неравенство 


10#2(х--1)> — Юва 3. 
Билет 2 


1. Свойства числовых неравенств. 
2. Теорема о трех перпендикулярах. 
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3. Решите уревнение 
5112(3х —1)-=0.5$т1(3х— 1). 
4. Вычислите интеграл 


1 Ух | 
Билет 3 
1. Достаточное условие экстремума 


функции 
2. Теорема синусов. 


3. Даны векторы: а=(—1; 2:0) н 6&= 

= (2; —3; —2). Найдите координаты век- 
> 1 = 

тора 2а-- 576. 

4. Решите уравненне: 

(1ов.х—3)(2^—5)=0. 

Б нлет 4 

1. Теорема об общем виде всех перво- 
образных данной функции. 

2. Формулы площади поверхности и 


объема призмы. 
3. Вычислите 


605(—300°)—251#(—390°). 
4. Решите неравенство 
1овах— 108.7 >> —1. 
Билет 5 


1. Свойства 
ции. 
2. Разложение вектора по трем не- 
компланарным векторам. 
3. Решите уравнение 
]х2—3] =8. 
4. Вычислите: 


\ атсут ( — 1) + 2 агсаа ( — УЗ). 
Физика 
1. Груз массой т- 20 кг перемеща- 
ется вверх по наклониой плоскости п уг- 
лом наклона &=30° и коэффициентом тре- 
ния п-—0,05. К грузу параллельно осно- 


логарифмической фуик- 


занию приложена сила |ЕР 1 =500 Н. Най- 
тн ускорение. с которым перемещается 
груз. 

2. Плавающий в ртути куб погружен 
в нее на 1/, своего объема. Какая часть 
объема будет погружена п ртуть, сслн 
поверх нее палить слой воды. полностью 
закрывающий куб? Плотность ртутн ррт= 
==13.6 г/смз, воды — фь=1 г/смЗ. 

3. В бомбе объемом У==10 л содер- 
жится смесь водорода н кислорода в рав- 
ных количествах (масса каждого т= г). 
Весь кислород, соединяясь с частью во- 
дорода. образует воду. Каково давление 
оставшегося водорода при {=17°С? Уни- 
версальная газовая постояниая А = 
=8,31 Дж/ (моль. К). 

4. Какова затрата электроэнергии н 
кнловатт-часах на получение т=| кг 
алюминив, если электролиз ведется прн 
напряжения {/=10 В, а КПД всей уста- 
новки 1=80%? Электрохимический Экви- 
валент алюминия #=0,093 мг/Кл. 

5. Оптическая система состонт из со- 
бирающей линзы к фокусным расстояннем 
Е==30 см и плоского зеркала, находяще- 


гося на расстоянии {=15 см от линзы 

Определнть положение изображения, да 

ваемого этой снстемой, если предмет на 

ходится на расстоянии 4=15 сч перед 
линзой. 

Г. Валяшко, Н. Дорошкевич, 

А. Пугачева 


Витебский технологический 
институт легкой 
промышленности 


Витебский технологический институт лег- 
кой промышленности был открыт в 1965 го- 
ду. В настоящее время он готовит специа- 
листов для легкой и машивостронтельной 
промышленности. 

На шести факультетах института по 
дневной, вечерней н заочной формам обу- 
чения обучается свыше 4-х тысяч сту- 
дентов. 

Механнико-технологический — факуль- 
тет готовит инженеров-механиков для ра- 
боты в механических и сборочных цехах, 
в проектных бюро и отделах машиностро- 
ительных заводов и заводов легкого ма- 
шиностроения, в отраслевых научно-ис- 
следовательских институтах, а также ик- 
женеров-техкологов трикотажного и ткац- 
кого производства. 

Факультет швейного производства и 
факультет обувного производства готовят 
ииженеров-технологов и инженеров-конст- 
рукторов для работы в отделах, лабора- 
торнях н цехах швейных и обувных фаб- 
рик, домов моделей, а также художников- 
технологов по художествениому оформле- 
нию трикотажных и текстильных изделий. 

Иженерно-экономический — факультет 
готовит инженеров-экономистов для пред- 
приятий легкой и текстильной  промыш- 
ленности и предприятий бытового обслу- 
живания населения. 

Институт имеет также вечерний и за- 
очный факультеты. 


Математнка 


Вариант 1 


1. Решите уравнение 
0$ 2х - Ззньх -- | = 0. 

У 2. Докажите, что последователь- 
ность, общий член которой 1„==2.37, яв- 
ляется геометрической прогрессией, и най- 
дите сумму первых 8 членов. 

3. Найдите промежутки 
сти в экстремумы функция 


мОНОТоинНО- 


их 
= х. 
4. Вычислите 


о 
| 2—2 ах. 


—1 
+ (5) В правильной — четырехугольной 
пирамиде сторона основания а, угол меж- 


ду плоскостями двух боковых граней г 
общим ребром равеи а. Найдите объем 
пирамиды. 


Вариант 2 

1. Решите уравнение 

10&х41(х — 0,5) = Ю&х-в,ь(х 1). 
2. Решите неравенство 

3. 4%+1 — 35-67 + 2- 9+1 > 0. 


-- 
2 

3. Вычислите интеграл (1) ах, если 
х 


Г зш2х -- с05 2х 


Г) = зтх- с05х ° 
4. Найдите — экстремумы функцни 
#@=)= —х-- соб 2х на промежутке 


]-=: 9]. 


5. Осиоваиие прямого параллелепи- 
педа — ромб с острым углом ф ки меньшей 
днагональю 4. Найднте объем параллеле- 
пипеда, если большая днагональ его со- 
ставляет с плоскостью боковой гранн угол 
©. 


Физнка 


1. Два поезда прошли одинаковый 
путь за одно и то же время. Однако один 
поезд, трогаясь с места, прошел весь путь 


ке 
равноускоренио с ускорением |а|=3 см/С?, 
а другой поезд половину пути шел со ско- 


ростью |ч:|=18 км, а другую поло- 


вину путн — со скоростью |и.| = 5% км/ч. 
Найти путь, пройденный каждым поездом. 


2. Какую минимальную работу иа- 
до совершить, чтобы поднять вагонетку с 
углем массой т==200 кг по эстакаде дли- 
ной [=1!0 м и высотой #=2 м при козф- 
фициенте трення д=0,05? Каков коэффи- 
циент полезного действия подъемника? 

3. Паровой молот массой т; -=9 т на- 
дает с высоты #=2 м на стальную болван- 
ку массой т.=220 кг. Сколько раз он 
должен упасть, чтобы температура бол- 
ванки поднялась на АГ--50°С? На нагре- 
вание болванки кдет 50% теплоты, полу- 
ченной при ударах. Удельная теплоем- 
кость стали с=460 Дж/кг- К). 

4. Температура воздуха вечером была 
&=15°С, относительная влажность г.= 
=64%. Ночью температура упала до 
{#=5°С. Была лн роса? Давление насыщен- 
ного пара при температуре 2; равно ри= 
—12,7 мм рт. ст., а при температуре {,— 
Роз=6,1 мм рт. ст. 

5. Четыре одннаковых положитель- 
ных точечных заряда 9=10 ед. заряда 
СГСЭ закреплены в вершинах квадрата 
со стороной а=10 см. Найтн силу, дей- 
ствующую со стороны трех зарядов на 
четвертый. 

6. Из центра квадратного плота в во- 
ду на глубину }-=10 ы опущена электри- 
ческая лампочка. Какие наименьшие раз- 
меры должен иметь плот, чтобы свет не 
мог выйтн из воды? Показатель преломле- 
ния воды л—=1,33. 

7. Порог фото кта для бария со- 
ставляет А, = 5,5. 10-? м. С какой скоростью 
вылетают фотозлектроны, если облучать 
барий светом, длина волны которого А. = 
—=4,4-10-? м? Постоянная Планка А= 
— 6,62. 10-* Дж-с. Масса электрона т== 
=9,1. 10-31 кг. 


В. Коваленко, П. Скоков 


( Начало см. с. 28. 59) 


Е 
до 4л вектор $Р совершает полный 
оборот. Следовательно, внешняя часть 
представляет собой дважды (т. е. на 
360°) перекрученную полоску. Таким 
образом, мы видим, что, выполняя 
второй и третий разрезы (см. 2), 3) 
с. 28), мы в сущности резали одну н 
ту же полоску. Не удивительно, что 
получился одинаковый — результат! 

Но почему же получились две за - 
цепленные полоски? Это легко 
понять, если вспомнить взаимное рас- 


положение частей до разреза: внешняя 
часть была как бы обвита вокруг внут- 
ренней. 


Упражненкя 

1. Что будет, если разрезать: а) по ценг- 
ральной лнини, 6) по лниии, идущей парал- 
лельно краю рядом с ним, — трижды пере- 
„крученную полоску? м раз перекрученную 
ПОЛОСКУ? 

2. При каких р поверхность, описывае- 
мая уравнениями 


х = (В-- А с0$ РФ) с0$ $. 
(Е -| А с0$ р) т х. 
2=Азш рф 

окажется односторонней? 


Рецензим, библиография 


Новые книги 


В этом номере мы публику- 
ем краткие аннотации на 
книги по математике и фи- 
зике, доступные н интерес- 
ные нашим читателям, вы- 
шедшие в первом полуго- 
дии 1978 года. Заказы на 
большинство из них мож- 
но направлять (на почто- 


вых открытках) в специа- 
лизированные мага- 
эины, спнсок ` которых 
опубликоваи в «Кванте» 


№ 3 за 1978 год, а также 
в следующие магазины: 

1. 320030, г. Днепро- 
петровск, просп. К. Марк- 
са, 55, маг. № [; 


2. 340005. г. Донецк, 
УССР, ул. Артема, 84. ` 
маг. № 50; 

3. 248635, г. Калуга, 


Гостинные ряды, корп. 13. 
«Дом книги»; 
4. 650099, г. Кемерово. 


ул. Весенняя, 24, 
маг. № 15 «Техническая 
ккнга», 

5. 252001, г. Киев, 


ул. Ленина, 39. маг. № 1; 

6. 277012, г. Кишинев, 
ул. Пушкина, 15. 
маг. «Штнинца»; 

7. 191025, г. Леннн- 
град, Пушкинская ул., 2. 
маг. №5 «Техническая 
книга»; 

8. 220005, г. Мииск, 
Ленннскнй  просп., 48, 
маг. № 13 «Научио-техин- 
ческая книга»; 

9. 121019, г. Москва, 
просп. Калиинна, 26. 
маг. № 200; 

10. 270026, г. Одесса, 
УССР. ул. Дерибасовская, 
27. «Дом книгих. 

И. 630091. г Новоси- 
бирск, Красный просп.. 60, 
маг. № 7; 
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12. 226047, г. Рига. 
ул. Ленина, 17. «Гайсма»: 


13. 410600. г. Саратов, 
ул. Братиславская. 81. Обл- 
книготорг; 

14. 200001. г. Таллин. 


бульвар Ленина, 7. «Техня- 


ческая и медицинская 
кинга»: 
15. 278000. г. Тирас- 


поль, ул. 25 Октября, 72, 
маг. № 3: 

16. 720040, г. Фрунзе, 
ул. Дзержинского, 43: 

17. 680000. г. Хабаровск, 
ул. К. Маркса, 17. маг. № 44, 
«Техническая книга»; 


18. 310012. г. Харьков. 
УССР. ул. Сверллова, 17. 
маг. № |: 

19. 473009. г. Целино- 
град. Каз. ССР. ул. Училнш- 
ная. 65; 

20. 672000, г. Чита — 


центр. ул. Ленина, 56, маг. 
«Научно-техинческая кинга». 
При наличии книг на 
складе онн будут высланы 
наложенным платежом. 


Математика 


Издательство «Наука» 


1. ЛитлвудДж. 


Математическая смесь. 
Перевод с англ. Издание 
4-е. Объем 8 л.. тираж 
200 000 экз., цена 45 к. 


Профессору Дж. Литл- 
вуду, 
ших современных англий- 
ских математиков,  при- 
надлежит много важных 
н глубоких результатов в 
различных областях мате- 
матики. Он известен так- 
же как остроумный собе- 
седикк, с широким кругом 
интересов, живо реагирую- 
щий на любой математиче- 
ский вопрос. 

Его небольшую книгу 
«Математическая смесь» 
(в английском оригинале — 
«Разные заметки одиого ма- 
тематика»). написаниую 
чрезвычайно увлекатель- 
но, можно отнести к ред- 
кому жанру собрания мате- 
матических очерков-минниа- 
Тюр. Тематика очерков 
весьма „разнообразна. Сре- 
ди них — математические 
анекдоты, моменты матема- 
тической автобиографии, 
рецензин. небольшие нсто- 
рико- математические ис- 
следования, ннтересныс за- 


одному из крупней-- 


лачи, оригкнальные и нео- 
жиданные доказательства. 
Обсужденне некоторых сле- 
циальниых вопросов (балли- 
стики, небесной механики и 
др.) требует математической 
техники: такне места 
{©нн выделены  звездочка- 
ми) при чтеник можно про- 
пустить без ущерба для 
понимания остального тек- 
ста. 

От этой книги полу- 
чаешь удовольствие даже 
при перелистывании, бег- 
лом просмотре. 

2. Гельфонд А. О. 
Решение уравнений [- 
целых числах. Издание 
3-е. Объем 3 л., тираж 
50 000 экз. 


Решение в целых чнслах 
алгебраических уравнений 
е целыми коэффициентами 
более чем с одной перемен- 
ной представляет собой 
одиу из труднейших проб- 
лем теории чисел. Этими 
задачами много занимались 
самые выдающиеся мате- 
матики древностн, напри- 
мер, греческий — матема- 
тик Пифагор,  александ- 
рийский математик Дно- 
фант н лучшие математики 
более близкой к нам эпохн: 
Ферма, Эйлер, Лагранж. 
Несмотря на усн- 
лия многих поколений вы- 
дающихся математиков, в 
этой области отсутствуют 
сколько-нибудь общие ме- 
тоды. Проблема решения 
уравиекий п целых числах 
полностью исследована 
только для уравнений вто- 
рой степени с двумя пере- 
менными. Для уравнений 
выше второй степени с дву- 
мя нли более переменны- 
мн весьма трудна не толь- 
ко задача нахождения всех 
решений п целых числях, 
но даже и более простая за- 
дача установления  суще- 
ствования конечного или 
бесконечного мкожества та- 
ких решения. 


В предлагаемой читате- 
лю кииге изложены неко- 


торые основные — резуль- 
таты, полученные в тео- 
рии решения уравнений 


в целых числах. Теоремы, 
формулируемые в ней, снаб- 
жены доказательствами в 
тех случаях, когда эти до- 
казательства достаточно 
просты. 


Книга доступна школь- 


никам старших классов. 

3. Солодовнн - 
ков А. С. Системы 
линейных неравенств. Из- 


дание 2-е. доп. Объем Б л., 
тираж 100 000 экз. 

Эта небольшая книж- 
ка знакомит читателя с 
разлнчнымн аспектами тес- 
рии систем линейных не- 
равенств: г геометриче- 
ской стороной вопроса и 
тесно связанными с нею 
методамн решения систем 
(в переводе на геометрниче- 
ский язык задание системы 
линейных неравенств © 
двумя или тремя перемен- 
иными означает задание вы- 
пуклой многоугольной об- 
ластн на плоскости или, 
соответственно, — выпукло- 
го многогранного тела в 
пространстве), г некото- 
рыми чисто алгебранчески- 


ми свойствами систем, г 
приицнпиальными — вопро- 
сами линейного програм- 


мирования (линейное про- 
граммирование — это один 
нз разделов теории систем 


линейных неравенств). 
В книге дается опи- 
сание множества всех ре- 


шеннй систем неравенств с 
двумя н тремя переменны- 
мн (легко переносящееся 
иа системы с любым Числом 
переменных), изучаются 
вонросы — совместности ни 
несовместности. В по. 
следнем параграфе дока- 
зывается теорема двойст- 
венностн лннейного — про- 
граммнрованкя. 

Киига рассчитана на 
школьников старших клас- 
сов и всех любителей ма- 
тематики. 

4. Абрамов С. А. 
Математические построе- 
ния и программы. Объем 
10 л., тираж 50 000 экз., 
цена 38 к. 

В этой книге, 
ной школьинкам старших 
классов, внимание читате- 
ля сосредоточивается на 
алгоритмической `° стороне 
математических задач. 
Имеется большое количе- 
ство примеров для само- 
стоятельного решения. 


доступ- 


Фнзнка 
Издательство «Наука» 

1. Лаидау Л. Д., 
К нтайгородский 


А. И. Физика 093Я всех. 
Молекулы. Издание 4-е, 


испр. и доп. Объем 10 л., 
тираж 200 000 экз., це- 
на 38 к. 

Книга иаписана од- 
ним из крупнейших фи- 
знков нашей страны акз- 
демиком Л. Д. Ландау 
совместно со своим уче- 
ннком профессором 
А. И.  Китайгородским. 
Цель кинги — дать чита- 
телю в общедоступной фор- 
ме отчетливое представле- 
вне об основных идеях н 
новейших достижениях со- 
временной физики. . Она 
является естественным про- 


долженнем ранее вышед- 
шей книгн этих же авто- 
ров (см. «Квант», 1978, 


№ 3, с. 60). В ней низлага- 
ются вопросы, связанные с 
молекулярной физикой: 
различные фазовые состоя- 
ния вещества, свойства 
жидких и твердых  раст- 
воров, структура кристал- 
лов НТ. д. 

Киига написана све- 
жо, оригинально, хоро- 
шо оформлена н рассчита- 
на иа широкнй круг чита- 
телей. 


Издательство «Мир» 


2. Глазер Р. 
Биология в новом свете. 
Объем 9,5 л.. тираж 
50 000 экз., цена 90 к. 

В книге излагается 
большой круг бчологиче- 
ских проблем м явлений, 
для изучения которых ис- 
пользуются физические и 
математические методы ис- 
следования. 

Популярность изло- 
жения. живой образный 
язык безусловно  привле- 
кут к ней внимание самого 
широкого круга  читате- 
лей. 

3. Тейлор Р. Шум. 
Объем 15 л., тираж 
30 000 экз., цена 90 к. 

В кинге в доступной 
н популярной форме рас- 
сматриваются вопросы со- 
временной акустики. Осо- 
бое внимание в книге уде- 


лено вопросам борьбы с 
«шумовым» — загрязиеннем 
среды. 

Книга рассчитана на 


самый широкий круг чя- 
тателей. 


Издательство «Атомнздат» 


4. Карцев В. П. 
Магнит за три  тысяче- 
летия. Издаине 3-е, 


перераб. и доп. Объем 10 л., 
тираж 70 000 экз., це. 
на 30 к. 

Ккига в популяриой н 
занимательной форме зна- 
комит читателя с решением 


проблемы,  волнующей в 
равной степеин и ученых- 
атомников и ннжеиеров. 


Эта проблема — получение 
сильных магннтных по- 
лей. Известно, что чем 
большее поле удается со- 
здать в машине, тем мень- 


шие размеры она будет 
иметь, а следовательно, 
и дешевле стоить. Сейчас 


ученые разработали не- 
сколько эффективных пу- 
тей получения сильного 
магнитного поля. Об 
этих путях. успехах и 
неудачах ученых и инже- 
неров рассказывается в 
книге. Особое внимание 
уделено сверхпроводящны 
магиитам. 

Киига рассчитана на 
широкий круг читателей. ко 
в основном на школьни- 


ков старших классов н 
учащихся — производствен- 
но-технических училищ. 


Издательство «Знание» 


5. Я рмоненко 
С. П. Рожденная веком. 
Объем 6 л., тираж 
100 000 экз., цена 20 к. 

Книга знакомит чи- 
тателя г современнымн до- 
стиженнями молодой нау- 
ки — раднобнологии, —по- 
ставлеиными на службу 
человечеству. 

Автор в интересной и 
доступиой форме расска- 
зывает с том, как успехи 
радиобилогии используют- 
ся для охраны биосферы, 
для повышения  урожай- 
ности в сельском хозяйст- 
ве. Особое внимание он 
уделяет лучевым методам 
лечения злокачественных 
опухолей и использова- 
нию радиоактивных изо- 
топов для днагностики раз- 
личных заболеваний. 

Кинга рассчитана па 
самый широкий круг чи- 
тателей- 

И. Клумова, 
М. Смоалянский 


Информация 


Задачи 
физической 
олимпиады 

в Финляндии 


В первых  пятн 
надо выбрать 
ответы из 
женных. 

1. На рисунке 
ведена  днаграмма  уров- 
ней некоторого атома, а 
ва рисунке 2 — несколько 
спектров излучения. Ка- 
кой из спектров относится 


задачах 
правильные 
числа  предло- 


1 прки- 


дукидие результаты; мас- 
са кубика  ш-= 1.0} кг, 
начальная температура 
= (8.40.5)°С. — конеч- 
ная температура {2 = 
= (31.0-0.5)°С, время иа- 


гревания т = 215 с. 
пПодводимая при нагрева- 
ния мощ ность Р = 


= 452% Вт. Каковы, по 
данным этого опыта, удель- 
ная теплоемкость алюми- 
ния и ецибка се измерения: 
а} 41880410) Дж/кг- К): 
6) (880425) Дж.(кг- К) 
в} (880-55) Джике Ку 
г) (880560) Дж’(кг- К); 
д} (880-90) ДжЕкг: К? 

3. Конденсаторы С, 


н С. боедниены носледова- 
тельно (рис. 3). Конден- 
сатоэр Сз подключается 


между точками В но, 
прн этом напряженне меж- 
ду точками Аир не ме- 
няется. Все конденсаторы 
нмеют одинаковую — ем- 
кость. При подключеяни 
коидеисатора Сз: а) за. 
ряд на копденсаторе С: 
увеличивается; 6) напря- 
жение между точками А 
и В возрастает: в) заряд 


4. На рисунке 4 уе. 
ловно показана излучаю- 
щая аптеипа, направления 
тока в ней и электрическо- 
го и магнитного полей во- 
круг иее а различные мо- 
менты временн. Для каж- 
дого момента приведены от- 
носящиеся к нему соотно- 
шенян. Рисунок 4, п пра- 
вильный. Какие из сле- 
лующих рисунков тоже 
правильные? 

5. Период колебаний 
камертона зависит от плот- 
мости р чатериала, из Ко- 
торого он язготовлеи, мо- 
дуля Юнга Е матернала 
и дливы (. ножек камер- 
тона. С камертонами раз- 
личной длины были полу- 
чевы следующие результа- 
ты: 


р, Гы 1256 


288 | 320 рыео 


1. мм |120] 106} 9361 80] 64 


Какой из формул выражает- 
ся период колебаний камер- 
тона: 


к данному атому? на конденсаторе С› уве- 

2. В опыте по пагре-  личивается: г} энергия Ар =“ 
ванию алюмнниевого ку- конденсатора С,  умень- а Т=-р У ШИ ; 
бнка были получены сле- — шается. 

А: 700 600 500 400 Аич г 


-2.51 ' 
ны иниеь, С [# 
-4,30 н ыыы Е. | 
В 
- 6,55 
С, 
"о 
Рис. 2. Рис. 3. 
0,50м. 0,50“ 
хо х ххх) 
=—_—___ 
ххххх 
1 
хххкх 
2т хх хххо 
0 , : В 
: | } хо хх ^ 
г) 0, х ххх 
ФИТ 1=РТ (=34Т 
и=0 и=Ит и=0 хх ххх 
т = = т т т 
Рнс. 5. Рис. 6. 


(Злесь А — беэзразмерная 
постоянная, —& — ускоре- 
ние свободного ладения.) 
Ответ объясните. 

6. Ускорение — свобод- 
ного падения на полюсе 
Землн равно 9.83  м/с?. 
Радиус Земли 6,36- 108 м. 
На какой высоте над полю- 
сом ускорение равно 
9,78 м/с?? 

7. Допишите  следую- 
щие ядерные реакции: 

а) п» р- ...; 
6) р>ъп...; в р- 
е- -..; = ре 
Рае ...: ДН + т 


—х + п; е)171 Аи п-ьх 


7. 

8. Кубикн с масса- 
ми т, Эт и т соединены 
длинной гибкой питью, пе- 
рекннутой через блоки 
(рис. 5). Массы блоков и 
нити препебрежимо малы. 
Трение в блоках  отсутст- 
вует. Кубик массой  2т 
отпускают. а) Какова бу- 
дет скорость этого кубика, 
когда он опустился на 
0,5 м? 6) Каково положе- 
ние равновесия системы? 

$. Длина тонкого ме- 
таллического нровода с тя- 
желым шариком ва конце 
равна 2,0 м. Провод мо- 
жет двигаться в верти- 
кальной плоскости  пер- 
пендикулярно магнитному 
полю; начальное положе- 
ние провода — горизон- 
тальное (положение ОА 
на рисунке 6). Мндукиия 

- 


магнитного поля  |8В| = 
= 0,25 мГ. Какова раз- 
ность потенциалов между 
концами провода в тот мо- 
мент, когда он проходит 
ноложение ОС? 


Задачи присланы 

М. Ахти. Перевод 

и подготовка к 
публикации 3. Абарбанеля 


Отаеты, указания, решения 


Анализ помогает алгебре 


1. | [@]>>216 || |4а| а<0 1 
а|— 216 2 0<а<е |0 
88—1в|< 216 | 3 а =е | 
| [5 4 аре 2 
а|< 88 5 

2. | а<0 46 | а — 189 
а= п = — 189 |1 


| 
:3 
А 
д г] 
мы ю 


3. | а=0 О | | 4вГ ао | 
0=а<е 0 
3 | 
о! 
е 
1 
] 


$5 


Рис. 2. 


5. а) х=!: уе! 
6) х=2: у= —л 4 2ЛА РЕД. 


у х=: уж +2 62; 


У казанне. Покажите. что наиболь- 
шее значепие одной нз функций совиэдает 
< наименьшим значением зругой. 

6. а) Красная область соответствует од- 
ному корию. синяя —трем корням. лннии 
9 = 3293, р >0.— двумя корням. Точка 
(0. @} отиосихся к красиой области (рис. 1). 

6) Синяя область — | корень. красная — 
2 корня. серая — 0 корней:  греннч- 
ные лниин р=\! 9=0. д=ешр— 
1 корень. точка (Г. 0} — бесконечное множе- 
ство корней (рис. 2). 

7. а) [; б) 1; в) 0. 

8. е* больше. Указание: исследо- 


(Нах 
вать на экстремум функцию Пе 


Производная и задачи на экстремумы 

1. Наибольшее значение у (3)-=0. изн- 
меньшее у (2)== — 95. 

2. Наибольшее значение у (л/12)=3/,, 


наименьшее и (1/4) = и (©) =1. 

3. Указанне. Данная функция 
четна, нанменьшее значение достигается 
в тачке х. для которой с05Х= — У\)3, 
зтх = У2Д. 


4. Части должны быть одннаконых 


массе. Указание. Надо найти нан- 
меньшее значение функции у >)=х 
(м -—х)?, 

5- М (3.2: 0). Указанниь. Гели 
М (Хх; 0). то по теореме Пнфагора 


$ ®)= У + 3 + уа— хм. 
Можно решать задачу н чисто геомет- 
рически, рассмотрев точку А’. симметрич- 
ную А относительно оси Ох. 
6. у (2) = т 1. 
7. 25 домов. Указание. Задача 
сводится к определению наименьшего зиа- 


чения функции /.(5) = (75+ У ) Е 


8. и! 5а. Указание. Работа, 
затрачивземая на прохожденне пароходом 
| км со скоростью и (км/час) откосительно 
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3 


оды. на —= . 
вол рав А (и} —с 

3. Ю=г. Указание. Мощность. 
выделяемая на сопротивленни №, равна 


Рю =Мю= [т 


10. Пусть мы тянсм кирпич под уг- 
лом Ф к плоскосги. Тогда для наименыиего 


значения |Ё|. при котором кирпич сдвя- 


нетея с места. должно выполняться &оот- 
ношение |Р |0; ф==# (те— [Е|5т ф. — от. 
Е Атя 
кула |/|= <0ф Е ВУтф ^ Нанмепьшего 
значения эта функция (от $) достигает 
при 1 Ф=А. откуда фщы=агее А, 
г кто 
==. 
ЕЕ 


И. а) Возр. |2: 0]. ИП: 59|; убыв. 
1-59: —П, [0; 1|: маке. х=0; мин. х= 
=—1 н х=1: 6) возр. [—1/2: 0]. [2: 25; 
убыв. |—©°; — 1/2], [0: 2[ макс. х=0: 
мни. х=-— 1/2 и х=2; в} возр. |0: 1|. 14: 
©9|[; убыв. ]|--©0; 0]. |1; 4]: маке. х=: 
мин. х=Он х=4: г) возр. [0: 1:2]. [1:53]; 


убыв. }—52; 0]. 1112: И: маке. ха 
мин. х=0 н х=1; д} возр. 09: — 113]. 
1113;53[; убыв. |-- 1/3: 1/3]; маке. х=-— 113: 
мни. х= 1/3. р 

12. {п--2/2. Указание. Пусть 


касательная проведена в точке с абецие- 
с0Я хо=г. Тогда ве уравнение ут {Хх 
Хх—:-хт 2+ 1—с0$ Е. Поскольку ось Ох 
имеет уравиемие у=0, надо решить это 
уравненне относительно х. получаем х= 
= (05 га ПД Исследуя ее как 


функнию от [С находим (= 
605 2(1 — с0$ {} 
= вы — нанбольшее значение 
ирн #=я. 


13. = УИ. Н=ЗЮ. Ука- 
зание. Из равенств ИУ=лАЮ?Н. 5= 
ИЕ находим $ (В) =2лА? | 


ти. 

14. Н=2ю УЗ. Указание. Из 
равенств А?== 12/4 {#3 ({ — сторопа ос- 
нонания призмы). Г = УЗПНА, ваходим 
У 

16 

15. а) Наим. при х=—2, нанб. при 

х=%; 0) панб. ирн х=(, наим. при х= 


—=—1 их:=1 {ср. © упр. 1); в) наяб. при 
х=—2. ианм. при х=- 3. 


16. Н = #/УЗ. Указание. Из 
формул Я Н*= К*(г — раднуе основания 


и (11) = (4 НЕ? — М3). 


цилиидра. // — его высота), ИжлиН 
следует Г {/1]=л ИН (В? Н?). 

17. а} Наиб. при х=0. наим. при 
х= —1 и х=]. Указание. Положять 


2= у. тогда [= 31 —9у +12, уе: 2]; 
6) нанм. прн х=0. панб. прн х=2; в} на- 
нб. при х=е. наим. при х==е*; г) наим. 
при х==8, иаиб. при х= 1. 


18. См. 
Н=4К.) 

19. Матрос должен пристать к берегу 
в Зкм от лагеря. 

30. 1/2, аН/З. 


«А-10», зад. 1037. (Ответ: 


Снмметрия в задачах по физние 


:. '- ЗИ 2". 
[41 


2. Центр тяжести фигуры находится 
о ава от центра диска на расстоянии 
и; 2 


3. 9 = —9(5/4 + МУЗ). 
+ з —_ 
4. |= тетя У — 1. 


5. САв= 2С. 
6. ВАВ=К- 


Варманты вступительных экзаменов 
в вузы в 1977 году 


Уральский государственный уннверситет 
нм. А. М. Горького 


Математика 


Варианты пнсьменного экзамена 
Математико-механическнй факультет 


1. (3 —06.Р.-Рь = 36 000 способов. 
2. Указание. Пусть ЗАВС — дан- 
ная пирамида, причем $ — вершина пн- 
рамнды, В — вершнна основания. Тогда 
высота [5Е] пнрамиды лежит в плоскости 
ЗАСи Е — середина ребра АС. Еслн Е — 
основание а опущенного 
из, 5 на [ВС], то ЕРТВС. Ответ. 
а3-51 + 
ет $ . 3. Указание. 


ное неравенство равносильно совокупности 
двух снстем: 


оз<, 
| 


ыы. =63) г . 


о бх 
х3:>1, 
1 


х —5 3 
и =(?) 3 


ити; 


Ответ. ]0; В 
ти ПИ 


4. [—л; — 


т 
4 , 0. 


Фнзичесинй факультет 
дав 
1. НЫ 2, Указание. Пусть рав- 
нобедренный треугольннк АВС с вершиной 
В вращается вокруг [АВ]. Пусть, далее, 
о н [СР] — высоты треугольника АВС. 
оложим | АВ|=х, тогда | АБ| =р—х, 


1801-=У2рх—р3. Из равенства |АС|-[ВО|== 


Дан-. 


—=| АВ|-] СЕР] находим |СР|. Обозначим 
объем тела вращення через У. Функция 
х— И определена на ] 0; р[. Ответ. Боко- 


вая сторона равна Е р, осиование— 


РыИ 1. 
4 


р. 3. [— Е; > [. 


4. Указание. и=- (35 — чп»). 
л 7д 8л 7л 
мы [2: Е 8 |. 


Задачи устного экзамена 


Математнко-механнческнй факультет 


1. При а>1Т решений нет. При 0<%а<! 
ХЕ] — 1; — Ут а] и ПИ! а; 1. 


3. 10: агсут и 9. Девятый член 


Т» тогда и только тогла будет нанбольшим, 


когда т > 1 н т. 51. Достаточность 


этого условня вытекает нз того, что функ- 
Тл+ 
ция Ё = ть является — убывающей 


Тк, ПЕ 
= ЕЕ] Ответ. 98=1п=: 109. 


10. Указание. Через точку М провести 
прямую, параллельную (АО). Ответ. 5:2. 


Физический факультет 
хе —- +248; Оля 294; 


л 
-6 + 27* (ЕР). 4. З. 5. При а->0 
а а 
х=|— 5; ++ 591. Прин ав хЕ| —; + 99[. 
7. ас И — с9з2а. 


Физика 
Математнко-механический факультет 


в, |= ИУЗая: | = ИВ» 


т 5 = [2 ем Аа по 


3. У, АО мз; 


Вр. ты 
т 
к диво К 
' 
о - 


— (0, = 4,5 кВ; 9 = СИ, = 2,25.10-8 Кл. 

5. Комплект катушек должен быть та- 

ким, чтобы индуктивиость контура менялась 
№ 


в пределах от [, =- => 8-10 Г 


412с пасс, 
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2 
^2 
20 1[2= еее. ==. ‚8. 10-3 Г 


Физический факультет 


[1 


5—9 
в = т — < 0,01 
"|| 28| 
ст бата (1 — 1.) -о= 
29 сп, фени, ыы 
- тВтТ 
3. [= ррт$ ——<#=0,9 мд 
24 со> 
и ‚16 с 
= ура 
В Ас 
5. 2 = 


А тир "2.2 10-7 мы 


Киевский госуларственный университет 
им. Т. Г. Шевченко 


Математика 


Варнаиты инсьменного экзамена 
Механико-математнческий факультет 
„(+ 
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Нанменымим он булег при 4 =агсЁр 2. 2. 32. 


3. |°. | | 4 576. 


Физический факультет 


4 
1 Объем равен —' 


1 Площаль боковон поверхности равна 
Узун -п 
нН— № : 
дет при Н = {2+ У2)} я при таком Н 
она равна 3 Уз +? И?) п 


1 
2 =(— и { 7(Ё 62. 3. —. 


Наиченьней она б\- 


4 В соотвеслвукялей снслеме координат 
уравнение иском‹ие миожества гочек имеег 
вид [хуй =] |5]. 


Задачн устного экзамена 


ол хп Ио. и. 
н поль Зх< 21% (1=0, —1, —2,. 


-И+ уз ея ИО 


г Если [а _. 


один корень. если [а | = 
=2 — два, если [#|<_ 2 — при 4 Ели 
= 
а« ее решений нег, если а = 
12] 
= 5  — четыре решения; если 


у 


9 <а< |! — восемь; если а = {1— 


четыре, если а>>1—решении нет 6 {—1,3} 
При а = —1 (0. —1). при а=3 {— 2. }). 


8. Р (5) == 6 [х® 4 хё (| — х3) + и —х)] = 
а ИИ. Из первой 
записи ввдно, что } (х) >0 прихз 1. из 
вороижирил > 1. 9 ]—©о. —ЗАЛ1. а 


0.2. И ]1. + = 12.2. 13. 
== [24 мил) -И-Нкоь ху ах —=->. 2 
0 
3 
В.Г = | 05“ х 4х = |. па 15 Да 
у 


0 
(возрастающая), 16. Например, методом маге- 
матнческои нндукции. 17.5. 18. С5 = 126 


чисел 19. а — < — <} — с». 
= - 

23. Да 24. [а 4+8 |=15, 

> 

а 05 


Ярославский 


[3 
? = 
22. Нани >. 


государственный университет 
Математика 


Математический факультет 


к 
1:2 2. 3. 3. Указание 


вели к 


При: 
виду А (хо + П = 
= Вх) Юр, 4х — И. Ответ |=, 3}. 
4. Указание Дапное 


непавенство рав- 


я 
носнльио — неравеиству ( ++} <«и До- 
| \^ 
г) < 


кажите. о (1 + 


Физический факультет 


‚ а? ы 
т. 0 2. 18 и 12.3. ] 2. 3]. 4- х= 
= +4. и, {= Р.). 


Московский институт народного хозяйства 
им. Г, В. Плеханова 


Математика 


Варнант 1 
л 
1. <. 2. Решая систему 
| х— 10, 
3 —х>0, 
получаем О {{) =[}, 3]. Далее ‹ помощью 
производной — находим («Алгебра и начала 


анализа 4». п 59) 


пп Г) =/) = У?, 
(. 3} 


тах { (х) =} (=) = ую. (и) 
Н. 3] и 


Естественно возникает предположение 


ЕП=ПИ 2: Г 1] (см., однако. замеча- 
ние после решения). Докажем его. Для до- 
казательства равенства двух множеств 
А = В достаточно доказать два «включения»: 


АСВн ВС: А. Включенне ЕКО 8: 
У 10| вытекает нз (1). Чтобы доказать 
«включение» [У 2; 10 |СЕ(Р, покажем, 
что для любого ЕП 2; У 10 ] уравнение 


Их-—1+2И3—х=а (2} 


имеет решенне. Еслн обозиачить У х—1 
через ин У 3 —х через и, то 
ии = 2, 
(3) 
и 20 — а. 
Точный смысл этой фразы следующий: если 
Хх, — решение уравнения (2) н Ух — 1=и», 
УЗ—ж= и, ТО Пара(из: цо) является решением 
снстемы (3); если. обратно, пара (мо: из} явля- 
ется решением системы (3) ии, —0. 9.0, то 


Хо == и -- |! является решением уравнения 


(2). Нам сейчас важно только второе из 
этих утверждений. Решая методом подста- 


новки систему (3), находим. что при 
1а |= У 10 пара 


р аз2у ю— а: 
5 Ю 

_ 2а—- И 0—2? 
ни 


является ее решением (второе решение сис- 
темы нам здесь не потребуется). Прн 
У 2 <а-<У 10 имеем и‚>0, ио2>0. Сле- 
довательно. при такнх п уравнение (2) име- 
ет решение. 

Замечанне. Вообще говоря, из 
шт [ОФ =си мах[ <) ==4. где |4: | = 
12: 5] 2: 6 


: 351 
=0(р, ие следует, что Еф =[с 4| 
(постройте пример!). Чтобы этот вывод был 
верен, достаточко, чтобы функция } 
была непрерывна на отрезке [1; Ь|- Однако 
ии понятия «функция { непрерывна на от- 
резке», пи теоремы «если О\{{) = |а: 6]|, 
пт / (>) = с, тах Р(х) =@ и Функция | 


[2: 6] [а: 
непрерывна на отрезке |а; В}, то Е (р) = 


— [с; 4]» в школьных учебниках нет. 


3. -2 Узи. 5. 27. 


Вариант 2 

1. ] — 00: 01(][168:3: + 99[Г. 2, В 
точках х, = 0 (соответствующая касательная 
уж —х—\1) нп х.=4 {касательная 
3. Построим на отрезке 

л 
[с 5 графики функций и=ут2х и 
= | — $п2х, найдем точки их пересече- 

гл 1\ 5х и 

ния к(5> ь >] им (15 Е =) (см. рис. 3). 


Искомая площадь 5$ — «заштрихован- 
ной» фигуры равна разности площадей двух 
криволинейных трапеций: 


5=_ т 
12 Я 

$ = | пак ах— [1 — п 2х) 4х = 
м л 


| 12 


рить д 
РИ = 


4 
4. =. 5. 10 дней. 
Вариант 3 


1 
1. |0: =. 2. Промежуткн возраста- 
ння | — 50; —(|н|{: - |: промежу- 
ток убывания [ — 1; 1]. 3. Искомая пло- 


у 


щадь равна 2--2 { {2 — х*) ах ы У 
1 
4. 30°. 5. 50 км/час и 40 км]час 


Вариант 4 


1. | — 0; — 4 [| — 3; 31 41 [6;- ©91. 
2. мах Г о)=+НК=24А. пт [Го = 
1 [ЩЕ 


[Е 
— [ (0) =0. 3. Искомая площаль равна 
р - 
т 64 
2 | (4 —х?) @х =. 
га 
4. Зл КЗ. 5. 100 столов и 400 стульев. 


Вариант 5 
д 
хе 4 1, х = агрЗ 4-1 


— 3. И 
п. 4% Мэ 


и. 1ЕЙ. 2: ЗЕ 3. 
— — \ — — 
АК == АВ 4- АР и АМ = АБ 


| —- —+ 4— 2— 
-- > АВ следует АВ = Ам —3 АК. 


а 


Значит, | А |= | [ЗАМ АК т 4. 


5. и=у «+ (3 УЗ . 


6 


Московскнй автомеханический ниститут 
Математика 
Варнант |1 


л 2 
1. 3. 2. х= > + 2лА, х — Загс, + 


3 
+ 27 (к. = р). 3. | — 0: - ИЛ =; 


{- 00|. 4 И. 5 Рем +1. 
2х 
Вариант 2 

(в 2} 2 х=- ли, хе 


2 
= — агс в = | а (Е, {Е 2). 3. |— ©; 


4 
—3[ 13; + 20|. 4. —3 К- 5. 9. 


Московский государственный педагогический 
ннстнтут им. В. И. Ленина 


(физнческнй факультет) 


М атематнка 


Вариант 1 
6 2 3 


=, = 


7’ 7? 7° 


— |. 3. х=21А(ЕЕР). 4. 12 


Варнант 2. 
63 
|. агссо$ 55. 2. {1, ю8.5}. 3. х= 
= ав 4 лк (ЕЕ 2). 4. е+-—2. 
Ф нзика 
з 7 
= о : 
1. АЕ у и+ Г: 20,05 с 
| 
| виа 
2: [21 = са нзта ^721 Н 
ак ЕВЕ 
ПУ Та 
4. | Рер тю н. 
ыы зы 
5. т р ——1=3.45 кг (здесь рь == 


= Г/мЗ — плотность воды). 


[р р ВАН. +515) 
х(У, + 5,АН,) 


6. = То ру 
оо 


Нить 
т 


7. р = —=2.24.10* Дж/кг (здесь 


с = 4200 ДжИкг.К) — удельная  теплоем- 
кость воды, {и = 100°С — температура ки- 
ления воды). 


8. РЫР, = ЕЮ, = 1.5. 


9. ‚= У В, В. =1 Ом. 


10. 4= КТ 16 см. 


Московский ннститут ннженеров геодезии, 
азрофотосъемки и картографин 


Математика 


Варнант |1 


1. 12. 2. 


4. | —1;0[110; ЕЕ. 


| 
—4 .3.|—-Е 28] ] 3; 6. 


5. (—24; —32; 30). 


Варнанит 2 


ыы 


х= 5 +29. х= пт (Е, [, 
2 


л д 
2. х= + К. 


3. 12-5; 414/15; +00. 4. 


4 


Ра == х3 —4х. Тогда ти /(х) = 
10: 21 


2 2 
— = —2—, =} (2) = 2——. 
но 3 пах о #2) =25 


5. 2. 


Ф изнкв 


1. [| т (0.75 рыйфт — 1)==40 Н 
(здесь рв = 1 г/см? — плотность воды). 


2. та ИЕ — а 52.3 с. 


3. О = та! ]2 =2,25-10% Дж. 
4. НО: 21а|ь, + 
Г 2 |] я. ) —0,17  кг-м/; 


б=т я (1, —#,)=3,7.10-2 Дж. 
Ро (27. — Т,) 


5. В = 2.8.4 М. 
р [| т, 
Ре Г 
6 и =л, рот. `==30% 
= 1/3 = В см. 


8. (= В + =30 мин. 


9. Япапр== И 2 [2: апр = 45°. 

Е 

Е = с (ту та — тр — Та) = 
—7,5.10- Дж. 


Московскнй институт электронного 
машнностроения 


Математнка 


Варнант | 


2. Площадь равна 16. Искомых переме- 
щений два: тождественное отображение п 
осевая симметрия с осью — высотой на АВ. 
3. Уравненне равноснлько системе 


1— | В ых == 4 с052 х, 


с0$ х = 0. 
Ответ. х = — +24 Е?) 4. |0; 
106.3 [. Поскольку и НЕ 0:5 


=У 8 <3, И — 0; 18 
5. [—3: Ал: Я. те = ОЕ 
РЕ 10. а Вы (х) = (6) = №5, 40. 
з 
же 2 
га) АЗ: 6) 40 С3о. 2. Площадь рав- 
на 15. Искомых перемещений четыре — тож- 


дественное отображенне, две осевых снм- 
метрнн н центральная симметрия, 3. х = 


= — агссо$ уз +25, х=агссо$ — 


—л-+ 22 (4, [= 2), 4. |108. 3; ю8. 21. 
з Е 


Поскольку 1,53<0, получаем 5 11,5< 1, 
152. 
518 2< 11,5 = 08 32 = —Ю8 2 2 Зна- 
2 З 
чит, ш за = — 512 > ЮЕ) 2. 5. а) ]—с0; 
3 
3 К | 1 
—> М-; Ща; чо 


9 
6) Г = 1+ зе, РС4 = 
(+) 


т 


"ИИ 
= 35; в) лы —2>-. Прин 


х--— 


2 


3 | 
х+— 5 предела иет; г) —2^>. 


Вариант 3 


1. а) х=|, у=1; 6) 


Да; в) Нет. 
2. Коордннаты точки М 


можно найти нвз 


снстемы 
| МАР=|МА, 12, 


| [ МВЁ = | МВ, |2. 
Угол @ находится затем из равенства 


ВЕНЫ, = (а, с“ — а. 91 ФЕ 


(а ята - а, соза)], 
—+ 
где 4,, а, — координаты вектора МА; 6,, 
—> 


$. — координаты вектора МА,. — Поскольку 
точка С является серединой. отрезка АВ. ее 
образ С, является серединой отрезка А,8,. 

Ответ. М (3; }}, &-= —90*, С, (6; 2), ‘об: 


раз точки № совпадает с М. 3. х=: + - + 
Ч 2л (ЕТ). 4.1 в, 10837); 11. По- 
скольку 18 9< 1, 9 21. 5. а) Функция 


{ возрастает на | 0; у 5 и убывает на 
а. Н1/ а 
ГИУ: +01. мах = и=) 
_ а Я: 32. , 
аи |); 9 И: в 226: 


г) Рассмотрим функцию # (х) = Ё(х) — п (х). 
При а = 400 < 38 тах й (х) = 
а 


а 
=> ( 1п <. Поэтому прн такнх й 


В (х) 20 — графикн функций [ н п не пересе - 
каются. 


Московский 
институт 
нм. В. В. Куйбышева 


ннженерио-стронтельный 


Математика 
Варнанты пнсьменного экзамена 


Вариант 1 
1. Первый — за 7,5 часов, второй — 
за 5 10 000. 


1 
часов. 2. писи (-- ше). 3. 


Га 5 ` 
5. В точке (3; т 4). 


Варнант 2 


1. 40 кол., 60 коп., 80 коп. и 1 руб. 

2. —62. 3. —1. 
л 

4 х= — 1 {лА, х = мою? 

+” (®, 162). 
1 

5. 13. 

Фнзика 
- _ [| 
1. [а] = ем (0$ — имта) — 


= | р [бла + и с0$ <) = 15,7 м. 


1; рее 
у4брт — Рв 
2. х= ЧрЕеИа т 2>0,2. 


т (но, — 2ин,) АТ 
Войн, И 
=2.1- 10° Па. 


[9 
4. = = 37.3 кВт-ч. 


3. Рн, = 


6. Изображенне находнтся 


на расстоя- 
инн / = 60 см перед линзой. 


Витебский технологический ниститут легкой 
промышленностн 


Математика 
Варна нт |1 


д 
1. х=(— 1" ЛЕ 62). 
2. 19680. 3. Функция возрастает на |0: =) 


н убывает на [е; + 051; у(‹) = —- = 
: а В соз-5- 

—_.5. г. 

2т2 6 -— соза 


Вариант 2 


максимум. 4. 


1.1.2. | — о: -2№И; +90. 3. 1. 


4 К-т) = —  миннмум, 
(-=)= 1+3 максимум. 
43 < „4 
8—2 ы я 
р, ._ 74 
Зета 5 7 +). т э—&|. 
Фнзика 
8 и 2 
1. =_= 3750 м = 
а её | + 162 
= 3,75 км. 


2 дата УЕ 1) 
=ы5.103 Дж; 


2ст,М . 
3 пм. 
п. [Ей 
4. Роса была, поскольку р, = 


г.р ‚Г. 
= ие. 


5. = СИ + 21,9 дин. 


92 


=4,45-10° мд. 
Задачн фнзической олимпнады в Финляндни 


1. Согласно второму постулату Бора, 


с _ #с 
. м, АЯ 
Для данного атома возможны следующие 
длины волн излучения: 6,9.10-* м= 
—690 нм, 550 нм, 420 нм. 300 им, 240 нм 
н 180 нм. Некоторые нз них нмеются в 
спектре в). 


2. Удельная теплоемкость алюмнння 
Рт 


Рт : 
Е ыы 880 Дж/(кг- К). 
Абсолютная ошнбка  нзмерення Ас = 
__Стах — Спи _ Р+АР РЭР 
ый 2 рт ЕТ ЧЕТ д 
+ РА ЕАР 


т [2 


ВуУ=АЁБ, откуда У == т 


с = 


290 ДжИкг.К), где Аё= 


Аи Аж 1°С. Таким образом. праннлен 
ответ д). 

3. Правильны ответы а), 6) и г. 

4. В случае 6) правнльно все; в случае 
в) все неверно, кроме соотношения и=итах: 
в случае г) неверно направление маг- 
ннтных лнинй; ш случае д} вместо утверж- 
дения и=0 должно быть и=итах- 

5. Прежде всего нз соображеннй раз- 
мерности заключаем, что формула в} 
заведомо не подходит, а в формулах а} 
и 6) размерность правильная. Анализьруя 
экспериментальные данные. нолучаем, что 


Т = а — {&, чему соответствует фор- 


мула 6). Следовательно, верна формула 6). 

6. #16. 10% м=16_км. 

7. а) пы рю У; 6) р— ЛЕ не 
+: в) р _е-= У; г) це ае- 2%: 
д) Н-П Н; ©) ’Аичт- ВА 
+. изотон А радноактинен м рас- 
надается по схеме: "би ПОНИ ле 
+ У+у: здесь у-нейтрино, у—антиней три- 
но, ? — гамма-кваит. 


8. а) |и|-=2 \5с; 6} равновесие такой 
системы ненозможно. 


9. Н==Ч,И 21а 1В^-1.6 мВ. 


Новосибирский государственный уинверснтет 
(си. «Каант» №5) 
Математнка 


Варнанит | 


1. Пусгь первый спортсмен выбегает 
из точкн А. второй — из точкн 6. Обозначим 
скорость первого спортсмена через в’, (м/с), 
скорость второо — через и. (м/с). раднус 
окружностн-дорожки — через К (м). время, 
прошедшее между первой ин второй встреча- 


мн, — через & (с). Так как спортсмены бегут 
навстречу друг друту, их первая встреча прон- 
зойдет до того, как второй спортсмеи пере- 
сечет точку А. Значит, длнна путн, который 
второй спортсмен пробежит до первой встре- 
чи, равна ам. Итак, изё = а, откуда 


[+] 
а = 7 (м/с). 


За время { до первой встречн оба спорт- 
смена пробегут полуокружность. Значит, 
ну + 0. = А. За время {, между двумя 
встречамн спортсмены пробегут окружность. 
Следовательно, #10, -|- и. = 28. Отсюда 
1; = 2. Поэтому к моменту второй встречи 
второй спортсмен пробежнт а -+{ 2-0. = 
= За {м). 

Еслн бы к моменту второй встречн вто- 
рой спортсмен пересек обе точкн Ан Б, мы бы 


4 
имели За > 2лА, откуда 2а > и д лв. 


Поскольку  расстоянне между любыми 
двумя точкамн на дорожке не превосходит 
кВ. этот случай невозможен. 

Если бы к моменту второй встречн 
второй спортсмен пересек точку А н не пе- 
ресек точку Б, мы бы нмелн За = В + 2а, 
откуда а = лА, 2а==2лАЮ>> дЮ. Значит, н 
этот случай невозможен, 

Следовательно, к моменту второй встре- 
чи второй спортсмен ие пересек ни одной из 


точек А.Б. Тогда За - 24 = дВ. [таким 


2 
образом, в этом случае 2а == лВ< в. ) 


Из №, -- Ш -= ЯВ, и.=анлй-- 5а на- 
Ходим и. 
Ответ. Скорость первого спортсмена 


равна м;с, второго ——— 


м/с. 
# Н] 


{ 
на к 
2. х= дй, х= 4 +9 18,162). 


3. Пусль С, О, Е — последовательные 
точки пересечения данной прямой е окруж- 
ностямн О, п О., Е — середина отрезка ОЕ, 
Н — середина отрезка ВС. Из АВО,Н- 

г | 
В = | 

з 3 

(7 н А — нскомые раднусы), откуда л == 


— А ВО.Р вытекает 


2 
= К. По теореме Пифагора | О.Б |2— 


—1РЕР=| 0.8 |2 — | ВЕР, откуда К = 


РУ 
= (см). Ответ. Раднус окружнос- 
тн О, равен Е (см), окружностн О, — 
зу 36 
(см). 


4. Данное уравиенне равноснльно «сме- 
шанной снстеме» 


Их = ах +1, 


1 | 
и (и) 


Система (1) равносильна снстеме 
2х = (ах + 1)1,, 
хе = з 
ах 1>с 
или системе 
ах? | 2(а—пх-1=0. 
х#—>. (2) 
ах -- 1>0. 
Прн а == 0 уравненне а?х? -+ 2(а — 1) х- 
-+ 1-0 имеет единственный корень х = —=- 


2 


Поэтому при а = система {2) решений не 
имеет. 
Пусть теперь а30. В этом случае при 


а> —о- уравнение 91-2 (а— 0х 1=0, 
а значит, и система (2), решений не нмеют. 

Прн а = —5 снстема (2) имеет едииствен- 
ное решенне. 


| 
Итак, пусть < —5_ н а50. Положим 


' а? ы 
к |1 —-а—у1—2а 
Г 
Тогда 
ИрРи—2 
ах, 1 = Е = , 


Поставив в уравненне а?х?-1-2 (а—1)} х-- 


+ 1 =0 «запрещенный корень» х = № 

получнм а=0 нлн и = —4. У нас а0. 
1 

Прна = — 4 нмеем х, = >>, х:=-8 - 


Прна Е | 0: —- [омесм хз >. ах, + 


| 
+1>0 их, —5- ‚ ах, --1>>0. Значит, при та- 


кнх й снстема (2) имеет 2 решення. 
Прн а<0 ах, 1 1<0, ах, г 1>0. Выше 
мы уже отметили, что при а30 нмеем х. 


._ 
Ответ. {фи в; ОГ. 


5. Опустнм из точки С’ перленднкуляр 
на плоскость АВС. Его пересеченне с плос- 
костью АВС обозначим через Р. Поскольку 
ВС’ьАС, по теореме о трех перпендикуля- 


Рис. 4. 
рах заключаем ВД - АС. Из условия ВА! АС 


вытекает ДР Е(ВА) (рис. 4). _ Поскольку 
С'СВ — 66, имеем |С'Р|=- УЗ 16В]- 
Обозначнм |АБ| через х. Из 
ААСР |СО1 = а? + №. Из АвВС’р 
(@ Уб  =3 (0? + х2) | (ах). › Отсюда 
х х | 


— == влн — = —. 


О а 7 


х 
Бели —— = — 1. то х=— а, точка р 
совпадает с точкой В, С”В : (АВС). 


: ий —— ка Р 
: ПЕ ев — с 
Если — 7. тох и тОчк 


лежнт вне отрезка ВА. 
Ответ, Если С”В ‚ (АВС), объем равеи 


а: в противном случае он равен Е аз. 
Варнант 2 


п 


1. 9+ И16Т (км/ч). 2. + 


ЕТС Е7). 3. Указанне. Исполь- 


зовать свойство бнссектрнсы внутреннего 
угла треугольника, указанное в задаче 13* 
мносле п. 81 «Гсометрын 7». Ответ. 
ТИ з. 419: 
20 

5. Пусть М, № — середниы ребер СС", 
Я’Р” соответственно. Обозначим длнну реб- 
ра куба через а. При помощн теоремы Ци- 
фагора или введя систему коордннат «по 
ребрам куба», найдем длины сторон треуголь- 


ника ВМА: [ВМ | =№5 


2 
ЕМХ | = № По формуле Герона площадь 


а, | ВМ | = а. 


треугольннка ВМЛ равна из а*. Обозна- 
чим середнну ребра АР через К. Площадь 


а 
треугольннка ВСК равна с Обозначнм 


искомую величниу через ф. Тогда Заиек = 
=$,вмх "С9$Ф («Теометрня 10», } 50). 


Ответ. агссо$ 
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Фнзика 
Варизит \ 


= пт = 
РР рае № — №) Га |с0$ @ 
прн &,>#, > ша. 
6 
она Е- +2) 
ВАТ 


ми ‘|. 
т] Е] т] 21 


3. В проекциях на начальное направле- 


—> 

ние полета ит это — | Ро| т/п в им = 
=> 

== | Ро [1/1 ; выделнвшееся нри ударе коли- 


> р 
=> [Ро 122 
чество теплоты @ = в Рот — ББ 
М -- т 
х тМ 
4. Если за время двнжения внутри кон - 
денсатора все электроны пучка успевают 
дойтн до верхней пластины, то 
—> 
Га — епаб|о |; 
если же захватывается не несь пучок, то 
® 


1А = => т 
Ю- 2т| | а; (22 пб) 


5. Для оценкн будем считать, что вся 
> 


энергия молотка, равная 5 5_,  затрачи- 


вается на работу [Р|{ протнв снлы сопро- 
тнвления А (/ — длина гвоздя). Очевидно, 


еслн приложить к гвоздю силу порядка |Ё|, 
его можно будет вытащить. Таким образом, 


= бт? 
Е} 5. Теперь выберем численные 


параметры. Масса молотка м порядка одного 
кнлограмма: ли | кг; длина гвоздя [м 
— 1Ю сы (Гвоздь длинный. так как для его 
забнвання понадобилось 5 ударов достаточно 
тяжелого молотка). Н наконец, относнтельно 


скорости |9}. Если бы груз массы т | кг 
свободно упал с высоты Я ^ 0.5 м, его ско- 


рость была бы и 2 Я № — 3 м. Возьмем 
скорость несколько большую. напрнмер, 


|| ^ 5 м/с. Тогда оковчательно 


- бити? 
о 10 
и помо. 


6. Во втором случае, когда затычка 
прикрепляется к массивному штативу. ско- 
рость затычкн после зажигання горючей сме- 
си остается равном нулю, то есть практически 
вся выделнвшаяся энергня идет на разгон 
тильзы. В первом же случае часть энергнн 
забирает затычка. Следовательно, и высота 
полета гильзы в первом случае должна быть 
меньше, чем во втором. Можно сделать и 


Рнс. 5. 


количественные оценки. Согласно законам 
сохранення эиергии н нмпульса отношение 
зысот полета гильзы во втором и первом 
случаях равно 
Ива = 14+ тит. 

Еслн массы гильзы и затычкн сравнимы 
(га т), ТО В, гв; еслн же т.т», 
разлнчне а высотах велнко. 


Варкант 2 
1.0, =24; Е = 2С6?. 


2. | == Вы т | | са. 

3. Б=а/п. 

4. Из второго закона Ньютона н уравне- 
"ия состояния идеального газа получаем 


для неизвестного расстояння х квадратное 
уравнение 


то? 
роб х* ав 1 =0, 
откуда 
_ 20$ — АтоМ 
^1-з — "2тко? (1+ о } 


Очевидно, что должно выполняться условие 
Ато? 


роз 
тит. Для того чтобы выяснить, оба ли кория 
подходят, обратнмся `к рисунку 1. Здесь 
нзображены графики двух фупкций: 


ть? 
ро$ 
Пересечение этих графнков н дает два корня: 
ж н х.. Нетрудно видеть. что корень х, 
соответствует неустойчнвому положению рав- 
новесия, а корень х› — устойчивому. Следо- 
вательно, нз физических соображеннй под- 
ходнт лншь однн корень х.з (соответствующий 
знаку «минус» в скобке). 

5. Зная атмосферное давление ром 
^^ 10° Па (силу тяжестн воздушного столба 
с площадью сечения | м?). площадь поверх- 
ностн Землн 4лА? (А = 6,4. 106 м — раднус 
Землн} и долю кислорода в воздухе & == №. 
найдем всю массу М кислорода в атмосфере: 


мкА 
[=] 


<$1, иначе поршень нз трубкн выле- 


у = хи уз = Хх. 


Из реакции горения кнслорода С -- О, = 
= СО, следует, что колнчества колей взанмо- 
действующих углерода и кнслорода олина- 
ковы: 

тс №с — то, йо,, 


отсюда масса сгоревшего кнслорода 
то, = тоно [с 
Такнм образом, 


то, _ Тс ко, | =| 
М 41 ВЗЕрРойс 


6. В первом случае поведение шариков 
непосредственно следует из законов сохра- 
нення энергий н импульса при упругом 
столкновеннн двух одинаковых шарнков (сна- 
чала соударяются шарики Ён 2, а потом — 
2н 3). Во втором случае толстая резнновая 
прокладка затягивает процесс передачи им- 
пульса от первого шарика ко второму. 
А это приводит вот к чему. Представим про- 
цесс передачн импульса ступенькамн (а не 
плавно, как нровсходит на самом деле). 
Деформнрованная резнна сообщает пекото- 
рый импульс шарнку 2. тот шарику 3. За это 
время деформация резины, а значит, и пере- 
даваемый ею импульс, возрастут, замедлнв- 
шнйся было шарик 2 снова ускорится, дого- 
ннт шарик 3 и увеличит его имнульс. Так 
будет происходнть до тех пор, пока шарик 2 
в конце концов не отойдет от резниовой про- 
кладкн. С этого момента шарики Ян 3 по- 
катятся практнческн © одинаковымн ско- 
ростями. 


—5.10-8. 


Ответы на «Кроссворд МФТИ» 
(см. 3-ю стравицу обложки) 


По горизонтали: 1. Стоматологня. 
6. Томность. 7. Неуд. 8. Неявка. 1. Илья. 
12. Каре. 16. Тортил. 19. Репа. 20. Мерза- 
вец. 21. Транскрипция. 

По вертнкалн: + Сатана. 2 Обман. 
3. Оптика. 4. Горечь. 5. Ябеда. 9. Япет. 
10. Аист. 13. Амплуа. 18. Лекция. }5. Крест. 
17. Одерк. 18. Ловец. 


Задачн нашнх чнтателен 
(см. «Квант» А 3, с. 18) 
1. Указаине. Еслн {(х)У0, то н 


1 
Ро лако (ЕЕЁи 109 = Да) = 
= [< + ба). 
2. Указание. Ряд 
1 1 1 
Е Е... ТГ - 
расходится, а еслн из него исключнть чле- 


| 
ны и ‚ Аля которых в зацисн & встреча- 


ется цифра, скажем, 2, то ряд будет схо- 
диться- С другой стороны, ряд нз обратных 
величии простых чнсел расходится — это 
следует из неравенств 


| 1 1 
ют т.. {+ 
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1 1 1 
а м бе 
| | 
х (1+ т + 
1 | 
тв .. [12 -- 
ай в! 1 м 
Е) В — 1/21 — 1/3. | 
| | 1 
т М’ т Ир. 
| ! 
и (1+9+3+...+*)< 
1 за 
—- 7 < 5Р Рь’ где р» — 


простые числа, 2” и< т! 


4. 16н 64. 
1 
5$. 7—_, прогрессия имеет вид 2 =, 
Е 1 
3, 3 р] ее в 7 - 


6. а) Нет; 6) да, это чнсло внда 0 999. 
7. 1976. 


8. абс = 624. 


«Квант» для младших школьинков 


(см. «Квант» № 3) 
1. Булок было 95343: < 87130 


+8213 
95343 
(см. «Квант № 4) 
1. 929. 
2. Возьмем два кувшина разного 
цвета. Если онн и разной формы, то все 


в порядке. Еслн же онн одннаковой формы, 
те возьмем какой-иибудь  кувшии дру- 
гой формы. Из этвх трех кувшниов легко 
составнть нужную пару, 

3. Из условня следует, что при любом 
натуральном п число В = (п — 1)}* — (21 — 
— В = @л — 1 (21 — 1 — № = (28 — 
— 2) (2п —1) 2л делнтся на А. Разложнм 
{мысленно) А на простые множители. Среди 
ннх не может быть множителей, больших 3 
(почему?). Произведенне трех последователь- 
ных чнсел всегда делится на 3, но не всегда 
на 9 (напрнмер, при п = 3). Чнсяо В всегда 
делится на 8. поскольку нз двух последова- 
тельных четных чисел одно всегда делнтся 
на 4, но В не делится на 16 прн п = 2. Итак, 
п разложенне числа Д на простые множители 
могут входить только стененн 2 и 3. ирнчем 
степень 2 не превышает 3, а степень 3 не боль- 
ше 1. Значит, А — это 24 илн однн нз его 
делителей: 1, 2, 3, 4, 8, 12. 

Ответ: 24 и все его делнтелн. 
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4. Утвержденне а) всегла верно. Возь- 
мем какую-нибудь точку — пусть она чер- 
ного цвета. Проведем окружность раднуса 
1м с центром в этой точке. Если на этой 
окружностн есть черные точки, то все я по- 
рядке. Еслн нет, то. проведя окружность 
радиуса | м с центром в любой из белых 
точек первой окружностн п взяв любую 
нз точек пересечення этнх двух окружностей, 
получнм две точки белого цвета. удаленные 
на расстоянне | м. 

Утверждение 6) верно, если вообще най- 
дутся точкн разных цветов. 


т № 5) 
1,5. 
2. См. рнсункн 6 и 7. 


Рнс. 7. 


3. Разность между возрастами лю- 
‘бых двух нз этих людей кратна 9. Поэтому 
сумма четырех возрастов не меньше 3-- 
-12-:-21-:.30=66 н не больше 74--65-- 
—=56--47=242. Между числамн 66 и 242 
заключены два куба: 125 н 216. Если воз- 
раст самого молодого х. то сумма возрастов 
нмеет вид 4х--Эи. Учитывая, что возраст 
старшего не превосходит 78, получаем 
возможные ответы: 36. 45, 63, 72 п 27, 
54, 63, 72. Таким образом, старшему 72 го- 


да. 
5. 729=9 и 729=27?. 
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«Наверное, нет на свете такого мальчика, 
который не нграл бы с увеличнтельным стек- 
лом (лиизой)». Так начннается статья «Зна- 
комы лн вы с линзой2» Но чтобы познако- 
мнться с лнизой, совсем не обязательно 
нметь увеличительное стекло. Этн каплн 
росы из лубовом листе — тоже лянзы. Еслн 


вы Ннкогда не смотрелн на розу с такой 


точкн зрення — прнсмотритесь. вы уви- 
дите тонкне прожилки лнста как замысло- 
ватую сетку дорог, а паутинку — как мох- 
натую ннтку. И каждая капелька фокусн- 
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«Космический кубок» Кеплера, который вы ны орбиты планет. последовательно вянсы- 
здесь видите, иллюстрнрует гелноцентриче- ваются и описываются около пятн правнль- 
скую модель системы мира. ных многогранннков — октаэдра, нкосаэд- 
По Кеплеру, сферы, на которых расположе- ра, додекаэдра, тетраэдра и куба. 
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В. Фабрикант 


Сюрпризы 
зеленого стекла 


Какого нвета зеленое стекло? 


Этот вопросе может вызвать чувство 
естественного недоумения. Читатель 
с раздражением скажет: зеленое стек- 
ло потому и называется зеленым, что 
оно... Однако не надо спешить со 
снисходительными разъяснениями. 
Нехитрый оныт покажет вам, что во- 
прос о нвете зеленого стекла совсем 
не так прост. 

Если у вас есть кусок зеленого 
стекла, разбейте его осторожно на 


Эта статья была опубликована и журнале 
«Наука и жизнь» (1967. № 5). Текст статьи 
печатается с меболынями измененяямя. 
{Прим. ред.) 
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несколько не очень маленьких ку- 
сочксв. Затем. посмотрите сквозь один 
из них на инть лампы накаливания. 
Как вы ин ожидали. нить будет ка- 
заться зеленой (рис. 1). Наложите 
на этот кусочек стекла второй и сно- 
ва посмотрите на нить. 

Вероятно. вы ие заметите измене- 
ния цвета нити, она будет зеленой 
по-прежнему. Но если наложить на 
два кусочка стекла третий и посмот- 
реть сквозь все три кусочка на нить. 
вы увндите ее уже неокрашенной 
белесоватого цвета. Сквозь четыре 
кусочка нить будет казаться красно- 


ватой, и сквозь пять кусочков —- 
рубиново-красной! 
Результат совершенно неожидан- 


ный и весьма поучительный. Оказы- 
вается, цвет стекла зависит от тол- 
щивны, н зеленое и тонком слое стекло 
становится красным прн достаточно 
большой толщине слоя. Таким свой- 
ством обладает, конечно. ие каждое 
зеленое стекло, но как разсамые рас- 
пространенные дешевые сорта зеле- 
ных стекол. 
Любопытно. 
прнсуще раствору 


что это же свойство 
самого важного 


красящего вещества’ на земле — хло- 
рофилла. Как известно, хлорофилл 
окрашивает листья растений в зе- 
леный цвет. Поместив листья в спирт, 
можно получить раствор хлорофилла 
в спирте и провести такой опыт. 


Поставьте на лист белой бумаги 
стакаи и медленно наливайте в него 
раствор хлорофилла. Сначала Дно 
стакана на просвет будет казаться 
зеленым, а затем, при большой тол- 
щиние слоя, раствор прнобретет на- 
сыщенный темно-красный цвет. 


Вернемся к зеленому стеклу. Мож- 
но еще сильнее запутать вопрос о 
цвете стекла, если после лампочки 
накаливания посмотреть сквозь ку- 
сочки стекла на раскаленный конец 
кочерги. Уже через три кусочка стек- 
ла он будет виден рубиново-красным. 
Вот вам и второй неожиданный ре- 
зультат: видимый цвет стекла зави- 
сит не только от его толщины, но и 
от того, на какой светящийся предмет 
мы смотрим сквозь это стекло. Слой 
из трех кусочков стекла кажется 
бесцветным при наблюдении нити лам- 
пы накаливания н красным — при 
наблюденни` конца раскаленной ко- 
черги. 


С кочергой можно сделать еще 
один опыт, из которого следует прак- 
тнчески важный вывод. Вынутая из 
печки кочерга быстро остывает. По- 
пробуйте проследить сквозь стекла 
за концом кочерги во время остыва- 
ния. Как мы уже говорили. койец 
раскаленной кочерги внден красным 
сквозь трн кусочка стекла. Конец 
несколько остывшей кочерги кажется 
красным уже через два кусочка. По- 
дождав еще немного, вы увидите ко- 
нец кочерги красным даже через один 
кусочек зеленого стекла. Из этого 


опыта следует, что, чем выше темпе-` 


ратура раскаленного тела, тем толще 
должен быть слой стекла, чтобы иро- 
изошло изменение его цвета. Значит, 
по толщине слоя стекла, необходи- 
мого для изменения цвета, можно су- 
дить о температуре раскаленного тела. 

Опыты с кочергой делают понят- 
ным устройство чрезвычайно остро- 
умного и простого прибора, служа- 
щего для определения температур 
раскаленных тел, —пнрометрического 
клина (рис. 2). Он представляет со- 


Рис. 1. Изменение видимого цвета нитн иа- 
каливания от зеленого до красного при на- 
блюдении через разное число кусочков зеленого 
стекла. 


Рис. 2. Пирометрический клин — прибор для 
определения температуры раскаленных тез. 
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Рис. 3. Вид зеленого пейза- 
жа через синие очкн. 


Рис. 4. Опыт. не сделаниый Ньютоном. При прохождении белого света сквозь пиромет- 
Рический клии в спектре остаются зеленые и красные лучи. 


бой действительно клин из зеленого 
стекла, толщина которого плавно воз- 
растает от одного конца к другому. 
Клин двигается в металлической оп- 
равке с отверстием для наблюдения 
раскаленного тела. По краю клина 
нанесена шкала температур, причем 
температура растет от тонкого конца 
клина к толстому. Наставив отверстие 
оправкн на раскаленное тело, падо 
двигать клин в оправке до тех пор, 
пока не произойдет изменение вндн- 
мого цвета тела. Тогда на шкале про- 
тнв указателя, соединенного с он- 
равкой, можно прочесть температуру 
раскаленного тела. 

Пирометрическим клином особен- 
но часто пользуются для определения 
темнературы расплавленного метал- 
ла, нанример. в мартеновеких не- 
чах. Несмотря на свое простое уст- 
ройство, клин в опытных руках да- 
ст высокую точность. 

Вы познакомились с принципом 
действия полезного прибора, исполъ- 
зующего свойства зеленого стекла, но 
загадка самого стекла осталась за- 
гадкой. 
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Опыт, не сделанный — Ньютоном, 


и ландшафтная живопись 


Наверное, многне из вас помият зна- 
менитый опыт Ньютона с разложе- 
ннем солнечного луча в разноцветный 
спектр прн помощи стеклянной приз- 
мы. Этот опыт показал, что солнеч- 
ный свет представляет смесь лучей 
различных цветов: красного, оран- 
жевого, желтого, зеленого, голубого, 
синего н фиолетового. Ньютон по- 
чему-то не попытался несколько ус- 
ложнить этот опыт: поставить ва 
нути солнечного луча цветное стек- 
ло или сосуд с окрашенной жидко- 
стью. Во всяком случае. в своих тру- 
дах Ньютон не описывает такого 


опыта. 
Опыт с красным стеклом, собствен- 
но, ничего интересного и ие дал бы. 


Вместо разноцветвой полоски спекг- 
ра остался бы только участок, со- 
ответствующий красным лучам. Ре- 
зультат можно было предсказать за- 
ранее: красное стекло потому п крас- 
ное, что пропускает только красные 
лучи ин поглощает все остальные. 


Гораздо более интересен опыт с зе- 
леным стеклом илн сосудом, напол- 
ненным раствором хлорофилла. В этих 
случаях от спектра останутся уже 
не одна, а две полоски: зеленая н 
темно-красная. А это значит, что 
зеленое стекло и раствор хлорофилла 
пропускают не только зеленые, но 
н красные лучи. 

По поводу хлорофилла очень ин- 
тересны замечания знаменитого рус- 
ского ботаника К. А. Тимирязева: 
«Убедиться в том, что хлорофилл 
пропускает красные лучи, можно 
очень легко: стоит на залитый яр- 
ким солнечным светом ландшафт по- 
смотреть через особое синее стекло 
(рнс. 3), которое пропускает красные 
и синне лучи, но задерживает зеле- 
ные, для того, чтобы перед нашими 
изумленными взорами вся природа 
совершенно преобразилась — под 
обычным синим небом мы увидим кро- 
ваво-красную растительность. Не в 
этой ли особенности цвета хлорофил- 
ла лежат те трудности, с которыми, 
очевидно, приходится бороться ланд- 
шафтной живописи? На палитре жи- 
вописца, по-видимому, нет тех зе- 
леных тонов, которые представляет 
вблизи ярко освещенная зелень.» 

Оставим, однако, живопись пока в 
стороне и вернемся к пирометриче- 
скому клину. Несколько видоизменим 
описанный выше опыт с клином. 
В качестве источника света использу- 
ем нить лампы накаливания и между 
ней и призмой поместим пирометри- 
ческий клин (рис. 4). На стене мы 
опять увидим две полоски — зеленую 
ни красную, причем соотношение яр- 
костей этнх полосок будет зависеть 
от толщины клина в месте прохож- 
дения светового луча. Если луч про- 
ходит сквозь тонкую часть клина, 
зеленая полоска значительно ярче, 
чем красная. При увеличении толщи- 
ны клина яркость обенх полосок сни- 
жается, и, начиная с некоторого мо- 
мента, красная полоска становится 
ярче зеленой. Когда зеленая полоска 
ярче красной, нить видна зеленой, 
при обратном соотношении яркостей 
полосок — красной. При равенстве 
яркостей полосок нить кажется бес- 
цветной. 

Как будто загадка зеленого стекла 
разъяснена. Однако остается еще 


объяснить, почему с ростом толщины 
стекла соотношение яркостей крас- 
ной и зеленой полосок меняется на 
обратное. Оказывается, объяснение 
вытекает из важного закона оптикн, 


открытого одним бравым моряком 
лет двести тому назад. 
Капитан дальнего плавания 


н геометрическая прогрессия 


Капитан дальнего плавания француз 
Пьер Бугер, живший в первой поло- 
внне восемнадцатого столетия, не был, 
пожалуй, простым моряком. Им на- 
писаны объемистые трактаты по кон- 
струкции судов, по навигации и дру- 
гим отраслям морского — дела. 
Французская Академня наук прису- 
дила Бугеру три премии за работы 
по морскому делу и избрала его сво- 
нм членом. Вкус к морской науке 
Бугер унаследовал от своего отца, 
профессора гидрологни. 

Если морем Бугер занимался по 
наследству, то оптикой он заняяся по 
собственному почину. Бугер первый 
обратил внимание на проблемы, свя- 
занные с измереннямн силы света и 
освещенности. Он придумал первые 
приборы для измерения силы света 
и установил, что сила света Солнца 
в 300 тысяч раз больше силы света 
Луны, а в его «Онтическом трактате» 
содержался очень важный закон ос- 
лабления света в поглощающих телах. 

Чтобы понять смысл этого закона 
(его также называют законом Буге- 
ра), воспользуемся не очень правдо- 
подобной, но наглядной аналогией из 
области спорта. Представнм себе, что 
мы присутствуем на плохо подготов- 
ленном массовом состязанни в беге 
на семь километров. Слабая трени- 
ровка участников стала сказываться 
сразу, и болельщики быстро устано- 
вили следующий любопытный закон— 
лишь одна треть бегунов, начавших 
данный километр дистанции,  добе- 
гает его до конца. Старт приняли 
2187 участников, к концу первого 
километра на дистанции остались 729, 
к концу второго — 243, к концу треть- 
его — 81, четвертого — 27, пятого — 
9, шестого — 3. Наконец, седьмой 
километр заканчивает только один 
бегун, объявленный победителем. 
Судьям даже не пришлось восполь- 


зоваться секундомером для опреде- 
лення того, кто первым косиулся 
финншной ленточки. 


Выпишем в строку числа бегунов, 

пробежавиих различные дистанции: 
ОТВТ, 29. о. 

Нетрудно видеть, что эти числа об- 
разуют убывающую геометрическую 
прогрессию.. в которой каждое по- 
следующее число в три раза меньше 
предыдущего, стоящего слева от него. 

Вернемся от спорта и онтике. Возь- 
мем кусок окрашенного стекла. До- 
пустим, что он пропускает одну треть 
падающего на иего света. Добавим 
второй такой же кусок. Он пропустит 
одну треть светового потока. про- 
шедшего через первый кусок. то есть 
одну девятую часть светового потока, 
падающего на первый кусок. Поста- 
вив еще один кусок, получим одну 
двадцать седьмую часть п так далее. 
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Рис. 5. Иллюстрация приме- 
нения закона Бугера для 
объяснения изменения цвета 
нити лампы накаливания 
ирн увеличении числа зеле- 
ных стекол. 


Рис. 6. Острый глаз древиерусского худож- 
ника заметил измененне цвета в глубине скла- 
док ткани. происходящее за счет повторных 
отраженнй-. 


Ясно, что такой же результат волу- 
чился бы просто при увеличении 
толщины куска стекла вдвое, втрое 
ит д. Когда толщина стекла растет, 
доля пропускаемого света падает по 
геометрической прогрессни. 

Это и есть закон, открытый Бу- 
гером. В примере с бегуиами мы уже 
видели, как быстро уменьшаются чнс- 
ла в геометрической прогрессин. 


Еще немного спорта 


Вооружениые законом Бугера, мы 
можем смело броситься п атаку на 
загадку зеленого стекла. Однако 
прежде всномним опять о сНорге. 

Новички, так неудачно пробежав- 
шие дистанцию в семь километров, са- 
моуверенно вызвали на соревнование 
команду онытных мастеров. Мастера 
приняли вызов и даже предложили 


весьма великодушные условия. На 
старт выходят все 2187 новичков и 
только '°512 мастеров. Победившей 
считается команда, в которой большее 
число бегунов добежит до конца седь- 
мого километра. 

На состязание обе команды явни- 
лись в цветных майках: новички на- 
дели зеленые майки, мастера — крас- 
ные. 

После первого километра сторон- 
ники новичков приободрились. Из 
команды новичков осталось, как ни 
в прошлый раз, 729 бегунов, а у 
мастеров — 256. Большой численный 
перевес сохранился на стороне но- 
вичков. Поклонники мастеров были 
несколько обескуражены тем, что в 
этой команде сразу вышли из строя 
половина бегунов. Но один из бо- 
лелыциков, сделав карандашом не- 
хитрые выкладки на папиросной ко- 
робке, уверенно заявил, что если де- 
ло пойдет так же и дальше, то вынг- 
рают наверняка мастера. 

После второго километра «зеленых» 
осталось 243 человека, а «красных» — 
128. После третьего километра кзе- 
леных»— 81, а «красных» — 64. На- 
строение сторонников новичков за- 
метно стало падать. После четвертого 
километра «зеленых» — 27, а «крас- 
ных» — 32. Все с почтением посмот- 
релн на предсказателя с коробкой 
папирос. 

Оставшиеся три километра только 
усугубили поражение «зеленых». 
После пятого километра «зеленых»— 
9, «красных»— 16, после шестого — 
Зи 8. Наконец, к финишу в конце 
седьмого кнлометра пришли один «зе- 
леный» и четыре «красных». 

Выпишем друг под другом числа 
бегунов в обенх командах: 


2187, 729, 243, 81, 27. 9, 3, 1 
512, 256, 128, 64, 32, 16, 8, 4. 


Во второй строке отношение после- 
дующего числа к предыдущему рав- 
но одной: второй, а в первой строке, 
как н раньше,— одной трети. Ока- 
залось, что эта неболыцая разница в 
числах не только достаточна, чтобы 
компенсировать большой начальный 
численный перевес команды «зеле- 
ных», но и привела комаиду «крас- 
ных» к победе. Нужна была только 
достаточно длиниая дистанция, не 


менее четырех километров. На более 
коротких днстанциях победили бы 
«зеленые». 

В поведенни зеленых н красных 
лучей и «зеленых» И «красных» бегу- 
нов существует полная аналогия 
(рис. 5). Зеленое стекло лучше про- 
пускает темно-красные лучи, чем зе- 
леные, причем, согласно закону Бу- 
гера, различие в пропускании этих 
лучей быстро растет с ростом толщи- 
ны слоя стекла («длинная дистанция»). 


Но тогда естественно возникает во- 
прос: почему в тонком слое стекло 
кажется зеленым, если оно пропуска- 
ет темно-красные лучн лучше, чем 
зеленые? Объясняется это спектраль- 
ной характеристикой источника све- 
та, с которым проводился опыт: зе- 
леный участок спектра гораздо ярче, 
чем темно-красный (команда «зеле- 
ных» многочисленнее «красных»). В 
тонком слое стекла («короткая дис- 
танция») разница в поглощенни тем- 
но-красных п зеленых лучей еще не 
настолько велика, чтобы’ перекрыть 
перевес в начальной яркости зеленых 
лучей. Основную роль играют зе- 
леные ‘лучи, что и дает соответству- 
ющую окраску. 

С ростом толщины стекла, соглас- 
но закону Бугера, пропускание зе- 
леных лучей падает несравненно бы- 
стрее, чем темно-красных (числа «зе- 
леных» и «красных» бегунов на боль- 
ших дистанциях). Прн достаточно 
болышой толщине разница в пропуска- 
нии уже так велика, что перекрывает 
начальный перевес в яркости зеленых 
лучей, и от всего спектра практически 
остается только темно-красная по- 
лоска. 


Осталось только объяснить, какую 


роль играет температура раскален- 
ного тела, на которое мы смотрим 
сквозь стекло. Известно, что чем 
снльнее мы раскалим любой метал- 
лический предмет, тем белее даваемый 
ним свет. Недаром говорят: «довести 
до белого каления». Так, при недо- 
статочном накале лампочка накалн- 
вания дает красноватый свет, прн 
нормальном накале — гораздо более 
белый. Объясняется это тем, что с 
ростом температуры яркость зеленых 
и снних лучей растет гораздо быстрее, 
чем красных. 


Значит, при более высокой темпе- 
ратуре разница в яркостях зеленой 
и темно-красной частей спектра боль- 
ше, и ее труднее перекрыть погло- 
щеннем п стекле. Вот почему при бо- 
лее высоких температурах раскален- 
ного тела для изменения цвета наблю- 
даемого излучения нужно более тол- 
стое стекло. 


Древнерусские иконы 
и наблюдения Леонардо да Винчи 


На некоторых древнерусских нконах 
бросается в глаза необычная рас- 
цветка одеяний святых. Складки изоб- 
ражены краской, обладающей резко 
отличным цветом от цвета гладких 
частей одеяния. Например, красные 
складки на зеленом плаще (рис. 6) 
илн оранжевые складки на сннем 
одеянии. Острый глаз древнерусско- 
го богомаза заметил, что некоторые 
ткани обладают двухцветностью и в 
складках приобретают другой цвет, 
чем на ровной поверхности. Причина 
двухцветности тканей та же, что и в 
опыте с пирометрическим клином. 

Если луч света, отраженный от 
двухцветной ткани, пропустить сквозь 
призму, то в спектре обязательно 
останутся две цветные полоски. Для 
зеленой двухцветной тканн картнна 
будет той же, что с зеленым стеклом: 
останутся красная и зеленая полоски, 
остальные лучи поглотятся. 

Двухцветная зеленая ткань лучше 
отражает красные лучи, чем зеленые, 
но при однократном отражении от 
гладкой поверхности ткани сказыва- 
ется болышая яркость зеленых лучей 
в падающем свете. Поэтому в одно- 
кратно отраженном свете все-таки 
преобладают зеленые лучи. 

В складках ткани свет испытывает 
по крайней мере два последователь- 
ных отраження. При втором отраже- 
нии красные лучи отражаются опять 
сильнее, чем зеленые, п в результате 
двукратного отражения происходит 
то же, что и в зеленом стекле большой 
толщины: яркость красных лучей ста- 
новится больше яркости зеленых лу- 
чей, и ткань меняет цвет. Многократ- 
ные отражения усилнвают этот эф- 
фект. 

Болышинство обычных тканей об- 
ладает прямо противоположными 


свойствами. В складках получается 
более насыщенный, но такой же цвето- 
вой тон, что и на ровной поверхности. 
Объясняется это опять-таки повтор- 
ными отражениями. Свет, отражен- 
ный от такнх тканей, носле разложе- 
НИЯ призмой дает только одну по- 
лоску в спектре вместо двух полосок 
у двухиветиых тканей. Например, 
свет, однажды отраженный от жедл- 
того бархата, дает в слектре широ- 
кую полосу с наиболыней яркостью 
в желтой части. Кроме желтых лу- 
чей, в спектре присутствуют еще зе- 
леные и голубые лучн. При двукрат- 
ном отраженин полоса в спектре 
становится уже, так как голубые лу- 
чи практически исчезают совсем, а 
зеленые сильно ослабляются. Это ра- 
ботает все тот же закон геометриче- 
ской прогрессии. В результате жел- 
то-оранжевый отраженный свет де- 
лается более насыщенным. 

Один из наиболее разносторонних 
геннев, живших когда-либо, —Леонар- 
до да Винчи — не только заметил 
своим глазом художника эту особен- 
ность складок тканей, но и, как уче- 
ный, дал внолне правильное объяс- 
ненне наблюдаемому явлению. В 
«Трактате о живописи» он пишет: 
«Отраженные цвета имеют гораздо 
большую красоту, чем природный 
цвет этих тел. как это видно на откры- 
вающихся складках золотых тка- 
ней ..., когда одна поверхность отра- 
жается в другой, стоящей напротив, 
а эта в ней, и так последовательно до 
бесконечности». 

В том же «Трактате о живописи» 
сказано: «Рефлексы (отражения) от 
живого тела, получающего свет от 
другого живого тела, более красны ни 
более превосходно телесного цвета, 
чем любая другая часть живого тела, 
какая только может быть у человека». 
Созерцая с наслаждением в залах 
ленинградского «Эрмитажа» изуми- 
тельные полотна Ван-Дейка н Ру- 
бенса, нетрудно заметить, что и для 
этнх великих мастеров эффект мно- 
гократных отражений не был тайной. 


А. Гейнч 


На пути 
к решению 


Иногда небольшое изменеине или обобщение 
условия школьной задачи может привестн к 
ннтересным теоремам н даже нерешенным 
проблемам. Так, несколько лет назад В. И. 
Арнольд предложил задачу: «Описать все 
наборы нз л натуральных чнсел, таких. что 
произведеннёе любых —1 из них в сумме с 
единицей делнтся на оставшееся». Об этой 
задаче мы писали и в «Кванте» ( «Квант», 
1976, № 12, с. 5). Получается она из совсем 
несложной школьной задачи: найти все такие 
тройки чисел, отличных от единицы, что 
произведение любых двух чисел тройки. сло- 
жениое с единицей, делится на третье число 
{«Сборннк задач московских матёматических 
олимпиад», М., «Просвещение» , 1965, с. 70, 
задача 215). В ответе — единственный набор: 
(2. 3. 7). Если отброснть требование о том, 
чтобы все числа были отличны от единниы, 
получатся еще три набора: (1, 1, 1), (1, № 2) 
н (1, 2, 3). Столь же легко описать и все такие 
пары и четверкн чисел. А вот дать ответ для 


произвольного я никак не удается — это во 
сих пор нерешенная проблема. 

В замечательной книге Д. Пойа «Как решать 
задачу» сформулированы «правила нсследо- 
вателя». Перечнслим некоторые из них. 


Начните с частных случаев — они могут ока- 
заться легче. Рассмотрите полученные ре- 
зультаты. Наблюдайте. обобщайте, прове- 
ряйте. 

Проаналнзируйте метод решения, расчлените 
его н посмотрнте, какне его части могут быть 
перемесевы на общий случай. 

Подойдите к задаче с различных сторон, нс- 
следуйте разлнчиые детали; исследуйте одни 
я те же детали, ио с разных точек зрення, 
попытайтесь усмотреть. в каждой детали не- 
которую новую интерпретацию задачи. Ищи- 
те точки соприкосиовения с вашими ранее 
приобретенными знаниями. Пытайтесь уви- 
деть знакомое в Том, что вы исслердуете н по- 
лезное в том. что оказалось зиакомым. 
Вгляднтесь в метод. Постарайтесь выделить 
в ием главное. Постарайтесь улучшить ето. 


Попробуем, пользуясь «правиламн исследо- 
вателя» ‚ винмательно присмотреться к тому, 
что известно о задачах с пт 2,3 и 4; 
может быть, это поможет нам хоть чуточку 
приблизиться к решемню общен проблемы. 


1. Повторение 


— (А разве ты не видишь? 

— Нет. 

— Ня тоже! 

Изразговора На- Иас Внини 
Пухом *) 


С чего же начать? Прежде всего — с 
ответов в школьных варнантах зада: 
чн (п -2. 3, 4). Выпишем эти ответы 
в таблицу: 


Произведение первых А чисел в 
сумме с единицей делится на хь,; по 
определению числа х,,:. Пусть те- 
перь число х,., входит а произведе- 
ние. Обозначим через Х; произведе- 
ние первых А — | чисел без х;. Нам 
надо показать. что Х;х,., + 1 де- 
лится на х,. Это следует из того, что 
Хь+1 = Хх: —- 1; тогда Х хи + |= 
=; (Хх: + = же + 
-- (Х; + 1). авторое слагаемое де- 
лится на х; по условию леммы. 


п--2 и, 1} | (, 2) (2, з | 
п =: 3 | о и, 1, 2 (1, 2. й (2. 3, 7) 
п-:4 | {1 | (1. 1, 1, 2) | (1. 1,2, з (1. 2, 3, 7) | (2, 3, 7, 43) 


Не правда ли. решения для раз- 
личных п очень похожи? Они образу- 
ют вертикальные серни и получаются 
добавлением единицы. Это наблюде- 
ние распространяется на всевозмож- 
ные п с помощью следующей оче- 
видной леммы: 

Лемма 1. Пусть набор чисел 
(м1, д», ..., Х,) Является решением за- 
дачи для п-=К. Тогда набор чисел 
(х. х....Хь» 1) — решение задачи 
для п-Е -| Г. И наоборот: если сре- 
ди Е -- 1 чисел, являющихся решением 
задачи для п-=Е- 1, имеется единица, 
то, убрав ее из набора, получим реше- 
ние задачи для п = В. 

А как рождаются 
Е ХА РЕЖ 

Пусть (^, ..., л„) — решение 
задачи для п — А. По условию зада- 
чн, если (х.....Х,. Хиьи) — решение 
задачи для п = +1, тх,... х, +. 
1 -: Сх,., где С — некоторое на- 
туральное число. Попробуем ноло- 
жить С равным единице (так получа- 
ются числа 3 =2+1, 7=2.3 т 
--1, 43 -- 2.3.7-+1). Докажем такую 


новые серин: 


лемму: 

Лемма 2. Если набор чисел 
(х1..... х,} — решение задачи для 
п- №, то набор (их, 


х,..хХ, | |) — решение задачи для 
П-А-И. 


*) Все эпиграфы взяты из сказки Мнана 
«Вннни Пух в Все. Все. Все». 


При помощи лемм [и 2 из каждо- 
го решения задачи для п = Ё могут 
быть получены два решения задачи 
для п = |1. На рисунке 1 пока- 
зано, как из решений задачи для 
п = 2 при помощи леммы | (красные 
стрелки) и при помощи леммы 2 
(синне стрелки) таким способом по- 
лучаются решения задачи сначала 
для п = 3, а затем — для м == 4. 

Нноткуда не следует, что таким 
путем мы получнм все решения. 
Впрочем, легко доказать, что набора- 
ми, указанными на рисунке |, ис- 
черпываются все решения нашей за- 
дачи для п = 2, 3, 4. К сожалению, 
из решений для п -= 4 таким способом 
получаются не все решения для 
п = 5; кроме решения (2, 3, 7, 43, 
1807), получающегося по рецепту лем- 
мы 2, есть еще такое: (2, 3. 7, 47. 395). 


2. Сведение к уравнению 


Лаже немножечко, 
чайная ложечка, — 
— 4 уже хорошо. 


Виции Пух 


Лемма | позволяет здесь и дальше не 
рассматривать решений, содержащих 
|,—с ними все ясно. Тогда, если на- 
бор (хи, ..., х,) — решение задачи для 
п = ЕЁ, то все числа х; различны (поду- 
майте, почему). 


(1.1) (1.2) 


а ь = а 
Е (1.1.7) И, 


(1, 1,2,3) 


8 (6!) Е.Р 


Рис. 1. 


Анализируя ответы задачн при 
п =2,3Зи4, мы можем создать си- 
потезы лишь о строении этих 
ответов, а отнюдь не о том, как ре- 
шать задачу. Посмотрим теперь, 
как эти ответы получаются для п=3. 

Пусть (х, 9, 2) — некоторое решение 
задачи с тремя числамн. Тогда долж- 
ны выполняться равенства 


[9 +1 =: В, 2, 
хг-| | = Ау, 
| А.Х. 


гле Аи, №. Ёз — какие-то 
ные числа. | 
Перемножив эти соотношения, но- 
лучим 
хуг (хуг + х Рута + ха 
уг ++ 1 = А Кайхуг. 
Отсюда вытекает, что ху хг-нуг--1 
делится_ на хуг, то есть 


ху -Е хг | уг + 1 = Ахуг, 


где А — натуральное число. Разделив 
обе части этого равенства на хиг, 
получим 


натураль- 


1 
хуг 


(1) 


Итак, любое решенне задачи для 
п = 3 удовлетворяет уравнению (1). 
Освободившись от знаменателя, лег- 
ко увидеть, что и обратно: если 
х, у. 7 — натуральные числа, удов- 
летворяющие — при некотором нату- 
ральном А — уравнению (1), то'(х, у, 2) 
— решение задачи для п = 3. 

Левая чать (!) прничмает наи- 
больцее значение ири наименьших 
значениях х, у, 2; ели2 х<у<., 
то 


! ! ! 
о 


ви | 1 отащие., 
Ач таз = 4 < 2. 


{2,3} 


—_ 


$7. 2.3) (8.7) 


(1.2.88) {2,3.7.43)} 


Следовательно. А = | и 
удовлетворяют уравнению 
| 1 


1 
НИ += и 


и: 2 


я 1. 


Ну что же, первый шаг очень 
естествен. Воспользовавшись опредс- 
лением делимости, мы от несколько 
неопределенных слов — одно число де- 
лится на другое — пераишли к урав- 
нениям — вполне конкретным и зна- 
комым нам объектам. Правда, по- 
явились новые неизвестные Ау, А. Ёз, 
которых раныпе не было, но это — 
обычная ‘расплата за «некогорую оп- 
ределенность». И второй шаг вполне 
понятен — желание избавиться от 
«лишних» неизвестных (за счет пере- 
хода от сисгемы к одному уравнению). 

Проделав аналогичную онерацию 
для произвольного п, мы снова по- 


лучим уравнение вида 
ВВ = 
р а х, + 
1 , 
-- Хх, Вик = В, \2) 


где А — натуральное число. Снова 
легко проверяется обратное утверж- 
дение: 

если х,, №. ..., Х„ — натуральные 
числа, удовлетворяющие — при неко- 
тором натуральном А — уравнению 
(2). то набор (хи. д.. ..., х„) является 
решением нашей задачи. 

Итак, исходная задача эквивалент- 
на задаче нахождения решений урав- 
нения (2) в натуральных числах при 
всевозможных натуральных А. Про- 


движение, конечно, небольшое, но 
«даже немножечко ... — это уже хо- 
рошо!» 


Окрыленные Успехом, мы можем 
попытаться доказать, что в уравне- 
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нин (2) А = 1. Поскольку можно счи- 
тать, что 2 < х. < жж... < х,, ДЛЯ 
А получаем оценку: 

| 


-е Х1...Хл < 


| 
ДЕН 


Хп 
1 1` 1 1 
жа Рот. 


Однако уже для п == 14 сумма, стоя- 
щая в правой части, больше 2. Но, 
может быть, из этой оценки все-таки 
можно вывести, что величина А ог- 
раничена и потому может принимать 
лишь конечное число значений? Так 


и 
ведь нет: сумма +... -- > нео- 


граниченно возрастает с увеличени- 
ем л. 


Упражнение 1. Докажите это. 


По-видимому, наш метод оценки 
слишком груб. Нельзя ли его улуч- 
шить? Ясно, например, что все числа, 
входящие в решение, попарно взаим- 
но просты. Поэтому, в частности. 
если х;, = 8, то хз > 4. 


Покажем, что сумму = +...+ 
1 
1 
++ 


1 1 1 1 
числом = + >: Е Е 


———__МОЖНО |. 
ХК, жно оценить сверху 


1 
235. р "дер пе простое число. 


Действительно, обозначим через р, ка- 
кой-нибудь простой делитель числа х;. 
Заметим, что р.<х,. Поскольку чис- 
ла х;, попарио взаимно просты, все 
р; различны. Будем считать их упоря- 
цоченными по величине. Тогда 2 = 
<рь 3< ро, 5< рз ит. д. Заменяя х; 
на р,, получаем требуемую оценку. 

Может быть, сумма величин, об- 
ратных простым числам, не превос- 
ходит некоторого постоянного чис- 
ла М? Это означало бы, что А М-Н1. 
Оказывается, и это неверно: с увели- 
чением количества слагаемых сумма 


++ -... += возрастает не- 


ограниченно *). Тем не менее полу- 


*) Доказательство этого утверждения, 
принадлежащего Л. Эйлеру. можно найти 
в книге А. М. Яглома к И. М. Яглома «Не- 
элементарные задачи в элементарном изло- 
жених» (М.. ГТТИ, 1954). 


п 


ченная оценка позволяет утверждать, 
что А = 1 для всех п = 58. Утеши- 
тельного мало, но по крайней мере 
ясно, почему, анализируя ответы, мы 
не натолкнулись на решение с кон- 
стантой А = 2: вряд ли кому-нибудь 
придет в голову рассматривать зада- 
чу сразу для шестидесяти чисел. 


3. Добавление одного — ничего нового 


Безвозмездно, то есть даром. 

Сова 

Кто может заранее знать, какой 
путь приведет к успеху? Терпение 
(но не упрямство) — вот принцип ис- 
следователя. Вернемся еще раз к на- 
чалу нашего путешествия. Теперь у 
нас в руках анализ ответов и методов 
решения задачи для частных ‹лучаев. 
Пристального внимания заслуживают 
леммы Ги 2 — они содержат хоть 
какой-то алгоритм нахождения неко- 
торых решений. Какой подход онн 
предлагают? В обеих леммах гово- 
рится о том, как из решения задачи 
для п = А получить решение задачи 
для п=#-+-1. Нам такой подход 
вполне привычен (вспомните метод 
математической индукции).  Попро- 
буем, считая, что задача решена для 
п=А, решить ее для п=Ё-+ 1. 
Итак, пусть (хи, ..., хх) — реше- 
ние задачи для пм = А. Обозначим 
произведение х, ... х, через {,. Тогда 


Если число х,., Дополняет набор 
х,..х, До решения задачи для 
п-Е+1 их, 3 1, то имеет мес- 
то соотношение 


с тем же самым А (продумай- 
те это). 

Приравнивая левые части этих 
двух равенств и отбрасывая одинако- 
вые слагаемые, получаем 


1 1 
ВХ 


1, 
Хк+1 В’ 


следовательно, хь+: = [, +1. Имен- 
но так получается решение и по 


лемме 2 Значит, в равенстве 
хи... 1 - С-х,.а константа С рав- 
на |1 не случайно: дело тут не в про- 
стоте, а в уравнении (2). Кстати, лем- 
ма 2 даром следует из этого урав- 
нения. 

Таким образом, если решение за- 
дачи для п =: В +- 1 получается до- 
бавленнем одного числа к решению 
задачи для п = А, то оно образуется 
либо по лемме |, либо по лемме 2. 


4. А если добавить два? 


Интересно. что это так бумкнуло? 
Не мог же я один наделать столько 
шума’ И куда, интересно знать. девал- 

ся мой воздушный шарик? 
Пятачок 
Итак, происхождение леммы 2, по 
крайней мере, проясннлось. Правда, 
новых решений мы не получнли и по- 
прежнему непонятно, откуда берутся 
решения, не образующиеся нриме- 
нением лемм | и2 (например, решение 
(2. 3, 7, 47, 395) для задачи см = 5). 
Опять тупик? Подумаем еще раз, 
прежде чем сойти с выбранного пути. 
Исчерпали ли мы все возможности 
нашего подхода? Кто мешает нам до- 
бавить, ну хотя бы, два числа? По- 


пробуем. 

Предположим сначала, что 
(х,,....х,)— решение задачи для п= А. 
Тогда 

1 1 1 
——4 он-то. {3 
х, Вт {3) 
Пусть (хь, --.. Хы, Хьы» №) — ре- 
*шенне задачи для ПЕЁ-2 и 
Хы 2 1, Хе 5 1. Оказывается, и 
в этом случае 
1 | 1 
—— р —- Ре '. 
х ы т ХК Хз ‘о ХА 
1 
А 4 
з Рыхкнаь о (°) 
с тем же ДА. 
Следовательно, 
1 1 1 1 
= (5 
Хан Е. Х+2 т РЫХЕаХ +2 в’ (5) 
откуда 
В -1 
Е 
х — =. 
+3 Ь р Хит — 1 (6) 


Поскольку х„.. дояжно быть целым, 

число 4 -= х,., — Ё является делн- 
„> 

телем числа /}.-+1. Итак, 


[Ра нЕ ы-а, 


о 
Ви 


(7 
[ае=А + . (Й 


Обозначим- теперь через 4 про- 


извольный делитель числа В+! и 
определим числа х,,1. х,.› равенст- 
вами (7). Тогда для чисел [,, Хнт, 
х,.› Выполняется (6), а значит, и (5). 
Ив {3) и (5) следует (4). Значит, рас- 
ширенный набор {жу, ..., Хи» Ху +1- Хи) 


является решением нашей задачи 
для п=А--2. Итак, нами до- 
казана 

Лемма 3. Лиусть (Хх... 


..., Жк) — решение задачи для п-=К, 
=... х, и 4— делитель числа 


Ё +1. Тогда набор [х,. 


5 Хи. 


ИЕ 
а + р является решением 
задачи для п = К+ 2. И нообо- 


рот: если решение задачи для п = 
=#-- 2 получается из некоторого 
решения задачи для п = № добавлением 
двух чисел, отличных от 1, то добав- 
ленные числа удовлетворяют равен- 
етвам (Т). 

Таким образом, если решение за- 
дачи для п = А +2 получается до- 
бавлением °двух чисел к решенню за- 
дачи для п = А, то оно образуется 
либо по лемме 2, либо по лемме 3. 

Два делителя у Г --1 всегда 
есть: это | и +1. Однако легко 
видеть, что для таких делителей 
лемма 3 не дает ничего нового 
по сравнению с леммой 2. Но зато. 
если Бу | не является простым 
числом, то лемма 3 дает начало новой 
серин решений (х,.з можно строить 
снова по лемме 2 ит. д.). Например, 
для решения (2, 3, 7) имеем 
В+! -== 1765 -=5.353, и мы по- 
лучаем из него по лемме 3 решение 
(2, 3, Т, 47, 395), которое мы упомииа- 
ли в п. 1. Аналогично, из решения 
{2, 3, 7, 43) по лемме 3 получается 
решение (2, 3,7, 43, 1823, 193 667) 
(здесь [2 + 1 = 3261637 - 17-191861). 

Рассмотрим ^ последовательность 
решений, получающихся из решения 


{2. 3) по лемме 2. Назовем ее базис- 
ной. Каждый раз, когяа чнело }} 1 
оказывается в ней составным, от нее 
по лемме 3 отщеиляется по крайней 
мере одна ветка (рис. 2). 

А много ли составных чисел среди 


чиел д-р \ для базисной после- 
довательности? 

Упражнение 2. Докажиге. что п 
базисной последловательностн все числа 
ГЕ +1 - 1 делятся на 5. 


Из упражнения 2 следует, что по 
крайней мере при каждом нечетном п 
от базисной последовательности по 
лемме 3 будет отшепляться решение, 
порождающее но лемме 2 новую по- 
следовательность решений. Легко про- 
верить. что решения, принадлежащие 
разным носледовательностям, не со- 
впадают. 

Итак, всего лншь одна базисная 
последовательность для каждого п>2 
п 1 

г. 
решений, не содержащих |. А гипо- 
теза, что решений без единиц пе так 
уж «много» (точнее, что нх число ог- 
раничено константой, ие зависящей 
от я). «бумкнула». Она была бы спра- 
ведлива, если бы. начиная с неко- 
торого п, все решения действительно 
получались только применением лем- 
мы 2. 


порождает по крайней мере 


5. Другой подход 


А вее почему? Мо какой причине? 
И какой из этого следуе: вывод? 
Иа-Иа 


Конечно, нуть. который бы. выбран, 
далеко не едниственный. В инсгме 
читателя А. Н. Броцкого из Киева 
предлагается другой подход: вместо 
того, чтобы из решепия. задачи для 
п = А получать решение задачи для 
ПЕ! или пе А--2, попро- 
буем из решення задачи для некото- 
рого п получить другое решение за- 
дачи для того же самого п. Броцкий 
предложил следующую теорему: 

О м И 
решение, получающееся по лемме 2 из 
ленеыне м... а Ч 


Ри—ах» +4 
ыы 4,4. 


Ей 
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(23.7, км Эы 3,1907 “е 


(2374739: х 731) 
(23.748,1823493067) 


Рис. 2. 

Если система уравнений 
[ых = а, 
оу 1 == ах 


имеет решение в натуральных числах, 
то набор (хи. ..., Хи», Х, У) тоже 
является решением задачи. 

Упражнение 3. Докажите теоре- 
му Броцкого. 

Своим методом А. Н. Броцкий из 
решения {2. 3. 7, 47, 395, 719 731) по- 
лучил ренение (2. 3, 7, 47, 415, 8 11), 
не образующееся применением лем- 
мы 3. 


(8) 


Упражнение 4. Проверьте. что для 
решений из базисной  последовательности 
снсгема (8) всегда имеет решение в патураль- 
ных чнелах. 

Упражнение 5. Проверьзе, дает 
ли метод А.Н. Броцкого, примененный к 
бизненой послеловательности, решения. не 
получаюнщиеся при помощн лемм 2 н 

Мы пока не ранили. проблему до 
конца — пе знаем, сколько решений 
имеет задача для данного (произволь- 
ного) и. Но мы сделали всего лишь 
несколько шагов, а путь еще долог. 
В этом наша задача ничем не отли- 
чается от проблем. которыми занима- 
ются крумные математики. Процесс 
познания истины бесконечен, Он не 
завершается даже решением той или 
иной задачи, за пей следуют новые, 
болге общие, требующие для своего 
решения переосмыслення старых ме- 
тодов и нзобретения новых. Как про- 
исходит такое переосмысление, ка- 
кими принципами при этом должен 
руководствоваться исследователь, вы 
видели в этой статье. 


В. Дуков 


Конвекционные 
ТОКИ 
и токи смещения 


На вопрос «Что такое электрический 
ток?» обычно отвечают так: это на- 
правленное движение зарядов но про- 
воднику. Однако в этом ответе есть 
только доля истины. Чтобы сформули- 
ровать точный ответ, обратимся к ис- 
торин вопроса. 

В 1800 году итальянский физик 
Алессандро Вольта открыл возмож- 
ность получения постоянного тока с 
помощью источника э, д. с., который 
мы называем теперь гальваническим 
элементом. В то время существовала 
гипотеза, согласно которой электри- 
чество представляет собой невесомую 
жидкость, способную проникать че- 
рез норы тела. Естественно, что элек- 
трический ток начали представлять 
как движенне этой жидкости по цепи. 
Физике предстояло пройти долгий 
нуть, прежде чем было установлено, 
что внутри проводников движутся 
заряженные частицы вещества. 

Первый шаг сделал Фарадей, по- 
казавший. что в электролитах ток 
представляет собой движение нонов. 
Ион -- атом, имеющий избыток или 
недостаток заряда определенного зна- 
ка. Таким образом. у иона две ха- 
рактеристики — масса и электриче- 
ский заряд. При электролизе ион 
отдает заряд электроду и оседает на 
нем. Совокупность осевших ионов об- 
разует осадок. массу которого легко 
измерить. 

Из многочисленных опытов Фара- 
дея следовало, что ионы одной и той 
же валентности переносят одну н ту 
же порцию заряда. Кстати, имевно 


это заключение привело позже (в 
1881: году) Гельмгольца к мысли о 
существованин элементарного заря- 
да (то, что он связан с элементарной 
частицей — электроном, физики уз- 
нали только в конце ХПХ века). 

Заметим, что если бы Фарадей ис- 
ходил из нден элементарного заряда 
и законов сохранения заряда и ве- 
щества, то он мог бы два своих зако- 
на, потребовавших многолетних труд- 
ных поисков, получить из очень про- 
стых рассуждений. Допустим. что в 
электролите движутся М ионов, Каж- 
дый из которых несет заряд 7е’, 
где А — валентность, © — величина 
элементарного заряда. Тогда масса 
осевших на электроде ионов будет 


М = Мть [6 


где 7, — масса иона. Эти ионы при- 
несут ина электрод заряд 


< — №2е,. (2) 
Деля (1) на (2), получаем 
та 
М = 7е, д. (3) 
Обозначая —^® _ №, получаем пер- 
Яе% 
вый закон Фарадея: 
М = №4. 


Умножим и разделим выражение для А 
на число Авогадро М№д: 


МА То | Ти 


КФА — ам - ТР, (0) 


где к — моляркая масса вещества, 
Е == Ме — число Фарадея. 

Получается второй закон Фарадея. 

Таким образом, законы Фарадея 
являются следствиями законов сохра- 
нення н факта существования зэле- 
ментарного заряда. Выражение (3) 
раскрывает физический смысл фара- 
деевского электрохимического эквн- 
валента вещества: эффект нарастания 
массы отложившегося при электро- 
линзе вещества зависит от отношения 
заряда иона к его массе. Мз (3) и (4} 
следует, что для получения осадка с 
большей массой нужно брать ве- 
щество с большей молярной массой и 
меньшей валентностью. 

Отношение заряда тела к его мас- 
се в физике принято называть удель- 


ным зарядом. Это очень важная ве- 
личина. Следует сразу же подчерк- 
нуть колоссальную разницу в вели- 
чинах удельного заряда микрочастиц 
и макроскопических тел. Для «легкой» 
элементарной частицы — электрона 


_во_ 1,6.10- Кл 
т, ^ 91. 0-8 кг 


ду 2. 101 Кли/кг, 
для «тяжелой» — протона 


а А 10° Кл/кг. 
Чтобы эти величины произвели впе- 
чатление, попробуем вычислить удель- 
ный заряд шарика радиусом | см из 
алюминиевого сплава ПЛОТНОСТЬЮ 
р=2-103 кг/мз. Его масса 


4.3,14 
3 


м 103 кг 8-10-3 кг. 


три =: 4/3 173 -р = (10-2)з.2х 


Какой заряд может удержаться на та- 
ком шарике? Известно, что иятен- 
сивное стекание заряда с поверхности 
тела начинается при напряженности 
электрического поля Ез == 3. 10° В/м. 
Напряженность поля сферы раднуса г 
с зарядом 9 равна 


14 
Е- 4ле, г‘ 
Максимальный заряд, который мо- 
жет «удерживаться» на такой сфере, 
определяется условием Е = Е... Та- 
ким образом, 


Чтах = 472.72 Е, <= 4.3,14.8,86 < 
х 10-1 (10-?)2.3.10°Кл = 3.10-* Кл. 


Итак, максимальный удельный заряд 
алюминиевого шарика будет 


„Чтах 3: 10-8 Кл — _6 ‚ 
р 26-7 кг ^ 4-10 Кли;кг. 


Удельный заряд протона превышает 
удельный заряд алюминиевого ша- 
рика в 10'3 раз! 

Представим себе, что мы хотели 
бы получить с помощью заряженных 
алюминиевых шариков ток в 1А. По 
определению / = 9/1. Заряд одного 
шарика обозначим через 4,: тогда 
4 = №1, где М — число шариков. Ток 


ке №9 н 1А-1с 
8 М - 91 => 310-8Кл ^* 
=3.10?. 
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Поток шариков должен быть таков, 
чтобы через фиксированную площад- 
ку проходило н одну секунду 30 млн. 
шариков! Если этот поток предста- 
вить себе в трубе, то ее сечение долж- 
но быть 


$ = Мал =: 3,14.30-10% Хх 
к (10-2)? м? лы 10% м?! 


В то же время ток в один ампер 
проходит через проволочку днамет- 
ром в доли миллиметра, лишь рас- 
каляя ее. Это объясняется именно 
тем, что микрочастицы (электроны) 
обладают большим удельным зарядом. 

Вернемся снова к вопросу о прн- 
роде тока. Ток создается движением 
заряженных частин. Не зарядов, а 
заряженных частиц! И хотя мы пи- 
шем /- 9/1. под зарядом 9 мы пони- 
маем сумму зарядов частини, имеющих 
определенную массу. Поэтому элект- 
рический ток обладает механнческими 
свойствами. Впервые они были обна- 
ружены в опытах Толмена и Стюарта. 
Соленоид, к концам которого был 
присоединен гальванометр, приводил- 
ся в быстрое вращение, а затем резко 
останавливался. Гальванометр при 
этом фиксировал ток. а направление 
этого тока соответствовало движению 
отрицательно заряженных частиц. В 
этих онытах был измерен удельный 
заряд частиц, движение которых об- 
уславливало ток. Оказалось, что най- 
денная величина совпала с величиной 
удельного заряда электрона, найден- 
ной по отклонению в электрическом 
ни магнитном полях. Опыты Толмена 
и Стюарта впервые указали на су- 
ществование в металлах свободных 
электронов. Будучи слабо связанны- 
ми с кристаллической — решеткой, 
электроны после остановки соленонда 
продолжали движение по инерции — 
возникал кратковременный ток. 

В электролитах ток представляет 
собой двойной поток нонов, переме- 
шающихся в противоположных на- 
правяениях. Ионы имеют одинаковые 
заряды, но различные массы. На- 
пример, в растворе медного купороса 
носителями тока являются ионы 
Си** и $0; `. Масса иона меди равна 


63,5 а. е. м., масса иона ЗО; `` 32,1-- 


`-+4.16 _ 96,1 — значительно больше. 


На простом опыте, который можно 


Рис. 1 


поставить в домашинх условнях, лег- 
ко обнаружить эту разницу. 
Банка с двумя электродами запол- 
няется раствором медного купороса. 
На поверхность жидкости высынают- 
ся легкие тела, например, мелкие об- 
резки бумаги. Включается постоян- 
ный ток. Если снизу к банке под- 
нести постоянный магнит (рис. 1), 
бумажки приходят во вращательное 
движение. Объясняется этот эффект 
тем, что действующая на движущиеся 
ноны со стороны магнитного поля 
сила Лоренца закручивает ионы. Вра- 
шающиеся ионы увлекают за собой 
молекулы воды, и вся жидкость на- 
чинает вращаться. Бумажкн, пла- 
вающне на поверхности, фиксируют 
эффект. Естественно, сила Лоренца 
закручивает н ноны Си+*, и ноны 
$0; _. Однако направление враще- 
ния жидкости определяется направ- 
лением движения более тяжелых 


ионов (нонов 50; ). Враще- 
ние, вызванное увлечением легкими 
нонами Си*+, «подавляется» враще. 
нием более тяжелых ионов От. 


Изменение направления тока или по- 
лярности магнита приводит к изме- 
ненвю направления вращения элек- 
тролита. 

Аналогичный эффект имеет место в 
случае «стекания» заряда с острия. 

Известно, что плотность заряжен- 
ных частии резко увеличивается в 
направлении к острию, поэтому вок- 
руг него существует сильное эле- 
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ктрическое поле. Нейтральные мо- 
лекулы воздуха в таком поле ионн- 
зуются. Если острие имеет пюложн- 
тельный заряд. то нмеющиеся в 
воздухе электроны натекают на острне, 
а положительные ноны движутся в 
противоположном направлении. По- 
ток этих ионов увлекает нейтральные 
молекулы воздуха. так же как поток 
нонов в электролите увлекает моле- 
кулы воды. Создается так называе- 
мый «электрический ветер». Оныт с 
задуванием свечи таким ветром де- 
монстрировал еще Франклин в сере- 
дине ХУПП века. 

В рассмотренныхжлучаях мы имеем 
дело с конвекционными потоками жид- 
кости и воздуха. Исторически имен- 
но опыт с задуванием свечи привел к 
понятию конвекционного тока. Счи- 
талось, что наряду с обычной кон- 
векцией — потоком нейтральных ча- 
стиц— существует электрическая кон- 
векция — поток заряженных частиц. 
Действительно, дальнейшие иссле- 
дования показали, что токи в метал- 
лах, электролитах и газах сводятся К 
потоку заряженных частин. Посколь- 
ку эти частицы обладают массой, то 
принципиальной разиины между обыч- 
ной конвекцией п электрической кон- 
векцией нет. В работе 1875 г. Гельм- 
гольи инсал: «Я употребляю это слово 
[конвекция — В. Д.| в том смысле, в 
каком оно применяется в теории теп- 
лоты, чтобы обозначить раснростра- 
нение электричества посредством пе- 
ремещения электрически заряжен- 
ных тел». Гельмгольи же поставил 
принциниально важный вопрос: мож- 
но ли рассматривать движение за- 
ряженных макроскопических тел (на- 
пример, наших алюминиевых шарн- 
ков) как обычный конвекционный 
ток. 

Ответ на этот вопросе мог дать 
опыт, аналогичный тому, который 
произвел датский физик Ганс Христи- 
ан Эрстед в 1820 г. Он обнаружил, 
что если вблизи проводинка с током 
номестить магнитную стрелку, то она 
отклоняется. На стрелку действует 
сила, пронорциональная величине то- 
ка. Направление этой силы зависит 
от направления тока. 

Гельмгольц предложил своему уче- 
нику Генри Роуленду поставить сле- 
дующий опыт: зарядить диск, поме- 
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Рис. 2. 


стить около него магнитную стрелку 
и прнвестн диск во вращение. Если 
вращение заряженного диска эквива- 
лентно протеканию тока (ио замкиу- 
той цепи), то как и в случае тока, 
вращение диска должно вызывать по- 
явление магнитного поля. 

Действительно, Роуленд обнару- 
жил отклонение магнитной стрелки. 
Эксперимент был трудный. Как уже 
говорилось, макроскопические тела 
не могут «транспортировать» большие 
заряды. Поэтому приходилось изме- 
рять магнитное ноле очень слабого 
тока, 

Итак, токи во всех веществах — 
жидких. твердых, газообразных — 
сводятся и токам  конвекционным- 
А может ли ток существовать в ва- 
ку\ме, где нет частиц вещества? Об- 
ратимся к опыту, схема которого изо- 
бражена на рисунке 3. Если включить 
источник переменной э. д. с., ампер- 
метр зафиксирует ток. Опыт дает 
следующий результат. Величина тока 
в цепи пропорциональна частоте ко- 
зебаний, генерируемых источником 
э. д. с., и величине емкости конден- 
сатора. Описанный опыт был известен 
еще в прошлом веке. Объясняли его 
так: источинк э. 4. с. заставляет ‘за- 
ряженные частицы колебаться в про- 
воднике, соединяющем обкладки, они 
«бегают» от обкладки к обкладке, 
при этом между обкладками ничего не 
нронсходит, ибо там — вакуум. В этих 
рассуждениях ток представляется в 
виде механического процесса движе- 
ння заряженных частиц. 

Гениальный английский физик 
Цжейме Клерк Максвелл ввел прин- 
ципиально новое представление. Дви- 
жущиеся заряженные частицы свя- 
заны с’ электрическим и магнитным 
полямн. Изменение тока приводит к 
за 


изменению  нолей. Фаралей открыл 
явление электромагнитной индук- 
ции, которое сводится, по Максвеллу, 
к возбуждению электрического поля 
ирн изменениях ноля магнитного. Уве- 
ренный в симметрин электромагнит- 
ных явлений, Максвелл предположил, 
что изменения электрического поля 
порождают поле магнитное. 

В цели, изображенной на рисун- 
ке 3, между пластинами конленсатора 
изменяется электрическое поле. Со- 
гласно Максвеллу, этот процесс ири- 
водит к появлению магнитного поля. 
Но магнитное поле вызывается током. 
Следовательно, процесс, пронсходя- 
щий между обкладками конденсатора, 
можно интерпретировать как ипроте- 
кание тока. Не существует «концов» 
тока. Если цень разорвана диэлектрни- 
ком илн вакуумом, ток продолжает 
свой путь, только он будет иметь 
нную природу. Максвелл назвал этот 
ток током смещення. Пронсхождение 
термина таково. Максвелл предпола- 
гал, что пространство, кажущееся 
нам пустым, заполнено материальной 
средой с особыми свойствами — эфи- 
ром. Эфир имеет яченстую структуру 
(такую, например, как кристалличе- 
скне решетки), и под действием сил 
электрического поля ячейки могут 
деформироваться — смещаться, по- 
добио тому как смещаются частицы 
диэлектрика. 

Ток может быть вызван как кон- 
векцией, так п смещением. В случае 
конвекционного тока его величина 
пропорциональна скорости переме- 
\цения заряжеиных частиц; ток сме- 
щения определяется скоростью сме- 
щения, з она, естественно, пропор- 
цнональна частоте колебаний. Чем 
больше емкость конденсатора, тем 
больше будет объем эфира {при задан- 
ном расстоянии между обкладками}, 
следовательно, тем больше будет ячеек 


и больше эффект смещения. Такова 
физнческая картина. 
Математически свою гипотезу 
Максвелл выразил так: 
: аЕ 
Нч 05 ду 


—ток смещения пропорционален пло- 
щади $ разрыва цепи (или площади 
нластины конденсатора) и скорости 
изменения нанряженности электриче- 
ского поля (&и -- 8,86.10-8 Ф.м). 


Допустим, что источником э. д. с. 
служит генератор промышленной ча- 
стоты (у —=50 Гц) с напряжением, нзме- 
няющимся по закону и = Из зп 2, где 
0, =200 В. Мы захотели получить 
максимальный ток смещения в 1 А. 
Какой должна быть в этом случае 
площадь пластины плоского конден- 
сатора, если расстоянне между пла- 
стинами 4-1 м? 


Известно, что Е= = . Поэтому 
з | $ 
см Боб 005 Е. 
Отсюда /, = о ‚и 


$=-9 22.108ме — 2.108 мые. 
обо 

Если конденсатор убрать, то между 
концамн разрыва цепи при сечении 
проводов в 1 мм? ток будет равен 
5. 10-13 А. Если длину разрыва умень- 
шить до 1 мм, ток будет в 103 раз 
больше, то есть составлять де- 
сятимиллиардные доли ампера — 
практически нуль, В тех же условиях 
ток В одни ампер мы получим, если 
увеличим частоту колебаний до 
1011 Гц, то есть, перейдем в область 
радиотехнических частот. 


Этот расчет показывает, что токи 
смещения становятся существенными 
только прн очень высоких частотах 
колебаний. Поэтому в электротехнике 
токи смещения вообще игнорируют. 
В радиотехнике снтуацня обратная: 
там они играют первую роль. 

Мы всегда стремимся образно пред- 
ставить себе физическнй процесс. Что 
такое ток? Первая ассоциация всегда 
такова: ток — это перемещение ча- 
стичек по проводнику, их направлен- 
ное движение. Но эта по существу 
механнческая модель является лишь 
грубым отображением реальности. К 
ней надо относиться осторожно. 

Давайте уточним представление о 
токе. Прежде всего речь идет не 
просто о частичках, а о движущихся 
частичках, имеющих электрический 
заряд, а следовательно, окруженных 
электромагнитным полем. Последнее 
определяется двумя компонентами — 


> > 
векторами Ё и В. В случае постоян- 
ного тока электрическая компонента 


2- 


> 

Е не фиксируется приборамн. В каж- 
дом кусочке провода, по которому 
идет ток, имеется одинаковое число 
положительных и отрицательных за- 
рядов, и их суммарное электрическое 
поле равно нулю. Приборы обнару- 
живают вокруг проводника с постоян- 
ным током только магнитную ком- 


—> 
поненту В. 

В случае переменного тока прояв- 
ляются обе компоненты, причем про- 
исходит процесс индукции: измене- 
ние электрической компоненты по- 
рождает магнитную, изменение маг- 
нитной — электрическую. Можно ска- 
зать, начинается генерация полей. 
Переменное электромагнитное поле 
«отрывается» от проводника с током и 
распространяется в пространстве со 
скоростью света в виде электромаг- 
нитных волн. 

Обратимся еще раз к формуле 
Максвелла, опустив постоянный коэф- 
фициент  пропорциональности =,5: 


ЗЕ 
Тем т 


Пронзводная 


Ге 
смысл скорости изменения электри- 
ческого поля во времени. Чем быстрее 
меняется электрическая компонента 


имеет физический 


= 

Е, тем больше ток смещення. Но изме- 
=» 

нение компоненты Е порождает маг- 


= 
нитную компоненту В. Значит, чем 
больше ток смещения, тем сильнее 
магнитное поле. 

А в случае постоянного тока — 
конвекционного тока? Чем больше 
ток, тем сильнее магнитное поле. 
Та же пропорцнональность между 
током н магнитным полем. 

Таким образом, говоря © токе, 
нужно иметь в виду прежде всего 
электромагнитное поле вокруг тока 
И вопрос о том, что такое ток, сле- 
дует уточнять: какой ток имеется в 
виду? Если постоянный — централь- 
ную роль нграет движение заряжен- 
ных частичек, которые нмеются в 
проводнике, конвекционные процессы. 
Если переменный — то эту роль на- 
чинает играть электромагнитное по- 
ле, и игра эта тем ярче и отчетливее, 
чем больше частота электромагнит- 
ных колебаний. 
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М. Гарднер 


Числа Каталана 


В этой статье рассказывается я замеча- 
тельной последовательности целых чисел, 
возникающей |: самых неожиданных 


местах *) 


Любому математику (и ученому вооб- 
ще) очень часто ‘приходится сталки- 
ваться с бесконечными последователь- 
ностямн целых положительных чи- 
сел. Если  последовательность про- 
стая, как, например, последователь- 
ность удваивающихся чисел (1, 2, 


*) М. Сагфлег . Ма\Бета(са! Сз- 
тез, Сазап питльЬегз: ай Имерег зециелсе 
41а! пла{ег1а112е5 п ипехремей р1асез. «Эс1еп- 
Ис Атейсай». Фопе 1976, р. 120—125. 
Перевод А. Вайнштейна и Е. Черняк. Пе- 
чатается с разрешення журнала «ЗсетИЙс 
Атейсап», за которым сохраняются все 
права © 


‚ ®’ ЧЕРЕСЕЕ, 


4, 8, 16, ...) или последовательность 
квадратов (1, 4, 9, 16, 25, ...}, то она 
распознается сразу же. Редкий мате- 
матик не сможет узнать числа Фибо- 
наччи (1, 1, 2, 3, 5, 8...) или треуголь- 
ные числа (1, 3, 6, Ю, 15, 21, ...). 
Если же последовательность не столь 
известна, то можно потратить много 
времени в поисках задающего ее 
рекуррентного или нерекуррентного 
закона. (Закон является реккурент- 
ным, если вычисление следующего 
члена требует знания предыдущих 
членов; нерекуррентная формула дает 
п-й член, не требуя знання преды- 
дущих.} 

Трудно поэтому поверить, что толь- 
ко вн 1973 году в США был издан 
«Справочник числовых ‘ последова- 
тельностей». В этой бесценной книге, 
составленной Н. Дж. А. Слоуном, 
описано более 2300 целочисленных 
последовательностей, каждая из ко- 
торых имеет свой номер. Математнк, 
столкнувшийся с неизвестной ему по- 
следовательностью, не должен более 
тратить время, пытаясь отыскать фор- 
мулу, ее задающую. Он попросту 


найдет эту последовательность в кни- 
ге Слоуна. Она почти наверняка 
будет прнведена и справочнике с 
дополнительными сведениями, из ко- 
торых чнтатель сможет узнать, что 
это за штука. 

В этой статье мы рассмотрим по- 
следовательность 

1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, ..., 

имеющую в справочнике номер 577. 
Члены этой последовательности на- 
зываются числами Каталана. Они 
не так хорошо известны, как числа 
Фибоначчн, но обладают тем же пре- 
лестным свойством неожнданно по- 
являться в самых непредвиденных 
местах, особенно в комбинаторных 
задачах. В 1971 году математик из 
университета Зап. Виргинии Генри 
Гулд опубликовал библиографию, со- 
держащую 243 ссылки на случаи 
использования чисел Каталана; во 
многих случаях авторы статей даже 
не подозревали, что имелн дело с 
последовательностью, известной в 
течение более чем двух веков. 
В 1976 году Гулд увеличил число ссы- 
лок до 450. Вообще, числа. Катала- 
на — часто встречающаяся последо- 
вательность; тем не менее она доста- 
точно неизвестна, чтобы заставить 
математика, лишенного доступа к 
справочнику Слоуна, затратить боль- 
шне усилия на переоткрытие формул, 
выведенных много лет назад. 


Рис. |. 


Первым с числами Каталана стол- 
кнулся Леонард Эйлер. Он подсчи- 
тал, сколькнми способамн выпуклый 
многоугольннк может быть разделен 
на треугольникн непересекающимися 
диагоналями. В качестве примера 
можно привести случай треугольника, 
квадрата, пятиугольника ин шести- 
угольника (рис. 1). Заметим, что в 
каждом из этих случаев, независимо 
от количества сторон п-угольника, 
число диагоналей равнол—3, а число 
треугольниковл —2. Легко доказать, 
что это соотношение выполняется во- 
обще для всех многоугольников. Чис- 
ла различных триангуляций указанно- 
го вида для каждого из этих четырех 
многоугольников есть первые четыре 
члена последовательности Каталана. 

Эйлер, нспользуя метод математн- 
ческой индукции, который здесь, по 
его словам, оказался трудоемким, 
получил такую формулу: 


2.6-10.....(4й — 10) 


Сомножители, ’ стоящие в числи- 
теле, задаются формулой 4п— 10, где 
п — целое положительное число 
большее 2. Восклицательный знак, 
конечно же, обозначает факториал 
{произведение всех целых положи- 
тельных чисел, не превосходящих 


данного числа). Например, прил=6 
(случай 


шестиугольника) формула 


Рис. 2. «Скобочная» триан- 
гуляция семнугольннка. 


Задача ‘Леонарда Эйлера о триангуляции много- 
угольника. 


принимает вид 


2.6-10-14. 
—. 14. 


Очень простые рекуррентные фор- 
мулы получаются, еслн поместить 
еще одну единицу перед рядом 1. 2, 
5. 14, ... (Получим ряд 1, 1, 2, 5. 14...) 
Пусть А — последнее — вычисленное 
число Каталана, ап — номер следую- 
щего числа. Тогда это число вычисля- 
ется по формуле 

# (4п — 6) 
п 


Современник Эйлера — Иоганн 
Андреас фон Сегнер получил зага- 
дочную рекуррентную формулу для 
последовательности Каталана вида 
|, 1, 2,5, ... .Запишем в ряд все уже 
найденные числа Каталана, а под 
ними запишем те же числа в обратном 
порядке. Умножим каждое верхнее 
чнсло на соответствующее нижнее и 
сложим получившиеся произведения; 
результат н будет следующим числом 
Каталана. Например, 

1125 14 
Х 145211 
14454445 14 = 42 


Задача Эйлера о триангуляции 
многоугольника в некотором смысле 
нзоморфна задачам, казалось бы, сов- 
сем с ней не связанным. Сам Эжен 
Шарль Каталан, бельгийский мате- 
матик, именем которого названа ио- 
следовательность, в 1838 году решил 
следующую задачу. Пусть у нас име- 
ется цепочка из п букв, расположен- 
ных в заланном порядке. Необходимо 
расставить п—1 пару скобок таким 
образом, чтобы внутри каждой пары 
стояло ровно два «выражения». Эти- 
ми спаренными выражениями могут 
быть либо две соседнне буквы, либо 
буква и соседнее выражение в скоб- 
ках, либо два соседиих выражения. 
Сколькими способами могут быть рас- 
ставлены скобки? 

Для двух букв а,6, имеется только 
одна возможность: (26). Для трех букв 
таких возможностей уже две: {{а5) г) и 
{а (65)). Для чегырех букв количество 
способов увеличивается до пяти: ((26) 
(са)) (аб) с) а), {а (6 {с 4а))}, (а (55) 4)) 
и ((@ (650)) 4. 

Эти числа 1, 2 и Зесть первые три 
числа Каталана; оказывается, числа 
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Катазаиа дают нам количество спо- 
собов расстановки скобок в буквен- 
ных цепочках соответствующих длин. 


В 1961 году Фордер, описывая 
числа Каталана, указал иростой спо- 
соб установления взаимно однознач- 
ного соответствня между описанными 
выше трнангуляциями многоугольни- 
ков и расставлением скобок в буквен- 
ных цепочках. В качестве примера 
рассмотрим трнангулированный семи- 
угольник (рис. 2). Обозначим все 
его стороны, кроме одной, буквами от 
о до [. Каждую диагональ, образую- 
щую треугольник с двумя смежными 
сторонами семиугольника, обозначим 
буквами этих сторон, взятыми в скоб- 
ки. Все оставшиеся диагонали после- 
довательно обозначим буквами подоб- 
ным же образом, комбинируя обозна- 
чения двух других сторон соответст- 
вующего треугольника. Осиование 
обозначается последним, и обозначе- 
ние для него однозначно определяется 
триангуляцией. Если применить этот 
прием для многоугольников, изобра- 
женных на рисунке 3, то получим 
цепочки букв с расставленными скоб- 
ками. 


Английский математик Артур Кэ- 
ли доказал, что числа Каталана ие- 
речнеляюг все плоские корневые 
кубические деревья“). Дерево — это 
связный граф (вершины, соединен- 
ные отрезками), не имеющий циклов. 
«Плоский» означает, что граф нарн- 
сован на плоскости без пересечений. 
«Корневое» — что дерево имеет «ствол», 
конец которого назван корнем. Та- 
ким образом, граф можно нарисовать 
в виде как бы растущего вверх из 
земли дерева. «Кубическое» означает, 
что в каждой вершиие (кроме корня н 
концов веток) дерево разветвляется, 
образуя точки, в которых встречают- 
ся 3 ребра. 

Изображение — такого дерева 
{рис. 3) говорит само за себя. Цвет- 
ные линнин показывают, как трнангу- 
ляция многоугольника порождает кор- 
невое кубическое дерево. Рядом с 
многоугольниками эти деревья изо- 


“) Именно. п-е число Каталана равно 
количеству плоских корневых кубических 
деревьев г {п И-й коицевой вершиной. 
(Прим. ред.} 
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Рис: 3. Триангуляция н корневые кубические деревья. 


бражены в общепринятом виде. Легко 
нонять, каким образом порядок рас- 
положения ветвей соответствует рас- 
становке скобок. Под каждой целоч- 
кой букв со скобками мы запишем 
двоичное число, получаемое заменой 
всех левых скобок единицами, а всех 
букв — нулями, пропуская правые 
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Рис. 5. Преобразование кор- 
невых кубических деревьев 
в корневые деревья С фик- 
сированным числом ребер. 


1101000 


скобки. Эта двончная запись — удоб- 
ный краткий способ записи нашей 
трнангуляцин многоугольника п со- 
ответствующего этой тригнгуляцин де- 
рева. Нам нет необхлоднмости вводить 
обозначения для правых скобок, так 
как если задано положение левых 
скобок и метод группировки букв, 


ний 
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Рис. 6. Как числа Каталана перечисляют пути ладьи. 


то правые скобки могут быть рас- 
ставлены единственным образом. 

. Польский математик Ян Дукасевич 
предложил удобный способ нахожде- 
ния ДВОИЧНОГО числа, соответствую- 
щего данному дереву (рис. 4). На- 
рисуем дерево с четырьмя верхними 
ветвями. Концы этих ветвей помече- 
ны нулями, а кубические вершины — 
единицами. Представим себе червя- 
ка, взбирающегося но стволу ин об- 
ходящего все дерево вдоль пунктирной 
линии (рис. 4). На каждой вершине 
червяк объявляет метку. Однажды 
объявленная метка второй раз не 
называется. В нашем примере чер- 
вяк объявит метки 1101000, дающие 
то самое двоичное число, которое 
отвечает расстановке скобок в вы- 
ражении, соответствующем этому де- 
реву. 

В 1964 году было обнаружено, что 
число произвольных корневых де- 
ревьев с я ребрами также равно 
п-му числу Каталана. У таких де- 
ревьев всего п вершин, не считая 
корня, но вершины могут иметь лю- 
бую степень. 

Можно указать много способов 
установления взаимно однозначного 
соответствия между такимн деревьями 
и корневыми кубическими деревьямн. 
Простейший способ был указан Фрэн- 
ком Бернхартом (рис. 5). Кубические 
деревья перерисуем так, чтобы каждое 
ребро росло от вершниы вертикально 
вверх или горизонтально вправо. 


24 


Представим себе, что каждое гори- 
зонтальное ребро (на рисунке 5 — си- 
ние линии) стятивается в точку и 
исчезает. Если на правом конце го- 
ризонтального ребра есть кубическая 
вершина, то она переносится налево 
н сливается с вершиной на левом 
конце. Все вертикальные ребра оста- 
ются различными. Это простое пре- 
образование переводит все корневые 
кубические деревья с п концевыми 
вершинами в корневые деревья с 
п ребрами. 

Червяк, обнолзающий любое де- 
рево из этого нового множества (см. 
рисунок 5. правое дерево в каждой 
паре). назовет то же самое двоичное 
число, что и на исходном дереве, если 
он изменит свой алгоритм следующим 
образом. Он начинает не с корня, а 
с нижней вершины. Каждый раз, 
когда червяк лезет вверх ио ребру, 
он записывает |, когда же он лезет 
вниз, то занисывает 0. 

Рассмотрим шахматные доски со 
сторонами 2, 3, 4, ..., в которых за- 
крашены все квадраты северо-запад- 
нее главной диагонали {рис. 6). Тре- 
буется провести ладью из левого ниж- 
него угаа в правый верхний. Двни- 
гаться можно только на север и па 
восток, не заходя при этом на за- 
крашенные клетки. Спрашивается, 
сколько существует различных нутей 
ладьи на доске со стороной и? 

И снова дают ответ числа Катала- 
на. Под стороной длины п напишем 


двоичное число, соответствующее кор- 
невому кубическому дереву с л кон- 
цевыми вершинами. Продвигаясь по 
двончным разрядам числа слева на- 
право, будем двигать ладью вправо, 
проходя |1, и вверх, проходя 0 (по- 
следняя двоичная цифра не учиты- 
вается). Эта последовательность двоич- 
ных цифр определяет путь, и все 
пути ладьи могут быть получены та- 
кнм же образом. 

Ниже приводятся еще 7 занима- 
тельных задач, решаемых с помощью 
чнсел Каталана. В первых пяти я 
отметил, как соответствующие двоич- 
ные числа (без последней цифры) 
дают решение задачн. 

1. Два человека, А и В, баллотн- 
руются на должность. Каждый из 
них получает н голосов. Сколькими 
способами можно подсчитать 2п го- 
лосов так, чтобы ни разу А не был 
впереди В? (1 — голос за А, 0 — 
голос за В). 

2. Положим пеннн, никель и 
дайм*) в ряд. На пенни положим 
лицом вверх колоду из п карт, иду- 
щих по старшинству снизу вверх. 
За одни раз карту можно передвинуть 
или с ленни на никель, или с никеля 
на дайм (другие перемещения не раз- 
решаются). Пользуясь этими двумя 
ходами, мы перенесем все карты на 
дайм за п ходов. Сколько разных 
перестановок можно получить на дай- 
ме, если исходное количество карт п? 
(1 — перемещение с пенни на никель, 
0 — перемещение с никеля на дайм). 

3. Пьяница выходит из дверей ба- 
ра и бредет вперед. Он с равной ве- 
роятностью делает шаг вперед или 
назад, причем все шаги его равны 
по длине. Сколькими способами он 
может вернуться к двери за 2 ша- 
гов? (1 — шаг вперед, О — шаг на- 
зад.) 

Этой задаче о случайном блужда- 
нин можно прндать другую форму. 
Король начинает с 1-го ряда шахмат- 
ной доски, н, Делая ход вперед илн 
назад по вертикалн, возвращается 
на исходную клетку после 2л ходов. 
Нарисуем  пространственно-времен- 
ную диаграмму, откладывая время 


*) Пенни, никель, лайм — мелкие мо- 
неты: ],5, 10 центов США. (Прим. перев.) 


по горизонталыюйм оси. Знгзагооб- 
разную линию можно рассматривать 
как профиль горной цепи с пикамн 
высотой в целое число миль, не 
превышающее п. Кривые ходов ко- 
роля изобразят все горные цепи та- 
кого вида. 

4. Четное число (27) солдат, все 
разного роста, построены в две рав- 
ные шеренгн — А и В. Сколькимн 
способами можно это сделать так, 
чтобы слева йаправо в каждой шерен- 
ге солдаты расположились в порядке 
увеличения роста, и любой солдат в 
шеренге В был выше соответствую- 
щего солдата в шеренге А? (Зануме- 
руем солдат числами 1, 2, 3, ..., по 
возрастанию роста, н занумеруем так- 
же слева направо цифры в двоичных 
числах, соответствующих корневым 
деревьям с л ребрами. Тогда номера 
еднниц дадут положение солдат в ря- 
ду А, а номера нулей — в ряду В. 
Эта задача легко моделируется с 
помощью колоды карт.) 

5. Билеты стоят 50 цеитов, и п 
покупателей стоят в очереди в кассу. 
Половина из них имеет по | доллару, 
остальные — по 50 центов. Кассир 
начинает продажу бнлетов, не имея 
денег. Сколько существует различных 
порядков в очереди, таких что кас- 
снр всегда сможет дать сдачу? (1-- 
50 центов, 0—1 доллар.) 

6. Гексафлексагоны — это  занн- 
мательные игрушки, получающиеся 
прн складыванин прямых или зиг- 
загообразных полос бумаги в шести- 
угольники, которые меняют свою 
лицевую ловерхность при перегиба- 
нин (они описаны в главе | моей кни- 
гн*). Правильный гексафлексагон оп- 
ределенного типа при перегибанин 
проходит через различные состояння. 
Общее количество таких состояний 
для всех правильных гексафлекса- 
гонов с п поверхностями является 
числом Каталана. Например, гекса- 
гексафлексагон (6 поверхностей) мо- 
жет быть сделан тремя способами. Пол- 
ное число всех состояний — число 
Каталана 42. 

Еслн мы не будем обращать вни- 
манне на состояния гексафлексагона 


*) М. Гарднер. Математические го- 
ловоломки и развлечения, «Мир», 1971 г. 


т. 


Р. аа а 
] ы 
2. ааа ааб аБа а абс 
1 2 3 4 $ 
15. ааа аааБ ааа аЪаа «аЪЬЬ 
1 2 3 4 5 
ааЪЬ аББа аБаь ааБс аБас 
7 8 9 0 


[2] 
афса аЪБес аБсЬ абс аа 
| и 12 13 [:) 75 | 


Рис. 7. Как числа Белла перечисляют. риф- 
мовки. 


и заинтересуемся, СКОЛЬКИМН ‘У 
щественно различными способами 
можно сделать гексафлексагон с п по- 
верхностями, то ответ дается носле- 
довательностью, перечисляющей трн- 
ангуляции многоугольников без уче- 
та тех, которые получаются враще- 
нием или отражением уже получен- 
ных. Эта замечательная последова- 
тельность (№ 942 по книге Слоуна) 
имеет вид 1, 3, 4, 12, 27, 82, 228, 
733, 2282, 2588, 

В неопубликованных статьях 
Бернхарта и других энтузиастов, ин- 
тересующихся  флексагонами, опн- 
сано, как смену состояний, возникаю- 
щую прн перегибании флексагона сл 
поверхностями, можно наглядно пред- 
ставить, двигаясь вдоль линий 
(п--Ю-угольинка, разбитого на тре- 
угольники. 

7. За круглым столом сидит чет- 
ное число человек. Каждый пожимает 
руку одному из остальных так, что 
никакие две пары соединенных рук 
не пересекаются. Сколькими спосо- 
бами это можно сделать? 

Можете ли вы пайти простой гео- 
метрический способ установления вза- 
имно однозначного соответствия меж- 
ду этой задачей и каждой из преды- 
дущих? (Имеется изящный способ, 
предложенный Бернхартом.) 

Нерекурреинтные формулы для 
п-го числа Каталана имеют различ- 
ный внд в зависимости от того, как 
занумерованы члены последователь- 
ностн. Формула приобретает простей- 
ший внд, если последовательность на- 
чннается так: 1, 2, 5, ... При такой 
нумерации л-м числом Каталана будет 

{2п)! 
пт — |!- 


Если последовательность 
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на- 


чинается с 1, 1,2, 5, ..., то оказывает- 
ся, что все нечетные числа Каталана, 
болыние единицы, стоят на тех и 
только тех местах, номера которых 
являются степенью двойки. Так, чет- 
вертое, восьмое, шестнадиатое ин т. д. 
числа Каталана — нечетные. Это толь- 
ко одно из миогих  необычайных 
свойств последовательности. 

Предостережение: решая комбнна- 
торные задачи, легко неренутать чис- 
ла Каталана с тесно связанной с ни- 
ми последовательностью %, 8, 5, 15, 
52, 203, 877... (В примечанни к своей 
библиографии, которая также вклю- 
чает список ссылок иа указаиную 
выше последовательность, Гулд отме- 
чает, что если подсчитываемые объек- 
ты достаточно сложны, то при л=4 
легко можно пропустить 15-й объект 
и предположить, что имеешь дело с 
последовательностью Каталана.) Эти 
числа называются числами Белла по 
имени Эрика Белла, опубликовавше- 
го много статей на эту тему. Числа 
Белла перечисляют разбиения на клас- 
сы множества из п элементов. На- 
пример, количество различных риф- 
мовок для строфы из и строчек есть 
число Белла. Четырехстишие имеет 
15 возможных рифмовок. Если на 
правиза рифмовки в сонете (состоя- 
щем нз 14 строчек) махнуть рукой, 
получится 190 899 322 различных риф- 
мовок (14-е число Белла). 

На рнсунке 7 показывается, как 
числа Белла перечисляют все риф- 
мовки для строф, содержащих от 
одной до четырех строк. Рифмую- 
щиеся между собой строки соединим 
дугами. Отметим, что лишь когда 
мы добрались до четверостиший, по- 
требовалось пересечение дуг (№ 8). 
Джоанна Гроумн,  исследовавшая 
эту проблему в 1970 году в своей 
докторской диссертации, назвала риф- 
мовки, которые не нуждаются в пере- 
сечении дуг, плоскими. Числа Белла 
перечисляют все рифмовки, числа Ка- 
талана — только плоские рифмовки. 

Числа Белла стоят в справочнике 
Слоума под номером 585. Но колоко- 
ла*) вызванивают другую историю, 
которую мы отложим до будущих 
времен. 


*) У Гарднера здесь игра слов: Вей 
{Белл) — БеН (колокол). (Прим. ред.) 


Лаборатория «Кванта» 


Е. Пальчиков 


Какого цвета 
зеленка? 


Не верь глазам своим. 
К. Прутков 


Та самая зеленка, которой смазывают 
мелкне раны ин царапины? Многие, 
наверное, скажут, что зеленого (и 
будут правы!). 

Но посмотрите сквозь пузырек с 
зеленкой на какой-нибудь яркий ис- 
точинк света — например, на Солнце, 
нить лампочки накаливания нли на 
дуговой разряд. Вы увидите, что 
зеленка пропускаёт только красный 
свет. Получается, что зеленка крас- 
ного цвета!? 

Возьмите иесколько кювет разной 
толщины, налейте в иих раствор 
зеленки*) и посмотрите на просвет. 
Тоикие слои раствора имеют, дей- 
ствительно, зеленый цвет, более тол- 
стые приобретают неопределенную се- 
рую окраску (с пурпурным оттен- 
ком), а еще более толстые . кажутся 
красными. Иными словами, цвет 
завнсит от толщины слоя 
раствора. Как это можно объяс- 
мить? 

Оказывается, спектр пропускания 
тонкого слоя зеленки имеет в видимой 
области две полосы прозрачности: 
широкую — сине-зеленую и узкую 
красную (рис. 1). На самом деле 
красная полоса не узкая, а прости- 
рается дальше в инфракрасную об- 
ласть, но глаз человека из этой ши- 


*) Зелеику желательно разбавить. иначе 
придется брать очень тонкне кюветы. 


рокой полосы видит только малень- 
кий кусочек, понадающий в область 
вндимого света. В красном участке 
поглощение мало по сравнению с 
сине-зеленым (коэффициент прону- 
скания для красного света существеи - 
но болыне, чем для сине-зеленого). 
Но сине-зеленая полоса шире красной 
н’ расположена в том участке спект- 
ра, где глаз имеет высокую чувстви- 
тельность. Поэтому раствор зеленки 
в тонком слое будет казаться 
зеленым. 

Увеличим толщину слоя зеленки в 
два раза, или, что то же самое, рас- 
положим последовательно друг за 
другом два одинаковых слоя. Как 
изменится коэффициент пропускания 
света? Очевидно, уменьшится. Чтобы 
получить его новое значение, надо 
перемножить коэффициенты пропу- 
скания первого слоя и второго такого 
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А. Лушков, Ю. Лужков 


«Звезды» 
из водяной капли 


В двенадцатом номере нашего журиала за 
проуглый год в разделе «Лаборатория «Кван- 
та» была опубликована статья М. Голубева 
н А. Кагаленко «Канля на горячей паверх- 
ностн». Редакция получила много откликов 
на эту статью. Предлагаем вашему внимаиню 
небольшую заметку 0б одном из опытов, 
проведениых с водяной каплей на раскален- 
ной поверхностн. 


Для - опытов мы воспользовались 
дальней левой конфоркой (мощ- 
ностью 1500 Вт) электроплнты «Луч». 
С помощью тонкой наждачной бума- 
ги пцательно очистили от грязи сфе- 
рнческую поверхность конфорки (ра- 
днус кривизны равен 80 мм), раска- 
лили ее до температуры 400—500°С и 
капнули на нее немного воды (мас- 
сой 3—8 т). 

Сначала капля вела себя очень 
неустойчиво: она вращалась, вытя- 
гиваясь из стороны в сторону, в цент- 


ре капли появлялись и лопались 
пузырьки пара (рис. 1). Пар выбра- 
сывался в окружающее  простран- 
ство неболышимн порциями вместе 
с частнчками воды. 

После некоторого уменыше- 


ния размеров капли ее поведение ста- 
ло более стабильным — в капле воз- 
никли устойчивые продольно-попе- 
речные колебания. В результате та- 
кого сложного колебательного движе- 
ния вместо сферической капли нояви- 
лась «звезда» правильной геометри- 


Рис. 2. 


ческой формы (рнс. 2). В разных опы- 
тах число лучей «звезды» было раз- 
ным — от 5 до 8. Еслн капля была 
достаточно крупной (днаметром 25— 
30 мм), вместо «звезды» возникал 
звездчатый диск Е 20—24 зубцами. 

Характерным признаком,  пред- 
шествующим появлению ‘ «звезды», 
было возникновение на поверхности 
капли «морщин», а внутри капли — 
отчетливо видных колеи. Время жиз- 
нн «звезды»-капли составляло обыч- 
но около 3 секунд. 


же слоя. Другими словами, коэффи- 
циент пропускания для одиого слоя 
надо возвести в квадрат. При этом 
для сине-зеленой полосы коэффициент 
пропускания уменьшится очень силь- 
но, а для красной палосы останется 
почти неизменным. 

На рисунке 2 показано, как из- 
меняются коэффициенты — ипропу- 
скания красной и сние-зеленой по- 
лос при последовательном увеличе- 
нии толщины слоя зелеики. Ясно. 
что доля сине-зеленого света стано- 
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вится все меныцей и менышей по 
сравненню с долей красного света. 
Начнная с некоторой определенной 
толщины, раствор зеленки на просвет 
будет не зеленым, а красным. 

Так какого же цвета зеленка на 
самом деле? 

Если вы по-прежнему затрудняе- 
тесь ответить на этот вопрос, 
советуем вам прочитать статью В. 
Фабриканта «Сюрпризы зеленого стек- 
ла», опубликованную в этом номере 
журнала (прим. ред.). 


Математичесиий иружок 


= 


Г. С. М. Коксетер, С. Л. Грейтцер 


Задача 
о трех кувшинах 


Предлагаемая статья является отрывком из 
кннги американских математнков Г. С. М. Кок- 
сетера н С. Л. Грейтцера «Иовые встречи с 
геометрней» , русский перевод которой в блн- 
жайшее время будет опубликован в сернн 
«Библиотека математического кружка» из- 
дательством «Наука». Матернал подготов- 
лен к печатн Л. Савнной. 


Сейчас мы рассмотрим применение 
геометрин к решению задач, в кото- 
рых требуется разделить жидкость на 
определенные порции с помощью нн- 
струментов, казалось бы, непригод- 
ных для этого. Для решения нам 
понадобятся так называемые трили- 
нейные — координаты, которые мы 
сейчас н опишем. 

Обычно для нанесения точек с 
заданнымн декартовыми  координа- 
тами пользуются миллиметровой бу- 
магой. Для наших целей лучше ис- 
пользовать триангулированную бу- 
магу, т. е. бумагу, на которой прове- 
дены три системы параллельных ли- 
ний, разбивающие ее на маленькие 
равносторонние треугольники. Нари- 
суем на такой бумаге большой рав- 
носторонний треугольник АВС со 
сторонами, проходящими по линиям 
сетки. Для произвольной точки Р 
в этой плоскости определим числа 
х, у, г как расстояния от этой точки до 
прямых ВС, СА н АВ соответственно, 
причем для каждой из этих прямых 
расстояние будем считать положи- 
тельным, если точка лежит по ту же 
сторону от этой прямой, что и тре- 
угольник АВС, и отрицательным в 
протнвном случае. Полученную трой- 


ку чисел (х, у, 2) будем называть 
трилинейными координатами точки 
Р относительно треугольника АВС. 
Заметим, что для точек, лежащих 
внутри треугольника АВС, все три 
координаты положительны. Кроме то- 
го, если а — длина стороны треуголь- 


ника, ай — высоты | А = 3). т 
— (ах -- ау -- а2) = 


ы 1 
= ОРВС-Г $ред--ЭРАВТ=ФАВС ет ай, 


откуда следует, что 
ху =В. 

Трилинейные координаты чрез- 
вычайно удобны для описания ситуа- 
ции, в которой участвуют трн пере- 
менные величины, имеющие постоян- 
ную сумму. Если одна из этих велн- 
чин х, у или 2 остается постоянной, 
а две другие изменяются, то точка 
(х, у, г) движется по прямой, парал- 
лельной одной из сторон треугольни- 
ка АВС. В частности, прямые, на 
которых лежат стороны ВС, СА и 
АВ, описываются уравнениями 


х=.0, у 0, #50, 


а вершины А, В, С имеют координаты 
(1, 0, 0), (0, А, 0), (0, 0, 1). 

Именно такая ситуация возникает 
в том случае, когда В литров жид- 
кости разлито по трем сосудам: в 
первом х литров, во втором и литров 
и в третьем — 2 литров. Постепенному 
переливанию жидкости из второго 
сосуда в третий соответствует движе- 
ние точки с трилинейными коорди- 
натами (х. и, г) относительно тре- 
угольника АВС с высотой, равной Й, 
по прямой х—соп${ в направлении, 
соответствующем уменьшению у и 
увеличению 2. Если каждый сосуд 
может вмещать # литров (такую си- 
туацию мы будем обозначать симво- 
лом |1; В, Н, В |), то каждая из коор- 
динат х, у, г может принимать любое 
значение от 0 до #, и множество то- 
чек, в которые можно попасть, как-то 
переливая жидкость из одного сосуда 
п другой — это множество мы назо- 
вем областью операций — задается 
неравенствами. 


Озхзй, Озу<й, О<2=5й, 
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Рис. 1. 


н совпадает со всем треугольником 
ЛВС. 

Гораздо болылий интерес пред- 
ставляет случай |1; а, 6, с]. Здесь 
три данных сосуда имеют емкости а, 
Ь, си й>а>Ь>с. Поставим зада- 
чу: нужно отмерить определенную 
величину @ литров жидкости, мно- 
гократно переливая ее из одного со- 
суда в другой; при этом разрешается 
только либо полностью опорожнить 
один сосуд, либо до краев наполнить 
другой (а возможно, произойдет то 
и другое одновременно). Область опе- 
раций теперь задается неравепствами 


О<х<а, 0<узь, О<гжс, 
которые, как правило, определяют 
правильный или неправильный ше- 
стиугольник, ограниченный шестью 
прямыми 
ЕО, хана и =0, ВЬ, 2—0. 2-е 


Но в частных случаях эта область 
может превратиться в пятнугольник, 
трапецию. параллелограмм или (как 


мы уже видели) охватывать весь 
равносторонний треугольник. 
Будем считать, что числа а, $, 


с, Нин 4 — целые. 

На рисунках 1 и 2 проиллюстри- 
рована ситуация [8; 7, 6, 31: 8 лит- 
ров жидкости некоторым образом раз- 
литы в сосуды емкостью 7, 6 н 3 лит- 
ров. Здесь областью операций явля- 
ется шестиугольник 0<х<7, 
0=у=б, 0 =<2=3, ограниченный 
прямыми х = 7, г = 0, у= 6, х =0, 
2 =3, у= 0. Трилинейные коорди- 
наты вершни шестнугольника (отно- 
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сительно равностороннего треусоль- 
ника с высотой 8) — (7, 1,0), (2, 6, 0), 
0602. 05305041010. 
Допустим что в первом сосуде нахо- 
дится 3 литра жидкости, во втором — 
тоже 3; тогда в третьем сосуде — 
2 литра жидкости. Такому распреде- 
ленню жидкости соответствует точка 
с координатами (3, 3, 2). Шесть на- 
правлений, исходящих из этой точки, 
указывают на шесть возможных опе- 
раций по переливанию. Направление 
от точки (3, 3, 2) к точке (5, 3, 0} 
соответствует процессу опустошения 
третьего сосуда:  содержавшаяся в 
нем жидкость переливается в первый 
сосуд; противоположному же паправ- 
лению — от точки (3, 3. 2) к точке 
(2, 3, 3) — процесс наполнения третье- 
го сосуда: он доливается жидкостью 
из первого. Направлению от точки 
(3, 3, 2) к точке (0, 6, 2) соответствует 
процесс опустошения первого сосу- 
да, содержимое которого переливает- 
ся во второй сосуд; при этом второй 
сосуд полностью заполняется, ни т. д. 

Допустим, что нам нужно отмерить 
4 литра жидкости (то есть получить 
4 литра хотя бы в одном из сосудов). 
Прежде всего заметим, что прн пер- 
вом же разрешенном переливанин жнд- 
кости мы от внутренней точки 0об- 
ласти операций (в нашем случае — от 
точки (3, 3, 2)) переходим к ее гра- 
ничной точке — таковы условия пе- 
реливания. Например, красная 
ломаная на рисунке 2 задает один из 
возможных способов перехода от точ- 


ки (3, 3, 2) к точке (4, 4, 0) (и, таким 
образом, деления восьми литров на 
две равные порции). Легко видеть, 
что звенья ломаной всегда параллель- 
ны сторонам треугольника АВС, 
причем ломаная «поворачивает» толь- 
ко тогда, когда попадает на границу 
области. Если теперь, не ставя перед 
собой задачи 0б отмеривании четы- 
рех литров, провести из точки (3, 3, 2) 
всевозможные ломаные (со звеньями, 
параллельными ‘сторонам треуголь- 
ника АВС, и с концами на границе 
нашей шестиугольной области), то 
рано или поздно мы побываем во всех 


граничпых точках нашего шести- 
угольника. То же справедливо для 
любой целой точки данной области 


операций (как внутренней, так и гра- 
ничной). Значит, каково бы ни было 
распределение восьми литров жид- 
кости по сосудам для случая [8; 7, 
6, 3], «доливанием» и «опорожнением» 
сосудов можно отмерить любое целое 
число литров жидкости (меньшее вось- 
ми). 

На рисунке 3 проиллюстрирован 
случай [10; 8, 7, 6]: 10 литров жидко- 
сти разлиты по сосудам, вмещающим 
8, Ти б литров. Область операций 
здесь снова шестиугольник. В этом 
случае для любого распределения де- 
сятн литров по сосудам легко отме- 
рить 4=1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 и 9 литров 
жидкости. Но если с самого начала 
НИ В ОДНОМ из СОСУДОВ не содержится 
пяти литров жидкости, то мы эти 5 
литров ннкогда не сможем отмерить, 
поскольку путь, проходящий через 
точки (0, 5, 5), (5, 0, 5) и (5, 5, 0), 
замкнут, и на него нельзя попасть 


нн с какого другого пути. Вообще, 
если В" 2а4та>ь>е>а, т в 
ситуации [#; а, 6, с! опустошением 
и доливаннем сосудов @ литров жид- 
кости нельзя отмерить, как бы этн 
й литров ни были распределены по 
сосудам, если только ни в одном из 
сосудов первоначально не было 4 
литров. 

Рассмотрим еще случай 110; 8, 6, 4] 
— четное число литров  жидко- 
сти разлито по сосудам с четными 
емкостями (рис. 4). Здесь область 
операций — пятиугольник. Из ри- 
сунка 4 видно, что если первоначаль- 
но В каждом из сосудов было по чет- 
ному числу литров, то есть исходная 
точка — с четнымн координатами (на- 
пример, (6, 2. 2)), то мы никогда не 
сможем отмерить нечетное число лит- 
ров жидкости. 

Наиболее известны задачи, соот- 
ветствующие случаю [#; а, 6, (|, 
где = п= 23а =ф-с. В этом 
случае область операции — парал- 
лелограмм с вершинами (а, 0, 0), 
{<, 5,0, ©, Ь, д, (6, 0, д. На рисун- 
ках 5 и 6 показаны два решения зада- 
чин, соответствующей случаю [8; 8, 5, 3] 
с исходным распределением  жид- 
кости (8, 0, 0}; требуется отмерить 
4 литра жидкости. Инымн словами, 
два человека, нмея сосуд, наполнен- 
ный восемью литрами какой-то жид- 
кости, и два пустых сосуда, емкостью 
5 литров и З литра, хотят разделить 
эти 8 литров жидкостн поровну. 

Первое, чго нужно сделать, — это 
наполнить лнбо сосуд емкостью 5 лит- 
ров, как на рисунке 5, либо сосуд 


емкостью 3 литра, как на рисунке 6. 
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Рис. 5. 


После этого всякий раз, когда лома- 
ная попадает на одну из сторон наше- 
го параллелограмма — прямые и == 
=0, у=5, 2 = 0, 2 = 3, —- мы рас- 
сматриваем эту сторону как зеркало. 
(Правило зеркальных отражений 
объясняется тем, что каждый отрезок 
ломаной, параллельный стороне нис- 
ходного треугольника, соответству- 
ет операции переливания жидкости 
низ одного сосуда в другой, а третий 
сосуд в это время не трогают.) Таким 


Рис. 6. 


образом мы получаем решение 
(8, 0, 0) — (3, 5, 0) — (3, 2, Э— 
— (6, 2, 0) -— (6, 0, 2) - (1,5, 2) 
— (1, 4, 3)-— (4, 4, 0) и решение 
(8, 0. 0 — 6, 0, 3) 6, 3, 9 - 
— (2, 3, 3) — (2,5, | - (7, 0, П-— 
— (7, 1, 0) (4, 1, 3) - 4, 4, 0. 

Ясно, что отмерить любое целое 
число литров жидкости в ситуации 
 а=ф- с можно лишь в том 
случае, - когда числа а и 6 взаимно 
просты. 


лоида («Квант», 1978. №4. _ мо _ 
Гипотрохоиды с. 13) — частный случай м 10 м ИЖ | 
о 6 м 9 (Таким щи точки 
см. там Же) — частный аи | ее Е 
случай" глотромоиды —— Мы, Мам М ежат на сти 
Весь нары икеиао- «Квант», 1976. № 6. третья 
бражены точки М, М. Мъ, к. ом обложки) 
жестко скрепленные с ок- р х : 
ружностью (02, г). где г». Семейство  гипотрохо- 


Рисунок на первой страни- 
це обложки. выполненный 
на ЭВМ, изображает се- 
мейство замкнутых кри- 
вых — гипотрохоид. 
Трохоида — лнния. ко- 
торую вычерчивает  точ- 
ка. жестко связан - 
ная с окружностью 
(О,, г). катящейся без 
скольжения по прямой. 
Когда же окружность (05, 
г) катится ие по прямой, а 
по ненодвижной окруж- 
ности (0,, №). касаясь се 
изнутрн. то точка М 
жестко связан - 
ная с окружностью 
(О.. г), опнсывает гипо- 
трохоиду. Ясно, что цик- 


кр 


В 
=. Этн точки  распо- 


—^, 
ложены так, что М,О,М,-= 


ид, показанное на облож- 
ке, описывается точкамн 
М, А ыы Мло. рас- 
положенными аналогнч- 
ным образом- При 
10.М;<2Ю:3 ; гнпотрохо- 
нда — замкнутая  самопе- 
ресекающаяся анння, 
представляющая из себя 
вогнутый  криволинейный 
треугольник с петлями у 
вершин. Если же |051; |> 
>2Ю/3, то получаем зам- 
кнутую самопересекаю- 
щуюся линию несколько 
нвого внда: она состонт нз 
трех выпуклых лепестков, 
пересечение которых — 
выпуклый  криволинейный 
треугольник. 

В. Березин 


Этот раздел ведется у нас 
нз номера в номер с момента 
основання журнала. Публн- 
куемые в нем задачи не стан- 
дартны, но для нх решения 
нё требуется знаннй, выходя- 
щих за рамки нынешней 
школьной программы. Нан- 
более трудные задачи отмече- 
ны звездочкой. Решения за- 
дач нз этого номера можно 
прислать не позднее 1 ок- 
тября 1978 года по адресу: 
113035, Москва, М-35,Б. Ор- 
дынка, 21/16, редакция жур- 
нала «Квант». После адре- 
са на конверте напишите 
номера задач, решения кото- 
рых вы посылаете. например, 
«М511, М512» илн «Ф523». 
Решения задач по каждому 
нз предметов (математике п 
физнке), а также новые за- 
дачн просьба присылать в от- 
дельных конвертах. Задачи 
из разных номеров журнала 
присылайте также в разных 
конвертах. В письмо вложите 
конверт с написанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получнте результа- 
ты проверкн решений). Ус- 
ловня оригинальных задач, 
предлагаемых для публика- 
цин, присылайте в двух эк- 
земплярах вместе & вашими 
решеннямн этнх задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кванта», новая задача 
по физике» нли «...новая за- 
дача по математнке» ). После 
формулнровкн 
обычно указываем, кто пред- 
ложил нам эту задачу. Ра- 
зумеется. не все этн задачи 
публикуются впервые. В 
этом н следующих номерах 
«Задачник «Кванта» состав- 
лен в основном из задач, 
предлагавшнхся на послед- 
ней Всесоюзной олимпивде. 


задачн мы. 


задачник 


дбанта 


Задачи 
М511—М515; $523—Ф527 


М511. Внутри четырехугольника АВС отмечена 
точка М такая, что АВМР -— параллелограмм. 


‚^ ^^ —^ „^^ 
Докажите, что если СВМ = СОМ, то АСР=СОМ. 
(8—9 кл.) 
Ю Михеев 
М5!2. Пусть ] (х)=х3—х1-1. Докажите, что для 
любого натурального т>1 числа т, [| (т), (Г (т)), 
НЕС (т)), ... попарно взаимно просты. (10 кл.) 
А Колотов 
М513*. Докажите, что существует такое число А, 
что в график функции у=- А $\п х можно вписать не 
менее 1978 попарно неконгруэнтных квадратов. 
(Квадрат называется вписанным, если все его вер- 
шины принадлежат графику.} (10 кл.) 
В Федотов 
М514*. Докажите, что существует такая бесконеч- 
ная ограниченная последовательность {х„!, что для 
любых различных т и Ё выполнено неравенство 
фт — Хь [2-м — |7". (9. 10 кл.) 
С Конягин 
М515. Задано конечное множество К„. К нему до- 
бавляются все точки, которые можно получить сим- 
метричиым отражением одной точки этого множест- 
ва относительно другой. Полученное множество 
обозначается А,. Аналогично из множества К, 
получается К., из К. К. ит. д. 

а) Пусть множество К „ состоит из дву х точек А 
и В на расстоянии 1. При каком наименышем л вмно- 
жестве К, найдется точка, находящаяся на рассто- 
янии 10000 от точки А? 

6) Пусть А ‚ состоит из трех вершин правильного 
треугольника площади |1. Найдите площадь наи- 
меньшего выпуклого многоугольника, содержаще- 
го множество К, (п-: 1,2 ...}. (8 кл.) 

В следующих трех пунктах К, — множество 
четырех — вершин правильного тетраэдра 
объема |. 

в) Рассмотрим наименьший выпуклый  много- 
гранник, содержащий все точки множества К.. 
Сколько и каких граней у этого многогранника? 


ххх 
х х 
х 
х 
#Ф 
х В 
хА 
х 
ы ; 
х 
Рис. 1. 


Рис: 13 
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‘г) Чему равен объем этого многогранннка? 

‚д)* Найдите объем наименьшего выпуклого много- 
гранника, содержащего множество К» (п=2,3, ...). 
(10 кл.) 


Н. Васыльгв 


Ф523. Снаряд разрывается в некоторой точке траек- 
торин на два осколка. На рнсунке |, слеланном в 
определенном масштабе, крестнками отмечены по- 
ложения снаряда и одного из осколков через ио- 
следовательно равные промежутки времени. Най- 
дите положения второго осколка в соответствующие 
моменты времени, если известно, что он находился 
в точке В в тот момент, когда первый осколок на- 
ходнлся в точке А. Стрелкой на рисунке показано 
направление ускорения свободного падения. Опи- 
шите способ построения. (8 кл.) "я 


Ф524. Модель вертолета, изготовленная в 1/10 на- 
туральной величины, удерживается в воздухе при 
мощносги мотора 30 Вт. Какой должна быть мини- 
мальная мощность двигателя вертолета, ИЗГОТОВ- 
ленного из тех же материалов, что и модель? (9 кл.) 


Ф525. При увеличении тока напряжение на раз- 
рядном промежутке дугового разряда уменьшается, 
стремясь при больших токах к некоторому постоян- 
ному значению. Дугу включили в сеть последова- 
тельно с некоторым балластным резистором. Вольт- 
амперная характеристика Для такой цепи показана 
ма рисунке 2. 1} Постройте вольтамперную харак- 
теристику дуги без балластного резистора. 2} Ис- 
пользуя полученный график, определите макси- 


- -мальное сопротивление балластного резистора. при 


котором дуга может гореть прн напряжении ис- 
точника (/ = 85 В. (10 кл.) 


Ф526. Полость теплоизолирукщих стенок колбы 
термоса откачана до давления р- 10-° атм (при 
комнатной температуре). Вместимость колбы [ литр, 
площадь поверхности колбы $: 600 см*. Оценить 
время, п течение которого чай в таком термосе осты- 
нет с 90С до 70С. Теплоемкость воды с’ 4,2х 
` 103 ДжХкг- К); универсальная газовая постоянная 
В: 8.3 ДжАК -моль). Утечку тепла через пробку не 
учитывать. (9, 10 кл.) 


$527. В схеме, показанной на рисунке 3, э. д. с. 
батареи &- 100 В, ес внутреннее сопротивление 
г 100 Ом, емкость коиденсатора С—200 мкФ 
н сопротивление нагревателя Ю= 10 Ом. Ключ К 
переключается между контактами а и б с частотой 
[- 10 раз в секунду. При подключеини его к клем- 
ме а конденсатор успевает полностью зарядиться, 
а при подключении к клемме б — полностью раз- 
рядиться. Чему равен коэффициеит полезного дей- 
ствия схемы? Во сколько раз он выше, чем при не- 
носредственном подключенни нагревателя к бата- 
рее? Какая мошность выделяется на сопротивлении 
Ю? (9 кл.) 


М46т. На столе стоят ча- 
шечные весы и п гирь различ- 
ных масс. Гири по очереди 
ставятся на чешки весов (на 
каждом шаге со стола берет- 
ся любая гиря и добавляется 
на ту или другую чиику 
весов). 

а) Докажите, что гири мож- 
но ставить в таком порядке, 
чтобы сначала перевесила ле- 
вая чашка, затем правая, 
потом снова дезая. снова пра- 
вая и так далее. 

Этой  последовательности 
результатов взвешиваний со- 
поставим слово из букв [ 
и В: ГЮЕЮЕК... Здесь бик- 
ва 1. означает. что перевесила 
левая чашка. а буква Ю озна- 
чает. что перевесила провая 
чашка. 

6) Докажите, что для 
любого слова длины п из 
бука Г и В ложно в таком 
порядке ставить гири на 
чашки весов, чтобы это слово 
соответствовало — посяедова- 
тельности результатов взве- 
шиваний. 


| @ @ (5\ (+) Бы (.] | 
Пример: пЕ9 | 
Сюво ИЖЖАЮЬААГ. п=ч | 


Четыре перемены бикё , т=4 
Первая 2ирл с номером п--т=б 


| 


2 й 


—— 
3 
ПС 
4+6 


+8 +2 
Е 


„9+6 +2 


44+64+2+> 


44+64:1+^ 
д 


эоооооое®е 
УлАлУАллУУ 


+5474» 
< 


гэ 
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Решения задач 
М461—М464; Ф478—Ф481 


а} Занумеруем все гири в порядке возрастания масс; пусть 
их массы а, < а,< -.. < ал. Положим первую гирю на 
левую чашку весов, затем вторую гирю — на правую, 
третью гирю — на левую н так далее. Легко видеть, что 
таким образом будет реализована последовательность 
РРРВТК Е. 

Как видно, это очень легкий случай. Но, исходя из 
него, можно сформулировать лемму, которая поможет 
нам дальше. 

Лемма. Пусть нескояько занумерованных подряд 
гирь с массами аз, Яка» @ье. . а21. а; разложены 
на весы так, что гири счетными номерами лежат на одной 
чашке 8ес08. а с ненепными номерами — на другой. Тогда 
перевсшивает та чеинка, на которой лежит самая тяжглая 
енря а;. 

Действительно. ссли число гирь четно, то это вытекает 
нз неравенств а; >> 4/1: 4/2 >> @/-з. еслн_ же число 
гирь нечетно, то это значит, что на чашку. где лежат гнрн 
с массами а;, @/—2. @—. . положена еще одна — самая 
легкая — гиря массы ал, так что эта чашка тем более 
перевеснт. 

6) Пусть задано слово длины п из букв Г. и А. Пока- 
жем. как пало ставить гири на чашки весов. Мы будем 
придерживаться следующих правил. 

1) Каждый раз на весах (па обеих чашках) должны 
лежать гири с номерами, идущими подряд (#, # Е 1, 
+2. .... (1. В. В частиости, следующим взвешила- 
нием к нмеющейся группе гирь с массами ад. @кзл, .-. ‚ @ 
мы должны добавить гирю либо с массой аа. либо — 
с массой а-я. 

2) Все гири с четными номерами кладутся на одну 
чашку весов. п с нечетными номерами — на другую чашку- 

Как вытекает из леммы, при выполнении этих правил 
перевешивать будет та чашка. на которой лежит самая тя- 
желая гнря. Поэтому, если мы хотим, чтобы на очередном 
ходу положение весов не изменилось, то мы должны по- 
ставнть ма соответствующую чашку гирю, которая легче 
всех поставленных гирь; если же мы хотим, чтобы положе- 
ние весов изменилось, то на соответствующую чашку нужно 
поставить гирю. тяжелее всех уже поставленных. 

Осталось только решить, какую гирю следует поло- 
жить па весы самой первой, чтобы хватило «легких» И «тя- 
желых» гнрь. Для этого посмотрим, сколько раз п задан- 
ном слове происходит смена буквы ([. на А и Е на Г.); пусть 
такая смена происходит 7 раз. Тогда на первом шагу мы 
поставим гирю с номером п — м. 

Легко видеть, что. действуя указанным способом, мы 
получим последовательность результатов взвешиваний, 
соответствующую заданному слову. 

То же самое решение можио нзложить короче, если 
решать задачу с конца, то есть сначала уложить все гири 
на весы, а затем по одной их снимать. Положим гири с чет- 
ными номерами ва одну чашку весов, а с нечетными — 
на другую. Затем. на каждом шаге. если мы хотим изме- 
нить положение чашек весов. то с нужной чашки мы снимем 
самую тяжелую гирю. я если хотим сохранить положение 
чашек, то снимем самую легкую гирю. Так мы будем делать 
п соответствии с заданным словом до тех пор, пока нё кон- 
чатся все гири, 


Н. Бернштейн 
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№М462. Плоскость пересекает 
боковые ребра правильной че- 
тырехугольной пирамиды в 


точках, отстоящих от вер- 
шины на расстояния а, Ъ. с 
и 4 (рис. . Докажите, что 
| | Ш 
а Е рта 


Рис. 1. 


Рис. 2. 

№463. Даны натуральные числа 
Хе, Хз. -... Ат: И, 2... , Ши. 
Суммы ах... хт 
м бы... т 


равны между собой и меныие 
тп. Докажите, что в равен- 
етве х -х.-...- хю= 
=, + у2 +... - уп 5юж- 
но вычеркнуть часть слаеде- 
мых так, чтобы снова полу- 
чилось верное равенство. 


+5 (иельм), 


[ВТ 


га (моем 
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Обозначим через & величину угла, который образует высо- 
та пирамиды с боковыми ребрами, через А, В, С. ОнК — 
точки нересечения секущей плоскости с боковымн ребрами 
н высотой, через А’ — вершину пнрамнды (рис. 1). Ясно, 
что между длинами а, 6, сн 4 должно быть некоторос со- 
ответствие: ведь через три точки А, В. С проходит единст- 
венная плоскость, следовательно, 4 можно выразить че- 
реза, бис. Получить такое соотношение, можно, выразив 
длину общей биссектрисы НК в каждом нз треугольников 
АНС и ВИО через угол & и длины их сторон: а, с (в одном) 
и 6, 4 (© другом) и ириравияв результаты. Именно так п 
получится требуемое равенство. 

Для того чтобы получить иужную формулу длины 
биссектрисы { 19 К | п треугольнике АНС, воспользу- 
емся тем. что $ (АНС) = $ (АНК) + $ (КНС) (рис. 2). 
Умножив на 2, получим 

ас зт 9% = аёзт © -- сё зто, 


откуда 

ин 
Аналогично из треугольника ВНС 

260%5а 1 1 

В 4 ‘° 

Отсюда 

1 | 1 1 

т НГ. 

Н. Васияьев 

Ф 


Будем вести доказательство индукцией по & = м-№л. 
Так как ха Г хз +... № хтжт. м Ри +... Р т 2 
21, то тля > т, тп > п, откуда т22. п 2, Е 4. 
Если й = 4, то есть тей = 2, хр хи, + < 4, 
то хотя бы одно из чисел х,, х› равно | и хотя бы одно из 
чисел ул. Уз равно 1. Так что для А = 4 утверждение задачи 
справедливо. Предположим, что утверждение доказано 


для т п =#, и докажем его для т"л= АИ. 
Пусть х, — наибольшее нз чисел ху. Ха, -.., Хть 
у: — наибольшее из чисел м, ..., уп (т п = АИ. 


Если х, = ув. 50 вычеркиваем х, м и. Пусть х; >> у.. Рас- 
смотрим равеиство 

(ма — м) Ра -.- дж = У Е... Кл, (*) 
содержащее всего м -- п — 1 = # слагаемых. Чтобы при- 


менить к нему индукционное предположение; нужно 
проверить, что ш2- ... + у < т(п-— 1. П Положим 
5 
$ =м-- №-+ ...-+- уп. Тогда у и. следовательно. 
$ п—| 
у. +%<5 — д = УЕ ° 


: п | 
Так как 5< тп, то уг + `- + уп < п. = тп 1). 


Вычеркнем в равеистве (ж) часть слагаемых так, чтобы 
снова получилось верное раненство (это можно сделать по 
предноложению индукции); мы получим либо искомое ра- 
венство, Либо равенство, содержащее в левой части раз- 
ность х, — и1. В носледнем случае нужно у, перенести п 
правую часть. 

Д. Бернштейн, Ю. Ионин 


№464. На плоскости дано 
1000 квадратов со сторона- 
ми. параллельными осям 
координат. Пусть М — мно- 
жество центров этих квадра- 
тов. Докажите, что можно 
отметить часть квадратов 
так, чтобы любая точка мно- 
жества М попала не мень- 
ше чем в один и ме более 
чем а четыре отмеченных 
квадрата. 


$478. На кубик, лежащий 
на гладкой горизонтальной 
поверхности, налетает точ- 
но такой же кубик, причем 
кубики столкиваются своими 
параллельными гранями. Ско- 
рость налетающего кубика 
до столкновения была направ- 
лена под углом © к боковым 
граням (рис. 3). Как будут 
двигаться кубики после столк- 
новения, если коэффициент 
трения между гранями куби- 
ков равен и? 


Рис. 3. 


Геометрическая идея решення этой задачи содержитсяв 
следующей простой лемме. 

Лемма. Если на плоскости пять квадратов со сто- 
ронами. параллельными осям координат, имеют общую 
точку, то один из этих квадратов содержит центр некото- 
рого другого. 

Докажем эту лемму. Можно считать, что общая точ- 
ка — это начало координат О. Из пятн центров данных 
квадратов по крайней мере два центра обязаны лежать в 
одной из четвертей плоскости, определяемых осями коор- 
динат (к четвертям присоединяются ограничивающие их 
лучи). Пусть центры О; м О, квадратов $; и 5. лежат в 
Г четверти, а (хз: ув), (хз; уз) — координаты точек О; п 
Оз. Выберем из чисел х, у, хь, уз нанбольшее: 
цусть это, например, х;. Покажем. что тогда 0, =5.. 
Действительно, ясно, что точка (хи; х!) © 51. Поскольку 
ОЕ 31, отсюда следует, что всякая точка (х: у) такая, что 
бзхажм, Озух,, принадлежит 5,. В частности, 
(хз; и) © $1, что п требовалось. 

Опишем теперь правило выбора «отмечеиных» квадра- 
тов. Пусть К: — наибольший из даиных 1000 квадратов 
{здесь и далее, если наибольших несколько. берем один 
из них). Пусть Ка — наибольший из тех» квадратов данно- 
го семейства, которые имеют центры вне К;:; Аз — наиболь- 
ший нз тех квадратов данного семейства. которые имеют 
центры вне К; н К», ит. д. Этот процесс оборвется с пост- 
роеиием такого квадрата Ах, что вне Ку, ..., Кл нет точек 
множества А{ (общее число квадратов конечно). Отмечен- 
ные таким образом квадраты К;, ..., Кв удовлетворяют, 
очевидно, первому нз условий задачи: они покрывают мно- 
жество М. Чтобы показать, что они удовлетворяют н вто- 
рому условию, достаточно убедиться, что никакие пять из 
ннх не имеют общей точкн. Действительно, по лемме, 
если такая точка нашлась, один из отмеченных квадратов 
содержал бы центр другого. Остается заметить, что для 
выбранных нами Квадратов это не так.. Действительно. 
если? < р то центр К; вне К; по построению; при этом К; 
ие больше Ку, следовательно, центр К; также вне К)- 


А. Плоткин 


Ф 


Обозначим РЁ абсолютное значение сил упругости, с кото- 
рыми кубнки действуют друг на друга прн столкновенин. 
Тогда абсолютное значение силы трения между кубиками 
равно ПР (рис. 4}. 

За время 4 проекция импульса каждого из кубиков 
на ось У изменяется по абсолютной величине на ЕА!. По- 
этому для каждого из кубнков 


ГА бто,) | = ВА. 
Абсолютное зиачеине изменения проекции импульса каж- 
дого из кубиков на ось Х равно иРАЁ: 
| (то) | = иРАё. 
Из этих соотношеннй видно, что для каждого кубика 


[А (то) |= ВА (то |. 
Это соотношение справедливо для любых интервалов 
времени. Следовательно, если обозначить и 6, 


проекции скорости кубика на оси Х и У после столкиове- 
иня кубиков, их и г, — значения ее проекций до столкно- 
вения, то 


о |“,— ии=т | — ° ее | — о, 5 |„— о. 
> -— 
Обозначим п Ир скорости кубиков / н // до столкновения 
[9 = 0). и и и" скорости кубнков / п // после столкнове- 
ния. Счнтзя, что потеря энергни при столкиовении про- 
исходит только за счет действия силы трения, получнм 
для кубика {/ {и = и 60$ &, и = и п 4) 


Е 


Рис. 4. х 


$479. Дая определения не- 
известного объема У, балло- 
на 7 собирают схему. приве- 
Зенную на рисунке 5. Объем 
баллона ПП равен Уи У, < И. 
Сначала систему откачивают 
00 довления ро. близкого к ну- 
лю. Затем закрывают кран В 
и лаполняют баллон 1Р газом 
00 давления р». После этого 
закрывают кран А, открыва- 
ют кран В и измеряют иста- 
новившееся а системе давление 
р, манометром С. Зотем при 
закрытом кране В вновь на- 
полняют баладон елом до @ав- 
дения р„. открывают кран В 
и измеряют установившееся в 
системе давление р». Эту 
операцию повторяют п раз. 
Покиж ите. что отношение 
Рв-—Рь 


- есть вси по- 
про ь ичина 


, 


С] 
стоянная п равния ИЕ Е у. 


Рис. 5. 


и, =0, и, — и с03 @ -- ни т а: = и (605% — и зт а), 


для кубика М (0. 10, цу, =0, ш= юр 


‚ ыы = 
Ш, = изта, в, = ди зна (и = №). 


При абсолютно неупругом (вдоль ося У) ударе 


С Ё | 


ь „= ъ и но. 


. | ‚ 1 


и, - 4605 @ — > ии та. &, — 2 пи мне. 


{Мы считали, что скорость и направлена параллельно 
линии, соединяющей центры масс кубиков, и площаль кон- 
такта при соударенин равна площади соприкасающнхся 
граней. При этих условнях кубики после удара не враща- 
ются.) 


Й. Слободецкий 
Ф* 


Из условий эксперимента с номощью закона Бойля — Ма- 
риотта получается система п уравнений 


ро И, 2 ра = р (М. т М. 
Ри У, Е Ра» = р (Ии- 1), 
Рипа Иа Е Риз ^ Рь(Т, Е У»). 


Эта система позволяет выразить все р; (# — 1, 2. .. 
через ро н Р.- Действительно. 


Р:—1: -- РаИ2 


., п) 


р: = 


ИЕ. 
откуда 
У, 
РГ = ЕВ (р, — Ра) = @ (р — Ра), 
11 = 


1 
где = —Щ—_,  Следовате: > 
це © У, довательно, 


Р:—1 — Ра <=“ (Р:—, — Ра). РЕ — Ра = @ (р;—, — Ра) нт.А. 
Таким образом, р, — Ра ‘`` @" (Рь — Ра), откуда 
Ри == Ра + тей (ро — Ра), 
Рип — Ро == (ра — Ро) — @"). 
Но фа" = (1-9) аа 0+ . . 1-1) ды 
р 


Пи, (поскольку И:»>И, н, следовательно, 5 
близко к единнце). Значит, 
у, 
Рп — Рая (р, — Ро)п Е И. ‹ 
Ра — Ре у, 


п (2. — Ро) и И. ° 
Если ро«ра, то 


Ра — Ро ЕК у. 
Пра ЕЙ» ^ 


А. Митрофанов 


$480. Корабль приводится 
в движение водометным дви- 
гателем, выбрасывающим с 
кормы струю воды со скорос- 


тью и. Ежесекундно выбра- 
сывается масса воды п. кото- 
рая берется из реки. При 
каком значении скорости ко- 
рабля к. п. д. двигателя мак- 
симален? Силой трения и со- 
противлением в0ды пренеб- 
речь. 


$481. В старой аккумулятор- 
ной батарее, — состоящей 
из п последовательно соеди- 
ненных аккумуляторов, рез 
ко возросло внутреннее с0- 
противление одного из акку- 
муляторов и стало равным 
р-= {0 г, где г — внутреннее 
сопротивление — нормального 
аккумулятора. Считая э. 9. с 
всех аккумуляторов одинако- 
выми, определить. при каких 
сопротивлениях нагрузки Ю 
мощность. выделяемая на на- 
грузке, не изменится при ко- 
ротком замыкании повреж- 
денного аккумулятора. 


Полная работа А, совершаемая двигателем за малое время 
А{. равна ккнетической энергии. которая сообщается воде, 
выбрасываемой из двигателя корабля. Так как масса воды, 
выбрасываемой за это время. равна д АЕ, то 

Р {иАй ы? 
= 2 
Полезная же работа, совершаемая за это время, равна из- 
мененню кинетической энергии корабля. Если масса ко. 
рабля равиа М, то 

М - Ао) Ми 


Анол = 2 Ре — Мом, 


где и — абсолютное значение скорости корабля. Пренебре- 
гая квадратом малой величины {А5)?, получим Арпол = 
= МуАу. Для того чтобы найтн МАи, можно воспользо- 
ваться законом сохранения импульса. Так как трение и 
сопротивление пренебрежимо малы. то импульс системы 
вода — корабль не меняется. Следовательно, 


Мо =: М (%-- А) — ВА! (ид. 
Отсюда 
МАу = ВА (и — 0). 
К. п. д. двигателя равен 


2МоАо 


в. 2(и— ци 


(ВАЙ и? ^ из 


Апол 


и 
Это выражеиие максимально при =>. 


Ф 


При замыкании батарен аккумуляторов на сопротивление 
Ю по цепи идет ток 
пе 
(л— 1)7-=- Юл В? 
а иа сопротнвленни ВЮ нагрузки выделяется мощность 


23 


пе, 


У Е и ПЕ АР ^ 


Е = 


После замыкання поврежденного аккумулятора по цепи 
будет идтн ток 


ВОЙ 
2 пб Пе! 

а на нагрузке будет выделяться мощность 
(п — 12 


= 128 ШП ЕР ^- 


Приравнивая №, и \№.. получим 


п" _ __@— 1% 
а — ПЕ ВЕ Ш ПАЙ, 


Отсюда 
Ю -- бх(п — 1). 


И. Слободецкий 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Задачи-близнецы. — В каждом 
нз четырех криптарифметических 
примеров найдите, чему равны значе- 
ния Хи У: 


ЗИ ‚ХУЕ 
Ххуй Х Хуй 
пе ие 
У > ‚ о > 

х их 

ХУ а 

Хх Ху Ххуг 

зах. У 

у; х 


2. Устная задача. На сторонах 
прямоугольного треугольника пло- 
щади $ как на диаметрах построены 
полуокружности (см. рисунок). Чему 
равна площадь заштрихованной фни- 
гуры? (Для «самых маленьких» со- 
общаем теорему Пифагора: 
а?--`6* == 67, гдеаи ф — длины кате- 
тов, а с — длина гипотенузы). 

3. Не пересекая дважды. Не отры- 
вая карандаша от бумаги, проведите 
линню, которая пересекла бы по од- 
ному разу все 16 отрезков, из которых 
составлена изображенная на рисунке 
плоская фигура. 

4. Аня задумала натуральное чис- 
ло. Куб этого числа она с остатком 
разделила на 7. Полученное Аней 
частное Боря вновь разделил на 7 н 
тоже — с остатком. Новое частное 
Вера разделила на 7 и це сообщила, 
получился остаток или нет. Наконец, 
Галя разделила Верин результат то- 
же на 7. Частное оказалось равным 
10, но был и остаток. 

Дина, узнав все, что проделывалось 
с Аниным числом, отгадала это число. 
Какое число задумала Аня? 


40 


> 


РК ВАТ з->. 3..7 


А. Дозоров 


Оптика 
без оптики 


В прошлом номере нашего журнала мы со- 
ветовали вам проверить на опытах, хорошо 
ли вы знаете линзу. Теперь предлагаем вам 
провести еще несколько опытов по оптике, но 
уже без специальных оптических приборов. 


1. Возьмите серебряную обертку 
от поколадной конфеты. Разгладьте 
ее и проткните в ней маленькое от- 
верстие. Через это отверстне, рас- 
положив его как можно ближе к гла- 
зу, посмотрите на какой-нибудь ярко 
освещенный текст, помещенный тоже 
близко к глазу. Вам удалось увидеть 
сильно увеличенные буквы? Оказыва- 


ется, не только линза может увели- 
чивать! 
А какое изображение буквы вы 


увидели — прямое или перевернутое? 
Казалось бы, буква должна быть пе- 
ревернутой ‹ (посмотрите 


нок 1) — на сетчатке глаза все изо- 


на рису-. 


бражепия получаются всегда пере- 
вернутыми. Но наш мозг «знает» об 
этом и к этому «привык»: окружаю- 
щие нас предметы МЫ воспринимаем 
ие в перевернутом виде. 

В непрозрачной бумаге проткните 
иглой отверстне. В затемненной ком- 
нате перед отверстием зажгите свечу, 
а с другой стороны отверстия поместн- 
те белый лист бумаги — экран. На эк- 
ране вы увидите четкое перевернутое 
нзображение свечи. Это простое уст- 
ройство — модель так называемой 
камеры-обскуры (камеры для наблю- 
дений)., когорая с давних времен нс- 
пользовалась для получения различ- 
ных изображений.  Камера-обскура 
является простейшим фотоаппаратом. 

2. В том, что мазг действительно 
«нереворачивает» изображение пред- 
мета, можно убедиться на таком про- 
стом опыте. Между отверстием в фоль- 
ге (в серебряной бумажке) и глазом 
поместите небольшой предмет — ост- 
рне карандаша или булавочную го- 
ловку. Свет от отверстия создаст на 
сетчатке неперевернутое изображе- 
ние предмета (рис. 2). А мозг «по 
чнерции» это изображение  перевер- 
нет. 

3. Отодвиньте фольгу сантнмет- 
ров на 20 от глаза и посмотрите через 


отверстие на достаточно яркий источ- 
ник света. Только осторожно, чтобы 
не переутомить глаз. Вы увидите рас- 
ходящиеся от отверстия световые 
лучи и вокруг отверстия — окрашен- 
ные во все цвета радуги кольца. Как 
это можно объяснить? 

Оказывается. свет, подобно вол- 
нам на новерхности воды, способен 
огибать встречающиеся на его путин 
препятствия. 

Поговорим немного о волнах на во- 
‘де. Как известно, 
ленькие волны по-разному  огибают 
препятствия. Еслн, например, из во- 
ды торчит столб, то мелкие волны 
(рябь) образуют за столбом замет- 
ную «тень» (область спокойной по- 
верхности воды). Крупные же волны 
практически никакой «тени» не дают, 
они хороию огибают препятствия. 

Что значит «мелкие» и «крупные» 
волны? Почему они по-разному ведут 
себя при встрече с препятствием? 
Существует такое понятне — длина 
волны. Это — расстояние между дву- 
мя соседиими гребнями (или впа- 
динами) волны. Так вот, мелкие вол- 
ны ло сравнению с крупными имеют 
гораздо меньшую длину волны. А чем 
больше длнна волны (по сравнению с 
препятствием), тем сильнее волна огн- 
бает преиятствие. 

То же самое происходят и со све- 
товыми волнами: если на путн света 
встретнлось препятствие, свет его 
огибает. Вот’почему вы видели рас- 
ходящийся от отверстия в фольге 
световой пучок. 

А как появились разноцветные 
кольца? Все дело в том, что белый 
свет состоит из лучей разного цвета. 
Следуя Ньютону, принято выделять 
семь цветов: красный, оранжевый, 
желтый, зеленый, голубой, синий \ 
фиолетовый. Для каждого цвета 
длина световой волны своя. Самая 
большая длина волны у красного све- 
та (^> 7:10 *м), а самая маленькая — 
у фиолетового ({л= 4. Ю-7 м). Теперь 
вам все понятно, не правда ли? 

4. Лезвием от безопасной бритвы 
прорежьте в фольге узкую щель: про- 
сто проведите по фольге бритвой. 
Отодвиньте щель от глаза сантимет- 
ров на 10, посмотрите через нее на 
окно. Вы увидите несколько темных 
полосок, параллельных щели. Если 


42 


болыние и ма- 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


их видно плохо, не огорчайтесь. 
Просто у вас получилась слишком 
широкая щель. Разгладьте фольгу со 
щелью — щель станет уже, а картина 
лучше. Если ин это не поможет, про- 
ведите по фольге лезвием еще раз. 

Получив хорошую щель, но- 
смотрите через нее (прялвиньте щель 
к глазу) на настольную лампу с про- 
зрачным стеклом или — осторож- 
но! — на Солнце. Смотрите чуть ни- 
же источника света. Видите, перпен- 
дикулярно направлению щели возник - 
лн два световых столба, на которых 
видны яркие радужные полосы. Ес- 
ли щель прорезана удачно, то поло- 
сок много, а цвета их глубокне В] 
сочные. Обратите внимание на распо- 
ложение цветов. 

Оба опыта, как и предыдущий, 
объясняются  огибанием световыми 
волнами краев щели. 

Очень хорошую щель можно сде- 
лать из лезвия для безопасной брит- 
вы. Из плотной бумаги нужно выре- 
зать два прямоугольника по размерам 
чуть больше лезвия, середину у пря- 
моугольников тоже надо вырезать. 
В эту рамочку вставьте разломанное 
пополам лезвие так, чтобы его ост- 


Рис. 3. 


рые края почти соприкасались. Две 
половннкин рамкн с лезвием между ни- 
ми склейте — теперь у вас есть хоро- 
шая щель. 

5. Интересно, что огибание края 
препятствия световой волной можно 
наблюдать, вообще ничего не имея под 
руками. Посмотрите вечером в окно. 
Вы увидите яркие точки светящихся 
фонарей. Прищурьте глаз (веки об- 
разуют щель) — свет от фонарей за- 
гнется вверх и вниз, вместо светя- 
щейся точки получится два вертикаль- 
ных столба лучей (рис. 3, а). Про- 
должая шуриться, поверните голову 
немного вбок. Щель, образуемая 
веками, изменит свою форму — лучи 
от фонарей разойдутся теперь под 
углом (рис. 3, 6}. 

6. Проткните карандашом отвер- 
стие в газете, прикройте газетой на- 


стольную лампу и с расстояния в не- 
сколько метров посмотрите на пучок 
света из отверстия через капроновую 
ленту. Нити ленты образуют щели в 
двух взаимно перпендикулярных на- 
правлениях, поэтому свет загибает- 
ся тоже в двух направлениях. 


7. На случайным образом распо- 
ложёенных мелких препятствиях тоже 
можно наблюдать аналогичные кар- 
тины. 


В морозный вечер соскребите лед 
с окна. Осторожно подуйте иа чистое 
место — оно затянется мелкими, слу- 
чайно расположенными кристаллика- 
ми льда. Теперь посмотрите через 
это отверстие на уличные фонари. 
Вокруг. них возникнут цветные коль- 
ца. Обратите внимание на то, что 
разные лампы дают разный цветовой 
набор колец. 


Если на улице тепло, то этот опыт 


‚можно выполнить с небольшим стек- 


лом, охлажденным в холодильнике. 


Можно провестн очень много по- 
добных опытов: с копировальной бу- 
магой, с граммофонной пластинкой, 
с негативами, ма которых сфотографи- 
рованы всевозможные однородные и 
неоднородные структуры. 


Попробуйте самостоятельмо при- 
думать аналогичный опыт, и вы полу- 
чите еше большее удовольствие. 


Как 
на две 


Задачи 


2. Три грабителя укра- 
лавочника 
24 уициями бальзама, Убе- 


На странице 29 помещена ЛИ У 
статья «Залача о трех кув- 


разделить 
равные 


Как им 
добычу? 

3. Пусть две точки Р 
и Р’ имеют  трилинейные 
координаты (х. у. 2) п 
4х’, м. 2)  отиосителью 
треугольника АВС. Дока- 


жидкость 
порции? 


поровну разделить 


флакон с 


шинах>. Если вы вниматель- 
но прочиталн эту статью, то 
попробуйте решить следую- 
щие захачн. 


1. Нмеется сосуд ем- 
костью 12 л, наполненный 
жидкостью. н два пустых 


сосуда емкостью Э лин 54. 


гая, они встретили по доро- 
ге продавца стеклянной по- 
суды, у которого купили 
трн сосуда. Добравшись до 
надежного места, они за- 
хотели разделить добычу. 
но оказалось. что куплен- 
ные сосуды вмещают 13, И 
п 5 унций 


соответственно. 


жите. что если эти коор- 
динаты удовлетворяют 
уравненням Хх’ ту = 22. 
то 


а 
Р'Абы ВАР. РВА= СВР. 
Аа 
Р’СВ=АСР. 


По страницам школьных учебннков 


А. Земляков, 


Вопросы 
для выпускников 


В. Орлов 


«.. Пора узнать, 


что в мирозданье, 
Куда ни 


обратись, — вопрос, а не 
ответ.» 
А. Фет 


Приведенные ниже вопросы адресованы преж- 
де всего тем из вас, кто в этом году окончил 
Х класс и собирается поступать в вуз — 


проверьте себя перед экзаменами! Из пяти. 


ответов (а, 6, в, г иля д) всякнй раз нужно 
выбрать единственный верный. 


Математика 


1. Какая из указанных на рисун- 
ке 1 прямых (а, 6, в, г, д) является 
графиком уравнения 2х -+ Зу + Т = 
= 02 

2. Какое из указанных множеств 
является множеством решений нера- 
венства 105»,, х >> 0? 

а) 10; со 6) И; -=оо[; в) №,; 
201: г Юм Е 

3. При каких значениях а справед- 


ливо соотношение ехр (ехр (шт (т а))) 
= а? 


а) Ни при каких; 6) при любых; 
в) при а > 0; г) при а> 1; д) при 
и > е. 

4. Какая из указанных на единнч- 
ной окружности (рис. 2) точек 
(а, 68, г) отвечает значению ф= 1820? 

д) Нужная точка не указана. 

5. Расположите числа с-= с0$ 1000°, 
$ = яп 1000?, Е = & 1000° в порядке 
возрастания. 

то Фест 
зе подс. 

6. Чему равна производная функ- 
ции Дх) = т (х*)? 

а) 25тх; 6) эт 2х: 

г) 2х яя (х?); д). 2хсо$ (х?). 

7. Какая из указанных функций 
является первообразной для функцин 
Ех) - —с0$ 2х? 

а) —т 2х; 6) —25т 2х; в) 


—- яп 2х: г) п 2% д) 25т 9%. 


В) 60$ 2%: 


8. Сколько существует лервообраз- 
ных для функции Кх) =е“, гра- 
фик которых проходит через точку 
(с; 0), где с — заданное число? 

а) Ни одной; 6) одна; в) две; г) бес- 
конечно много; д) ответ зависит от 
значения с. 

9. Скалярное произведение двух 
векторов равно —1. Чему может рав- 
няться величина угла ф между этими 
векторами? 

а) с- 0; 6)%=90; В ф= 
= 180°; г) 0° = = 90°; д) 90°<фФ-: 
< 180°. 

10. Два плоских угла трехгранно- 
го угла равны & = 120° и В = 150°. 
В каких пределах может находиться 
величина третьего плоского угла у? 


Рис. 1. 
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Рис. 2. 


Рис. 3. 


а) 0°<+т< 90°; 6) 0’ <т< 180°; 
вв = <= 27" г) 30° < < 18° 
д) 30° < ф< 90°. 

11. Каково взаимное расположение 
плоскостей, заданных уравнениями 
ху 2=0и ух г= 

а) Совпадают; 6) параллельны, но 
не совпадают; в) перпендикулярны; 
г) пересекаются, но не перпендику- 
лярны: д) по уравнениям установить 
нельзя. 

12. Какая из указанных — задан- 
ных уравнениями — плоскостей пер- 
пендикулярна вектору с координата- 
ми (—1 0 1? 

а) 2х —и—г=0; бх-— 2у— 
— 22 =:0; в) х Ниу- г = 0; г) х+у— 
— 2-0; дхлу—2а=0. 

13. Площадь боковой — поверх- 
ностн правильной пирамиды равна 2. 
В каких пределах может заключаться 
площадь $ полной поверхности этой 
пирамиды? 

а) 5 > 2; 0 З- 1 5 <1 
г) 3<5<4; д) ответ зависит от 
числа боковых граней пирамиды. 

14. Высота пирамиды равна 1. 
На каком расстоянии от вершины 
нужно провести плоскость, парал- 
лельную основанию, для того, чтобы 
она разбивала пирамиду на две части 
одинакового объема? 


а) 12; 6 112; в) 112; 023; 


д) ответ зависит от вида пнрамиды. 

15. Пусть 5(х) — площадь  сече- 
ния пирамиды, проведениого парал- 
лельно основанию на расстоянии х от 
него. Какой из указанных на рисун- 
ке 3 графиков (а, б, в, г, Д) может яв- 
ляться графиком  функцин 5$(х)? 

16. На сколько частей разбивают 
пространство плоскости всех пяти гра- 
ней треугольной призмы? 


а) 5, 0) 7: в) 9: г) 21; д) З 

17. На сколько частей разбивают 
пространство плоскости четырех гра- 
ней треугольной пирамиды? 


а) 5; 6) 9; в) 15; г) 16; д) 17. 
Физика 

1. Пробка плавает в воде. Как 
изменится архимедова сила, — дей- 


ствующая на пробку, если пробка 
будет плавать в масле? Плотность во- 
ды рь, плотность масла р, плотность 

пробки ри. 
а) Уменьшится вл, . т 
м 


6) увеличится в и раз; в) не 
ы 


раз; 


изменится; 

В» 
ры ры ыы 
веденных ответов не 
ВНЛЬНЫМ. 

2. Тело брошено вертикально 
вверх с начальной скоростью из 
— 30 м/с. Какой из графиков, приве- 
денных на рисунке 4, выражает за- 
висимость проекции и, скорости тела 
на вертикальную ось ОУ от времени? 
Сопротивлением воздуха пренебречь; 
уе - 0. 

3. Кусок мела, летящий со ско- 


ростью 9, попадает на горизонталь- 
ную поверхность доски, движущейся 
—> 


с постоянной скоростью ин (рис. 5). 
Считая движение мела относительно 
поверхности доски замедленным, оп- 
ределите, какой из приведенных ниже 
рисунков 6, а — д соответствует сле- 
ду мела на доске. 

4. На столе лежит брусок массой 
] кг. На брусок в горизонтальном на- 


—> 
правленин действует сила РЁ, график 
зависимости которой от времени пока- 


г) уменьшится в Л. 
д) ни один из при- 


является пра- 
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Рис. 7. 


Рнс. 8. 


зан на рисунке 7. Коэффициент тре- 
ния бруска о поверхность стола равен 
0,3. Какой из графиков, приведенных 


на рисунке 8, выражает зависимость 
- ж 


силы трения Е.» между бруском и по- 
верхностью стола от времени? 

5. Брусок массой т движется рав- 
номерно по горизоитальной поверх- 


ности стола под действием силы Л, 
направленной под углом ф к вектору 
скорости тела (рис. 9). Определите си- 
лу трения, действующую на брусок. 
Коэффициент трения скольжения 
бруска о поверхность стола равен и. 


> > а = 
а) ит |6 |; 6) и А 5 $; в) Е ©05$; 


г) и |4 [60$ $; д) ни один из приведен- 
ных ответов не является правильным. 


46 


в., м 


6. Две тележки массами 2т и т 
движутся по гладкой горизонтальной 
поверхности навстречу друг другу со 

> - РАЯ 


скоростями 5]и|н |и| относительно 
этой поверхности. Чему равна ско- 
рость тележек в этой системе отсчета 
носле  иеупругого — столкновения 
(рис. 10)? 

7. Груз массой 1 кг под действием 
силы 30 Н движется вертикально 
вверх. Определите значение ра- 
боты, совершенной снлой, если оча 
действовала в течение времени, за ко- 
торое тело поднялось на 5 м. 

а) 0; 6) 50 Дж; в) 100 Дж; 
г) 150 Дж; д) 200 Дж. 

8. На диаграмме р — У изображен 
график процесса, проведенного с иде- 


Рис. 9. 


Рис. 13. Рис. 14. 
альным газом (рис. 11). Участок 
2—3 — гипербола. Какой из графи- 


ков, изображенных на рисунке 12, 
соответствует У—Т-диаграмме данно- 
го процесса? 

9. Газу сообщилн 3-107 Дж колн- 
чества теплоты, и он при этом со- 
вершил работу 5.107 Дж. Какое из 
следующих утверждений относитель- 
но внутренней энергии системы спра- 
ведливо? с 

а) Не нзменилась; 6) увеличилась 


на 2-10’ Дж; в) увеличилась. на 
8-10 Дж; г) уменьшилась на 
2.10? Дж; д) уменьшилась на 
8-10? Дж. 

10. Один моль идеального одно- 
атомного газа, находящегося при 


температуре Т, 
лите количество 


Опреде- 
которое 
надо подвести к газу, чтобы изобарн- 


нагревают. 
теплоты, 


чески увеличить его объем вдвое. 

а) З/2ЮТ: 6) РТ: в) 2ЮТ: 
г) 5/2ЮТ; д) ни один из приведеиных 
ответов не является правильным. 

11. Как изменится к. п. д. идеаль- 
ной тепловой машины, еслн повыснть 
температуру нагревателя на АТ К или 
понизить температуру холодильника 
на АТ К? 

а) Не изменится; 6) увеличится 
одинаково в обонх случаях; в) уве- 
яичится болыне при повышении тем- 
пературы нагревателя; г) увеличит- 
ся больше при поннженин температу- 
ры холодильника; д) ни один из ука- 
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Рис. 15. 


Рис. 16. 


Рис. 


занных ответов не является правиль- 
НЫМ- 

12. Два металлических одинаково 
заряжениых шара, радиусы которых 
равны г, находятся на расстоянии { 
друг от друга (рис. 13). Какой из гра- 
фиков, приведенных на рисунке 14, 
иллюстрирует характер изменения 
проекцин ЕЁ; напряженности элект- 
рического поля на прямую, прохо- 
дящую через центры шаров, в точках, 
принадлежащих отрезку [1]? 

13. Как изменится напряженность 
Ел и потенциал фл электрического по- 
ля заряда 4 в точке А, если в точке 
В поместить шар из диэлектрика 
(рис. 15)? | 

а} Е» ин 4. увеличатся: 6) Ед уве- 
личится, фа уменьшится; в) Едн Фа 
уменынатся; г) Ед уменьшится, фл 
увеличится; д) ни один из приведен- 
ных ответов не является правильным. 

14. Заряженный конденсатор, за- 
полненный жидким диэлектриком с 
диэлектрической проницаемостью г - 
- 4, обладал энергией электрического 
поля №. Из конденсатора слили ди- 
электрик. Чему стала равна энергия 


электрического поля конденсатора? 
а) "; 62%; вВе.\; г 4м; 
д) №. 
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| 1 

ыы 

а) у Й 5) у (7 
18. ео 


Ц 1 
т й , п г 
в) г) д) 
15. Как изменятся показания 
вольтметра и амперметра прн пере- 


мещении ползуна реостата влево в 
цели, изображенной на рисунке 16? 

а) Показания вольтметра умень- 
шатся, амперметра — увеличатся; 
6) показания вольтметра и ампер- 
метра  уменылатся;: в) показания 
вольтметра и амперметра увеличат- 
ся; г) пюказания вольтметра увели- 
чатся, ‹ амперметра — уменьшатся; 
д) ни один из приведенных ответов не 
является правильным. 

16. В электролитической — ванне 
протёкает постоянный электрический 
ток. Чему равна сила тока, текуще- 
го через амперметр, если за время 
4 с ноны приносят на катод заряд 
2 Кл, а на анод — заряд — 2 Кл? 

а) 0: 6) 0,5 А; в) ПА; ГА; 
д) ни один из приведенных ответов не 
является правильным. 

17. Два динамика подключены к 
выходу одного генератора электри- 
ческих колебаний с частотой 170 Гц. 
Каков результат интерференции зву- 
ковых волн в точках А и В (рис. 17)? 
Скорость звука в воздухе равна 
340 м/с. Считать, что колебания диф- 
фузоров в динамиках происходят в 
одной фазе. 


и. 


м Вуэв Й > НУВ 0 1 


Рис. 20. * 


а) В точках А м В максимум; 
6) в точках А и В минимум; в) в точ- 
ке А максимум, в точке В минимум; 
г) в точке А минимум, в точке В 
максимум; д) нн один из приведенных 
ответов не является — правильным. 

18. Катушка подключена к источ- 
нику переменного тока с изменяющей- 
ся частотой. Какой из графнков, прн- 
веденных на рисунке 18, характерн- 
зует зависимость силы тока от частоты 
в данной цепи при постоянном дейст- 
вующем значении напряжения? Ак- 
тивным сопротивленнем катушки пре- 
небречь. 

19. Показатель преломления воды 
для красного цвета с длиной волны 
в вакууме 7. 10-7 м равен 1,33. Опре- 
делите длину А этой волны в воде 
н скорость с ее распространення в во- 
де. 


Ге. 


— © > 


ррь 


НузВ 0 1 . Вуэв 0 1 ы Ку, эВ 
г) 


а) Х = 7.10-?* м; с=3.10 мх; 
6) ^ = 7.10-?* м; с= 2,25.10 м/с; 
в) ^ = 5,2.10-1м; с = 2,25- 10% мс; 


Г] А == 9,3-10-? м; с = 2,95-10* м/с; 
д) ни один из приведенных ответов 
не является правильным. 

20. Работа выхода электронов с 
катода вакуумного фотоэлемента рав- 
на 2 эВ. Какой из графиков, прнве- ` 
денных: на рисунке 19, соответствует 
зависимости максимальной  энергин 
фотоэлектронов от энергин падающих 
на катод фотонов? 

21. На рисунке 20 представлено 
радноактивное семейство тория? 30 ТН. 
Определите заряд н массовое число 
конечного продукта распада то- 
рня — ТВО. 

а) "ТН; 6) ?%ТВО; в) °&ТВО; 


г) 2 ТНО; д ТО. 


Список чнтателей, приславших 
правильные решення задач 
нз «Задачника «Кванта» 


В этом номере мы публикуем фамилии тех, 
кто прислал правильные решения задач 
№461 — М475 и Ф463 — $477 (жирные циф- 
ры после фамилий — последиие цифры но- 
меров решенных задач). 


Математнка у 
Н. Абдибеков (Аркальск) 66; К. Абдухали- 
ков (Алма-Ата) 62. 65а). г). 69а). 71. 73, 
74. 15а); Г. Абзианидве (Тбилиси) 67; 
А. Агаев (с. Покровка АзССР) 67. 73а), 
75а); Ф. Агакишиев (ст. Зарат АзССР) 67; 
В. Айриян (Раздан) 66. 67, 71. 72,73а),74.73а); 
А. Алексеев (Пермь) 66—68. 71—74. 75а): 
Д. Алексеев (Ленинград) 71; У. Алла (Выру) 
(Окончание сл. с. 59). 
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Геометрия 
зубчатой 
передачи 


И в каких только меха- 
низмах иет шестерен? И п 
часах оин есть, и в машин- 
ном отделении корабля, п в 
прессах... 


Каким образом  веду- 
щая шестерня А передает 
двнженне ведомой шестер- 
не В? Обратимся к рясуин- 
ку ( жестко скрепленный 
с А«рычаг 21» толкаст жест- 
ко скренленный с В «рычаг 
Ву» н тем самым поворачи- 
вает В. 


Хороши ли  прямо- 
угольные профили  зубь- 
ев? Сразу видно. что не 
очень. Во-первых, даже 
если ведущая зместерня А 
вращается равпомерно. то 
этого нельзя сказать о ве- 
домой шестерне В (юче- 
му?), в сслн шестерия В, 
в свою очередь. передает 
днижение шестерням С. О. 
и т. д.. то неравпомерность 
передавасмого — движения 
может  усидиваться. Во- 
вторых, угол ф между усн- 


лнем Ё. которое ведет ше- 
стерню 4. я направлеки- 
ем вращения шестерни В 
переменный. Стало быть. 


> 
переменио усилие Р), ТОЛ- 


кающее ведомую = шестер- 
ню. и зубья обеих шесте- 
рен снашьваются  мерав- 
номерно. 


Обратимся к рнсунку 
ма четвертой странице об- 
ложки. На нем показана 
схема действия масляного 
насоса, эаботающето к 
помошью двух несколько 
необычных шестерен (в 
каждой всего лишь но зва 
зуба). Профиль головки 
каждого зуба Очерчен но 
эпнциклоиде, профиль 
ножкн — по гипоциклон- 
дам (об-этих двух кривых 
рассказывалось, ичапричмер, 
в «Кваите», 1978. № 4, 
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с. 13.). На рисунке 2 по- 
казано. как можно вычер- 
тить такой профиль. Ок- 
ружность @& раднуса Ю!4 
катится по  ненодвижной 
окружности (О, Ю} снару- 
жн. Тогда точка М =о 
описывает профиль  го- 
ловки зуба шестерни 
(часть 
ружность &', 
ная ®. 
внутри. Точка 
опнсывает наз 


эпициклоиды). Ок- 
конгруэнт- 
катится по (0. Ю) 

м = [О 
между Го- 


д циклон 


ловками двух соседних 
зубьев (часть  гипоцщик- 
лоцды). 


На рнсунке 3 ноказа- 
но положение двух шесте- 
рен. при котором головка 
зуба нижней шестерин 
касается профиля верхнсй 
в середине паза между дву- 
мя ее зубьямн. Если верх- 
няя шестерия  новернется 
на В по часовой стрелке. а 
инжняя — против  часо- 
вой стрелки на тот же 
угол. то опи по-прежнему 
будут иметь общую точ- 
ку К и, более того, общую 
касательную в ней. —Пс- 
пробуйте это показать, 
ин  'установнть следующее 
важное свойство такой 
пары шестерен: пормаль к 
профнлям зубьев в точке 
их касания нензыенно нро- 
ходит через  фиксирован- 
ную точку Р (не завися- 
щую от положения точки 
касания). 


Изготовив макет такой 
пары исстерен, вы заметн- 
зе любопытное се свойст- 
во. Для того чтобы пара 
работала непрерывно, ше- 
стерин должны становить- 
ся ведущими понеременно. 
Это означает, что данная 
пра  шестереи не может 
работать п качестве  меха- 
низма, нередающего двн- 
жение. Недаром опн нс- 
пользуются для нерекачкни 
масла, а для передачи двн- 
жения от одной оси к дру- 
той служат две вспомога- 
тельные  шестерин дру- 
гого тннпа (см. рисунок на 
обложке).  Конечио. если 
ИЗГОТОВИТЬ чнестернн с 
болыннм числом зубьев 
цнклоидальноге профиля. 
можно добнться  передачн 
движеиня от ведущей ше- 
стернн к ведомой. Но ос- 
таются другне недостаткн. 
Такие шестерин требуют. 
в частностн. очень точной 
установки. чтобы эпи- 
циклоидальный профиль 
всегда контактировал © 
типоциклондальным.  Кро- 
ме того, циклондальные 
зубья трудно вырезать. 


Поэтому на практике 
обычно  нспользуют  ше- 
стерив, профили зубьев 
которых вырезаются чо 
эвольнеигам окружностей. 
Чтобы объяснить, что это 
такое. введем два понятия: 
центр кривизны кривой ф 


н раднус кривизны кри- 
вой 7 в данной ее точке. 


Пусть } — гладкая 
кривая, то есть непрерыв- 
но поворачивающаяся кри- 
вая, не имеющая изломов 
и заострений. К такой круи- 
вой в каждой ее точке 
можно — провести каса- 
тельную н нормаль, притом 
едннствениым образом. 
Пусть Мот — фикснро- 
ваиная точка. точка М а“ 
е ? — переменная, & — 
угол между касательными 
к >? п точках Мои М 
(рис. 4). Угол между ка- 
сательнымн конгруэнтен 
углу между  пормалями 
к} п тех же точках. Устре- 
мим точку М к Мо. Тог- 
да точка пересечения нор- 
малей № перейдет в пре- 
дельное положение №. 
Эту точку № и называют 
центром кривизны крн- 
зой ф н точке Му, длину 
отрезка А%/№ называют 
радиусом кривизны 2 кри- 
вой 7. п точке Мо. Для 
каждой точки Мо глад- 
кой кривой ф центр крн- 
визны № и радиус кри- 
визны ро определяются од- 
нозначио. 


Множество 7, ввитров 
крнивнзиы крнвон ф назы- 
вается её эволютой (в пе- 
револе с латынн «развер- 
тывающаяся кривая»). 
Крнвая } по отношению к 
своей эволюте у: называ- 
ется ее эвольвентой (в 
переводе с латыни  «раз- 
вертка»). Например. эво- 
люта окружности (0, 
1ОТ.|) есть точка — центр 
окружности О (рис. 5). 
Здесь же показана крн- 
вая, эволютой которой 
является окружность у, 
то есть ее эвольвеита; она 
построена в результате ка- 
чення 663 скольжения по 
окружности ф иекоторой 
прямой {[ с отмеченной точ- 
кой @; эта точка и оин- 
сывает эвольвенту окруж- 
ности 7; на рисунке 5 
отмечены отдельные по- 
ложения 0, 0 4%. .... 
соответствующие — положе- 
ниям точки касания Ту, 
Фо Ты. и: с ок- 
ружностью. Убедимся, что 
эволюта кривой }ф действи- 
тельно является — окруж- 
ностью. Когда движущая- 
ся прямая { касается ок- 
ружности в одной низ этих 
точек, скажем, Т., пря- 


Рис. 4. 


Рнс. 5» 


Рис. 7. 


мая в этот момент враща- 
ется вокруг Г: отсюда вид- 
но, что угол Т.О, — 
прямой. Рассмотрим нор- 
мали к ] в точках ©; н 0, 
и устремим точку Оз к точ- 
ке Ц. Ясно, что в пределе 
пересечение этнх  норма- 
лей будет лежать на ок- 
ружности (0, |ОТ|} п точ- 
ке Т.. что и требуется. 
Вот по такнм эвольвен- 
там окружностей и наре- 
заются профили зубьев 
стаидартных шестерен. 
Эвольвента  окружно- 
сти пересекает  касатель- 
ную к этой окружностн под 
прямым углом; в частио- 
сти, так она пересекает н 
общую касательную двух 
окружностей, показаниых 
на рисунке 6. Представим, 
что на эти окружности наса- 
жены шестерни с профилями 
зубьев,  вырезанными по 
эвольвентам Ал н Аз. Тог- 
.да ведущая шестерня А, 
толкает ведомую  шестер- 
ню А. по Т,Г> по направ- 
ленню общей нормали ку 
ин ф’°в них точке контакта. 
Прямая Т,Г. пересекает 
ЛИНИЮ. центров шестерен 
0:0; в фиксированной точ- 


ке Р — так называемом 
полюсе зацепления ше- 
стерен. Движение про- 


исходнт так, как если бы 
ведущее колесо А; не зубь- 
ямн, а с помощью Лишь 
трення передавало — дви- 
жение колесу А». Прове- 
дем через точку Р перпен- 
дикуляр РИ к линии цент- 
ров 0:0, и рассмотрим угол 
ф$=<ИРТ,. Ои называет- 
ки углом зацепления. В 
отличне от пары шестерен, 
рассмотренных на рисун- 
ке |. и пары ииклондаль- 
ных шестерен. здесь этот 
угол сохраняет — постояи- 
ное зиаченне. Отсюда и вы- 
годы профилей зубьев в 
виде эвольвент  окружно- 
стей, позволяющих до- 
бнться постоянной ‹ ско- 
ростн вращения ведомой 
шестернн н бесшумной 
работы. 

На рисунке 7 показа- 
но, как выглядит — ЭВоЛЬ- 
вентное зацепленне. Нож- 
ки зубьев имеют эвольвент- 
ный коофидь не до самого 
конца паза. а только там, 
где проведена синяя ли- 
нНЯ. о так называемый 
«рабочий участок  зацеп-‘ 
лення». 


В. Березин 
$1 


практикум абитурмента 


Варианты 
вступительных экзаменов 


1977 года 


Московский 
энергетический 
институт 


МЭИ является одним из крупнейших выс- 
ших техническнх учебных заведеннй стра- 
ны. готовящим  ниженерные и научные 
кадры практически для всех направлений 
современной энергетики (в том числе — 
ядерной), электротехиики,  теплотехинки, 
раднотехннки. электроникн, автоматики и 
вычисянтельной техники. 

На дневиом  отделенин пиститута — 
10 факультстов:  электроэнергетнческий, 
теплоэнергетнческий. промышленной  теп- 
лоэнергетнки, — энергомашиностроительный, 
электромеханическнй, — электоификации и 
автоматизацин промышленностн ны  тран- 
спорта, электронной техиики, автоматики 
п вычислительной техники, радиотехниче- 
скнй, энергофизический. 

45 специальностей — таков  днапазон 
нашей учебной работы. Более двадцати 
тысяч студентов обучаются сейчас в сте- 
нах нашего ниститута. В Смоленске и Ка- 
зани работают филналы МЭИ. 

Учебные планы н программы 
сисцнальностей  предусматрнвают 
пую  физнко-математическую 
Математика 

Варнант | 

| Упростнь выражение, найтн предел 


всех 
усилен- 
подготовку. 


и И 
и Та + Ух у 
4-— 4— 
зы та —ух 
+.— —1! 
Я рах 
Е 
х4 — ах? | а2х — 94 
8 
у2 08 


2. Решить уравнение 
(3*-7.2 х-3,9 —91/3) 18 (7—х) =0. 


3. Площадь сферы равна 27л. Какова 
высота цилиндра нанбольшего объема, впи- 
санного в эту сферу? 

4. Найтн все значения х, 
щие уравнению 


удовлетворяю- 


52 


5т (5 дл —х) + № (Зл-х) = 
{с05 х)-1 — со5х 
-= Эзтх 
5 
и лежащие ва отрезке -зт, п|- 

5. В равнобедренной трапецни острый 
угол при нижнем осиованин равен <, дли- 
на боковой стороны равна а. Длина отрез- 
ка, соединяющего вершнну верхнего осно- 
вания трапеции с серединой нижнего осно- 


вания, также равна а. Найти площадь 
трапецин. 
Варнант 2 


Упростить выражение 


[{352 + 2а?)* — 24 а?6?] 
ЗЬ — а?.01 1086 и 


-- У —] а-- 25 /а— 63, 


а 3 
есля > у м 


2. Найти область определения функ- 


ции Дх) = и 1088 ох (Юо.в 3) Х 


хер. 0,0016 } + 36. 


3. Найти нанменьшее н 
значення функции 
Кх) и. -7х3—6 


задев \] и построить график 


[ 
2 


панбольшее 


на отрезке 


функции на указанном отрезке. 
4. Найтн все зиачения х. удовлетворя- 


. ющие уравнению 


зп х-+-2 со$ х-+-2 $1 х-с052 хе 0 
К 
и лежащие в интервале == таз п л|. 


5. Равнобедренный треугольник с уг- 
лом при вершнне, равным ©. и периметром, 
равным р. служит  основаннем прямой 
призмы. Угол между диагоналями конгру- 
энтных боковых граней призмы. проведен- 
нымн из одной вершины. равеи В. Найтн 
объем призмы. 


Физика 


1. Раднус Лувы приблизительно в 3. 
раза меньше радиуса Вени, = масса Лу- 
ны в 81 раз меньше массы Земли. Во 
сколько раз нужио изменнть начальную 
скорость бросания, чтобы подбросить тело 


на такую же 
Земле? 

2. Для равномерного поднятня груза 
массой т=100 кг по наклонной — плоско- 
стн с углом а=30° к горизонту. надо 


высоту на Луне, как и на 


5% 
приложнть снлу |Ё| =600 Н. С каким уско- 
рением груз будет скользнть по этой пло- 
скости, если его отпустить? 

3. Электрическое поле образовано Дву- 
мя параллельными пластннамн, иаходящи- 
мися на расстоянни 4=2 см друг от друга. 
Разность потенциалов между нимн И= 
=120 В. Какую скорость получит  элект- 
рои под действием поля, пройдя по сило- 
вой лиинн расстояние {=3 мм? Масса 
электрона т=9,1.10-3 кг, заряд электро- 
на е=1,6.10-9 Кл. 

4. По квадратной рамке со стороной 
а=| м движется без нарушения контакта 

> 


со скоростью |и| ==10 см/с перемычка. элект- 
рнческое сопротнвление которой А =0,5 см; 
сопротнвление рамки мало. Магнитное по- 


ее 
ле, индукция которого |В|=0.5 Т, образует 
с плоскостью рамки угол а=30°. Опреде- 
лнть ток в перемычке. 

$. При включевии первичиой обмотки 
трансформатора п сеть переменного тока 
на вторичной обмотке возникает напряже- 
ние И, = 13,3 В. При включении в эту же 
сеть вторичной обмоткн на клеммах пер- 
вичной возникает напряжение (›=120 
Найтн отношение чнсла витков обмоток 
трансформатора. 

6. С какого расстояння надо фотогра- 


фнровать здание длиной [=50 м. чтобы 
весь фасад здания уместился иа кадре 
пленки размером 24.36 мм? Фокусное 


расстоянне объектива Ё=50 мм. 
Б. Агафонов. В. Кобелев, В. Прохоренко 


Московский институт 
радиотехники, электроники 
и автоматики 


Московский ннстнтут радиотехники, электро- 
ники н автоматики {МИРЭА) готовит ииже- 
неров широкого профнля с навыками научио- 
исследовательской деятельности по основным 
специальностям современной радиоэлектро- 
ники, автоматики и снстемотехники. Выпуск- 
ннки МИРЭА работают на предприятнях со- 
ответствующнх отраслей промышленности, в 
научно-нсследовательских институтах, кон- 
структорских бюро, вычислительных центрах, 
занимаются созданием и эксплуатацией самой 
уникальной современной техники — от мн- 
кросхем, составляющих основу любого из- 
делия  радноэлектронной промышленности, 
до сложнейших электронных вычислительных 
машин, являющихся главным звеном любой 
современной системы оперативного получеиня 
и переработки ннформации. 

Диевное отделение МИРЭА имеет трн 
факультета: радиотехнических систем и ус- 
тройств, автоматизнрованиых систем управ- 
ления, электрониых и квантовых приборон, 


Математнка 
Варнанты письменного экзамена 


Вариаит 1 
1. Решить уравнеине 


4 1 
х-+ Ух? --х х— Ух 
2. Решить систему уравнеинй 
ау = 41, 
| х+иу=9. 
3. Найти все решения уравнения 
с05 4х -- 2 52 х = 0, 
удовлетворяющие условию |х|< 1. 
4. Большее основание трапеции равно 
24 см. Найти ее меньшее основание, зная, 
что расстоянне между середннамн ее диаго- 
налей равно 4 см. 
5. Доказать, что | па |< п |Яп<] 
при любом натуральном пл. 


Вариант 2 
1. Решить уравненне ь 


И Уз 


2. Решить систему уравиений 
| х? -- ху = 28, 
|+ х= — 12. 


3. Найтн все решения уравнення 
п 9х =- 2 &п Зх, 
удовлетворяющие условню 0 «х < 2. 

4. В ромб, который делнтся своей диа- 
гональю на два равносторонних треуголь- 
ника. вписана окружность раднусом в 2 см. 
Найти стороиу ромба. 

5. Доказать, что прн любом иатуральном 
п>> | выполиено иеравенстао 


| ЕЕ: | 13 
+1 Ча Е >=. 


а 
Е 1 х . 


Билеты устного экзамена 


Билет |1 

1. Свойства функции у = ах? + фх Ес 
и ее график. 

2. Сумма углов треугольника. Сумма 
внутреиннх углов выпуклого многоуголь- 
ника. 

3. Почленным дифференцированием тож- 
дества 5 2х = 25пх с0$ х доказать тож- 
дество с0$ 2х == 605 х — п? х. 

4. Найти 


5. Найти сумму 
И 
1+ Ял 5 | 91? 5 + Яп Е + .-. 


Билет 2 

1. Достаточное 
функцин. 

2. Теорема Пифагора. 

3. В какнх точках производная функцин 
у ее совпадает со значением самой функ- 
Цин 


условие экстремума 


48. Изобразить ва координатной плоско- 
стн множество точек, коордннаты которых 
удовлетворяют уравнению у = 10'—*. 

5. Сколько решеннй нмыеет уравнение 

10854 Я == с0$ х? 
по 
Физнка 

1. Найти, под каким углом к горизонту 
брошено тело, еслн известно. что дальность 
его полета равва максимальной высоте 
подъема. 

2. Конькобежец массой М := 60 кг. стоя 
на льду. бросил вперед груз массой т = 5 кг 
н вследствне отдачн покатился назад со ско- 


= 
ростью || -= 1 мгс. Какую работу совершил 
конькобежец? 

3. Газ заннмает объем Г = 2 ли нахо- 
днтся под давлением р —= 5-10 Н/м?. Вычис- 
лить суммарную кинетическую энергию по- 
ступательвого движения его молекул. 

$. Между пластинамн плоского конден- 
сатора. расположеннымн вертикально на 
расстояннн 4 — | см друг от друга, на нити 
внснт заряженный бузиновый шарик. масса 
которого т — 1 г. После того как на плас- 
тниы была подана разность потенциалов & = 
— 1000 В, нить с шариком отклонилась на 
угол а -- 20°. Найти заряд шарнка. 

5. Найти сопротивление А проволочного 
тетраэдра, к двум вершннам которого подве- 
дено напряжение. Сопротнвленне каждого 


ребра тетраэдра равно г. 
Ю. Хиудак 


Московский авнационный 
технологический институт 
им. К. 9. Циолковского 


Институт готовит иижемеров по новой тех- 
иике для авиационной и другнх отраслей 
промышленностн. 

Диевное отделение ннститута нмест три 
факультета: авнацнонно-механический. ави- 
ационно-технологический и радиоэлектрон- 
ной радноапиаратуры. 


Математика 
Вариант пнсьменного экзамена 


1. Доказать тождество 
$112 & — 1? а 


со а — ЧаЗа ^ 18" 9. 


2. Решить уравиенне (х — натуральное 
чнело) 


АЗ С = МИ. 


3. Основанне равнобедренного треу- 
гольника равно 4 ]/5, а медиана, проведен- 
ная к боковой стороне, равна 5. Найтн угол 
при вершине этого треугольника. 

4. Решить нераненство 


0) х_1 1х ЖЖ! 


1 
5. Является ли функция И 


7 
а х? 4 2х — 22 монотонной на 


|+. = 


Бнлет устного экзамена 


1. Доказать теорему Внета (прямую н 
обратную). 

2. Высота равнобедренного треуголь- 
ннка. опущенная на его основанне. равна 
половине основання. Определить углы тре- 
угольника. 

3. Решить неравенство 
44—2*—2< 0. 

4. Псстроить график функции 
‚ ` 


л 
со р - | 


у—= зтх 


5. Доказать. что функция хз (2—х) 


монотонна. 
Б. Кучеров, В. Горбацевич 


Московский институт 
химического машиностроения 


На дневном отделении нистнтута имеется пять 
факультетов: хнмнческого машиностроення, 
химического аппаратостроения, технической 
кибернетнки н автоматизацин химических 
пронзводств. крногенной техники н механи- 
ческнй факультет. ` 

Мехаинческий факультет готовит ииже- 
неров-механиков по технике основной химин 
и промышленной экологни. машинам и аппа- 
ратам промышленности химических реакти- 
вов и особо чистых веществ. нефтехимической 
технике. машинам и аппаратам органических 
производств. коррозин химической аппара- 
туры, машннам п аппаратам мнкробнологиче- 
ских производств. 

Вынускиикн факультета технической 
кибернетики и автоматизацин химических 
производств заннмаются аналитическими н 
экспернментальнымн нсследованиямн  о©бЪ- 
ектов автоматнзацин химической ‚ промыш- 
ленности: расчетом. проектированием. мон- 
тажом. наладкой н эксплуатацией снстем 
автоматического управления с широкнм ис- 
пользованием моделирования и математиче- 
ских управляющих машин; проектированием 
узлов автоматнзации, 


Математика 


Вариант | 
1. Доказать тождество 


й 
С 


$112 ©, — ©05$ (3—4 ве «-5|= 


2. Решнть неравенство 
1_3 | 1 


—< ———. 


р я 4 х 2 


3. Бригада лесорубов должна была по 
плану заготовнть за несколько дней 216 ыз 
древесины. Первые три дня брнгада выпол- 
няла ежедневио установлениую планом норму, 
а затем каждый день заготовляла 8 м? сверх 
плана. поэтому за день до срока было’ заго- 
товлено 232 м3 древесины. Какова ежеднев- 
ная норма бригады по плану? 


4. При каких & и В вектор в 3; —п 
=) ортогонален вектору $ = (2: В; 1), если 
16| = 3? 


5. В шар радиуса К = 3 см впнсаи цн- 
линдр нанбольшего объема. Найти объем 
этого инанндра. 


Вариант 2 
1. Доказать тождество 


1 — 25112 
л л \ 
—-|- з | — — 
дс (- а 04° (4 < | 
2. Решить систему уравнений 


3". % == 144, 
| ЮУ —х) = 2. 


3. Поезд выходит из города А н через 
1Ю час. 40 мия. приходит в город В. Если бы 
поезд проходня в час на 1Ю км меньше. то 
прибыл бы в В ца 2 час. 8 мин. позже. Опре- 
делить расстояние между городамн ин скорость 
поезда. 


4. Найти предел выражения 


д->2 х? —4 

5. Сумма длин диагоналей параллело- 
грамма равиа 8 см. Найти минимум суммы 
квадратов длнн всех сторон параллелограммаа 


Ф нзнка 


1. За пятую секунду равномерно уско- 
ренного движения тело проходит 45 м. Рас- 
считать скорость тела в конце пятой секунды 
и пройденный путь за Пять секунд. еслн на- 
чальная скорость тела равна нулю. 


2. Прн какой скорости поезда маятник 
длиной {= |1] см, подвешенный в вагоне, 
особенно сильно раскачивается. если длина 
рельсов Ё = 12,5 м? 


3. Какое колнчество воды может исна- 
риться в помещении размером 10Х8Х4,5 м, 
если температура воздуха 22°С. а относнтель- 
ная влажность 70%? Плотность насыщаю- 
щих водяных паров при 22°С ри = 1,94х 
х 10-Зкг/мз. 


4. Альфа-частика движется в циклотроне 
по кругу радиусом г = |} м со скоростью 


|| = 20000 км/с. Какова должна быть ин- 
дукция магнитного поля, чтобы удержать 
частицу на окружности? Масса альфа-час- 
тнцы т-= 6,5.10-2? кг, заряд 9-=- 3,2 х 
х 10-2? Кл. 

УТ. Милованова 


Московский институт 
инженеров землеустройства 


Подробно о факультетах н специальностях 
нистнтута рассказано п «Кванте», 1977. № 7. 


Математика 


1. Исследовать на максимум н минимум 
функцию 
и == ХЗ- 3х? — 9х |. 


2. Решить неравенство 


х—2 1 
1—2. 
3. Решить уравненне 


——— 
17 | а 3х —8х =: 0. 


4. Найтн  зт (а + В}. если та = 
5 3Зл 
==, ав]; 2л[,с0$В = 
3 


3: 
= —-5, Ве: 


5. Зная болынее основанне равнобед- 
ренной трапеции а. ее высоту Й и угол @ при 
основании, иайти площадь трапецин- 


Физика 


1. Автомобиль массой т = 2.0 т подни- 
мается н гору с уклоном 0.20. На участке 
путн $ = 32 м скорость автомобнля возросла 


—> 
от Го | == 21.6 км/ч до |5, |= 36 км/ч. Счи- 
тая двнженне автомобиля равиоускоренным, 
определить силу тягн двигателя. Коэффициент 
сопротивления двнжению принять равным 
Е — 0.020. 
2. Снаряд массой т == 40 кг. летевший в 


горизонтальном направленнн со скоростью 
—— 
|| = 600 м/с, разрывается на две части с 


массами т! = 30 кг и т. = Ю кг. Болыьшцая 
часть стала двнгаться в.прежнем направленин 


= 
со скоростью || = 900 м/с. Определить 
величнну и направление скорости меньшей 
частн сиаряда- 
3. На сколько градусов надо нагреть алю- 
миниевую проволоку сечением $ — 6 мм, 
чтобы она приняла ту же длнну, что_н под 


действнем растягивающего уснлия |Ё] = 
—= 508 Н? {Справочные таблицы прилагают- 
ся.) 

4. Электрон, 


> 
|0 | = 1.8.104 м/с, 


электрическое поле е напряженностью |Ё | -= 
== 0.0030 Н/Кл и движется против силовых 
линий. С какнм ускорением будет двьнгаться 
электрон и какова будет его скорость, когда 
он пройдет расстояние $ — 7.1 см? Сколько 
временн потребуется для достнжения этой 
скоростн? На сколько изменится при этом 
энергия электрона {масса электрона т == 
= 9,1 -10—31 кг. его заряде = 1,6-10—"® Кл}? 

5. Два шарнка массой т =: 1,5 г каж- 
дый, подвешенные н вакууме в одной точке на 


обладающий скоростью 
влетает в однородное 
— 


шелковых ннтях. после получения одинако- 
вых по величнне н знаку зарядов разошлись 
на расстояние 4 = 10,0 см. и нитн образо- 
вали угол @ = 60°. Считая заряд отрица- 
тельным, определить его велнчину и коли- 
чество электронов, полученных каждым ша- 
риком (заряд электрона = = 1.6 .10-—\? Кл). 

6. Элемент с 5. д. с. & = 1,1 В ин внут- 
ренним сопротнвленнем г — 1,0 Ом замкнут 
на внешиее сопротивление К — 9.0 Ом. Най- 
ти: 1) силу тока п цепи; 2} падение потеици- 
ала во внешней цепн; 3) паденне потепинала 
внутри элемента; 4} с какнм к. и. д. работает 
элемент. 

7. Электрон опнсывает в магиитном поле 
окружность _„раднусом КЮ —=4 мм. Скорость 


электрона [и|- 3.5-10° м/с. Найти вектор 
индукции магнитного поля. (Заряд электрона 
е = 1.6.101 Кл, его масса т = 9 Х 
Хх 10-% кг.) 
8. Оптическая сила тонкой лнизы Д = 

- 6 дитр. Предмет поместили на расстоянни 
Ч - 60 см от линзы. Где и какое получится 
нзображенне этого `предмета? Каково его 
линейное увеличение? 


„7. Кронгацз, 
Л. ия. 
. Саввина 
Ленинградский 
финансово-экономический 
институт 


им. Н. А. Вознесенского 


В центре Ленинграда. выходя одяим фасадом 
на Садовую улнцу, а другим — ина канал Грн- 
боедова. за монументальной чугунной огра- 
дой возвышается замечательное здание с 
шестиколонным портиком. Оно построено в 
конце ХУ века по проекту архитектора 
Дж. Кваренги, н некогда п нем размещался 
Ассигиационный банк. Сейчас здесь аудито- 
рин одного из ведущих экономических вузов 
страны — Ленииградского финансово-эко- 
номического ннстнтута нм. Н. А. Вознесен- 
ского. 

В наши дни из его стен выходят по-на- 
стоящему широко образованные и высоко 
квалифицироваиные современные экономис- 
ты. Кроме глубокого знання общеэкономнче- 
ских днсциплин оин получают хорошее ма- 
тематическое образовакие. Стулеитам ЛФЭИ. 
помнмо общего курса высшей математнкн, чи: 
таются теорня вероятностей н математическая 
статистика, исследование операций, специ- 
альные курсы по примененню математиче- 
ских методов н моделей в различных облас- 
тях экономики. 

Дневное отделенне ЛФЭИ имеет шесть 
факультетов: финансово-экономический. пла- 
ново-экономнческий, промышленно-эконо- 
мический. учетно-экономнческий, экономики 
нп планирования — материально-технического 
снабжения, экономики и научной организа- 
ции труда. 
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Выпускиики ЛФЭИ работают на пред- 
прниятнях, в научно-пронзводственных объ- 
единениях, ш научио-нсследовательских и 
проектных ннститутах. 


Математика 
Задачн из билетов устного экзамена 
1. Найти производные функций: 


а) в-- Ух Ух. бу-= со. 
в) у = ви Хх, 


и ВЕ ИН 
г] и=И 2*, ду= 6х ° 


2. Исследовать фуикции н постронть нх 
графнкн: 
а) и= х* -— 4х7, 
6) у= № ||. 


в) и == (=). 


3. Вычислить площадь фигуры. ограни- 
ченной осью Ох и лнииями: 


1 
а) х-=4, х=:6, и 


д 


АР ее. 
6) у— с05х, х= 5, х= г] 


, з 


в) у= 4 — д. 


4. В зоопарке куском веревки длиной 
100 м огораживают загон для зверей, имею- 
щнй форму равиобедренного треугольника, 
основанием которого служит стена павильона. 
Каким следует выбрать основанне треуголь- 
ннка, чтобы его площадь была наибольшей? 

$. Найтн член разложення 


1 4—1 
[УЗИ р \ 
уе , 


не содержащий а. 

6. Сколько различных пятизиачных чн- 
сел, не содержащих одннаковых цифр, мож- 
но написать прн помощи цифр 1. 2, 3, 4.5, 
6, 7, 8. 9? 

7. Найднте координаты едиинчного век- 

— 


тора а, еслн известно. что он перпендикуля- 
> => — 


= — 
рен векторам В = ЕЁ} ис-= [+ #. 
И. Блюмкина 


Ярославский 
политехнический институт 


Математика 


Вариант 1 


Найдите площадь сечения тетраэдра 
АВСО плоскостью. солержащей меднану СМ 
грани АВС н параллельной прямой АБ. если 
каждое ребро тетраэдра равно а: Найдите ве- 
лнчину двуграиного угла между этой плос- 
костью н гранью АВР. 


2. Решить уравненне 
А $ 5-2 = 4х. 


3 Исследовать функцию у=хУ2 — хё 


и построить ее трафик. 
4. Решить систему 


ГЕИ О-Я — 50, 
]еи--ЕО-,=2— 165. 


Варнант 

1. Доказать, что точка пересечения меднан 
треугольника. вершины которого — концы 
трех ребер параллелепипеда, выходящих из 
одной его вершииы, прниадлежит диагонали 
параллелепнпеда, выходящей из той же вер- 
шнны, п делит ее в отношении 1 : 2. 

2 Найти область определения фуикции 


И 5-6 
18 (х + 103 ° 
3. Найтн площадь фигуры, ограничен- 
ной линиями 
уд — 4-5 
4. Решнть уравнение 
2 созх - Быпх — 4 = 0. 


#-- 
и у=х+ 1. 


Физика 
1. Воздушиый шар поднимается верти- 


кально с земли с ускорением |а| = 2 м2. 
Через {1 = 10 с от него отделился камень. 
На какой высоте А от поверхностн земли бу- 
дет находиться камень через {, = 4 с после 
его отделения от шара? Ускореине свободного 


падения |8] = 9,8 м/с. 
2. Определить кинетическую энергню Е 
тела массой т == 200 г, брошенного горнзон- 


тально со скоростью |9 | ==25м/с, в Коице 5-й 
(1 
секунды его движения. Ускорение свобод- 


> 
ного падения {|= 9.8 м/?. 

3. Стеклянный шар, внутри которого 
есть полость, плавает на поверхности воды, 
погрузившись в нее на половину своего объ- 
ема. Какую часть объема шара (Уп! И) занима- 
ет полость? Плотность стекла ре = 2500 кг/м3, 
воды рв = 1000 кг/м3. 


= 

4. Какая требуется снла |ЁР]. чтобы 
стальной стержень длнной [= [м и сече- 
нием $ = 1 см? удлиннть на А! = 1 мм? При 


какой нанменьшей нагрузке [Е стержень 
разорвется. еслн предел прочности  сталн 
9пр=7,85. 10° Н/м?? Модуль Юнга сталн Е= 
= 21.6.1000 Н/м. 

5. Найти потенциал ф точки электрнче- 
ского поля, расположенной иа расстоянии 
г = 50 см от точечного заряда. создающего 
поле. еслн вектор напряженности в этой точ- 


> 
ке направлеи к заряду. а |Ё|- 10° В/м. 
6. Электрон влетает в плоскнй располо- 
женный горизонтально конденсатор парал- 
—— 


лельно его пластинам со скоростью |9|= 
= 2-10* км/с. На пластины подано постоян- 
ное напряжение И = 50 В. Длина пластин 
конденсатора [= 5 см, расстояние между 
пластинами 4 = Ю мм. На какое расстоя- 


ние А сместится электрои п вертикальном на- 
правлении под действием электрического поля 
за время его движення в конденсаторе? Заряд 
электрона Е = 1,6.10-1? Кл, его масса т -= 
= 9,1-10—3 кг. 

7. Конденсатор емкостью С, = 4 мкФ 
заряжен до „разиостн потенциалов (/, == 
— 300 В. конденсатор емкостью С, = 
== 2 мкФ — ло И. = 180 В. Какая разность 
потенциалов (/ установится на обкладках 
коидРисаторов после их соединения одноимеи- 
ными полюсами? 

8. Электрои влетает в однородное маг- 
нитное поле перпенднкулярио аня. мар 


нитной индукции. Скорость электрона |у| = 
= 4-10? м/с. Индукция магнитного поля 


=> 
В | = Ю-ЗТ Найти период Т обращения п 
раднус Ю кривизны траектории движения 
электрона в этом поле. Заряд электрона г == 
= 1,6.10—? Кл, его масса т = 9,1-10—81 кг, 
9. Луч света выходнт из скипидара в 
воздух. Предельный угол полного внутрен- 
него отражения “пр для этого луча 4223". 
Чему равиа скорость распространения света в 
скнпидаре? Скорость света в вакууме с == 
— 3-108 м/с. 
10. С расстояния 4 = 100 м фотографн- 
руют автомобиль. движущийся со скоростью 


[2|= 72 км/ч. Определить время { экспо- 
зиции, за которое изображение на снимке 
сместилось бы не более чем на $ = 0,01 мм. 
Фокусное расстояние объектива фотоаппара- 
та Ё =: 5 см. 
В. Колпаков. 
„Л. /Лагуненок 


Марийский 
политехнический 
институт им. А. М. Горького 


Марийскнй политехнический — институт 
{г. Йошкар-Ола) был организован и 1932 голу 
на базе Казанского лесотехнического инсти- 
тута. До 1965 года он назывался Поволж- 
ским лесотехинческим институтом. 

На дневном отделении института имеет- 
ся девять факультетов: машиностронтельный, 
раднотехнический, механический, инженер- 
но-экономнческий, ниженерно-стронтельный, 
лесоинженерный. лесохозяйственный, мели- 
оративно-дорожный н факультет деревообра- 
боткя. 

В 1977 году абнтурнентам было объяв- 
лено, что для получения отметки «отлично» нм 
достаточно сделать любые пять задач варнан- 
та. 


Математика 


Вариачт |1 
1. Решнть уравнение 
2 Юре х-- ЭЮй, 3 -= 10 
2. Решнть уравнение 
2 чт 5х -с0$ 6х -- т х = яп 7х -с08 4х. 
3. Решить неравенство 
9х« 3-2. 
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4. Упростить 
Ух --1 . | 
ху хх Ух ‘Ух: 
5. Дан конус с объемом У н углом на- 
клона образующей к основанию &. Опреде- 


лить боковую поверхность конуса. 
6. Найти нанменьшее и нанбольшее зна- 
2 


чения функции и = на отрезке [—1; 3]. 


ах. < 
4-х? 

7. Вычислить площадь фнгуры. ограни- 
чеиной линнямн 


у-%-— №, у= 0, х= 1х4. 


Вариант 2 
1. Решить уравнение 
хх 1-2" ©. 


2. Решить уравнение 


т созх = В ми х. 

3. При какнх зиаченнях А неравенство 
2 — (Е — Эх — Е- 6>0 справедливо прн 
всех действительных х? 

4. Упростить 


3 
Е ВЕ т Мы ты 
ик х Е я | ^ 


5. Объем правильыюй треугольной ириз- 
мы равен И, угол между днагоналями двух 
боковых Граней. проведенных нз одной вер- 
шины. равен &. Определить сторону основа- 
вня призмы. 

6. Найтн уравиение касательной. 
педенной к кривой и- Ё-— хЗ 
списса которой равпа 2. 


7. Найти косинус угла между векторами 
>= > > - 
а— 6. 14 Е 


про- 
в точке. аб- 


=> 
а-ьн если |а|-= 2, 


^^ 
>> . 
(а. 5) = 60°. 
Г. Мезетьева 


Сибирский 
автомобильно-дорожный 
институт им. В. В. Куйбышева 


Сибирский автомобильно-дорожиый институт 
(г. Омск) основан п 1930 голу. На дневном 
отделении нмеется четыре факультета: ав- 
томобильного транспорта, дорожных машин. 
промышленного и гражданского строитель- 
ства н дорожно-стронтельный факультет. 


Математика 
о } 


‚ Вычислить илощадь фигуры. аи, 
м параболой у -= х? и прямой у = 
2. Упростить 
п {< — В). 5т (< -- В) 
| — За - си?В ь 
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3. Покажнте штриховкой на координат- 


ной плоскости множество точек, задаиное 
снстемой неравенств 

Г УЗЮй»х, 

| 4х — Зу— 12=0. 
3 4) Диагональ правильной — четырех- 


угольной призмы равна & н наклонена к бо- 
ковой граин под углом а. Определите пло- 
щадь боковой поверхности призмы и ее 
объем. 


Варнант 2 


1. На обработку одной детали однн ра- 
бочий затрачивает времени на 7 минут мень- 
ше. чем другой. Сколько деталей каждый из 
них обработает за 4 часа. если первый обра- 
ботает за это время на 28 деталей больше 
второго? 

2. Найти ыы определення функции 


— Их. 


площадь фигуры. 


2 Е 


3. Вычислить 
ннченной лнинямн 


и № у=б—хн=0. 
4. Площадь осевого сечения конуса рав- 


на $. а угол между образующими равеи 24. 
Найтн объем конуса. 


огра- 


Физика 


1. Электрическую лампу прн изготов- 
ленни наполняют азотом под давлением р, -- 


= 5-10 Па и при температуре 1, = 15°С. 


Какова температура газа в горящей лампе, 
еслн давление в ней повыснлось до р. = 
= 1.1.108 Па? 
2. На электроплитке мощностью Р = 
600 Вт, имеющей к. п. д. п -= 45%, иа- 
грелось У = 1.5 л воды, взятой при Ё— 
= 10°С. до кипения им = 5% ее обратилось 
| вар Как долго длился этот процесс? 
3. Определить. ‚расплавится лн желез- 
ный метеорит массой т = 2 г. упавший ва 


поверхность Луны со скоростью | == 
— 220 км.’с. если его температура до столк- 
новения с Луной /-> 100°С. 

4. Какое количество бензина нзрасхо- 
довали двигатели самолета, пролетевшего рас- 
стояние {= 500 км со средней скоростью 
и == 250 км/ч. если средняя мощность его 
двигателей Р =- 2600 кВт? К. п. д. ц = 25%. 


Г. Данилова, 
В. Федоров 


{Ночало см. с. 49) 


67; А. Антонян (Ереван) 71, 72, 73а), 74, 
75а); Б. Аронов (Саратов) 66—68, 71, 72. 
73а}, 74, 75; А. Арутюнян (Ленинакан) 71— 
73а); К. Архангельский (Киев) 66, 67, 71: 
Р. Арыкбаев (п. Лиман Астраханской обл.) 
62; П. Афанасенко (Саразов) 66, 67; Н. Ба- 
бина (п. Научный Крым! 66; Б. байсакалов 
(Алма-Ата) 75а): К. Бакланов (Тула) 67, 
69а): А. Балинский (с. Дубляны Львовской 
обл.) 69. 64. 65а). 6). г). 66, 67. 71, 74, 75а), 
6): В. Батырев (Москва) 62. 65а), г). 66— 
69, 71, 72. 73а). 74. 75а). 6); С. Бахивиев 
(МНР) 62, 66. 71; В. Беняш-Кривец {Ново- 
грудок) 67. 68; М. Бествина (СФРЮ) 861. 
62, 65а), 6), 66. 67. 69. 71. 74; Н. Бовеи- 
ноеский (с. Путиловичи Житомирской обл.) 
67; В. Болотников (Харьков) 66, 67. 69а). 
71, 73а). 75а). 6); О. Воайнберг (Казань) 
61, 62. 64, 71, 72. 74. 75а), 6); М. Вартанян 
(<. Ходжабек ГССР) 67; Н. Великороссов 
(Конаково) 66. 67. 68. 69а). 71. 72; А. Векуи 
(Кутанси) 67, 71; В. Верзаков (Рудный} 656}. 
=). 67. 72. 75а). 6); Д. Виноградов (Дзер- 
жинск) 66: Г. Выродов (Ворошиловград} 67; 
С. Галстян 4. Чахрлу АРССР) 81—84. 
65а). г). 66—68; И. Гошимов (Баку) 62. 67: 
А. Гельфгат (Рига) 71: А. Гильман (Москва) 
66—68. 706). 72. 75а); Е. Горбатый (Одес- 
са} 71. 72. 74: Г. Григорян (с. Авшар Ар 
ССР} 71. 72; С. Гришечкин (Москва) 61—75; 
В. Губа (Вологда) 62. 66. 67. 69. 71—14. 
75а). 6); А. Дедков (Омск) 65а). 67. 6932). 
73а), 75а): А. Дороговцев (Киев) 66. 67, 73. 
74; О. Евдокимов (Леиниград) 61—63. 65а). 
66—69. 706}: Х. Егоян (Тбилиси) 66. 67. 
71. 72. 13а). 74. 75а); С. Железовский (Сз- 
ратов) 67—74. 75а), 6): В. Живаев (Ташкент) 
66. 67, 71—73а), 74; Т. Жиуроев (Ташкент) 
67: В. Забелин (Саратов) 66. 67. 7Г, 75а); 
И. Зайцев (Николаев) 66, 67: И. Зверович 
(Минск) 67. 73а). 75а); Е. Зиманов (Алма- 
Ата) 62. 68. 67. 63а). 71, 73а}, 75а); Л. Зи- 
новьев (Москва) 66. 67. 70; Я. Золотарев 
{Ташкент) 62. 68--—68. 71. 73а). 74. 75а), 
6): Р. Измайлов (Баку) 62. 64. 66, 68, 72, 
73, 14. 756). Ф. Кобдыкаиров (Алма-Ата) 
66. 67. 71; Л. Какабадзе (Тбилнси} 62. 67— 
69. 71. 75а); В. Колмыков (Воронеж) 66. 
71. 75а); Я. Канепс (Лиелварде) 65а}, г). 
66. 67: А. Каплан (Сумгаит) 67. 71, 73а). 
74: В. Карапетян (Ленииакан} 66. 67. 71, 
72. 13а); П. Каталымов (Алма-Атз} 73а): 
А. Кац (Ташкент) 66, 71, 72. 74; А. Качу- 
ровский (Новоснбирск) 66. 67. 692); И. Кев- 
хиивили (Тбилиси) 62. 66. 69а). 73а); А. Ке- 
римов (Баку} 67: А. Керимов (Москва) 71, 
72. 75а); Р. Кирзнев (Талды-Курган) 67: 
В. Климович (Москва) 62: С. Колпаков (Моск- 
ва) 66. 71. 73а). 75а); В. Корнеев (Ангарск) 
68—69: Д. Коротков (Ижевск) 67; И. Ко- 
ротков (Волгоград! 66. 67; С. Корчанов (Ан- 
гарск} 61. 62. 66—68. 71, 72. 73а}. 75а): 
Д. Корчемный (Москва) 66.-—69. 70, 71—75а); 
Г. Корчемский (Кишииев) 66—68: М. Косой 
(Одесса) 67; В. Костисяк (Запорожье) 62— 
64. 66. 68. 71—74. 75а). 6): Л. Костюк {Киев} 
66—68; Ф. Крис (Ташкент) 67: Е Кузьмин 
{Череповец} 62. 67, 71. 74. 75а); С. Кузнецов 


(Ангарск) 62. 66. 67. 71, 72, 736), 75а). 6); 
А. Кулеско {Донецк} 65а)—г). 66—68. 69а), 
11-—175; И. Киркиев {Грозный) 66, 67; С. Лав- 
ренченко (Москва) 66: В. Ламберг (Одес- 
са) 73а); „Ламтатидзе {Тбилиси} 62; Е. Ла- 
пин (Алма-Ата) 66, 67. 71. 73а); В. Лаш- 
кин (Киев}. 75а); М. Левин (Кривой Рог) 
67. 69а); Л!. Левин (Таллин) 66; Р. Лейнус 
{Вильнюс} 67; И. Лозицкий (Гаицевичи) 62, 
656), в). 67. 68. 71. 73а). 75а); Е. Лимель- 
ская (Пермь) 66. 67. 69. 71, 72. 73а}. 74, 
15а}; А. Ляховец (Краснодар) 68—68, 71. 
74. 15а}: А. Мамиконян (с!х Ханджян АрССР) 
67. 68. 71. 75а); Д. Мартынов (Черкизово 
Московской обл.) 71; Т. Марьясина (Москва} 
74: Ф. Махров (д. Тойшево ЧАССР) 73а); 
Р. Мешойрер (Москва) 62. 66. 68, 69. 706}; 
Г. Микаелян (Кафана) 752); А. Милевский 
(Мытиши) 61, 62. 66—68; Д. Миядлин{ Таш- 
кеит) 66, 67. 71—74. 75а); А. Мирлиын (Ле- 
иннград) 62. 63. 65а)-—г, 66—74). 75а). 6); 
М. Мкоян (Пенинакан\ 67: С. Морейно 
(Москва) 66; И. Мистяца (Кишинев) 66. 67: 
3. Набиева (с. Новосаратовка АзССР} 67; 
С. Номик (Баку) 66; Б. Наткович (Тбилисн) 
66. 67: А. Ненашев (Ленниград) 62—64. 
65а). в), г. 66. 67, 69. 70; Г. Николов (НРБ) 
62. 66—68: М. Нудельман (Москва) 71. 72, 
173. 75; И. Облаков (Ленииград) 66—68; 
В. Оганян (с. Нор-Шен АзССР} 72: А. Ола- 
рин (Горькнй) 67. 75а); В. Остапенко (Алма- 
Ата) 66. 67. 71. 73а). 75а}: Ю. Палевская 
(Москва) 75а): Е. Палош (Ворошиловград) 
73а); Д. Папии (Харьков} 61—63. 65а) —г). 
66-68, 70. 71. 72. 73; П. Пачуашвили (Тби- 
лисн) 67: В. Печкин (Малаховка) 62; А. Под- 
вязников (Мосальск) 62; В. Подобедов (Моск- 
ва) 67; А. Попелюхин (Кнев) 66, 75а); В. По- 
темкин (Донецк) 66—68, 69а}; А. Потоцкий 
(Казань) 73а): Н. Прокопеня (Пружаны) 67; 
Г. Пунинский (Бобруйск) 65а)—г). 66--68, 
И, 72, 74, 75а); А. Рабинович (Харьков) 61, 
62, 66-.68; А. Разбаков (Полтава) 67: 3. Райх- 
штейн (Ярославль) 66—69, 71. 73—75; 
Н. Рибарска (НРБ} 62, 65а), г). 68—68. 70; 
В. Рогозин (Щелково) 67. 69а); В. Романов- 
ский (Н. Двор Гродненской обл.) 66. 67, 71; 
А. Саблин (р. п. Хохольский Воронежской 
©обл.] 66—68, 69а). 71. 72. 73а). 74. 75а), 6); 
И. Савенков (Лысые Горы Саратовской обл.) 
66. 73а); В. Сакович (Поставы) 62, 66, 67, 71; 
А. Сарчимелия (Тбилиси} 66—68. 70—74: 
С. Свадеба (Ровно) 66, 67; Л. Светамова 
(п. Страшены МССР) 68; П. Сердорг {р. п. 
Анна Воронежской обл.) 62; В. Сидоренко 
(Красноярск) 67: С. Сидоренко {Брянск} 66. 
706): К. Скудларский (ПНР) 66; В. Смелян- 
ский (Москва) 66. 67. 71, 73а); Ю. Смирнов 
(Ленинград) 62, 63. 71, 73а}. 75а): В. Стовба 
(Москва} 62--64, 66—75: М. Стрининский 
(Северодонецк) 87, 68; Ф. Сукачев (Ташкент) 
67. 71. 73а). 74. 75а). 6); А. Суперстаров 
(Москва) 66. 67, 70: В. Тарев (Коломиа) 
66. 67; А. Тартаковский (Москва) 66—75: 
К. Тоталян {Ереван) 61. 66, 71. 73а). 74. 
15а}: А. Тимофеев (Чита) 67: 3. Тлешов 
{Алма-Ата) 67: Н. Трифонов (Каиск} 66, 
67; В. Трофимов (Москва) 61—64. 66—68. 
70—72. 74. 15а). 6}: О. Тришин (Кострома) 
62. 67; ЛД. Тэн.Чагай (Алма-Ата) 66. 67. 71; 
Р. Убайдуллаев (Ташкент) 71. 74. 75а). 6): 
А. Удавихин (Иошкар-Ола\ 66. 67. 69. 71; 
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Т. Ульмасов (Душанбе) 67; Г. Усикян (Раз- 
дан) 67; М. ее (Ленннград) 68—68; 
Э. Файнгольд (Доиецк) 68; Н. Федин (Омск) 
62, 67, 68; Я. Федоров (Ленинград) 67, 68, 71. 
73а). 75а); Ю. Фетисов (Москва) 67; Г. Фир- 
сова (Ленниград} 85а). 6), 67—69, 70; И. Фо- 
менко (Днепропетровск) 67, 68; И. Хангл 
(ЧССР) 67—69, 10; А, Хачатрян (Ереван} 
67. 71; Ю. Церковский (Москва) 62. 68. 67. 
71, 72, 73а}, 75а). 6); 3. Цихистави (Телави) 
66. 67, 692). 73а), 74. 75а); П. Чеботарев 
(Москва) 68, 67; А. Чекмезов (Москва) 71. 
75а); В. Челядина (Ленинград) 67; М. Чере- 
пинский (Воронеж) 62, 67, 68; В. Чернов 
{Чебоксары} 62; В. Шенкарь(Киев)66; В. Шма- 
тенко (Ангарск) 62, 66, 67. 71, 752); Д. Шу- 
лембаев (Алма-Ата) 61, 62. 66—69, 70. 71, 
73; Ф. Эрдманн (ГДР) 73а); И. Эркенов 
(Пеиза) 88. 67. 71. 73а). 74. 75а); А. Юдовин 
{Баку} 66. 67. 71. 73а), 75а}: Н. Ясинская 
(с. Мазуровка Винницкой обл.) 71, 75а), 6). 


Физика 


Почти все чнтателн. приславшие решения 
задач $463 — $477, справилнсь с задачами 
$463 п Ф468. Остальные задачи правильно 
решили: А. Автюшков (Минск) 67: К. Ако- 
пян (Ереван) 70. 73—77; Е. Александрова 
(Глазов) 69: М. Алексеев (Обнинск) 70; 
А. Антонян (Ереван) 70. 74. 77; С. Бавкун 
(Черкесск) 70: А. Барзыкин (п. Черноголовка 
Московской обл.) 69. 70. 73, 77; А. Белов 
(Москва) 74, 75; В. Беркут (Днепропетровск} 
64; А. Большаков (Саратов) 69, 20: С. Бот- 
кин (Караганда) 70, 74, 77: Л. Брискин 
{Иркутск) 73; М. Быков (Горький) 70: 
И. Вайсбурд (Томск) 64. 65. 69—72; Д. Во- 
силевич (Ленинград) 75. 76; Н. Великороссов 
{Конаково) 65; С. Веселяяский (Харьков) 68. 
67. 69. 70. 74. 76. 77; В. Говрилов (Орск) 
65, 70. 73—77; М. Гаврилов (п. Черноголовка 
Московской обл.) 64. 65, 67. 69. 71. 72. 74; 
Н. Газда (п. Клеваиь Ровенской обл.) 69— 
72; В. Гаркавый (Лида) 64. 65. 70—77; 
В. Голубенко (Черкесск) 70, 72; Ю. Горбу- 
нов (Курск) 70. 74, 77; Е. Гордиенко (Ки: 
шиинев) 66. 67; С. Горшков (Среднеуральск) 


67; И. Гусев (Воркута) 64—66. 69—77: 
С. Дереченник (п’о Межиречье Гродненской 
обл.) 69. 72; И. Дубовой (Алма-Ата) 69: 
С. Дынник {Тараклия) 64: Л. Евельсон 


(Бряиск} 69. 70: К. Елин (Кокчетав) 70: 
В. Жаботинский (Днепропетровск) 75. 16; 
м ыы (Москва) 70. 72: А. Забродин 
(п. Черноголовка Московской обл.) 64—67. 
69—77; И. Зайцев (Николаев) 67; Е Зиманов 
(Алма-Ата) 73. 76; И. Иванников (Душанбе) 
70. 74: Е. Иванов (Долгопрудный) 64—67. 
69—76: С. Исаков (Пермь) 86: Е. Казарова 
(Ереван) 77: Л. Какабадзе (Тбнлнси) 84, 
65. 67. 69—71. 73—77: Я. Калайдзидис (Чим- 
кент) 69. 741. 76, 77; В. Карапетян (Лени- 
пакан) 69—71, 73. 74; А. Карнаухов (п. Ку- 
гана ЯАССР) 67; С. Карнаухов {Ростов-на- 
Дону) 66. 67, 69. 70, 73—75. 77; В. Кельман 
{Москва} 70. 71. 73; С. Клейман (Луков) 
69, 70; В. Кобелев (Щигры) 64. 65. 67. 75, 
716. В Комов (Александров) 64—67, 69—77; 


М. Константинов (Свердловск) 73, 77; 
Ю. Кордюков — (Серов) 64; Г. Корчемский 
(Кишинев) 70, 73; В. Костусян (Запорожье) 
75; А. Краджян (Ереван) 70; А. Кудинов 
(Воронеж) 72; Е. Кузьмин (Череповец) 73; 
П. Кулинич (Воронеж) 67; А. Куприн 
(Москва) 64, 69, 70. 72—74, 76, 77; С. Ку- 
ратов (Кишинев) 64: М. Курбатов (Москва) 
64—67. 70—77: Т. Кухтина (Киев) 67; 
7. Киинир (Астрахань) 64. 65, 67, 71, 74— 
77; В. Лашкин (Киев) 64, 67, 69. 73—77. 
А. Левченко (Свердловск) 66. 67, 69. 70, 
13—75: А. Леонович (Лида) 69; Д. Лепигин 
(Димитровград) 67; И. Лесюк (д. Юхновичи 
Брестской обл.) 73—75, 77; И. Лозицкий 
(Ганцевичи) 67. 20; Д. Людмирский (Кнев} 
64, 65, 67, 68—71, 75—77; А. Макагонов 
(Москва) 65. 67: В. Макаров (Челябинск) 
64—67: Т. Макиенко — (Диепропетровск) 
64. 74; М. Матвеев (Лубна} 64—67; М. Ме- 
жиуева (Челябинск) 70; А. Мирлин (Ленин- 
град) 64. 67. 69—71. 73, 75, 76; Н. Миронов 
({Кашни} 69, 70; М. Митрофанов (Волгоград) 
64, 70. 73—75; А. Мкртчян (Ленинакан} 
70, 71, 73, 74, 76, 77; А. Могильнер (Сверл- 
ловск) 69, 70, 73—76; И. Молчанов (Киев) 
69, 70, 76, 77; И. Муромцев (Орск) 89, 76; 
0. Напов {Рогатин} 67; Б. Наткович (Тби- 
лиси} 74; В. Невмержицкий (с. Левковичи 
Житомирской обл.) 64—67, 70, 72. 73. 76. 
77; С. мо (Днепропетровск) 64; А. Ни- 
китенков (Великие Луки) 64—67. 69—77: 
В. Никитин (Запорожье) 70, 74; /Т. Нико- 
лаев (Москва) 75; А. Опарин (Горький) 
64, 67. 73—76; О. Оразмамедов (р/ц Кызыл- 
Атрек ТССР) 64, 65; А. Паршаков (Сверл- 
ловск) 76, 77. С. Пасюта (Гатчина) 14; 
В. Переверзев (Омск) 66; П. Побылица (Ле- 
иииград\ 64. 65; Е. Пономарев (п. Черио- 
головка Московской обл.) 64—87: А. Попов 
(Чусовой) 64—66: С. Прядкин (Киев) 69, 
76; М. Райкин (Оренбург) 84, 67; Ю. Рез- 
нык (с. Веселянка Запорожской обл.) 64— 
67. 70. 72, 77; С. Розиван (Киев) 65; И. Ро- 
манов (Москва) 65; В. Рудянко (Миронов- 
ка Киевской обл.) 64; Н. Савченко (Киев) 
64. 65; П. Сацпов (Ташкент) 69: С. Седов 
(Дрезна) 69. 70: П. Сыльвестров — (Ново- 
сибирск) 65: А. Скипер (п’о Богородицкое 
Смоленской обл.) 65; Н. Смоляков (Тольятти) 
65: В. Смышаляев (Ленииград} 64. 65. 67; 
А. Сторожев (Актюбинск) 64, 65. 71. 74. 
77. Р. Султанов (Ташкент) 84—67; В. Те- 
рехин (Баку) 64. 67; Ю. Торосян (Тбилиси) 
74; К. Трутнев (Казань) 64—67, 69—75, 
77: Н. Федин (Новосибирск) 65—67; А. Фи- 
латов (Тюмень) 65; /7. Хант (Могилев-По- 
дольский) 84. 65: А. Ханчецкий (Внлейка) 
65: А. Щептовецкий (Москва) 64, 68. 67: 
И. Шляхова (Побия) 64. 


Ответы, указания, решения 


На пути к решению 


1. Докажнте (например, методом мате- 
матической индукции) неравенство 


п 1 1 
<> +... +5. 


2. Докажите методом математической 
индукции, что [ок оканчивается на 6, а 


[ак+: — на 2. в 
3. После перемножения уравнений сис- 


темы (8), получим 


В о-ху-р Ут = 


_ ат, 
Я ь 
или 
1 | 1 
и У + т 
ыы ‚ ив 1 
о 


Кроме того, хл == }„_:-1 по условию тео- 
ремы; №, =- -охп—1. Пользуясь соот- 
ношеннем 


1 1 1 
ее АГ . 
а. кв 


= А, 


Хп—1 Ш 


докажите справедливость равенства 


| И 
и 7 + 
1 
+ Ри 


4 и 5. Покажите, что для базнсной 
последовательности 


охл ++ 1 
Хп— 


= А. 


= = 


Вопросы для выпускников 


Математика 


Правильные ответы: 1.а. 2.г. 3. 

4. д. 5.в. 6. д. 7.в. 8.6. 9. д, 10. д. И. 

12. д. 13. в. 14. в. 15.а. 16. г. 17. в. 
Приведем комментарии к некоторым во- 


просам. 
41 280°<—1« 


5. 1000?-=2 -360°--280°, 
«т 280°<0«соз 280°, 

8. Искать первообразиую вовсе не обя- 
зательно, тем более, что вы ее п ие найдете. 
хотя она существует (см. последний абзац 
т 100 учебиика «Алгебра и начала анализа 
103). 


г. 
б. 


а -5 

9. 605 ф = < 0. 

10. < ЕВ у-. 2701 ух 36°”. по- 
этому < 9%; >В а= 30". 

13. Если @а — двугранный угол при ос- 
нованни пирамиды. то площадь основаиня 
равиа 2 с05@, а полная поверхность 5 = 
= 2-2 со а. 

14. Легко доказать. что объемы гомоте- 
тичных многогранников относятся как третьи 
степени длин сходственных отрезков. 

15. Еслн 5% — площадь основания пн- 
Рамиды, й — ее высота. то 
$ 


[В — х\2 - 
$6) = 5”) = их). 

16. Плоскости боковых граней делят 
пространство на 7 частей. Плоскости осно- 
ваний призмы каждую из этих частей разби- 
вают на трн. 

17. К каждой вершине прилежнт трех- 
граиный угол. к каждой грани — «усеченный» 
трехграниый угол, к каждому ребру — «дваж- 
ды усеченный» двугранный угол; кроме того, 
есть внутренняя часть: всего 15 частей. 


Физика 

] в. 2.0. З.ь. 4.6. 5.в. 6. 6. 
7. г. 8. а. 9. г. 10. г. 1. г. 12. 4, 13. 6. 14. г. 
15. а. 16.6. 17. г. 18. г. 19. в. 20.6. 21.2. 
Варнанты вступительных экзаменов 1977 года 


Московский энергетический институт 
Математика 


Варнант | 
1 2 2 в 6 к 4 | 4 
. а". |5’ 3. 3. 3. 
2х 2м 3 
—3, 3. # 22а 


Варнант 2 
1. —26.2, ]0; 125$]. 3- пи 


[©®) = 


“ 


=} (1) = — 19. т 9 =-т)= 


38 л з1 
= — 549. .|- | 


9 -- 
рта Ин 5 р В 
5 


128 сос ( 
26 с0$ (+ | 
Физика 

1. Начальную скорость надо уменьшить 


приблизительно в 2, 4 раза. 


> 


Е 


[м = 2] та —`и ==4 м/с*. 


ны 


3. |= у. ео 56105 м/с. 
та 

1 == _2 Ва Ялта — 0,1 А. 

5. пт. = УИ, =3. 

$6. 4==70 м. 


Московский инстнтут раднотехникн, 
эяектроники и автоматики 


Математнка 
Варнанты письменного экзамена 
Варнизнт 1 


| ня 

г. у 16}: 

2. х.-- 4, а=б н х.=:6, шо = 4. 
| г. 9 х л я | 

3 —— м — 

И 4’ 6 › 6 › а |° 


4. 16 см. 5. Доказательство можно про- 
вестн, например, методом математической 
ИИДУКИИН. 

Варнант 2 


1. —3. 2. х = 7 ур = —Знх, = 7, 
але рее ОЕ Е Е ОП 
Е В 
4. ых 3 см. 
3 
Физнка 


1. @ == асс 4 —= 76°. 
2. Л = М (1 М;т) 2 — 390 Дж. 
3. К = 3/2ру = 1500 Дж. 


4. = та! а: 0 = 3,7-10-$ Кл. 
5. Ю-—-л,2. 


Московский авиационный техиологнческий 
институт нм. К. Э. Циолковского 


Математика 
Вариант письменного экзамена 


2. 4. 3. Указанне. Если 41. 4, — 
диагонали параллелограмма. а а. 6 — его 


стороны. то ЕН -1- «2 = 2(а* + 5?). Ответ. 


2 агсп г 2 


1 
- 4.10; 112; + 9 [, 


1 
5. На р: 5 |- "= на [1; 6] — да. 


Московский институт хнынческого 
машиностроения 


Математика 
Вариант |1 
2. у; 273 | 


З 
В =2 И, 5% > = —8. 


3. 24 м.4. а, = —4, 
бы: бр. 


Варнаит 2 

2. х-=2, у: 4. 3. 640 км, 60 кы/ч. 
1 

4. 


16 
5.-У казание, Если 4,, 4, — длн- 
вы диагоналей параллелограмма. а а. 6 — 
длины его сторон, то 42 —- 4 = 2 (а? + 5*). 
Ответ. 32. 


Физнка 


1. о = 50 мс; $ -= 125 м. 


= С ‚т 
2. [|-> Эд} 


7 == 18,8 м/с. 
3. т =0,3 рыИ ==2,1 кг. 


4. В ео, 4 т 


Московский нистнтут ннженеров 
землеустройства 
М атематнка 

1. Утах — #{—3) = 28. упа = 91) == 
= 4.2. ]--3; И. 3. (0.8}.4.— ы 


№. 


5. @ —В-авой. 
Физика 


РЕ 0$ 2) | =6.4 кН 
ти -- ти, 
2. оо -— 300 мс; 


т. 


меньший осколок движется в с торону, про- 
тивоположную большему. 


К И 
Е5$х 


х 10-8К-" — коэффициент линейного рас - 
ширения алюминия и Е = 7.10% Нм? — 
модуль Юнга. 


4 


Е а 
4. |а|- 2121 2=5,3-108 м, её: |1. |= 


р у +2 [$ 22-101 м; с; 
> — 
ИЕ Вы В:2 В 
[а | 


ли =е Е 3 —2 
А = 1$==3,4.10 Дж. 


3] 


Е = == 4.10- с; 


5. 19| = «И т | аг=9,7-10-8 Кл; 
[92 26-101, 


® 
6. 1) Г. р; =0,1 А; 2) 1Ю = 


|: 
- 0,998: З -оИв; р, = 
=- 0,9. 


> 


7. Ве! == 5- 10-3 Т. 


8. { = 30 см; Г = [ла = 1/2. 


Ленииградский финансово-экономический 
ниститут нм. Н. А. Вознесенского 


Математика 
Задачи из билетов устного экзамена 


4. 5072. 5. Т, = С8.. 6. АЗ. 


7. (&; _ УЗ. 

3 ЗУ 
(-%3; УЗ. _ ИЗ 
Е ' З ‚ =) 


Ярославский политехнический инстнтут 


Математика 
Вариант 1 


и 
1. Площадь равна К а*, величина 


двугранного угла агссо$ ( —75)- 2. 5. 
4. х--4,5; у=0,5. ` | 
Варкаит 2 


1. Указанне. Пусть АВС А, В.С. — 
параллелепипед, О — точка пересечения 
медиан треугольника АВ!0,. Разложите 


по векторам А.А. А.В, н А.В, векторы 
— — 

А.0 н А:С. 
2. | —со; — И] — 1; —10[9] — 10; 
а 2 } 413; + ое[. 3. $ = 


= (ео 6—5 & = 4,5. 
1 


4. х-- (—1* 5 А (62). 
Физика 


= [а 212 +1 — 1916/12 = 
= 101,6 м. 


2. Е= т 18) /2== 302.6 Дж. 


3. ИП/И = 1 — рь/2рс = 4/5. 


4. 1Е|— ЕМ$ И — 21,6 кН; 
1 Рлип |= 9пр == 78,5 кН. 


5. ф= 1] г =5 кВ. 
ег 


6. й-= к 252,8 мм 
Эта | |? 
Се - С. 

7. И = С. +С. = 260 В 
тре | 

8. ^ = —— 122,8 см; 
е1 В] 

9609 
[о | 


9. п = СУП @иря=2-108 м/с. 


| $4—В 


10. = | ме. 
Р|о| 


Марийский политехнический ниститут 
нм. А. М. Горького 


Математика 
Варнант 1 


л л 
1. {3, 3). 2. х=4А, х=-е 


14 + 


л 
+ Е, (ЕВ. 3. |<: 108, 2[. 4. х—1. 


Эду? 
$11? @-60$ @ ° 


ый 


6. п == 3 — 
И 


5 
=—3, тах у == и (0) =1. 7. 9. 
[-2 3] 


Вариант 2 
1.4.2. ха 2лй, хе = 3-4 
-- 241 (Е, 162.3. |—3: 50 4. >. 


„о 
У уз 
5. = од ЫыЫыя ДД, Ч 
ЕЕ Е 
39 (5 + >)" ( — >) 
р 
$ и= — 12-1. 7. ея. 
Сибирский абтомобнльно-дорожный ииститут 


им. В.В. Куйбышева 


Математнка 


Варнаит |1 


1. $. 2. —с05* «-зт? В. 4. Боковая 


поверхность равиа 44? зто ]/с052а, объ- 
ем — т? а /с0з2а. 
Вариант 2 


1. Первый — 48 деЗален, второй — 20. 


2. ]2; 3] 3; 93]. 3. $ == жаах 
0 


[а 
2 
-}- (6—5 ах = 10 . 4. = 5 У5. ща. 


Физика 
Т 
т —:. 1: — 633,6 К, 2.=360,6°С. 
1 
ФИ (САЁ-- а1.) 
2. В == 0,75 ч. где 
р = 103 кг/м3 — плотность, с = 


= 4200 Джхкг.К) — удельная теплоемкость 
и [-= 2,26.10$ Дж/кг — удельная теплота 
парообразования воды. 


3. Расплавится. 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


Р 
4. т = оц ,3- 109 кг, где 9==4,5х 


Ж10? Джукг — теплота сгораиня бензнна. 


Задачи наших читателей 


(см. «Квант» № 5} 


6. Точки А н В движутся по двум 
концентрическим окружностям с одина- 
ковымн угловыми скоростямн. Если в на- 
чальный момент точкн находились на од- 
ном радиусе, то расстояние |АВ| между 
точками все время будет оставаться по- 
стоянным. В 

1. Э. д. с. одного аккумулятора зиа- 
чительно больше э.д.с. другого. Ток. 
генернруемый —.аснльным» аккумулято- 
ром, идет частнчно через лампу, а частнч- 
но — через «слабый» аккумулятор, ко- 
торый играет роль шунта с небольшим 
сопротивлением. К «сильному» аккумуля- 
тору последовательно подсоеднняют очень 
малое сопротивленне, а в цепь «слабого» 
аккумулятора — очень большое сопротив- 
ление. Вследствие этого уменьшается ток, 
протекающий через «слабый» аккумуля- 
тор, и увелнчнвается ток, протекающий 
через лампу. 

8. Работа прн подъеме бревна за тол- 
стый конец равна А1= тай, где №: — рас- 


. Цена 30 коп. 


стояние от тонкого коица до центра тяже- 
стн бревна. Прн подъеме бревна за тон- 
кий конец Дз:= тай, где й»› — расстояние 
от толстого конца до центра тяжести. По 
условию 41—А,— А. Решая систему 


находнм 


«Квант» для младших школьников 


{см. «Квант» № 6) 


1. Федор получнл 9 баллов. Николай — 
Е Виктор —7, Клим —6, Иван — 5. Ан- 
дрей — 4, Захар — 3. Михаил — 2. Ефнм — 
1, Тимофей — 0. Таким образом, расшифрон- 
ка цифрового ряда 


67480, 2401240564. 953564 
следующая: 


КВАНТ, МАТЕМАТИКА. ФИЗИКА. 


2. См. рисуиок 1. 

3. Вторая девочка должна своим первым 
ходом сделать ромашку симметричной. В за- 
висимости от четности числа лепестков и ко- 
личества лепестков, оторванных первой ле- 
вочкой, она отрывает один или два лепестка 
(рис. 2. а) — г)). Затем вторая девочка сим- 
метрично повторяет ходы первой девочки. 
Поскольку сразу с обеих «половинок» ро- 
машкн лепестки отрывать нельзя, первая де- 
вочка проигрывает. 

4. Сергею н Агею ло 44 года. Андрею 
41 год. Стелану 47 лет, а Ивану 50. Так как 
из чисел 41, 44. 47 н 50 кратио пяти только 
50. получаем. что сына Аидрея зовут Иван. 
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Рукописи ме возвращаются 


Уголок копленционера 


На марках — 
«Союз»-— «Аполлон» 


15 июля 197% года кос 

модрома Байконур. старто 
вал. космичесний корабль 
Союз-19 космонавтами 
Алексеем Леоновым -и Ва 
перием  Жубасовым. В ‘тот 
же день. & мысё: Канаверал 
был ‘запущен’ космчческий 
корабль “Аполлонк *® Тома 
сом Стаффордом Вэнсом 
Брандо». и Дональдо»^ Слей 
тоном; 17. июлй’ в -1% часов 
1:2 минут по: московскому 
времени -корабли. состыко 

вались, образоваз ‘первую 
международную  орбиталь 
ную. станцию 

Космонавть успешно 6% 

полнили совместные науч 
ные: исследования; осущест 
Вили четыре взаимных пе 
рехода экипажей. из корабля 
в ‘корабль: -Громадный ‘че 
тырехлетнич труд тысяч 
пюдей ‘готовивших этот по 
лет. ‘завершился точно по 
плану. Прекрасно работали 
стыковочные, системы На 
каждок ‘корабле. 'Никаких 
замечаний не вызвала: уни 
фицерованная: система жи: 

необеспечения космонавтов 
Уверенно ‚действовали: сов 
местные ‘радиосистемы я 
систелле управления поле 
том: одновременно м3. двух 
наземных Центров: А; слав 
ное была подтверждена 
возможность совместного 
решения сложных организа 
Ционных 4% технических прс 
блег^ ‘двумя государствами 
лидирующими в области 
КОоСсмчческих исследования 

Этот ‘выдающийся. научно 
технический эксперимент 
послужил поводом для вь 
пуска: большого: количества 
почтовых марок в Разных 
Странах: Только за один 
1975 тод: 35 государств вь 
пустили 145 мароюи блоков 
посвященных программе 
Союз Апоплон»: «Некс 
торые из них мы воспроиз 


водим на этой‘ странице 
В- Рид 


= 


ь и - чи ео 9 -—- а и 


=: Е ИАавнк > 2 ьы. а 


На заключительном туре ХГ Всесоюзной олимпнады школьников 
по математике была приведена трудная я очень иитересная зада- 
ча (см. с. 33, задача М515). Рисунок, помещенный вверху. помо- 
жет вам ес решить. 


о оеарииииерыт 7-72 


Цена 36 коп. 
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Здесь изображены последовательные поло- 
жения работающего роториого насоса. На- 
правлення, в которых вращаются роторы, 
видны из писунка. Профиль каждого ротора 
состойт нз двух конгруэнтных дуг эпнинкло- 
нды и двух конгруэнтных дуг гипоциклонды. 


Каждый ротор является своеобразиой шес- 
терней с двумя зубьями. Эпнциклоиды пред- 
ставляют собой головки зубьев шестерен, ги- 
поциклоиды — пазы между зубьями. Под- 
робнее о геометрии зубьев шестерен читай- 
те на <. 50 
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М. Башмаков 


Диофантовы 
уравнения 

и рациональные 
точки 


Область теорни чисел, в которой йс- 
следуются целочислениые решения 
уравнений вида Р (х, у, ...)=0, где 
Р (х, цу, ...) — многочлен от несколь- 
ких переменных с целыми коэффи- 
циентами. называется диофантовым 
анализом, а сами эти уравнения — 
диофантовыми. 

Названы они так по имени зна- 
менитого греческого — математика 
Днофанта, жившего в И] веке и на- 
писавшего первый трактат о таких 
уравнениях. 

Несмотря на то, что днофантовы 
уравнення составляют одну из са- 
мых старинных областей математики, 


3 


общие методы 
создаваться совсем недавно. В клас- 
сических работах в основном рас- 


нх решения начали 


сматривались линейные и квадрат- 
ные днофантовы уравнения. Решение 
более сложных уравнений сильно 
продвинулось в последние 20—25 лет 
благодаря широкому привлечению к 
теорнн чнсел идей низ другнх областей 
математики, прежде всего — из гео- 
метрни и топологин. Говоря словамн 
Н. Бурбаки, «...классическая геомет- 
рня... превратилась в универсальный 
язык всей математики, обладающий 
исключительной гибкостью ин удоб- 
ством». Геометрия предлагает не 
только язык, но и свон построения, 
свою  интунцию. 

Посмотрите, как нагляден геомет- 
рический язык. Возьмем, например, 
уравненне Ферма х”--у”--г”, поде- 
лнм обе его части на 2” и обозначим 
ха через и, у/2 через у. Получим 
уравнение и”“-и”"=1. Каждому ре- 


шению (х; и; г) уравнения Ферма в 


целых числах соответствует (прн 
2==0) решение уравнения и’-Ну”=1 
в рациональных числах. 

Если мы рассмотрим теперь график 
этого уравнения на плоскости (и, и), 


то получим кривую. причем целочис- 
ленным решениям уравнения Ферма 
отвечают точки этой кривой с рацио- 
нальными координатами. Очевидио 
и обратное: каждая: точка указанной 
кривой с рациональными  координа- 
тамн даст (после освобождения от 
знаменателя) целочислеиное решение 
уравнения Ферма. Таким образом, 
вопрос о решенин уравнения Ферма 
в переводе на геометрический язык 
превращается в вопрос о нахожденни 
точек с рациональнымн — координа- 
тами (мы их будем называть рацио- 
нальными) на кривой и“--у“-=]. 

(Заметим, что при деленни урав- 
нения Ферма на 2” мы «потеряли» 
его корни при г==0, но их несложно 
исследовать отдельно. } 

В этой статье мы познакомим вас 
с двумя геометрическими прнемами 
отыскания рациональных точек на 
кривых. 

Начнем для простоты с уравнения 
ху =2, решения которого в нату- 
ральных числах называются пифа- 
горовыми тройками. Кривая, соот- 
ветствующая уравнению х?-Ниу?-= 
=2*, — это окружность и? =1. 
Пифагоровы тройки (3; 4; 5): (5; 12; 
13) соответствуют рациональным точ- 
кам (325; 4:5): (5:13; 12.13) этой ок- 
ружности (рис. 1). 

Некоторые плоские кривые удоб- 
но задавать в так называемой пара- 
метрической форме: указать две функ- 
ции {ни д такие, что при всевозмож- 
ных значениях параметра [ точка 
{# (0): 2(1)) принадлежит кривой и 
для каждой точки (ху: и) кривой 
найдется значение {, параметра { 


(возможио. не одно!). для которого 
Ав - =/ (15): -=@ (1). 


Например, если а — угол, соот- 
ветствующий точке Р окружности с 
координатами (и; и), ТО и-=с0$ а; 
у=ып а — мы получили — парамет- 
рическое заданне окружности с по- 
мощью функций со5 @ ин $т @. Мож- 
но параметризовать окружность и 
по-другому. Так, если произвести по- 
строение, приведенное на рисунке 2, 
то из подобия треугольников ОА& 
и ОРшь легко вывести, что 

_ 1 Е 
Е ине 
(для читателей, знающих тригономет- 
рию, заметим, что второе представле- 
ние получается из первого заменой 
{5 а.2 на 1). 

Из формул, выражающих коордн- 
наты и и о через +, видно, что ра- 
циональным значениям Ё сопоставля- 
ются рациональные точки окруж- 
ности. Верно и обратное. ь 

Задача 1. Докажите. что еслн (ши 
— рациональная точка окружностн, то 
существует единственное значение параметра 
7. дающее и'и 5. причем это Ртоже рациональ- 
Но. 

Итак, рациональные точки окруж- 
ности мы поставили во взаимно одно- 
значное соответствие с рациональ- 
ными точками прямой {. Это соответ- 
ствие  алгебраически записывается | 
указанными выше формулами, а гео- 
метрически изображено на рисун- 
ке 2. Тем самым задача отыскания 
рациональных точек на окружности 
нами решена. 

Оказывается, есть много кривых, 
кроме окружности. которые можно 
параметризовать  дробно-рациональ- 
ными функциями. Эти кривые назы- 
ваются рациональными. К их числу 
относятся, например. все кривые. яв- 


Рис. 2. 


Рыс. 3. 


Рис. 4. 


Рис. 5. 


ляющиеся графиками уравнений вто- 
рой степени. 


Задача 2, Найдите рациональные 
нараметризации следуюших кривых второго 
порядка: 

а) хе 1 


Г {гиперболв): 
6) хх у =1 


(эалипс). 


Рассмотрим теперь кривую, зада- 
ваемую уравнением третьей степени, 
которая тоже оказывается  рацио- 
нальной. Это кривая /=х?—х*. Она 
изображена на рисунке 3 и состонт 
нз изолированной точки О и ветви, 
симметричной относительно оси х. 

Задача 3.  Обосновать рисунок 3. 

Проведем через точку О всевоз- 
можные прямые у={х. Значения уг- 
лового коэффициента # можно откла- 
дывать на осн {, проведенной через 
точку (1, 0) (рис. 4). Подставив и=1х 
в уравнение кривой и сократив ма х" 
(мы теряем при этом особую точку 0!), 
мы получим параметризацию 


ХР 1, 
ь +1), 


при которой рациональным значе- 
ниям 1 соответствуют рациональные 
точки кривой у=х3—х“. 

Зздача 4. Сформулируйте и дока- 
жите обратное утверждение. 

Итак, между рациональными точ- 
ками кривой у=хЗ—х? (без точки 
(0, 0)) и прямой Ё удается установить 
взаимно однозначное соответствие. 
Геометрически оно представляет со- 
бой центральное проектирование, 
изображенное на рисунке 4. 

Аналогично можно найти рацно- 
нальную  параметризацию кривой 
А: 

х= 2—1, и. 
Задана 5. Постройте эту кривую н 


докажите. что еслн для значений параметра 
1. 9 И 23 выполняется соотношение 


(11—105— 0—0 = +0 06 +0. 
то трн соответствующие точкн лежат на одной 
прямой. 

Итак, для каждой из рассмотрен- 
ных нами рациональных кривых 
можно указать такое отображение 
прямой на кривую, при котором ра- 
пиональмные точки кривой отвечают 
рациональным точкам прямой. На 
самом деле это утверждение верно и 
для произвольной рациональной крн- 
вой, получаемой из диофантова урав- 
нення. 

Возникают вопросы — бывают лн 
нерациональные кривые? Как опи- 
сать все рациональные кривые? От- 
вет на эти вопросы известен. Напри- 
мер, все кривые первой н второй степе- 
ни рацниональны. Бывают рацнональ- 


Рис. 6. 


ные кривые любой степени, но все 
такие кривые степени больше двух 
имеют особенности — точки  самопе- 
ресечения, точки самокасания и т. п. 
(рис. 5). 

Пря п>>2 кривая Ферма и"-"=1 
не является рациональной. . Дока- 
жите, что это эквивалентно  утвер- 
ждению о том, что уравнение Ферма 
х"-у"-=2' не имеет решений средн 
многочленов х (1, и (1), 2 (1) степени 
не меныше единицы. (Этот факт до- 
казан в статье Б./ Мартынова «Теоре- 
мз Ферма для многочленов» («Квант», 
1976, № 8).) 

Второй прием мы снова покажем 
сначала на примере окружности. 
Возьмем две рациональные точки на 
окружности — например, Р, (3+5, 
4/5) и Р, (5/13, 12/13). Пусть а, и 
о. — углы, соответствукяцие точкам 
Р, иР». Точка, соответствующая уг- 
лу а,1-а., тоже будет рациональной, 
поскольку 
60$ (04--а>)=60$ 0 с0$ ©.-— 

—п ©, $ @, 
эт (а. о.)=ят а, с0$ а,-- 

--с0$ о ЯП 0. 
Таким образом, мы можем «склады- 
вать» рациональные точки на окруж- 
ности по формуле (и; и) Ф(и; 9.) = 
= (ии; и-Риь) н получать 
новые рациональные точки. Это свой- 
ство окружности лежит в основе мно- 
гих красивых задач. 

Задача 6. а) Пусть Р, — рацнио- 


нальная точка окружности, соответствующая 
некоторому углу @. Докажите, что точки Ри, 


соответствукицие углам по (пе 2), тоже 
рацнональны. 

6) Докажите. что попарные расстояния 
между точками, построенными в пункте а), 
рацнональны. 

в) Постройте п точек на плоскости. нн- 
какие три из которых не лежат на одной пря- 
мой и попарные расстояния между которы- 
мн — целые. 

Оказывается есть еще кривые с 
таким свойством: точки на них можно 
«складывать», причем «сумма»  ра- 
циональных точек — рациональная 
точка. Для таких кривых иногда 
удается из двух рациональных точек 
«вытянуть» целую серию новых ра- 
цнональных Точек. 

Рассмотрим в качестве примера 
кривую 

уу. 


Задача 7. Докажите, что эта кривая 
не рациональна. 


Возьмем две точки на этой кривой 
и проведем через них прямую. Эта 
прямая пересечет нашу кривую еще 
в одной точке (рис. 6). Действитель- 
но, если мы запишем уравнение про- 
веденной намн прямой в внде у-=Ёх-НЬ 
и подставим и в уравнение кривой, 
то получим уравнение третьей стеге- 
ни относительно х. Трн корня этого 
уравнения соответствуют абсциссам 
трех точек  нересечення прямой н 
нашей кубической кривой. Пусть 
Р: (х1; и1).. Р» (хз; \), Р» (хз; из) — 
трн точки пересечения прямой 
у-=Ех-ЬЬ и кривой у у=х3—х. Име- 
ет место соотношение 

х, —х 


Е 2 
Хх: + Х. + = (= — ) . (+) 
Для доказательства подставим  у= 

— Ах Ь в уравнение кривой. Получим 
уравцецие х7я — #2х2-—(256--А--х— 7 -6= 
==0. Можно доказать, что х3 — 22х?. - (286-- 
Р-Н) х— 82—В-= (х—х,) (ха). 
Следовательно. хх, хх. Хз = #®. Уг. 
ловой коэффициент Ё прямой, проходящей 
через точкн Р;(х,, и1) и Рах.. Иа). равен 
у — 
в Тем самым мы получим (*}. 

Хх, — Хз 

: 1х, Ух 
Учитывая, что уз==Ах.-Е5, ры › 

$ 

мы видим, что ксординаты 
третьей точки пересечения рациональ- 
ны, если рациопальны координаты 
первых двух точек. Это дает возмож- 
ность получать новые решения урав- 
нения /-у=х3—х в рациональных 
числах. 


Рис. 7. 


Замечание. — Рассмотренное 
выше кубическое уравнение может 
иметь совпадающие корни. Это будет 
означать, что прямая и наша кривая 
касаются. 

Мы построим сейчас бесконечную 
серию рациональных решений урав- 
нения у? у=х—х с помощью про- 
ведения секущих и касательных через 
известные рациональные точки. За- 
метим предварительно, что точки на- 
шей кривой расположены парами — 
вместе с точкой Р (ху; %) на кривой 
лежит точка Р”’(х; —1-—\),  сим- 
метричная ей относительно прямой 


1 
= — .Это вытекает из тождества 


у-у=(—1- ус. = Начнем 
с очевидной — рациональной точки 
Р, (0; 0). Симметричная к ней точ- 
ка — Р,(0; — 1)- Проведем через Р, 
касательную (см. замечание). Урав- 
нение этой касательной у=—х. Най- 
дем точку ее пересечения с нашей 
кривой: Р, (1; —1). Те, кто не уме- 
ют находить  касательную, могут 
непосредственной подстановкой про- 
верить, что рациональная точка Р. 
лежит на нашей кривой. Из Р. по- 
лучаем точку Р. (1; 0). 

Итак, на нашей кривой лежат 
четыре рациональные точки: 


Р; (0: 0), Р!(0;—1, 
Р,(!; —1), Ра; 0). 


Теперь запускаем «конвейер». Про- 
ведем через Р, и Р. прямую — это 


Рис. 8. 


ось х. Она пересекает нашу кривую 
еще в одной очевидной точке Р, {—1; 
0). Вместе с симметричной точ- 


кой Р; (—1; —1) мы имеем шесть то- 
чек исходной кривой. Теперь соеди- 
ним точки Р-уи Р,. Получим прямую 
у=х. Третья точка пересечения на- 
ходится легко: подставив у=х, по- 
лучим кубическое уравнение 
х3—х—9х=0, два  кория которого 
нам известны. При ‘помощи (ж) по- 
лучаем новую точку Р. (2; 2) — не- 
очевидное решение исходного урав- 
нення. Продолжим этот процесс. Что- 
бы получить точку Рь, проведем пря- 
мую через точки Р., (2; --3) н Р.. 
Легко проверить. что получится точ- 
ка Р.(!.; —3/). По рисунку 7 про- 
следить процесс построения новых 
точек просто. Вычисления по формуле 
(+) также несложны. В результате 
получаем серию точек, приведенную 
в таблице. 

Вряд ли кто-то из читателей ска- 
жет, что все найденные нами решения 
очевидны. 

В этом месте статьи у автора даже 
дух захватило — сколько содержа- 
тельных вопросов можно поставить, 
глядя на безобидный рисунок 7. Вот 
несколько нз них: 

1. Получим ли мы проведением 
секущих и касательных бесконечную 
последовательность различных то- 
чек или наш процесс «зациклится»? 

2. Все ли рациональные решения 
исходного уравнения . встретятся в 
нашей — последовательности? 


Ри (0; 0), Р; (0: — 1) 
Р.(1;—1), Р2(1; 0) 


Р,(—1:0), Рз(— 1; 


—1!) 


Рз (2; 2). Р, (2: —3) 


а 


Ре (6; 


р, (— 


21 


8725 — 


3. Появятся ли еще целочислен- 
ные решения (как, например, выско- 
чилн точки (6; 14) и (6;—15)) или все 
последующие решения будут неце- 
лыми? 

4. Случайно лн в. знаменателях 
решений стоят квадраты и кубы це- 
лых чнсел? 

5. Из картинки видно, 
пример, точку Р, можно 
нначе — проводя прямую 
н Р›. Случайно ли это? 

6. Почти очевидно, что все точки 
с нечетными номерами расположены 
на одной ветви кривой, а с четнымн — 
на другой. Как это строго доказать? 

Первые три вопроса очень трудны. 
Сообщу, что наша последовательность 
точек бесконечна н в ней встретятся 
все точки с рациональными  коордн- 
иатами. 

Вместо пояснений я приведу еще 
однн пример. Рассмотрим очень по- 


что, на- 
получить 
через Рз 


хожую кривую у?{у>х—х?. Кон- 
фигурация, аналогичная построен- 
ной нами, обрывается на третьем 


шаге — см. рисунок 8. Интересно, 
что эта кривая не имеет других ра- 
циональных точек, а уравнение 
у-+у=х—х не имеет решений в 
рациональных числах, кроме четырех 
тривиальных. 

Мы прикоснулись с вами к одному 
из самых сложных вопросов совре- 
менной теории чисел. 

Известно, что на любой кубиче- 
ской кривой существует конечное чис- 


3 с 0 
3). 55 (+: - 8 


— 15). Рь (6; 14) 


та р 
—57). 2: (- 9 


‚27 
5). ве (5: — 8) 


ло точек, начав с которых описанный 
процесс, можно получить все ее ра- 
цнональные точки. Это было доказа- 
но около пятидесяти лет назад, одна- 
ко до сих пор нет общего способа, 
позволяющего найти эти точки. 

Способ узнать, зациклится про- 
цесс проведения прямых нли даст бес- 
конечную конфигурацию, известен. 
Совсем недавно было доказано, что 
конечная конфигурация может иметь 
не более || точек и все случан (кро- 
ме случая 10 точек) встречаются н 
хорошо изучены. 

На большнистве известных кривых 
число исходных точек для построе- 
ния всех рациональных точек ма- 
ло — одна-две. Однако есть гиноте- 
за, что для всякого п существуют кри- 
вые, требующие для построения всех 
решений п точек. Пока примеры по- 
строены для п = 7. 

И, наконец, последнее замечание: 
если мы в нашем примере с кривой 
у-у=х3—х немножко изменим обо- 
значення — напишем А, вместо Р,, 
А_, (вместо А!. А, вместо Рьи Ак 
вместо Р; (для Ё >> 2), а «сложение» 
зададим несколько хнтрей («суммой» 
двух точек назовем не третью точку 
пересечения прямой н кривой, а точ- 
ку, симметричную ей относительно 
прямой ,--5)}, то получим фор- 
мулу 

А,ФА,=Ат+л, 
справедливую для всех целых т, п. 
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„Л. Гольдин 


И снова 
ускорители 


В этой статье мы продолжаем беседу 
об ускорителях, начатую в № 4 за 
1977 год. Тогда мы ие успели расска- 
зать с гигантских современных ус- 
корителях — синхротронах с жесткой 
фокусировкой — н ю ряде вопросов, 
играющих важнейшую роль в уско- 
рительной — ин не только в ускори- 
тельной — физике. Среди них цент- 
ральное место занимает проблема ус- 
тойчивости движения. Этим вопросам 
н будет посвящена наша статья. Но 
прежде чем перейти к основной теме, 
мы коротко напоминм о том, как уст- 
роен н работает простейший циклн- 
ческий ускоритель — циклотрон. 

Ускоряемые в циклотроне частицы 
движутся в вакуумной камере, имею- 
щей форму гигантской консервной 
банки (рис. 1). Вакуумная камера 
заключена между полюсами электро- 
магнита, создающего в ней ночти од- 
нородное вертикально направленное 
магнитное поле. Траектории частиц 
лежат в горизонтальной плоскости н, 
следовательно, перпендикулярны на- 
правлению вектора магнитной нндук- 
цин. На заряженные частицы, дви- 
жущинеся в магнитном поле, действует 
сила Лоренца, — перпендикулярная 
как магнитному полю, так и скорости. 
Эта сила сворачивает в кольцо тра- 
екторин частиц (если они движутся с 
постоянной скоростью). 

Частицы в циклотроне ускоряют- 
ся электрическим полем. Это поле 
создается расположенными внутри 
вакуумной камеры электродами — 


дуантамн. Чтобы сделать дуанты, 
нужно взять еще одну «консервную 
банку», несколько меныную по раз- 
мерам, чем вакуумная камера. Эту 
банку следует разрезать по днаметру 
н слегка развести половинки (см. 
рис. 1). К дуантам подводится высо- 
кочастотное напряжение, создающее 
в зазоре между ними переменное 
электрическое поле. Попадая в зазор 
между дуантами в тот момент, когда 
высокочастотное ноле имеет нужное 
направление, частицы ускоряются. На 
то время, пока высокочастотное поле 
уменьшается по величине н начина- 
ет менять свое направление на про- 
тивоположное, частицы прячутся 
внутрь дуантов и не испытывают 
действия поля. Они вновь попадают 
в зазор между дуантами (с другой 
стороны), когда поле изменит направ- 
ление и вновь достигнет амплитуд- 
ного значения, н т. д. 

По мере ускорения раднус траек- 
тории, описываемой частицей, воз- 
растает, так что траекторин частиц 
в циклотроне представляют собой не 
окружности, а раскручивающиеся 
спирали. Период обращения частицы 
в циклотроне рассчитать несложно. 


> 

В магнитном поле с индукцией В 

на частицу с зарядом 4. движущую- 
> > - 


ся со скоростью и (91 В), действует 


—— => 
сила Лоренца! Е |-=9] Ч В. Направление 
этой силы периендикулярно направ- 
— = 


лениям ии В. Следовательно, снла 
Лоренца сообщает частице массы т 
центростремительное ускорение 


а=о!В: 
«2 РЕ 
т ю 


Пернод Т обращения частицы, двн- 
жущейся по окружности радиуса В 


> 
со скоростью 101, равен 2^Ю;|о |. 
Таким р 


_ 2 __ 
- - че [В кВ > 


АТ 


Прн небольших энергиях (обыч- 
ные циклотроны) масса частиц по- 


(1) 


стоянна. и период обращения не за- 
висит от энергии частицы. При уве- 
личении энергин (фазотроны) масса 
частиц возрастает в согласни с фор- 
мулами теорин относительности. Их 
пернод обращения при этом увеличи- 
вается. Частота ускоряющего элект- 
рического поля все время должна быть 
равна частоте обращения ускоряемых 
частнц, чтобы частицы проходили 
зазор между дуантами в тот момент, 
когда электрическое поле имеет нуж- 
ную величину н направление. Часто- 
та ускоряющего напряжения в цик- 
лотронах постоянна, а в фазотро- 
нах — пульсирует, уменышаясь по ме- 
ре ускорения данной партни частиц и 
увеличиваясь при захвате следующей. 


Проблема поперечной устойчивости 


До сих пор мы рассматривали движе- 
ние частиц в циклотроне так, как 
если бы они могли двигаться только 
в плоскости, перпендикулярной маг- 
нитному полю. Посмотрим теперь, что 
произойдет с частицами, скорость 
которых имеет хотя бы небольшую 
проекцию на направление магнитного 
поля. В инклотроне, как мы его себе 
до сих пор нредставляли, никаких 
сил, действующих в вертикальном 
направлении, нет. Сила Лоренца пер- 
пенднкулярна полю и, следователь- 
но, направлена горизонтально, а силу 
тяжести в таких расчетах не следует 
принимать во внимание из-за крайне 
малой ее величины. Значит, части- 
цы, отклонивииеся от горизонталь- 
ной плоскости, ненременно столк- 
нутся со стенками вакуумной камеры 
и погибнут. А так как у всех частиц 
есть хотя бы небольшая вертикальная 
проекция скорости, все они рано или 
поздно будут потеряны. Вывод, ко- 
торый мы должны сделать, заклю- 
чается в том, что в работающем уско- 
рителе не просто должна существо- 
вать нужная нам — идеальная — 
траектория. Необходимо также, что- 
бы частицы. которые с самого начала 
не смогли попасть на эту траекторию, 
не отклонялись бы от нее сколь- 
нибудь существенно в течение всего 
времени ускорения. 

В ходе ускорения частица непре- 
рывно испытывает различного рода 
возмущения, отклоняющие ее в сто- 
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Рис. 1. Схема устройства циклотрона (@— 
вертикальный разрез, б — горизонтальный). 


рону. Они возникают из-за дефектов 
(неоднородности) магнитного поля, 
из-за электрических сил, действую- 
щих со стороны других заряженных 
частиц и стенок камеры, из-за стол- 
кновений ускоряемых частиц с моле- 
кулами остаточного газа. Этн воз- 
мущения изменяют направление дви- 
жения частицы. 

В случае циклотрона это означает, 
что частипа «вылетает» из горизон- 
тальной плоскости или «соскакивает» 
со своего раднуса. 

Поэтому ясно, что успешно рабо- 
тать могут лишь такие ускорители, 
у которых приняты надлежащие ме- 
ры для того, чтобы а) обеспечить 
ускорение частиц, которые с самого 
начала движутся не по расчетной тра- 
ектории, а вблизи от нее, 6) обеспе- 
чить ускорение тех частиц, которые 
по каким-либо причинам отклонились 
от расчетной траекторин в процессе 
ускорения. 

Посмотрим, что это означает при- 
менительно к циклотрону. Из ска- 
занного понятно, что использовать 
однородное магнитное поле нельзя. 
Рисунок 2, а наглядно иллюстрирует, 
почему это так. 


Попробуем использовать ‘ неод- 
нородное поле. Силовые линии неод- 
нородного магнитного поля искрив- 
лены. Посмотрим, как будут вести 
себя частицы в поле, снловые линин 
которого изогнуты так, как показа- 
но на рисунке 2, 6. Из рисупка вид- 
но, что такое «вогнутое» поле нас не 
устраивает — если частица по каким- 
либо причинам отклонится вверх 
или вниз от горизонтальной плоско- 
сти, в которой лежит ее траектория, 
то она уже не вернется на нее и «по- 
гибнет» на стенках ‘вакуумной каме- 
ры. А если сделать поверхности по- 
люхов магнита такими, чтобы сило- 
вые линии поля были выпуклыми? 
Из рнсунка 2, в видно, что такое поле 
нас устраивает — сила Лоренца. 
действующая со стороны поля на ча- 
стицы, отклонившиеся по вертикали, 
не только обеспечивает нх обращение, 
но, к тому же, толкает вниз подняв- 
шиеся частицы н поднимает опустив- 
итиеся. 

Влияние рассмотренных — неод- 
породных магнитных полей на траек- 
тории движения заряженных частиц 
аналогично действию ‚, оптических 
линз на распространение световых 
лучей. 

Действительно, на движущуюся 
частицу «вогнутое» поле действует 
так же, как на световые лучи — рас- 
сеивающая линза, а «выпуклое» — 
как собирающая линза. Эта анало- 
гия настолько удачна. что подобные 
магнитные поля называют магнит- 
ными линзами. 

ИУтак, при устойчивом движении 
на всякую частицу, отклонившуюся 
от средней горизонтальной  плоско- 
сти вверх. должиа действовать сила, 
направленная вниз. При той форме 
поля, которая изображена на рисун- 
ке 2, в, эта сила равна нулю в сред- 
ней плоскости и увеличивается при 
отклонении от нее. На языке формул 
это можно записать так: 

=——-а2. 
В этой формуле 2 — расстояние, на 
которое частица отклонилась от 
средней плоскости, а — коэффициент 
пропорциональности. зависящий от 
величины индукции поля. Знак ми- 
нус показывает, что сила всегда «воз- 
врашающая» — оня направлена к 
средней плоскости. Силы, подчиняю- 
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Рис. 2. а) Поле однородно: снла Лоренца 
горизонтальна н вертнкальная составляю- 


= 
щая скорости у, остается  нензменной; 
6) снла МЛоренца «рассеивает» частицы; 
в) снла Лоренца «прижимает» частнцы к сред- 
ней горизонтальной плоскостн. 


щнеся такому закону, нам хорошо 
известны. В механике это — сила уп- 
ругости пружины. Тело на пружине 
совершает колебания. Так происхо- 
дит и вертикальное движение уско- 
ряемой частицы: двигаясь по круго- 
вой орбите, она совершает колебания 
около средней плоскости ускорите- 
ля. Мы вндим теперь, как следует 
обеспечивать  усфтойчивость  верти- 
кального движения, — это движение 
надо превратить в колебательное. 


Как сделать, чтобы частицы не до- 
ходили до стенок камеры даже при 
заметном увеличении энергии по- 
перечных (в нашем случае — верти- 
кальных) колебаний? Пользуясь 
механической аналогией’ мы можем 
ответить так: нужно поставить пру- 
жину пожестче. Разумеется, никаких 
пружин в вакуумной камере ускорн- 
теля нет. Что же надо понимать под 
«пружиной пожестче»? При прочих 
равных условиях, увеличивая жест- 
кость пружины. на которой колеблет- 
ся груз, мы увеличиваем частоту ко- 
лебаний груза около положения рав- 
новесия (напомним, что коэффициент 
жесткости пружины А, масса груза т 
н частота колебаний ® связаны соот- 


вай. 
ношением ®= у = } Этот вывод 
вт) 


может быть прямо перенесен в теорию 
ускорителей. Устойчивость движения 
обеспечена тем лучше, отклонения от 
положения равновесия (в нашем слу- 
чае — от «идеальной» орбиты) тем 
меньше, чем выше частота колебаний 
частиц около равновесной орбиты! 
В ускорительной технике обычно 
говорят о том, сколько периодов коле- 
баний приходится на один пернод 
обращения частицы. 

Вернемся еще раз к движению 
частиц в магнитном поле, силовые лн- 
нни которого искривлены так, как 
показано на рисунке 2, в. Казалось 
бы, с точки зрення устойчивости та- 
кое «выпуклое» поле нас полностью 
устранвает. Однако до сих пор мы го- 
ворили только о вертикальной устой- 
чивости частиц. А что будет проис- 
ходить с частицами, которые, оста- 
ваясь в горизонтальной плоскости, 
по каким-либо причинам «соскочат» 
со своей траекторни — отклонятся по 
раднусу? Будет ли обеспечена ради- 
альная устойчивость? 

Чтобы лучше понять существо во- 
проса, рассмотрим сначала  упро- 
щенную задачу — радиальное дви- 
жение в однородном магнитном поле 
{которое, как мы выяснили, верти- 
кальной устойчивости ие обеспечи- 
вает). Отвлечемся также от процесса 
ускорения — будем рассматривать 
движение частиц с постоянной энер- 
гией. Траектории таких частиц в од- 
нородном поле, как мы знаем, —. 
окружности. Выберем одну из них 


в качестве «основной». Если частица 
с самого начала движется ие по ос- 
новной окружности, а вблизи нее, 
то она описывает другую окружность, 
как это изображено на рисунке 3. 
Траектория этой частицы не уходит 
далеко от основной окружности. Ра- 
диальная устойчивость, таким обра- 
зом. обеспечена. За период обращения 
частина пересекает основную окруж- 
ность дважды; она находится сначала 
снаружи, а затем внутри нее (или 
наоборот). Значит, за один оборот 
совершается одно радиальное коле- 
бание. 

Тенерь посмотрим. как будет об- 
стоять дело с радиальной устойчи- 
востью при движении в «выпуклом» 
поле, величина иидукции которого 
спадает к периферии. Качественный 
ответ на этот вопрос дать нетрудно. 
В точке А (см. рис. 3) поле будет сла- 
бее, чем раньше, траектория откло- 
иившейся частицы будет изгибаться 
меньше и, следовательно, медленнее 
приближаться к основной. В точке В, 
наоборот, величина индукции поля 
будет больше, чем прежде, траекто- 
рня круче изогнется и, опять же, 
медленнее будет приближаться к 
основной. — Следовательно, частота 
радиальных колебаний, а значит, и 
устойчивость движения по радиусу, 
уменышается. 

Оказывается, устойчивости по 
вертикали и по раднусу связаны друг 
с другом: одна из них может быть 
увеличена только за счет второй. 
И это не только в рассмотренном на- 
ми «выпуклом» магнитном поле. Ис- 
следование проблемы устойчивости 


Рис. 3. Синяя окружность — основная тра- 


екторня. Черная окружность — траекторня 
отклоннвшейся частицы. 


привело в конечном итоге к следую- 
из:зму выводу: при движении заряжен- 
ных частиц в полях, обладающих осе- 
вой симметрией, числа м, н м, вер- 
тикальных и раднальных колебаний 
около основной траектории за пери- 
од обращения связаны соотношением 


пп = 1. (2) 


Эта формула имеет очень болышое 
значение в физике ускорителей. Вы- 
вод ее сложен; однако понять ее ка- 
чественно мы теперь уже можем. В 
однородном поле вертикальных ко- 
лебаний нет — п,=0, а число ради- 
альных колебаний — п,=1. Ослаб- 
ляя индукцию магнитного поля к 
периферии вакуумной камеры, мы 
увеличиваем устойчивость по вер- 
тикали — увеличиваем п,, ‘или, как 
говорят, увеличиваем «жесткость фо- 
кусировки» по вертикали; вместе с 
тем мы уменьшаем устойчивость по 
радиусу — уменьшаем п,. Что про- 
изойдет, если сделать п, или п, боль- 
ше единицы? Тогда уравнение (2) 
не имеет решений. Физически это 
означает, что движение приобретает 
вовсе неустойчивый характер. (Е<- 
ли вновь вериуться к аналогии с пру- 
жинкой, то это означает, что на сме- 
ну притягивающей пружнике придет 
отталкивающая.) 

Таким образом, мы приходим к 
выводу, что магнитные поля, приме- 
няемые в циклических ускорителях, 
обязательно должны быть такими, что- 
бы величина индукции спадала по ра- 
диусу ‘и при этом не слишком быстро. 


Жесткая фокусировка 


После того как была получена фор- 
мула (2). в мире ускорительной фи- 
зики наступило некоторое уныние. 
Наличие поперечных колебаний не- 
обходимо для устойчивости движения 
частиц. Кроме того, нужно позабо- 
титься о том, чтобы амплитуда этих 
колебаний около равновесной орбиты 
была поменьше. (Большая амплиту- 
да колебаний требует широкой ва- 
куумной камеры и, следовательно, 
больших магннтов. Больших — зна- 
чит дорогих в изготовлении и эксплу- 
атации.) Амплитуду колебаний мож- 
но уменышить, только ставя «жесткие 
пружинки», то есть увеличивая ча- 
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стоту. А на частоту колебаний име- 
ется ограничение (2). Как же, все- 
таки, строить дешевые ускорители? 

Выход из кажущегося тупика был 
найден американскими физиками 
Ливингстоном, Курантом и Снайде- 


ром, когда они предложили новую 
систему расположения магнитных 
полей. Так появились ускорители 


с жесткой фокусировкой. Чтобы по- 
нять принцип работы таких ускори- 
телей, обратимся к конструкции син- 
хротронов. 

В синхротроне вакуумная камера 
имеет вид полой баранки. Камера 
располагается между полюжами маг- 
нитов, поверхность которых имеет 
форму кольца (рис. 4). Основная тра- 
ектория частиц в сннхротроне в те- 
чение всего времени ускорения неиз- 
менна — это окружность, проходя- 
щая в середине камеры. По мере уско- 
рения энергия частиц возрастает. 
Чтобы удерживать» частицы на 
прежней траектории, нужно все 
большее магнитное поле. Поэтому в 
течение цикла ускорения магнитное 
поле на кольцевой дорожке синхро- 
трона непрерывно возрастает. Уве- 
личивается н частота ускоряющего 
электрического поля: по мере уско- 
рения частицы тратят все меньше 
времени для прохождения неизмен- 
ного пути. Когда ускорение некото- 
рой партии частиц закончено, маг- 
ннтное поле снижается, частота ус- 
коряющего электрического поля 
уменьшается — синхротрон готов к 
приему новой партии частиц. Начи- 
нается новый цикл ускорения. 

Длина магнитных дорожек круп- 
ных синхротронов измеряется кило- 
метрами. Кольцевой электромагнит 
собирается из сотен — или даже ты- 
сяч — отдельных магнитных  бло- 
ков. В течение ускорительного цикла 
частицы проделывают в вакуумной 
камере сотни тысяч, если не миллио- 
ны, оборотов. 

В ускорителях с жесткой фокуси- 
ровкой на магнитной дорожке по- 
очередно располагаются  электро- 
магниты, создающие сильно искрив- 
ленные магнитные поля. Такие поля 
резко фокусируют пучок в одном из 
поперечных направлений и столь же 
сильно дефокусируют в другом. Рас- 
положение магнитных полюсов мож- 


Рис. 4. К устройству сннхротрона. 1 — маг- 
нитные полюса, 2 — вакуумная камера. 3 — 
снловые линни магнитного поля. 


но понять из рисунка 5. При рассмот- 
ренни этого рисунка нужио предста- 
вить себе, что частнца сначала пролета- 
ет через поле, изображенное красным 
цветом, потом — через «синее» по- 
ле, потом снова через «красное» ит. Д. 

На частицы, отклонившиеся от 
‚ основной траектории по вертикали, 
со стороны «синего» поля действуют 
силы, возвращающие их к средней го- 
ризонтальной плоскости. А частицы, 
отклонившиеся в горизонтальной пло- 
скости, либо увеличивают радиус 
своей траектории (если они отклоня- 
ются к периферии вакуумной камеры 
и попадают в более слабое поле), 
либо уменьшают его (если оии от- 
клоняются к оси’ ускорителя и попа- 
дают в более сильное поле). Таким 
образом, «синие» поля, обеспечивая 
необходимое центростремительное ус- 
корение, фокусируют частицы по вер- 
тикали, но дефокусируют их по ра- 
днусу. В «красном» поле, наоборот, 
частицы, отклонившиеся по радиусу, 
возвращаются к основной траекто- 


Рнс. 6. 
рии, а частицы, отклонившиеся по 
вертикали, еще больше отдаляются 


от средней горизонтальной плоскости. 

Фокуснрующие и дефокусирующие 
магнитные поля действуют на траек- 
тории частиц как собирающие и рас- 
сеивающие лннзы — на световые лучи 
(0б этой аналогии мы уже говорили). 
Так что аналогом системы чередующих- 
ся «красных» и «синих» полей можно 
считать оптическую систему, состав- 
ленную из чередующихся собираю- 
щих и рассеивающих линз. Разлн- 
чие состоит в том, что оптические оси 
в большинстве ‚лучаев прямолн- 
нейны (или это несколько отрезков, 
в местах пересечения которых стоят 
призмы), а основные траектории ча- 
стиц в синхротронах (оси магнитных 
линз) замкнуты в кольцо. Мысленно 
распрямим ось магнитных линз и 
изобразим магнитные поля в виде 
последовательности собирающих н 
рассеивающих линз. На рисунке 
6.а приведена картина фокусиров- 
ки в горизонтальной плоскости (фо- 


Полюса магнитов 


кусировка по раднусу). а на рисун- 
ке 6,б — в вертикальной. Здесь про- 
является второе — паиболее сущест- 
венное отличие фокусировки заря- 
жениых частиц магнитными полями 
от оптической фокусировки. Соби- 
рающие оптические Линзы сводят 
лучи к онтической оси в обоих по- 
перечных направлениях одновремен- 
но. в то время как магнитные линзы 
собирают частицы в одном направ- 
ленни и рассеивают — в другом. В 
бесконечной последовательностн 
линз (магнитные линзы расположены 
по окружности) верхняя и нижняя 
части рисунка 6 ничем не отличают- 
ся друг от друга — это одна и та же 
картинка, слвинутая на «пол-шага». 
Какими фокусирующими свойствами 
обладает такая  последовательность 
собирающих и рассенвающих линз? 
На первый взгляд, в такой системе не 
возникает нн фокусировки, ни дефо- 
кусировки. На самом деле это совсем 
не так. Последовательность таких 
линз обладает заметными «собираю- 
щимн» свойствами. Покажем это на 
системе, составленной из двух одн- 
наковых по оптической силе стоящих 
друг за другом линз (рис. 7). Пусть 
на эту систему слева падает пучок, 
параллельный оптической оси. Мни- 
мое изображение этого пучка нахо- 
дится в фокусе рассеивающей (лефо- 
кусирующей) линзы. Обозначим че- 
рез { расстояние между линзами и 
через ЁР — их фокусные расстояния. 
Как видно нз рисунка,. мнимое изо- 
бражение пучка, создаваемое рас- 
сеивающей линзой; находится на 
расстоянии Ё--? от собирающей лин- 
зы н служит для нее источником: Най- 
лем, на каком расстоянии 4 от соби- 
рающей лиизы находится изображе- 
ние этого нсточника, то есть на каком 
расстоянии от нее расположено изо- 
бражение пучка. прошедшего через 
всю систему. По формуле линзы 
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Поскольку & оказалось больше нуля, 
наша система. является фокусирую- 
щей. 
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Сделаем два замечания. Может 
показаться, что фокусирующие (кли 
дефокусирующие) свойства системы, 
составленной из двух «разноименных» 
линз, зависят от порядка их располо- 
жения. Мы предлагаем читателю ‹са- 
мостоятельно Убедиться в том, что 
это не так. Если первой поставить 
не рассеивающую, а собирающую лин- 
зу, то снстема в целом все равно оста- 
нется фокусирующей (предполагает- 
ся, что Е]. Второе замечание за- 
ключается в следующем. Степень. фо- 
кусировки в нашей системе зависит 
от расстояння между линзами. Если 
уменьшить это расстояние, то фоку- 
сировка становится слабее и в пре- 
деле при {->0 вообще пропадает. По- 
пытаемся понять, почему это проис- 
ходит. Для этого обратимся к ри- 
сунку 8. На этом рисунке изображены 
лучи, проходящие через собирающую 
линзу. Луч, идущий через центр 
линзы, не меняет своего направле- 
ния. ‘Лучи, проходящие сбоку от 
центрального, отклоняются тем силь- 
нее, чем они далыше от оси линзы. 
Это утверждение полностью примени- 
мо и к рэассенвающей линзе. Вернем-_ 
ся к`рисунку 7. Из хода лучей ясно, 
что в рассенвающей линзе лучи про- 
ходят существенно ближе к опти- 
ческой оси системы. чем в собираю- 
щей. Это ‘различие в ходе лучей и 
объясняет, почему система, состав- 
ленная. из собирающей и рассеиваю- 
щей лииз, имеющих одинаковую оптн- 
ческую силу, в целом оказывается фо- 
кусирующей. Легко также видеть, 
что различие в расстоянии до опти- 
ческой оси уменьлается при умень- 
шенин дистанции между линзами — вот 
почему при этом падает фокуси- 


Рис. 8. 


рующее действие составленной из 
них системы. 
Вернемся теперь к оптической си- 


стеме, составленной не из двух 
линз, а из бесконечной _ последова- 
тельностн чередующихся собираю- 


щих и рассеивающих линз. Отдельные 
лучи света (траектории ускоряемых 
частиц) проходят в оптической систе- 
ме (в системе магнитных линз) раз- 
ные пути. зависящие от начальных 
условий — от расстояния до Оопти- 
ческой осн. от угяа наклона к осн. 
Следить за этими отдельными лучамн 
очень трудно и малополезно. Важнее 
рассматривать «огибаюшую — пуч- 
ка» — линню, отделяющую  запол- 
нениую светом область от незанол- 
ненной (границу пучка частиц). 
Понятно. что вид огибающей пучка 
зависит от начальных условий. Од- 
нако но мере прохождения оптической 
снстемы всякий пучок становится со 
временем согласованным — форма 
его огибающей между любыми двумя 
последовательными собирающими 


Рнс. 9. Огибающая согласованного 
частиц (вертнкальное сечение пучка). 


пучка 


(нли рассеивающими) линзами одна 
и та же. Аналогично, всякий пучок 
частиц, достаточно долго крутящий- 
ся в ускорителе, со временем ста- 
новится согласованным. Именно та- 
кой пучок (его огибающая) изобра- 
жен на рисунке 9. В соответствии с 
нашими ожиданиями, размеры пучка 
увеличиваются в собирающих линзах 
и уменынаются в рассеивающих. Так 
что суммарное действие системы линз 
оказывается  фокусирующим — она 
удерживает пучок вблизи от оси в 
течение всего времени ускорения. 

Магиитные фокусирующие систе- 
мы, состоящие из последовательности 
фокусирующих и дефокусирующих 
магнитов, называются ° жестко-фо- 
кусирующими. В таких системах от- 
падает ограпичение (2), величины п, 
и л, могут одновременно принимать 
болышне значения, амплитуда коле- 
баний частиц уменышается и нет не- 
обходимости в широкой вакуумной 
камере и в болывих магнитах. Все 
крупные современные ускорители ос- 
нованы на принципе жесткой фокуси- 
ровки. 

На рисунке 10 изображена маг- 
нитная система Серпуховского уско- 
рителя на энергию 76 ГэВ (1 ГэВ= 
—10? эВ). Длина этой системы (а 
значит, и данна кольщевой вакуум- 
ной камеры) составляет 1.5 км. Ва-^ 
куумная камера в сечении имеет фор- 
му эллииса с осями 17 и 11,5 см. Ча- 
стота поперечиых колебаний состав- 
ляет 9,8 на оборот. 


Продольная устойчивость; 
принцип автофазировки 


На рисунке |! изображен график на- 
пряжения в ускоряющем зазоре цик- 
лического ускорителя. Напряжение 
нзменяется во времени по синусон- 
дальному закону. Амплитуда напря- 
жения выбирается выше, чем то зна- 
чение напряжения ,. которое обес- 
печивает необходимый прирост энер- 
гин (на один период обращення ча- 
стицы). Из рисунка ясно, что нужный 
«толчок» получат частицы, иришед- 
шие к зазору в моменты времени &, 
и #5. Эти частицы называют синхрон- 
нымн. Будем в дальнейшем именовать 
синхронные частицы А и В. Как бу- 
дут двигаться частицы, подошедшие 


к ускоряющему зазору не точно в 
моменты & и Ь, а с небольшим опере- 
жением или запаздыванием? Будут 
ли эти частицы на следующих оборо- 
тах «догонять» синхронные? Иными 
словами, обладает ли продольное дви- 
жение частиц необходимой — устой- 
чивостью? 

Рассмотрим частицу, которая не- 
сколько опережает синхронную. Ес- 
ли речь идет о частице А’ (будем так 
именовать частицу, подходящую к 
зазору в момент времени &}, то она 
приходит к зазору, когда напряжение 
меныне и. Если мы говорим о ча- 
стице В’ (подходящей к зазору в 
момент времени #5), то в момент ее 
прихода к зазору напряжение ока- 
жется выше ш. Вследствие этого ча- 
стица А’ получит недостаточную, а 
частица В’ — избыточную энергию, 
а значит, и скорость. Как скажется 
этот недостаток иля избыток энергии 
на времени следующего прихода ча- 
стицы к ускоряющему зазору? Если 
частица будет стремиться — прибли- 
зиться (по времени) к синхронной 
частице, то движеяие окажется устой- 
чивым, а если удалиться — неустой- 
ЧИВвЫм. 


В какой же момент времени части- 
ца подойдет к ускоряющему зазору в 
следующий раз? Как мы уже видели, 
прин движении частиц в циклотроне 
пернод обращения не зависит от энер- 
гик частиц. Этот вывод справедлив 
для нерелятивистских частиц (ско- 
рость которых много меныше скоро- 
сти света), движущихся в однород- 
ном магнитном поле. Ни одно из 
этих условий в синхротроне не со- 
блюдено. Период обращення Т за- 
висит как от длины орбиты Ё, так и 
от скорости частиц и: Т = В. 
У частиц с разными энергиями — 
различные скорости и различные дли- 
ны орбит. (Мы отмечали выше, что 
в сиихротроне положение, а следова- 
тельно, длина основной орбиты во вре- 
мя ускорения не меняется. Это про- 
исходит потому, что в течение уско- 
рительного цикла напряженность 
магнитного поля возрастает. Но мы 
сейчас говорим не об этом. Мы рас- 
сматриваем частицы с несколько раз- 
личающимися энергиями в один н 
тот же момент времени, а значит, 


% 


при одном и том же магнитном поле. 
Частицы с разными энергиями про- 
ходят в таком поле за полный оборот 
путн разной длины.) 

Оказывается, что в зависимости от 
конструкции синхротрона частицы с 
большей энергией могут иметь пе- 
риод обращения как больший, чем 
синхронные частицы, так и меньший. 


Пусть, для определенности, ча- 
стицы с большей скоростью  воз- 
вращаются к зазору раньше, а части- 
цы с менышей скоростью — позже, 
чем  синхронная. В этом случае 
слишком рано пришедшая частица 
А’, получившая недостаточную энер- 
гию при первом прохождении через 
зазор. в следующий раз придет поз- 
же и, значит, приблизится (по вре- 
мени) к частице А. Частица В’, по- 
лучившая излишиюю энергию, при- 
дет еше раньше, еще болыше «отста- 
нет» (по времени) от частицы В. 
Значит, движение частицы А’ ока- 
жется устойчивым, а частицы В” — 
неустойчивым. К тому же резуль- 
тату нетрудно прийти, рассматривая 
запаздывающие частицы А” 
и В 

Если же из-за увеличения длины 
пути частицы с излишней скоростью 
тратят на совершение оборота боль- 
ше времени, чем синхронные, движе- 
ние частиц А окажется неустойчи- 
вым, а частиц В — устой- 
чивым. 


Сформулируем вывод. Если ампли- 
туда напряжения на ускоряющем за- 
зоре превосходит значение, обеспе- 
чивающее необходимый прирост энер- 
гии, и если время обращения частиц 
зависит от их энергии, то существу- 
ют два «классах» частиц, для одного 
из которых движение непременно 
оказывается устойчивым. 

Это утверждение было высказано 
независимо двумя учеными — со- 
ветским физиком академиком 
В. И. Векслером и американским 
физиком Мак—Милланом — и носит 
названне принципа автофазировки 
нли фазовой устойчивости. На ис- 
пользовании этого принципа осно- 
вано устройство всех ускорителей, 
кроме изохронных (ускорителей, у 
которых время обращения от энергии 
не зависит). 


Ярмо блока 
электромагнита - 


Обмотки 
электромагнита 


Рис. 10. Устройство магинтной системы Серпуховского ускорителя. 


Заключение 


Тот, кто кроме этой статьи прочитал 
уже упомннавшуюся нами статью из 
четвертого номера «Кванта» за 1977 
год и статью 0б ускорителях на 
встречных ’вучках (хКвант» № 5. 
1978). теперь имеет представление 
© всех типах современных ускори- 
телей. Остается добавить. что уско- 
рительная техника переживает новый 
подъем. В процессе сооружения на- 
ходятся изкопительные кольца со 
встречными электронным и пози- 


тронным пучками на энергию 15 ГЭВ. 


ОО вы 


Рнс. 11. 


Ф «Квант» № 8 


В США начато сооружение первого 
протонного ускорителя со сверх- 
проводящими магнитами (на энер- 
гию 1000 ГэВ). Проектируются ус- 
тановки со встречными пучкамн 
электропов п протонов. Все реалъ- 
нес становится создание накопитель- 
ных колеи со встречиыми пучками 
протонов и антипротонов. 

Сооружение крупных ускорите- 
лей обходится настолько дорого, что 
становится не под силу даже боль- 
шим странам. Государства. °входя- 
щие в СЭВ (Совет экономической 
взаимопомощи). участвуют в финан- 
снрованин работ на ускорителях Объ- 
единенного — Института Ядерных 
Исследований в Дубне. Западные 
страны создали Европейский Центр 
Ядерных Мсследованнй. построенный 
на граниие Швейцарии и Франции. 
В этом центре сосредоточены нанбо- 
лее крупные ускорители в Европе — 
ускоритель протонов на энергию 
400 ГэВ м накопительные кольца со 
встречными пучками протонов с 
знергией 2>30 ГэВ. 
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З. Гьмеладзе 


Следствие 
ведет Ферма 


Удушающий зной не помешал уголов- 
ной палате Тулузского парламента 
в полном составе собраться для слу- 
шания дела. Все тринадцать членов 
палаты с любопытством смотрели на 
обвиняемого Пьера Крюмона, ко- 
рыстолюбивого наглеца, недавно вер- 
нувшегося из Парижа. Подсудимый 
даже под пыткой не признал своей ви- 
ны, но это ничего не меняло. По сло- 
вам советника де Броваля, в день 
святого Георгия, в десять часов утра 
состоятельный крестьянин Жан Мо- 
рель из деревенькн Амьер, идя в 
церковь, услышал крик мельника 
Жака Крюмона. Другой голос, на- 
поминавший голос его сына Пьера, 
выкрикивал проклятия. Когда Мо- 
рель подбежал к несчастному, из 
его груди уже торчал кинжал, при- 
надлежавший Пьеру. 


Вот почему сегодня собрались все 
члены палаты: хотя времена худые — 
в королевстве неспокойно. лишь це- 
давно опустили головы  богоотступ- 
ники-гугеноты, а на севере уже на- 
двигается чума, — но все же це каж- 
дый день доводится видеть отцеубий- 
цу. Есть на что посмотреть: крючко- 
ватый нос, плечи чуть не выше голо- 
вы, а голоса почти не слышно. Жаль, 
что королевский указ запретил пу- 
бличное отправление правосудия — 
для черни было бы полезно взгля- 
нуть на эту нечестивую голову, когда 
палач отделит ее от тщедушного тела. 
А де Броваль продолжал: 

— Сын и раныше жаловался на 
скупость отца и явно был не прочь 
поживиться наследством. Совершив 
злодеяние, негодяй сразу же бро- 
сился в трактир в деревню Бенэ, что 
на другом берегу реки Сот. Посети- 
тели трактира, собравшиеся к откры- 
тию, К Ц часам, озметили, что он был 
взволнован и растрепан. Мне кажет- 
ся, все улики против этого мерзавца. 

Все ясно, пора принимать реше- 
ние. Но нет, господии советиик Фер- 
ма что-то хочет уточнить. Неужели 
ему не так жарко. как остальным? 
Председатель палаты, ценивший Фер- 


ма за ученость, благосклонно кивнул. 

— Уверены ли вы, что злодеяние 
случилось ровно в десять? 

— Да, —с раздражением  под- 
твердил де Броваль, — люди  сбега- 
лись на зов Мореля под звон церков- 
ного колокола, возвещавшего обедню. 

— Кто еще заннтересован в на- 
следстве старика? 

— Роншар, его зять. 

— Давно ли вы видели Роншара, 
Пьер Крюмон? 

— В тот злополучный день, ваша 
честь, — едва слышно начал подсу- 
димый, — отец приходил ко мне с 
ним, чтобы получить с меня долг в 
два экю. Отец не хотел брать моне- 
ты, которые я ему давал, оттого, что 
одна монета примята с краю, но мосье 
Роншар сказал, что и так сойдет. 

— За сколько времени можно до- 
браться из Амьера в Бенэ? 

— У него хорошая  лощадь, — 
ответил де Броваль, — она может 
делать по четыре лье в час. 

— Это верно, — обреченно  воз- 
разнл обвиняемый, — Жази может 
идти под уклон к Соту со скоростью 
четыре лье в час, но в гору за рекой 
она ие смогла бы делать больше двух 
© половиной. 

— Тем не менее. — воскликнул 
де Броваль, — за час вы смогли по- 
пасть из Амьера в Бенэ, чтобы за- 
пить свой грех пинтой бургундского! 

— Прошу прощения, — раздал- 
ся голос Ферма, — но пока я ие 
убежден, что расстояние от Амьера 
до Бенэ можно преодолеть за час. 

Еслн бы не строжайший запрет 
для судей проявлять свои разногла- 
сия при подсудимом, де Броваль не 
смог бы сдержаться. Поэтому он лишь 
язвительно произнес: 

— Я вынужден напомнить Вам, 
господин Ферма, что срок следствия 


истек, а новый не может быть назна-` 


чен. Мы обязаны принять решение. 

Ферма выждал, пока стражники 
по знаку председателя выведут под- 
судимого, и твердо сказал: 

— Я не поднишу приговор, преж- 
де чем не буду уверен. чго упомянутое 
расстояние можно покрыть за час. 
Кроме того. я хотел бы видеть сви- 
детелей — Роншара и Мореля. 

— Но по указу его величества 
свндетели не участвуют в процессе. 


=) 


Рис. 1. 


Вы еще. чего доброго, пригласите в 
суд защитника! — раздались про- 
тестующие голоса. 

Председатель задумался и прими- 
рительно сказал: 

— Будь по-вашему, господин Фер- 
ма, но я могу отложить слушание 
дела только до завтра. 

«Временн у меня мало. а задача 


не из легких, — полумал Ферма, 
садясь дома за письменный стол, — 
Вот передо мною карта местности 


(рис. 1). Пусть Амьер — это пункт А, 
а Бенэ — В. Если бы Крюмон поехал 
напрямик, то ему пришлось бы про- 
делать путь АКВ длиной У 2% 33 = 
=] 13 д= 3,6 лье. Первую половину 
путн Крюмон проехал бы со скоростью 


4 лье/час, а вторую — 2,5 льечас. На 
весь путь ои потратил бы 1 - 7. = 
=0,45--0,72=1,17 часа. Стало быть, 
по прямой за час Крюмон добраться 
не мог. Но он мог выбрать путь та- 
кой, чтобы болыпая его часть вела 
по спуску (участок АО) н лишь мень- 
шая часть — в гору «участок ОВ). 
Каков же должен быть самый быст- 
рый путь АБВ? Я должен найти его — 
ведь от этого зависит жизнь челове- 
ка! Если на лошади Пьера Крюмона 
нельзя преодолеть этот путь за час, 
то убийца — кто-то другой, и мы 
можем отправить на эшафот неви- 
НОВНОГО». 

На следующее утро членов пала- 
ты несколько удивила черная дос- 
ка как раз против места председате- 
ля. Около доски уже стоял Ферма. 

— Господа, — начал Ферма, — 
сейчас я докажу, что при скоростях 
движения 4 льечас под гору и 
2.5 лье/час в гору за час попасть из 
Амьера в Бенэ невозможно. 
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Рис. 2. 


Пусть линия АРВ на рисунке 2 
мзображает самый быстрый — путь. 
В точке О этот путь пересекает реку 
Сот. Проведем окружность с цент- 
ром в точке О единичного радиуса — 
она пересекает путь АБВ в точках С 
и Е. Путь СРЕЁ будет наискорейшим 
путем между С и ЕЁ (если бы это было 
не так, то за счет избрания лучшего 
пути на участке СРЁ можно было бы 
улучшить и весь путь из А в В). 

Нанскорейний путь вполне оп- 
ределяется углами а“ и В (рис. 2}. 


Найдем соотношение между этими 
углами. 

Пусть Крюмон проехал путь 
(СБ {==1 со скоростью и, а путь 


ФЕ |=1 со скоростью <. Таким 


образом, весь путь СРЁ он проделал 


\ 1 
за время г =---+-=. 


Сместим теперь на величину # 
точку пересечения О пути АРВ с 
Сотом — обозначим новую точку че- 
рез О. Согласно известной еше Ев- 
клиду теореме геометрин, 


[С0|=У 1+#—26е, 
{ОЕ]=У 1+#+2ае , 
тде для краткости обозначено 
РО] =6, | ВН | =а (рис. 2). Поделив 
оба эти расстояния на соответствую- 
щие скорости, получим время движе- 
ния по пути СОЁ: 
- ит И ЕЕ . ор оо 
Бы И, У Пааенниааь,, 
|1 о 
Если величину © взять очень малень- 


кой, то значения 2 иг почти не бу- 
дут отличаться. Поэтому приравняем 


оба временн 2 и 2: 


А Иа +. 
ы 9 и 


+ ИЕ 2% 
о 


20 


| человека! 


Чтобы избавиться от иррационально- 
сти, дважды возведем в квадрат обе 
части получившегося уравнення—это 
нелегко, но ведь дело идет о жизни 


а (1+ — 266) (1-2 + 2аг) = 
по тир а\Е 
ыы 


^ 


1 1 1 №. 
-+ = (= Ня} (+ = + 


Ь 4 
о : 


4 
Уничтожим член -ао=, После чего 


-- 4е (= —5 


поделим обе части этого уравнения 


на Е и затем положим ==0 *); 
получим: аи(и- и) = бу (и о), или 
6 _ ши 
в 
А теперь заметим, что 6= 9 <, 

а=зщ В; — значит, 

Ут @ | 

тв о’ 


то есть синусы углов падения и пре- 
ломления относятся как скорости 
движения в верхней и ннжней средах, 
разделенных линией АГ... 

— Постойте, — прервал 
председатель, — причем здесь 
падення и преломления? 

— Простите, госяода! Я невольно 
воспользовался здесь физической 
аналогией. Дело в том, что свет то- 
же избрал бы путь, который позво- 
лил ему быстрее всего достичь цели 
^(н линия КЁ была бы уже не рекой, 
а границей раздела двух сред, а 
величины м и о представляли бы со- 
бой скорости распространения света 
в этих средах) *). 

— Но, господин Ферма, к оконча- 
нию дела Крюмона Вы ведете нас яв- 
но не скорейшим путем — съязвил 
де Броваль. 


Ферма 
углы 


*) Читатель, знакомый с понятнем про- 
изводной, легко сообразит, что Ферма нщет 
экстремум функции. 

**) Сейчас этот закои движения света 
называют «принципом Ферма». Его вывод 
содержится п учебинке «Алгебра и начала 
аналнза 9» (с. 159). 


— Осталось немного, господа. 
Поскольку мы геперь знаем, что для 
наискорейшего пути синусы углов @ и 
8 пропорциональны скоростям дви- 
жения ии о, можно положить $1т @ = 
=Аи, зтВ = Аи, где Е -— коэффи- 
циент пропорциональности. — Зная 
синусы углов, легко найти их тан- 


геисы: 
Ви 

м УИ ' 
[-32) 

а ИГ 


а с их помощью совсем просто опреде- 
лить длины отрезков РО и РО: 

1РР | = ЦАР ва, О] = 19В | В. 

Веломний, что 1АР|= 1908 |= 
=] лье, и-= 4 льечаси и -- 2,5 

лье/ час, получим: 

4А 

РИ - 16° › 

2,5 
У1— 6,252 

Сумма этих величин равна 3 лье 
(см. рис. 1); то есть 


4Е НЕЕ 2,5 
Ут- 162 У!- 6.2548 


Не спрашивайте меня, господа, 
как мне удалось найти подходящий 
корень этого уравнения — это увело 
бы нас в сторону. Его приближенное 
значение А ^ 0,23. Тогда |РО|= 
— 2,36, ШО | = 0,71 (иевязкой 0,07 
при подстановке в уравнение позво- 
лительно пренебречь), 


АБ] =ИТ- (2,36): = 2,56, 
РВ] = 1+ ©,71)* = 1,22. 


Значит, наискорейший путь приве- 


дет из Амьера в Бенэ за — - 9 += = = 


—1,Зчаса. Раныше ака добраться 
никак не мог, а следовательно, не мог 
и совершить преступления. 

— Вы убедили меня, господин 
Ферма, — встрепенулся  задремав- 
ший было председатель. — Введите 
свидетелей! 

Стражинк распахнул дверь, и в 
комнату вошли Роншар и Морель. 

— Суд уставовнл, — продолжал 
председатель, — что у господина 
Крюмона есть алиби. Припомните, 


Ут—16 
р“ = 


Е. НИВА. 


Морель, не походил ли голос 
цы на чей-нибудь еще? 
Морель сначала замер, но потом 
его маленькие глазки забегали по ли- 
цам судей. Наконец, он промямлил: 
Мне сдается, ваша честь, что 
это мог быть н голос господина Рон- 
шара. 


убий- 


— Негодяй! — прорычал — могу- 
чий Роншар густым басом. 
Он схватил маленького Мореля 


за отвороты кафтана и начал его не- 
нстово трясти. Морель беспомощно 
затрепыхался в его ручищах, теряя 
из карманов трубку, огниво, ключи, 
монеты. Одна из монет подкатилась к 
стулу Ферма, и он поднял ее. Страж- 
ники едва оторвали Роншара от его 
жертвы и скрутили ему рукн. 


— Есть ли у вас еще вопросы, 
господин Ферма? 
— Есть. К обонм... свидетелям — 


назовем их пока так. Не это ли при- 
мятое с краю экю получил несчаст- 
ный Жак Крюмон в виде возвращен- 
ного долга? 


Послесловие 


Гёрой нашей истории, юрнст Пьер 
Ферма (1601—1665) — один из самых 
ярких математических талантов 
Франции ХУП века, ближе других 
сумел подойти к созданию дифферен- 
циального исчисления *). 

Чтобы точнее представить себе ме- 
тод, которым пользовался Ферма при 
отыскании экстремумов, рассмотрим 
более простой пример, чем тот, кото- 
рый пришлось разобрать Ферма, что- 
бы спасти от виселицы юношу. 

Пусть задана сумма двух чисел х 
из, х+у = С. Требуется найти такие 
хиу, чтобы их произведение 2 -= ху 
было максимальным. Если учесть, 
что у = С — х, то нужно найти такое 
х, чтобы функция 2 = х(С — х) при- 
нимала наибольшее значение. 

Итак, нужно найти такую точку х, 
чтобы, сдвинувшись из нее на малую 
величину г, мы не увеличивали бы 2. 
А если мы сдвииемся на очень малую 
величину, ТО изменение фуикции 2 


*) О жизни и творчестве Ферма см. 
«Квант», 1976. № 8. с. 3. 
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Рис. 3. 


должио быть 
нуля. 

Ферма рассуждал примерно так. 
Пусть х = х+ = — новое значение 
х. Тогда 2, новое значение функции 2, 
выразится формулой 
2=(+е)(С—х—е) = 

=: Сх — х? — 2хе + Се — г". 
Найдем разность 2 и 2. 
2—2 = —9%е -- Се — в* 
Отношение 2 — г ке есть тангенс уг- 
ла ф (рис. 3): 


почти неотличимо от 


— 2х= + Сё — 2? 
& 


=С-—2х—е. (*) 
Если г очень мало, то секущая АВ 
становится неотличима от касатель- 
ной к кривой 2 = х(С — х) в точке х. 
А таигенс ф становится тангенсом уг- 
ла наклона касательной к горизон- 
тали. Чтобы получить тангенс угла 
наклона этой касательной, положим в 
последнем выражении 2 = 0; мы по- 
лучим 
44$ = С — 4%. 


Остается приравнять этот тангенс ну- 
лю (ведь в точке максимума касатель- 
ная горизонтальна, — см. рис. 3): 


С — 2х = 0, 


— и мы получим решение: х = 
— С/2. Действительно, при заданной 
сумме произведение двух чисел ста- 
новится максимальным, когда эти чис- 
ла равны между собой. Или, на языке 
геометрии, из всех прямоугольников 
с заданным периметром иаибольшей 
площадью обладает квадрат. 

Метод Ферма дает верный резуль- 
тат при отыскании экстремума функ- 
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ции одной переменной. И все-таки в 
этом методе есть изъян, который не 
позволяет считать Ферма создателем 
дифференциального исчисления. С 
позиций обычной алгебры, за рамки 
которой не решался выйти Ферма, так 
поступать иельзя: мы делили на ве- 
личину г, а потом положили эту ве- 
личину равной нулю. Выходит, мы 
делили на нуль! Чтобы преодолеть 
это противоречие, Ньютону и Лейб- 
иицу пришлось сделать следующнй 


шаг — создать анализ бесконечно 
малых. Но это было сделано лишь 
спустя полвека после описанных 


событий, причем Ньютон отмечал за- 
слуги Ферма. 


Как же следовало поступить? В 
формуле (*) следовало перейти к пре- 
делу при = 0: 


Е __ 2% 
ие Се [2 ЗВ, 


##Ф=Ит 


2-0 


Величину Шт == Лейбниц назвал 
2-0 

производной функции 2; обозначают 
ее через г’. Приравняв в нашем случае 
2’к нулю, получаем тот же резуль- 
тат: х = С/2. Таким образом, © алго- 
ритмической точки зрения мётод Фер- 
ма аналогичен приравниванию нулю 
производной, но этому методу не хва- 
тает строгости. 

Отыскание минимумов и максиму- 
мов функций с помощью дифферен- 
циального исчисления используется 
сейчас в технике, экономике и управ- 
ленин. При этом удобио пользоваться 
правилами дифференцирования фуик- 
ций, которые сейчас изучаются в шко- 
ле. Но в ряде случаев метод Ферма не 
уступает им: попробуйте найти нан- 
скорейший путь из Амьера в Бенэ ‹ 
помощью производной; вы убедитесь, 
что в этой задаче прямое дифференци- 
рование функции ведет к успеху. не 
быстрее. 

История Пьера Крюмона — вы- 
мышренная: в обширной переписке с 
друзьями Ферма не уделяет ни слова 
своей деятельности советника уголов- 
ной палаты. Но в этой истории отра- 
жены истинные условия судебной про- 
цедуры того времени — эпохи карди- 
нала Ришелье, в которую протекала 
служба Ферма. 


Н. Малов 


Всегда ли 
отталкиваются 
противоположно 
направленные токи? 


В 1820 году великий французский фи- 
знк Ампер открыл магнитное взаимо- 
действие электрических токов. В 
частности, он установил, что при про- 
пускании тока по двум параллельным 
проволокам они притягиваются друг 
к другу, когда оба тока направлены 
одинаково, и отталкиваются друг от 
друга, если направления токов 
взаимно противоположны. 

Это можно увищеть на опыте. 
Так, в $ 114 учебника физики для 9 
класса описан соответствующий опыт: 
два вертикальных параллельных про- 
вода нижними концами подключены 
к источнику тока (аккумулятору), 
верхние концы замкиуты накоротко, 
прн этом между проводами наблюдает- 
ся заметное отталкивание (рис. 1). 

Там же сказано, что провода не 
взаимодействуют до замыкания их 
концов (точнее, не обнаруживается 
заметиого взаимодействия). Однако, 
так как провода находятся под па- 
пряжением, на поверхности должны 
быть (и лействительно есть) электрн- 
ческие заряды, причем — противо- 
положных знаков. — Следовательно, 
между проводами — до замыкаядия их 
концов — должно — существовать 
электрическое притяжение. 

Что же изменилось после замы- 
кания цепи? Изменилась разность 
потенциалов: ° незначнтельно, если 
нсточник обладает малым внутрен- 
ним сопротивлением (по сравнению с 
сопротивлением проводов), илн силь- 
но, если внутреннее сопротивление 


относительно велико; кроме того, в 
цепн возник ток. В соответствии с из- 


‚ менением разцости потенциалов изме- 


нилась и величина поверхностных 
зарядов, но они обязательно оста- 
лись на проводах. Значит, электри- 
ческое притяжение должно сохра- 


ниться и после замыкания цепи. По- 
чему же оно не проявилось в опытах? 
Видимо, оно было малым по сравне- 
нию с магнитным отталкиванием. 
Сам Ампер довольно определенно 
высказался по этому поводу. Источ- 
ником тока в опытах Ампера служил 
вольтов столб — ряд включенных по- 
следовательно гальванических эле- 
ментов, весьма несовершенных с сов- 
ременной точки зрения. К зажи- 
мам вольтова столба Ампер присоеди- 
нял электроскоп. При ненагружен- 
ном столбе (при разомкиутой цепи) 
электроскойи давал заметное отклоне- 
ние. Когда же к столбу подключались 
нсследуемые провода, в цепи возникал 
ток, а показания злектроскопа резко 
уменышались (мы теперь понимаем, 
что это вызывалось большим внутрен- 
ним сопротивлением вольтова столба). 
Отметив это уменьшение, а также 
обнаружив взанмодействие проводов 
с током даже на большом расстоянии 
от источника, Ампер заключил, что 
открытое им взанмодействие токов 
«не имеет отношения» к электриче- 
скому — вззимодействию. Другими 


Рис. 1. 
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словами, он считал, что магиитное 
взаимодействие присуще движущему- 
ся, а электрическое — покоящему- 
ся электричеству. 


Нужно заметить, что в 1820. году 
не было точных приборов для измере- 
ния зарядов, напряжений, токов 
{кстати сказать; именно Ампер изо- 
брел один из первых гальванометров, 
основанный на взаимодействии про- 
водника с током и магнитной стрелки). 
Еще не были определены единицы 
этих величин, не существовало опре- 
деленного понятия — электрического 
сопротивления, а закон Ома был от- 
крыт пятью годами позже. Поэтому 
для своего времени высказывание Ам- 
пера было, конечно, весьма содержа- 
тельным. Оно верно отражало соот- 
ношение между магнитными и элект- 
рическими силами в условиях опытов 
Ампера: снльное магнитное взанмо- 
действие и слабое — электрическое. 

Но всегда ли существует такое 
соотношение? Всегда ли магнитное 
взаимолействие сильнее ^ электриче- 
ского? Чтобы ответить на эти вопро- 
сы, сделаем небольшие расчеты. 


Рассмотрим электрическую цепь 


{рис. 2) из двух параллельных прово-. 


дов длины [, расположенных на рас- 
стоянии Я<{ друг от друга и имею- 
щих небольшое сопротивление Ю; 
(сопротивление линии). Левые концы 
проводов подключены к источнику, 
дающему напряжение (/, а правые 
концы замкнуты на нагрузочное со- 
противление Ю„. При замыканин цепи 
токи ‘по параллельным проводам те- 
кут в противоположных  нанравле- 


ниях. Найдем сначала силу Ем их 
магнитного взаимодействия. 

Пусть один из токов, например, 
ток, текущий по верхнему проводу, 


создает магнитное поле В, 
ток находится в этом поле. 


Во-первых, индукция магнитного 
поля в вакууме всегда пропорцно- 
нальиа создающему поле току Г в 
проводнике. Во-вторых, она умень- 
шается по мере удаления от провод- 
‚ника. Строгий расчет, проведенный 
для прямолинейного проводника с то- 
ком, дает, что индукция магнитного 
поля в точке, находящейся от провод- 
ника на расстоянии А, прямо про- 


а другой 


Рис. 2 


порциональна / и обратно пропорцио- 
нальна Й. 

Согласно закону Ампера, па ма- 
лый участок провода длины А/, ло 
которому течет ток / (дру гими слова- 


ми, на элемент тока ГАЙ АЙ, со стороны 


магиитного поля В, составляющего с 
элементом тока угол ©, действует маг- 


г 
|=. — Е) ТРУ т ©. 


В нашем случае « = 90°, а магнитное 
поле прямо пропорционально / н об- 
ратно а й, поэтому 


|] = А = А, (1) 


где А, — коэффициент ‹ пропорцио- 
нальности, не зависящий от тока. 
Направление этой силы определя- 
ется правилом левой руки. (Проверь- 
те, что в данном случае провода 
отталкиваются друг от друга.) 


нитная сила. такая, что 


Теперь о силе Ё, электрическо- 
го притяжения. Обозначим через 1 
электрический Заряд, приходящий- 
ся на единицу длины каждого прово- 
да. Заряды на одном проводе яв- 
ляются источником электрического 
поля, действующего на заряд АА, 
находящийся на элементе длины А 
другого провода. 

Можно показать, что 


|| =^ А, т в А, (2) 


где А, — коэффиниент — пропорцио- 
нальности, не зависящий от заряда. 
Действительно, сила, действующая на 
заряд в электрическом поле, пропор- 
циональна напряженности электри- 
ческого поля и величине заряда. Ока- 
зывается, что напряженность поля, 
созданного длинным заряженным про- 
ВОДОМ, пропорциональна плотности 
заряда ^ ин обратно пропорциональна 


расстоянию от него (расстоянию # 
в даином случае). Попробуйте это 
показать самостоятельно. 

Поверхностный заряд на прово- 
дах, конечно, пропорционален напря- 
жению (/, поэтому равенство (2) мож- 
но переписать в таком виде: 


- (2 

кем, (3) 
где А. — новый коэффициеит про- 
порциональности (не зависящий 
от (). 


Найдем отношение магнитной и 
электрической сил, используя равен- 
ства (1) и (3): 


РОУ Е 
т | &ОЗАИЬ — т 
э 


Применяя закон Ома, приходим к 
важному выводу — отношение сил оп- 
ределяется квадратом сопротивления 


цепи А = А; + К»: 


Е не 


Строгий расчет дает для коэффициен- 
та А такне значения: 
Е = 10° —5-10° (Ом). 

Поэтому очевидио, что при неболь- 
ших сопротивлениях цепи (ЮВ < 
« 500 Ом) магнитные силы оказыва- 
ются больше электрических. Имен- 
но такие условия были в опытах Ам- 
пера, они же создаются при демонст- 
рации взаимодействия проводов с то- 
ком. 

Но при достаточно больших сопро- 
тивлениях (Ю `> 500 Ом) на первый 
план выступают электрические силы. 

Это можно - подтвердить опытом, 
не требующим сложного оборудова- 
иия. Две тонкие медные проволоки 
длиной 25—30 см и диаметром около 
0,} мм натягиваются между двумя 
изолирующими планками (из сухого 
дерева, гетинакса и т. п.); расстоя- 
ние между проволоками невелико: 
3—5 мм. Все четыре конца проволок 
припаиваются к зажимам, укреплен- 
ным иа планках. В средней части под- 
ставки, несущей планки, вырезается 
отверстие диаметром около | см. 

Провода располагаются вертикаль- 
но в нлоскости магнитного меридиана 
Земли, то есть в плоскости, где рас- 


положится горизонтальная магнит- 
ная стрелка, свободно поворачиваю- 
щаяся вокруг вертикальной оси. При 
этом магнитное поле Земли практиче- 
ски не будет влиять на магнитное от- 
талкивание проводов. 

Параллельно плоскости проволок 
на расстоянии 3—4 м от них распола- 
гается экраи. При помощи мощного 
источника света и собирающей линзы 
на экран ироецируют участок линии, 
находящийся против упомянутого вы- 
ше отверстия. На экране, в тех мес- 
тах, где получается увеличенное изо- 
бражение проволок, натягивают две 
черные (или цветные) нити, отмечаю- 
щие начальное положение проволок. 

Затем производят два наблюдения: 

1. Один конец линии замыкают на 
небольшое (несколько ом) сопротив- 
ление либо просто замыкают накорот- 
ко. Другой конец через амперметр 
и реостат (10 Ом, 1 А) подключают к 
аккумулятору (3—6 В). — Медленно 
уменьшая сопротивление реостата, 
доводят ток до 0,9—1 А. Так как в 
этом случае электрические силы ма- 
лы, а магнитные — относительно ве- 
лики, то иа экране наблюдается от- 
талкивание проводов. 

2. Один конец линии замыкают на 
большое сопротивление (3 МОм, 3 Вт). 
Другой конец, соблюдая осторож- 
ность, подключают к маломошному 
источнику высокого напряжения 
{2—3 кВ) (например, к школьному 
преобразователю напряжения «Раз- 
ряд 1»). При этом в линин получается 
ток порядка миллиампера;  магнит- 
ные силы, по сравнению с первым 
опытом, уменьшаются примерно в 
миллион раз. Во столько же раз 
увеличиваются электрические силы. 
Отталкивание проводов линии сме- 
няется вполне отчетливым притяже- 
нием их друг к другу. 

Заметим, что в современных мощ- 
ных высоковольтных линиях нереда- 
чи электрической энергии электриче- 
ские силы взаимодействия между про- 
водами бывают болыше магнитных. 
Однако и те, и другие обычно малы по 
сравнению с силой тяжести, приходя- 
щейся на тот же участок длины линин 
А1. Поэтому при проектированни ли- 
ний передачи электрической энер- 
гии на электрические, ни магнитные 
силы во внимание не принимаются. 


25 


Лаборатормя „Кианта» 


В. Майер 


Изгибная волна 
в пластинках 


Волны, возникающие в пластинках, 
обладают очень интереспыми` свой- 
ствами. С этими свойствами можно 
познакомиться экспериментально. Но 
прежде надо научиться возбуждать 
волну. Это удабно сделать, например, 
с помощью звучащей стеклянной 
трубки. 

Возьмите тонкую и длинную стек- 
лянную трубку к зажмите ее посере- 
дине в лапке штатива. Полотняной 
тряночкой, смоченной одеколоном или 
спиртом, плавно проведите от конца 
трубкн к ее середине — вы услышите 
довольно сильный звук. Эго в трубке 
возникла стоячая волна. В месте 
закрепления образовался узел сме- 
щений, а на концах — пучности 


(рис. 1). 


г-1 Лучность 


Рис. В 
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Частота колебаций у и длина А 
звуковой волны связаны с длиной [ 
трубки: 

у 


1 (и) 


А = 21. (2) 


Здесь и — скорость распространения 
звука в трубке. Она определяется, 
прежде всего, матерналом трубки п не 
зависит от частоты колебаний. Таким 
образом. для получения звуков раз- 
ных частот следует пользоваться труб- 
ками различных длин *). Например, 
если нужно получить звук вдвое 
более высокой частоты, стеклянную 
трубку необходимо укоротить в два 
раза. 

Теперь сделайте следующее. Из 
дюраля толщиной 1,5—2 мм вырежь- 
те днск диаметром около 100 мм. По- 
ложите его горизонтально на слой 
поролона и равномерно посыпьте по- 
рошком  маргаицовокислого калия. 
Слегка коспувшись концом стеклян- 
ной трубки центра диска, трением 
возбудите звучание трубки. При этом 


®) На сзмом деле. в каждой трубке можно 
возбудить ие одно колебание, з целый па 
бор. Колебание самой пизкой частоты. он- 
ределяемой формулой (1). называют основ- 
ным тоном. Вее остальные частоты кратны 
основной; колебання с кратнымн частотами 
называют обертоними. 


Рис. 2. 
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порошок соберется в несколько ли- 
ний в виде концентрических окруж- 
ностей с центром в точке касания 
трубки (рис. 2). 

Объяснить результат этого опыта 
несложно. От конца трубки по диску 
распространяется круговая волна. 
Дойдя до края диска, она отражается 
от него — возникает отраженная вол- 
на. В результате интерференции па- 
дающей и отраженной волн в диске ус- 
танавливается стоячая волна, и поро- 
шок собирается в ее узлах. Расстоя- 
нне между двумя соседними узлами, 
очевидно, равно половине длины вол- 
ны в диске. 

Стоячая волна в стеклянной труб- 
ке — продольная. А в диске? Каза- 
лось бы, в днске должна распростра- 
няться поперечная волна, поскольку 
источник — конец трубки — колеб- 
лется перпендикулярно диску. Ока- 
зывается, это не так. Исследования 
показали, что волна в диске одновре- 
менно и продольная, и поперечная 
(рис. 3). Такую волну иазывают 
изгибной. Для сравнения на рисунке 
4 ноказана чисто поперечная волна. 

Изгибная волна во многом отлича- 
ется от обычной (продольной или по- 
неречной) волны. Так, скорость ин 
изгибной волны не остается постоян- 
ной при изменении частоты колеба- 


ний. Она изменяется пропорциональ- 
но корню квадратному из частоты: 


и КУ. 


Заметим кстати, что явление зави- 


симости скорости распространення 
волны от частоты называется дис- 
персией. 


Поскольку длина изгибной волны 
А,» скорость я„ и частота у связаны 
соотиошением и„ = А, у (общим для 


волн любой природы), можно за- 
писать 
о он 1 
Аы == Же — Е Е 


Подставив сюда значение для часто- 
ты у из формулы (1), получим 


| 2] 
ИЕ И. у 
и У» 7 , 
или 
^„=ЕУТ, (3) 
где А — постоянный коэффициент 
пропорциональности. 
Соотношение (3) можно проверить 
экспериментально. Приведем ре- 


зультаты одного ‘из наших опытов. 
Мы использовали дюралевый диск 
толщиной 1,7 мм и днаметром 120 мм. 
Изгибные волны в диске возбужда- 
лись звучащими стекляиными труб- 
ками длиной 60 и 30 см. Внутренний 
диаметр трубок был равен 0,5 мм, 
внешний — 4,5 мм. 

В опыте с первой трубкой (дли- 
ной 60 см) длииа изгибной волны ока- 
залась равной А„‚=50,5 мм, а в опы- 


те со второй трубкой — Ам. > 
= 34,5 мм. Отсюда 

Аи, 

а: — 1,46 . 


Согласно формуле (3), отношение длин 
волн должно быть равно отношению 


У уг 

Ут, 
Так как 1,46 = 2 ‚опыт, с некоторой 
степенью точности, подтверждает как 
сам факт существования изгибных 


волн; так и справедливость соотноше- 
ния (3). 


РУ 


Математический кружок 


У4- 
[№ 


Г. Тоноян, И. Яглом 


Теорема Морлея 


В этой статье мы расскажем об одной гео- 
метрической теореме, известной плод нме- 
нем «теорема Морлея». 

Френк Морлей (1860— 1937) родился в Анг- 
лин. Однако почтн всю свою жизнь он про- 
вел в США, хотя и остался английским граж- 
данином. Несколько десятков лет Морлей 
был профессором математикн университета 
нменн Джона Гопкинса в Балтиморе — 
одного из старейших американских универ- 
ситетов. Наряду с математикой он увлекал- 
ся н шахматами и однажды сумел выиграть 
еще у одного вндяого математика — Эм- 
мануила Ласкера (1868—1941), тогдашнего 
чемпнона мнра по шахматам. 


Пусть АВС — произвольный — тре- 
угольник. Хороцю известно, что бис- 
сектрисы его углов пересекаются в 
одной точке (рис. [}. А что произой- 
дет, если биссектрисы — то есть 
прямые, делящие угол пополам, за- 
менить трисектрисами — прямыми, 
делящими угол на три равные частн? 
Фреик Морлей рассмотрел конфигу- 
рацию, приведенную на рисунке 2, 
н доказал, что точки Х, Уи при 
любом исходном треугольиике АВС 
являются вершинами равносто - 
рониего треугольника. Морлей 
рассказал об этом поразившем его 
факте своим друзьям, те — в свою 
очередь — своим, и вскоре «теорема 
о трисектрисах треугольника» рас- 
пространилась по миру в качестве 
своеобразного математического фоль- 
клора. 

Доказательство теоремы о три- 
сектрисах Морлей опубликовал в 
1914 году — через 15 лет после того, 
как нашел его. В 1924 году он изло- 
жил это доказательство более подроб- 
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но и существенно усилил  перво- 
начальный результат. Доказатель- 
ство Морлея весьма элегантно, но в 
то же время и достаточно сложно. 
Оно базируется на рассмотрении 
довольно — изысканных линий — 
так называемых кардиомд*) (см. 
вторую страницу обложки). Мор- 
лей — установил, что множество 
центров кардноид, касающихся 
всех трех сторон треугольни- 
ка АВС, представляет собой  сово- 
купнасть девяти прямых, разби- 
вающуюся на три тройки параллель- 
ных прямых, причем прямые из раз- 
ных троек пересекаются под углом 
60’. Ясно, что при пересечении этих 
прямых образуется 27 равносторон- 
них треугольников. Один из них и 
есть «треугольник Морлея», а осталь- 
ные фигурируют в обобщении теоремы 
Морлея, в котором рассматриваются 
трисектрисы и внутренних, и внеш- 
них углов треугольника. 

Это обобщение обычно связывают 
с нменем знаменитого французского 
математика Анрн Лебега. В 1939 го- 
ду Лебег опубликовал элементариое 
доказательство следующего факта, 
который сам Морлей умел доказывать 
только с помощью кардиоид. Лебег 
рассмотрел трисектрисы внутренних 
и внешних углов треугольника (3-4= 
—=12 прямых) и установил, что из то- 
чек пересечения этих прямых можно 
выбрать 27 троек точек, являющихся 
вершинами правильных треугольни- 
ков. Заметим, что теорема о биссект- 
рисах также допускает похожее обоб- 
щенне: из шести биссектрис внутрен- 
них и внешних углов треугольника 
можно выбрать четыре тройки пря- 
мых, сходящихся в одной точке 
(рис. 4). 

Первые элементарные доказатель- 
ства теоремы Морлея были получены 
в 1909 году индусами М. Сатьянарая- 


*} Карлионда — это крнвая. которую 
описывает точка окружности. катящейся без 
скольжения по неподвижной окру жности 
того же раднуса (рис. 3). Центр нелодвнжной 
окружности нногда называют центром кар- 
ДНОНДЫ. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


ном (вычислительно-тригонометриче- 
ское доказательство) н М. Т. Нарань- 
енгаром (чисто геометрическое дока- 
зательство; в 1922 году оно было пе- 
реоткрыто англичанином Дж. М. 
Чилдом). В настоящее время извест- 
но уже, по крайней мере, несколько 
десятков доказательств теоремы Мор- 
лея. Однако интерес к ней не зату- 
хает, и все время появляются новые 
доказательства, обобщения и варн- 
анты этого изящного предложения. 

Ниже мы приводнм два элемен- 
тарных доказательства теоремы 
Морлея. 

Доказательство пер - 
вое (геометрическое; оно совпада- 
ет, по существу, с доказательством 
Нараньенгара — Чилда). Обозначим 
величины углов треугольника АВС 
через За, ЗВ и З\ (рис. 5). Так как 
За -- ЗВ -- 3% - 180, то «ЧУР- 
-у- 60’на 1 В- 60° — +. Пусть 
( — точка пересечения трисектрис 
АУ и ВХ. Так как АЁ и В — бис- 
сектрисы треугольника АВ, то 
20 — тоже биссектриса этого тре- 
угольннка. Поэтому 


жа и 1 Ре 
А02 =20В = © АЦВ-. 
1 
= 5 (180° — 2а — 28) = 90° — 
— («+ В) -- 90 — (60*— т) = 30+ у. 


Построим теперъ равносторонний 
АХ,У,2, одна вершипа которого 
совпадает с точкой 7, а вершины Х, 
н }’, принадлежат соответственно 
прямым ВХ и АУ (цесколько ниже 
будет доказано, что онн совпадают с 
точками Х и 7). Для этого проведем 
через 2 под углом 30’ к лучу 20 два 
луча 7Х, и 2У',: через Х, и У, мы 
обозначим точки пересечения этих 
лучей с ВХ и с АУ (т. е. с ВИ ис 


АЦ). Так как, очевидно, ДХ,И = 


= А СУ, (этн треугольники имеют 
равиые углы и общую сторону), то 
12,1 = [2У, |; поэтому АРУ. Х, — 
равнобедренный треугольник с углом 
прн вершине в 60, т. е. равностос- 
ронний треугольцик. 

Обозначим. далее, через Ри О 
точки, симметричные точке { отно- 
сительно прямых АУ ин ВХ. Так как 
АУ и ВХ — биссектрисы углов АС 
и ВС, точка Р — принадлежит сто- 
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Рис. 5. 


роне АС треугольника АВС, а точка 
О — стороне ВС. 
Найдем величины углов РУХ, и 


@Х, У 1. Так как 2ХУ, =60° (угол рав- 
ностороннего треугольника), 2Х.В = 
= х.2и + Х.02 = 30° + (30°) 
(внешннй угол Д7Х,() и оХ\В = 


^^ 
=2хХ,В (эти углы симметричны отно- 
сительно прямой ВОИ),. 


^^ 
ОХ,У, = 360 — 60° -— (60° 5у)— 
— (60° + у) -= 180°— 2%. 
Точно так же доказывается и равен- 
ство РУ,Х, = 180° — 2%. 


йо ^^ ^^ 
Таким образом, РУХ, -= 9Х,У,: 
кроме — того, [РУ | = [7,2] 2 
= |2, |= [Х.©9] (первые два от- 
резка симметричны относительно пря- 
мой А(/, а два последних — относи- 
тельно прямой ВИ). Отсюда следует, 
что четырехугольник РУ,Х,@ явля- 
ется  равнобедренной — трапецией 
(с углами У, н Х», равными 180°—9%, 
н, значит, с углами Ри О, равными 
2%). 
`Опишем теперь окружность вок- 
руг трапеции РУ,Х,@. Так как 
хорды [РУ,|, [У.Х. Ги [Х,091| этой 
окружности  конгруэнтны, конгру- 
энтны и опирающиеся на эти хорды 


вписанные углы; поэтому РОУ, = 
^^ ^^ ^^ 
=У,РХ,=Х.РО--у..Но РС9=3\%; 
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поэтому описанная вокруг РУ, Х.Оок- 
ружность $ пройдет и через точку С. 
А теперь из конгруэнтности (стяги- 
ваемых конгруэнтнымн хордамн) дуг 
РУ,, У.Х, и Х,0 окружности $ 


^^ ^^ —^ 
следует,что РСУ,=У.СХ,=Х.С@9=у, 


откуда н вытекает — совпадение 
и с АЕ. 
Этим и завершается доказатель- 


ство теоремы Морлея. 
Доказательство вто- 
рое (вычислительное — оно близко к 
доказательству М. Сатьянараяна). Бу- 
—^ 


дем по-прежнему считать, что А =За, 


—\ —^ 

В = 3В, С — 3%; длины сторон ВС, 
СА и АВ треугольника АВС обо- 
значим через а, рис, а диаметр опи- 


санной около него окружности — 
через 4 (рнс. 6). 
Попытаемся вычислить длину 


|ХУ | = 2 стороны [ХУ| треуголь- 
ника ХУ2. Для этого мы найдем, 
прежде всего, отрезки |СХ] = т 
и СУ| = я; после этого |ХУ | мож- 
но будет найти по теореме косинусов 
из АСХУ. Для того же, чтобы вы- 
чнслить тои л, воспользуемся тео- 
ремой синусов. Применив эту теоре- 
му к ААУС со сторонами |АС]-Ь 
^^ —^ 
и [СУ | =ли угламя А =а, С =у 
м 

и У = 180° — < Ту == 180? — 

— (60*”— В) = 120 +В 
(здесь мы снова использовали очевид- 
ное равенство < - В т = 60°), по- 
лучнм 

п ь 
тя — зщ (10° - В) 


или 
п == фт а {51 (120° + В}. 


Но в силу той же теоремы синусов 
(которую мы теперь будем применять 
уже к «большому» ААВС) 


ст В =а 
или 
Ь —азт В = 45т 38. 
Поэтому 
п = ата т 3 В/зт (120° +В) == 
= ата зи ЗВузт (60° — В). 


Но (вот здесь придется немного за- 
пастись терпеннем!) 


$1п’ ЗВ = $11 (28 + В) = 
= $ 28 со$ В -- с05 28 зи В. = 
— 25т В со5?В - (1 — 2$126) зшВ = 
= 2зтВ (1 — зип) -- зт В — 25138 = 
— З;ш В — 438. 


Последнее выражение можио далее 


преобразовать так: 
зп 3 В = Зыт В — 451136 = 
= чзтв[-3- — зитев] = 
а Л в — 
= 49тв | (3) $11 в] 
— 4$т В[$112607 — $128] = 
= 451щВ ($1160° -+ $18) ($11607 — 
50° -Р 
2 


— $118) = 4518 - 251 х. 


60° — В 60° -В . 60°—В 
5 2с0$ и эт Г 
60° —- В 60-8 
с и — 


ЕЕ 
=". = 


х ©0$ 


= 4 т р2&п $ — 


60° — В 
2 
= 451 в т (607 + В} мт (60° —В). 
Подставляя это выражение для 
т 3В в формулу для п, получим 
п = 44 эта зт В зп (60° -+ В). 
Совершенно аналогично доказывает- 
ся, что , 
т = 44а зта зт В зт (60° -+ =). 
Применим теперь, как мы и собн- 
рались, теорему косннусов к АДСХУ: 
22 = |ХУР = т? -- п? — 2тпсозу:= 
— 16а а, зил? В [5112 (60° а) 
+-$12(60°-- В)-—2$1л(60° -+-0) х 
ь х $11(60° + В)со$ у]. 
Заметим теперь, что 
(60°) - (60° В) +у = 
—= 120?-Н(е Е В-Ну) = 120°+60°=180°; 
поэтому существует ЛЕРС с углами 
^ © ь ^ 
Е = 60° +о, РЕ = 60° {В и б-= 
= 1 (рнс. 7). 
Предположим, что диаметр 6 


описанной вокруг этого треугольни- 
ка окружностн равен 1. Тогда в силу 


х 25т 


с0$ 


Рис. 7, 


теоремы синусов стороны треуголь- 
ника будут равны 
г — |ЕРС| = 5т (60°-+-а), = |ЕС|= 
= эт (60° + В) ив = 1ЕЁ| = ту. 
Применив к этому ДЕЕС теорему 
косинусов, получаем, что 
512 (607`--а) -- чт (60°--В) — 
— 29 (60° а) (60° В) созу = 
= ее — 20$ ф = д* = мп? у. 
Таким образом, получаем, что 
2? = бат? Вт? у 
и, значит, 
2 = 4азт азт В мау. | 
Но выражения для длнн и = 
= |Хё|] их = |У2| отрезков ХЙ н 
УЁ получаются из выражения для 
длины 2 отрезка {ХУ] циклической 
перестановкой углов <, В и Т. А так 
‘как углы <, В и } входят в выражение 
для 2 симметрично, то х = 
= у = = 44 зт а эт В эту — и, 
значит, ДХУС со сторонами длин х, 
уу и г — равносторонний. 


Рикс. 8. 


Упражнения 


1. На рисунке 8 наряду с вер- 
шинами Х, У и 2 треугольника Морлея 
изображены также точки (, И и \ пересе- 
чения (АУ) н (ВХ) (эта точка имеется так- 
же на рисунке 5 — она играла большую 
роль в 1-м доказательстве теоремы Мор- 
лея); Аб н СХ: СУ н ВЕ. Докажите. что 
отрезки [Х\|, [УУ] н [0] пересекаются 
в одной точке 0. 

2. Докажите. что фигурнрующая в за- 
даче 1 точка О является центром правиль- 
ного треугольника Морлея ХУХ. 

3. Докажите, что 

а) отрезки [АЛ]. [ВУ] н [С2] (где 
ХУЕ — «треугольиик Морлея» для ЛАВС) 
пересскаются в одной точке ДА; 

6} прямые АМ, ВУ и СИ (рис. 8) пересе- 
каются н одной точке $: 

в) точки А, $ и точка О задачи | лежат на 
одиой прямой. — _ 

4. Пусть Х.У, 2 —- такие точки внутрн 
(произвольного) ЛАВС. что ВАР = САУ 
(=@а). СВХ = АВЕ (-В). ВСХ= АСУ Е. 
Докажите, что прямые АХ, ВУ, С2 пересе- 
каются в одной точке Ю (ср. с задачей За). 


5. Дополиите следующее «косвенное» до- 
казательство теоремы Морлея ддя треуголь- 
= 


‘ника АВС с углами А = 39. в= ЗВ в 


С == 3%. Пусть ХУХ — произвольный ‘рав- 
носторонний треугольник. На его сторонах 
постронм вне Л ЛУ равнобедренные тре- 
угольники ХУЙ. УД и 2ХУ (ср. рис. 8) 
< углами” ири основаниях [ХУ]. 1У2)н 
(2Х |. соответственно равными 60°—у, 60°—м 
и 60°—В. Обозначим, далее, точку пересече- 
ния прямых ИУ н УС через А; ОХ н №2 — 
через Ви УХ и МУ — через С. Докажите, 
что углы АВС равны 3х. ЗВ и 3} и что пря- 
мые АГи 42; ВЕ и ВХ; СХ и СУ являются 
трисектрисами этого треугольника. Это до- 
казательство мы назвали «косвенным», так 
как в нем исходный АД ААС стронтся по его 
«треугольннку Морлея» ХУЙ. 


6. Дополните следующее доказательство 


теоремы Морлея: пусть \ — такая точка 
о 1 ^ ^ 
внутри ААВС, что ИВА —_ АВС н ШСА 


3. 


1 
= -3_ АСВ . И пусть Х — центр винсан- 
иой окружности ^ ВС, а Ун 2 — такие 
точки отрезков [СМ], соответственно [В], 


что УХ = 2ХИ = 30° (при этом ДХУХ — 
равносторониий). Обозначим через О — 
центр (правильного) А ХУ, а через И и У 
точки пересечения прямых 20. соответствен- 
но УО. с прямыми ВХ н СХ. Наконец, через 
А’ обозначим точку пересечения прямых 
{У и УР. Докажите, что А” совпадает с А 
и что Л ХУ — атреугольник Морлея» для 
ДАВС. (Это доказательство теоремы Морлея 
принадлежит индусу К. Венкаташальенга- 
ру.) 

1. а} При каких утзах ДАВС пяти- 
угольник СРУХО (см. рне. 5) будет пра- 
вильным? 

6) Докажите, что еслн А АВС правиль- 
ный. то ломаная РУХО (см. рис. 5) может 
быть дополнена до правильного 9-угольника, 
Ра (5 которого противоположиа стороне 


8. Докажите сформулированное на стр. 
28 утверждение о 27 правильных треугольни- 
ках. образоваииых точкамн пересечения трн- 
сектрис внутренних и внешиих углов данно- 
го ЛАВС. 

9. Назовем миогоугольник А,А.А,...Ал 
мчогоугольником — Мордея, если, проведя 
«трисектрнсы» А,Х,, А.Х; А.Х» А.Х, 
АХ. АзХа: ..; АлХп, АА, ето углов 
(где луч А.А, ближе к стороне А: Ал. 
луч А.Х. ближе к А.А,. .... луч Ал Ап 
ближе к стороие А„Аз_и). мы придем к пра- 
вильиому миогоугольнику ХХ 2ДХз....Хи. Из 
теоремы Морлея следует, что каждый тре- 
угольник является многоугольником Морлея: 
очевидио также. что каждый правильный 
многоугольник — «морлеев» и что, скажем. 
инкакой отличный от квадрата прямоуголь- 
ник ие является многоугольником орлея 
(почему?). Можете ли вы указать хоть один 
«морлеев многоугольник». отличный от 
треугольника п от правильного миогоуголь- 
ника? 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основання журнала. Публн- 
куемые в нем зэдачи не 
стандартны, но для их ре- 
шення не требуется знаннй, 
выходящих за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы, Наиболее трудные за- 
дачн отмечены звездочкой. 
Решення задач нз этого но- 
мера можно присылать не по- 
зднее ! ноября 1978 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 2116, 
редакция журнала «Квант». 
После адреса на конверте 
напнишнте номера задач, ре- 
шення которых вы посыла- 
ете, например, «М518, М520» 
илн «$531». Решения за- 
дач по каждому нз предме- 
тов (математнке и физике), 
а также новые задачн прось- 
ба присылать в отдельных 
конвертах. Задачн из раз- 
ных номеров журнала присы- 
лайте также в разных кон- 
вертах. В письмо вложнте 
конверт с написанным на 
нем вашнм адресом ( в этом 
конверте вы получнте ре- 
зультаты проверки решеннй). 
Условня орнгннальных за- 
дач, предлагаемых для пуб- 
янкацни, присылайте в двух 
экземплярах вместе с ва- 
шнмн решеннями этнх задач 
(на конверте пометьте: «За- 
дачник «Кванта», новая за- 
дача по Физнке млн «... 
новая задача по матема- 
тнке»). После формулнровкн 
задачн мы обычно указыва- 
ем, кто предложил нам эту 
задачу. Разумеется, не все 
этн задачн публикуются впер- 
вые. В этом н следующнх но- 
мерах «Задачник «Кванта» 
составлен в осиозном из 
задач, предлагавшихся на 
ХИ Всесоюзной олимпнаде. 


задачник 


пбанта 


Задачи 
М516—М520; Ф528—Ф532 


М516. Три автомата печатают на карточках пары 
натуральных чисел. Автоматы работают следую- 
щим образом. Первый автомат, прочитав карточку 
(а; 6), выдает новую карточку (а--1; 6-1); вто- 
рой, прочитав карточку (а; 5), выдает карточку 


ь 
[3 =) (он работает только, когда а и 6 четные); 


третнй по двум карточкам (а; 6) и (5; с) выдает кар- 
точку (а; с). Кроме того, автоматы возвращают 
все прочитаниые карточки. 

Пусть первоначально имеется одна карточка 
с парой чисел (5; 19). Можно ли, используя авто- 
маты в любом порядке, получить карточку: 
а) (1;50)? 6) (1;100}? 

в) Пусть первоначально имеется одна карточ- 
ка (а; 5), а<ф, а мы хотим получить карточку 
(1; я). При каких п это можно сделать? (8—10 кл.) 


В. Гутенмахер 


М517. В окружность радиуса Ю вписан л-уголь- 
ник площади $. На каждой стороне л-угольника 
отмечено по точке. Докажите, что периметр п- 
угольника с вершинами в отмеченных точках не 
меньше 25/Ю. (8—9 кл.) 


В. Дубровский 


М518. Числа х\, х., ....Х,„ принадлежат отрезку 


[а; Ь], где 0<а<. Докажите неравенство 
1 1 ах. 
(+ х, +... а е Ай а, 5 
225 > 
С. Фомин 


М519. Даиы две кучки спичек. Вначале в одной 
кучке т спичек, в другой — л спичек, т>>л. Двое 
игроков по очереди берут из кучки спички. За один 
ход игрок берет из одной кучки любое (отличное 
от нуля) число спичек, кратное числу спичек в 


0 6 1 


2 


Вниманне! Срок присылкн 
решений задач нз «Задачин- 
ка «Кваита» № 6 (1978)—до 
} сеитября. 


другой кучке. Выигрывает игрок, взявший по- 
следнюю спичку в одион из кучек. 
а) Докажите, что если т>>2п, то игрок, делаю- 
щий первый ход, может обеспечить себе выигрыш. 
6) При каких а верно следующее утверждение: 
если т>>ап, то игрок, делающий первый ход, 
может обеспечить себе выигрыш? (9 кл.) 


А. Слинько 
М520. Рассмотрим последовательность чисел х„-= 


-=(1+У2 +-УЗ)". Каждое из них приводится к 
виду 


Ха — 9,2 У? +$„УЗ + ‹Уб, 


где д„, Г„, $, ; — целые числа. Найдите пределы 


: 5 Е { 
п бий 
п-+оЧп : п-+с д" ы п-о 3" я (10 кл.) 


И. Бернштейн 


Ф528. На рисунке 1 приведена зависимость тока 
через автомобильную лампочку от напряжения 
на ней. Лампочку подключают к источнику по- 
стоянного напряжения (/== 10 В последовательно с 
сопротивлением Ю=4 Ом. Определить мощность 
лампочки. (8 кл.) 


Ф529. Используя фотографию, сделанную для ре- 
кламного плаката (рис. 2), определите: 1) фокусное 
расстояиие объектива фотоаппарата; 2) на каком 
расстоянии от ладоней рук располагался объектив 
при фотографированни; 3) размер рыбы, пойман- 
ной рыбаком: 4} диаметр объектива (предполагая, 


Рис. 2. 


К Я что размытие деталей изображения на фотографии 
не превосходит 0,2 мм). Объектив фотоаппарата 
рассматривать как тонкую линзу. (10 кл.) 

Ф53З0. В схеме, приведенной на рисунке 3, &, >> &,. 
=, с 2. Определить заряд, который протечет через батарею 

сэ. д. с. & при замыкании ключа К, полагая, 
что внутренние сопротивления батарей н сопротив- 
ление катушки равны нулю. Диод считать ндеаль- 
ным (его прямое сопротивление равно нулю, обрат- 
к ное ‚— бесконечностн); конденсатор до замыкания 
ключа был ие заряжен. (10 кл.) 


$531. Гейзеры могут рассматриваться как большие 
подземиые резервуары, наполненные грунтовой 
водой и Подогреваемые земным теплом (рис. 4). 
Выход из них на поверхность Земли осуществля- 
ется через узкий канал, который в «спокойный» 
период практически полностью заполнен водой. 
Считая, что «активный» период наступает, когда 
закипает вода в подземном резервуаре, и что во 
время извержения канал заполнен только паром, 
который выбрасывается наружу, оценить, какую 
часть воды теряет резервуар гейзера во время одно- 
го извержения. Глубина канала й-=90 м; теплота 
испарения воды ^-2,26. 10° Дж/кг; теплоемкость 
воды с=4,2.10? Дж/кг-К). Зависимость давления 
насыщенного водяного пара от температуры прни- 


9 ведена на рисунке 5. (9 кл.) 
8 
7 \ 
6 $532. Маятник представляет собой легкий стер- 
5 жень длины / с грузом массы М на коние. К дру- 
4 гому концу стержня прикреплена легкая цилинл- 
. рическая втулка а с внутренним раднусом г, на- 
} детая на вращающуюся горизонтальную ось 6 
0 (рнс. 6). Коэффициент трения между втулкой и 
100 120 140 160 180 {°С — осью равен п. Определить угол отклонения стерж- 
Рис. 5. ня от вертикали в состоянии равновесня. (8 кл., 
10 кл.) 
5 
а 
№ 
1 
М 
Рис. 6. 
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М466. Среди 1977 монет 50 
фальцивых. Каждая — фаль- 
иивая монета отличается 
от насточщей на {г {в ту 
плы Фругую сторону). Име- 
ются чашечные весы со 
стрезкой. показывающей раз- 
ность масс одной п Фругой 
чашки. За одно взвешивание 
про одну выбранную монету 
нужно узнать. фальшивая 
она или настоящая. Как это 
сделать? 


№М467. Точки О и Е делят 
стороны АС и АВ правиль- 


ного трецгольника АВС в 
отношениях |АБ|: РС = 
= |ВЕ : ША| = 1:2. Пря- 
мые ВО и СЕ пересека- 


ются в точке О. Локажите, 
что угол АОС — прямой. 


№468. Точки А.В. Си 
алоскосние пюковы. что дая 
аюбой точки М этой плос- 
кости скагярные произьеде- 


ния векторов МА. МВ 


ны 
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й 


Решения задач 


М466—мМ469; Ф482—Ф486 


Пусть вообще имеется 2н--1 


монет, из которых 2 Фаль. 


шивых (< 1), иричем каждая фальшивая монета от- 


личается от настоящей на 


1 г (в ту или другую сто- 


рону). Пусть масса настоящей моиеты равна а граммов. 
Отложим одиу выбранную монету, а нз оставшихся 2п 


монет положим п моиет на 
нет — на вторую. Заметим, 
каждой чашке весов будет 
настоящих монет) на целое 
и чнсло фальшивых монет 


первую чашку весов и п мо- 
что при этом масса гирь на 
отличаться от ла (массы нп 
число той же четности, что 
на этой чашке весов. 


Если отложениая монета настоящая, то общее число 
фальшивых монет на чашках — 2 (четио), значит, число 


их на той и другой чашке 
следовательно, 


имеет одинаковую четиость, 


разность масс одной и другой чашки 


будет четна. Если выбранная монета — фальшивая, то 


число фальшивых мопет, 
нечетное — (2—1); тогда 


лежащих на чашках весов, 
нечетно и Цоказание весов. 


Итак, мы видим, что выбранная монета настоящая 
или фальшивая в зависимости от того, является показание 


весов четным Нли нечетиым. 


Ф 


Рассмотрим точку 
бе 1: ИЕ. !- 


Е 


на 


И. Клумова 


стороне ВС такую, ито 


Проведем отрезок АР. Треугольинк 


РФ — правильный (рис. И. Поэтому нам достаточно 
доказать. что величина угла АО равиа 30 градусам. 


Для этого. н свою очередь, 


нужно убедиться в том, что 


ЮР|-- МР| (поскольку АРО-==120°). Но |АР |-= |ВО |, 


поэтому остается проверить, 
в каком отиошении точки О 


В 


что |ОР |=: |ВО |. Выясним, 
и Р делят отрезок ВО. Про- 


Рнс. 


2. 


ведем прямые РЁ, и РЕ, параллельно СЁ и АЕ соответ- 


ственно (рис. 2). Ясно, что |АЕ, |: ЕЕ |--1:2. По- 
скольку |АЁ|: |ЕВ | 2:1. из этого следует, что 
Е.Е}: 8 |--4А:3. Зиачит, в 20}: |ВО |]. 4:3. Ана- 
логично можно убедиться. что |ВЕ]: ЕЕ, |--6: 1, от- 


куда |ВР |: ОР |--6:1. Следовательно, . ОР |: |ОР |: [ВО |== 


= 1:3:3. Отсюда |ВО0|- ЮР, м уход АОС — прямой. 


* 


„Л. „Гиманов 


Введем п плоскости прямоугольную снстему коордниат, 
ириняв за начало одну из данных точек, скажем. точку А. 
Пусть при этом точка 8 имеет координаты (6: 5,), точка 


— коордниаты (с: с.) и 
42) (рис. 3). 


точка В — коордниаты (4, 


` 


—+ — 
МС-МО не равны друг вру. 


25. _ Докажите, что АС 
==)В. Верно ли обратное 
утверждение? 
у 

В(5.:5.) 


№469. а) Уривнение х'--ах?.!- 


-Вх--с-0 имеет четыре 
различных ^ действительных 
корня. Докажите, что аё < 


<0. 

6) Уравнение о т 
бо а а Н ах 

о м сх 

—- а, -=0 имеет п различ 

ных действительных корней. 

Докажите, что а—цак+1< 


< 0. 


Пусть М — произвольная точка плоскости. (х: и) — 


— > —> 
се координаты. Тогда векторы МА, МВ, МС. МО имеют 
координаты (—х; —и), (6.—х; 6—9), (с—х; с»— и), (4.—х; 
4›—и) соответствеино. Равенство МА- МВ== МС: МВ за- 
пишется в координатах так: 
—х (в —х) — у (6 — у) = 

= (а — х)(@, —х) + (с. — 94, — у. 
или 


(и + & — Хх (ет 4. — Ш у= аа + с4.. (+) 
Утверждение «Оля любой точки М скалярные про- 


_——»+ —-— 

изведения МА- МВ и МС- МО не равны друг другу» озна- 
чает, что равенство (*), рассматриваемое как уравнение 
с двумя неизвестными х, у. ие имеет решений. Это возмож- 
но в том н только в том случае, если 


с, +4, — 6, =0, 
с. -- 4, —6, =0, 
с, + са, 3 0. 
Переписав первые два равенства в виде 
с =, — 4, 
[ =, — 4, 


—+ 
и заметив, что (21; с2) — коордннаты вектора АС. в (6, —4,; 
— 
Ь,—4.) — координаты вехтора РВ, мы убедимся, что эта 
— 
система равенств эквивалентна равенству векторов АСи ОВ. 
—--+ 
Условие 2@--с245530 означает, что АС. АР;0, то 


есть векторы АС и АВ ие являются взаимно перпеидику- 
лярными. 
Итак, условне «для любой точки М скалярные про- 


— —> = 
изведения МА. МВ и №МС-МО це равмы друг другу» 


— — = 
эквивалентио следующему: «АС=ОВ и АС- АБ 0». 
Если точки А, В, С, Р ие лежат на одной прямой, 
— 


— 
то равенство АС=ОВ означает, что четырехугольник 


— — 
АСВОЬ — параллелограмм. а неравеиство АС- АБС 
означает, что этот параллелограмм не является ирямоуголь- 
ИИКОМ . 


Ю. Ионин 
Ф 


Мы приведем для пунктов а} иб) различные доказательства. 
В основе обоих лежит следующее утверждение: если 
все корни многочлена действительны и различны, то все 
корми производной этого многочлена тоже действитезьны 
и различны. В самом деле, многочлен степени п это ие- 
прерывиая (и диффереицируемая) фуикция на прямой. 
Следовательно. в некоторой внутренией точке интервала, 
кояцами которого служат любые два соседиих корня ис- 
ходиога миогочлена, он принимает или максималь ное, 
или минимальное значение (рис. 4, а). В экстремальной 
точке пронзводизя многочлена обрашается в нуль. Та- 
ким образом, в любом интервале между любыми двумя 
соседнимн корнями многочлена имеется корень его про- 
изводной (рнс. 4. 6). Следовательно, пронзводная много- 
члена степенн п, у которого все корни действительны н 
различны. имеет ровно п—\ действительных корней, 
причем все они различны. 

а) Из доказанного утверждения следует, что уравне- 
ние 

4х -|- Зах? -- В =0 

нмеет три различных действительных корня: х, х› и 
хз. Поэтому 
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Рис. 4. 


4х3 + Зах? + — 4(х— х,) (х—х,) (х — хз) = 48 — 


— Ах, ха хз) м + 40 х. хх, ххх — Ак хохз- - 
Приравнивая соответствующие коэффициенты, полу- 
чаем 


3 
ххх: = АС 
жхо + хх, хх, = 0, 
\ 
Хихах: = — 4 [1] 


м Внета для многочленов третьей _степенн). 
ак как 2520, нз последнего уравиення`этой систёмы сле- 


1 1 
дует, что х, 30, х: 220, х, 0. Найдем сумму 22 + > 
1 2 


2: 
хз 

О А 

я р г ош (кхах,) 


(хиха  хах, Ч х,х,)? — 2х, хех, (х, + х, Нх,) | 
(ххх, 1 в 


| 1 1 
Ноу + 5 +5 >0; следовательио,-а5 < 0. 
х х х 
! 2 3 
`6) Здесь можно провести доказательство, используя 
схему пункта а). Мы же сейчас докажем более сильное 
утверждеине: если все корни многочлена 


Р (х) = вх" + вх"... ал, @0 ЭЕ 0, 


действительны и различны, то справедливы следующие не- 
равенства: 


3.1 — 1!) 

2 

а — 1—5) аа,>0. (о 
в -_ 

1 —@— Г 424" 0. 


Рассмотрим многочлен 
Г 
@ (9) = 9"р и = ао ау... Нади" "+ ау". 


Этот многочлен, а следовательио, его первая, вторая н 
следующие пронзводные (до (п—1)-й) ныеют только 
действительные корни. Рассмотрнм его (п — 2)-ю произ- 
водиую: 
9-2} (у) = (п —2)(п—3)....-4-3 тм — Пану 

+2 п — Пали 241-21. 


Поскольку корни этого квадратного трехчлена действитель- 
ны и различны. его дискримннаит положителеи, то есть 


4 (п — 1422, — 81 (п— Папа = 


2п 
=4(” — 1)? [4 а: ]|>° 


$482. Капля воды равномерно 
падает в воздухе. На сколько 
отличается радиус кривизны 
Ю!: ловерхности капли в ее 
верхней точке от радиуса 
кривизны Юз в нижней точке, 
если расстояние между этими 
точками равно Ц== 2. 0—3 м? 
Коэффициент поверхностно- 
20 пватяжения воды равен 
ю = 7-0-* Ним. 


откуда следует, что 


оп 
али — апп >0. (3) 


Таким образом, если все корни многочлена Р(х) дейстен- 
тельны и различны, то его коэффициенты @п_., @„_,, ал 
удовлетворяют неравенству (3). Запишем теперь (п—&— 
— 1-ю производную многочлена Р (х): 
РИ-Ц1 (х) =п(п—\).... (А + 2) х*й +11... 
(п-т ОмЫ—®)....-4-Зав ах 
- @—п—#&—1|)....-3-2-авх -- 
п &—ПИп—#—2)-....-2.1-адчт. 
Поскольку корнн многочлена Р\"-—1 (х} действитель- 


ны, применим к его трем последним коэффицнентам нера- 
венство (3); мы получны 


(+ п-Е-1 
а; Я и Як 1 +1>0. 


Тем самым мы доказали все неравенства системы (2}. Из 
неравенств (2) следуют такие неравенства: 


а? — а,@,>0, 
а? — аа, >0, 
а — @ь—1@к41>0, (4) 
@п—1 а’ _.@„>0 
В самом деле, 
(ОЕ и 
Е (п — #) >! 
поэтому если а —ак+,>0, то 
р ЕО -#+!) 
а — Чак: >> а мех м ак—завк+1>0; 


если же @/—19,+: < 0, то неравенства (4) очевидны. 
Положив в &-м неравенстве снстемы (4) коэффициент 
ав = 0, получим утверждение пункта 6) нашей задачи. 


В. Вавилов 
Ф 


Обозначим ру атмосферное давление, р — давление в верх- 
ией точке падающей капли. Так как разность давленнй 
внутрн и снаружн сферической капли раднуса А равна 


—в, для верхией точки 


24 
Р: — Ро = А: * (°) 


В ннжней точке капли давление равно р, -|-- реа. Следова- 
тельно, 


25 
ра - РЕЗ — р; = В, * (+) 
Из двух равенств (+) н (+®) получаем 
1 1 К, кт К. 
реа — 25 ВЮ. и = 2 ЮВ. ы 


Так как размеры капли малы (4 -= 2 мм), то радиусы кри- 
визны Е, н А мало отличаются друг от друга. Поэтому в 


9 


$Ф483- С каким гаризокталь- 
ным ускорением должен дзи- 
гаться клин с углом © (рис. 5). 
чтобы лежищий на нем груз 
поднимался вверх. если ко- 


эффициент трения между 
грузом п клином равен р? 


Ф484. Внутри диэлектриче- 
ского шара раднуса Во. рав- 
номерно заряженного с 0бъ- 
емной паотностью р. на- 
ходится зиземленная ме- 
таллическая сфера радиуса г 
(рис. 6). Найдите зависимость 
потенциала — злектростаптиш- 
ческого поля этой системы 
от расстояния 90 центра 
сферы. 


Рнс. 6. 


40 


знаменателе последней формулы можно положить 


а 
Ю =К. = —5`` В результате получим 


аз 
К —КЮ. = 0, 14 мм. 
И. Слободецкий 


хФ 


= 
Очевидно, что ускорение а клина направлено влево (в 
противном случае груз соскальзывал бы к клина. а не 
поднимался по нему). 

Рассмотрим силы, действующие на груз. Это—снла тя- 


жесты тр, сила нормальной релкцни ^№ и сила трения 
— — 
Рер такая, что | =н [Хх в 
Запишем уравнения движения груза в проекциях на оси 
Х нУ. Чтобы груз поднимался вверх по клину, проекция 
ускорения груза на 0сь Х должна быть меньше или рав- 
на соответствующей проекции ускорения клнна. С учетом 
второго закона Ньютона получим 
к [| Е тя | зто, [г 
ка | соз (1) 
т 
Проекция ускорення груза на ось У такая же, как 
у клина (груз не отрывается от клина): 


ГУ | м[е[соза = 
в И [а | на - (2) 


Решая (1) и (2) совместно, найдем 


Е $т < -| И с0$ © | 
[2 > с05а— зто 181 


$Ф 


Согласно прииципу суперпозиции, напряженность электро- 
статического поля системы равна сумме нанряженностей 
полей, создаваемых зарядамн шара и сферы. Аналогнчно 
и потенциал поля в каждой точке равен сумме потенцна- 
лов Полей зарядов сферы ин шара. 

Обозначим заряд заземленной металлической сферы 
через 9 (позже найдем его значение); очевидно, что 9< 0. 
Этот заряд вне сферы (прн А-> г) создает поле такое же. 
как точечный заряд 4, ‚помещенный в центр сферы: про- 


екция напряженностн Е на выбранное направление от 
центра Е ==. Виутри сферы (при Ю<.г) ноля нет: 
С] 


Е-—0. График завнснмости Е от В для поля заряженной 
сферы показан на рисунке 7 синей линней. 
Потенинал < этого поля ине сферы меняется по за- 


й 


кону Ф = зат, а внутри сферы — равен потенциалу 


у 9 
оверхнос В 
поверхности сферы: ф ЛЕГ 
линией нзображен график завнсимости ф от К. 
Равномерно заряженный шар вие себя (прн Ю > Ко) 
создает поле такое же. как точецный заряд, равный за- 


На рисунке 8 синей 


4 3 
ряду шара @ = -5_ лоКо ‚ находящийся в его центре: Е = 


[0] рю 


Че, = 3ё 82. Вкутри шара на расстоянии в В 
Лео 8 


Рис. 7. 
ф 
Я В 
Рис. 8. 
$485. Чему равен период 
малых колебаний четырех 
одинаково заряженных тел, 


связанных одинаковыми ни- 

тями длины { так. как по- 

казано на рисунке 9? На ри- 

сунке стрелками указаны на- 

правления движения тед при 

колебаниях в один и тот же 

момент времени. Масса и 

заряд каждого тела равны ` 
соответственно т и 4- 


от его цеитра поле создается только тем зарядом, 
которым обладает шар радиуса А (инкакой заряженный 


4 
слой не создает поля внутри себя). Этот заряд О,==-5- прЕЗ 


3 
9, А РК 
315 Зв 
График зависнмости ЕЁ от А для поля заряжениого шаря 
показан на рнсуике 7 черной линней. 


Потенцнал поля заряженного шара вие шара равен по- 
тенциалу поля точечного заряда {@). номещенного в центр 


создает поле с капряженкостью Е == 


шара: ф = > 55 И | 
| ба 4ле, К Зе, Ю у а 
2 
Аб 
На поверхности шара 4 = Зе а по мере прнблнжения 
Ро 
к центру шара нотенциал растет: добавляется  рабо- 
та. совершаемая электрическим полем по  перенесе- 
нню единичного заряда из рассматрнваемой точки вну- 


три шара на его поверхность. Эта работа равна средней 

напряженности поля на рассматриваемом участке, умножен- 

ной на перемещение еднничного заряда. Поскольку внутрн 

шара напряженность меняется линейно, 

Ев-+ Ев _ (К. №) 
2 бе 

Тогда потенциал поля внутри шара равен 


_ РК р82 ы. р( 6 — &) в 


=. Зе бе 


Еср = 


-- Еср(Кь — К) = 


(39: — Е:) 


6=, 


Соответствующий графнк показан на рисунке 8 черной линней 

Даля того чтобы построить график зависимостн потен- 
циала ф поля системы от Ю. надо сложить графики, по- 
строенные отдельно для полей сферы и шара. На рнсуике 
8 результирующий графнк показан красной линией. 

Осталось иайтН величниу 9 заряда на сфере. Так как 
сфера заземлена, ее нотенцнал равен пулю. Это означает, 
что на поверхности сферы. при А: г, потенциал поля ск- 
стемы равен нулю: 


[ в _ в(Ю0—/) 
4леьг За бе а 
Отсюда 
7 э ы 
а= — и прг (ЗК — 7). 
_Ф 


Рассмотрим простейший пружинный маятник: груз массы 
М, скрепленный с пружиной жесткости А. При колеба- 
ниях такого маятника выполняется закон сохранения 


энергии: 
Мо? Ех? 
в: >= с0п51, {1} 
= - . 
где о — скорость, а х — смещение груза. Пернод таких 
колебаннй 


{2} 


Т= 2 и. 


Сравннвая выражения (1) и (2). нетрудно заметить, что 
под квадратным корнем стонт отн шение коэффициен тов 
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при квадрате скоростн н квадрате смещення груза. Вос- 
пользуемся этнм для нахождения периода колебаний 
снстемы, изображенной на рисунке 9. 


—> > 
Обозначим через и ни -——0 скоростн удаляющихся друг 
=> => 


от друга зарядов, а через и и— и —скоростн приближа- 
ющихся друг к другу зарядов. Так как нить нерастяжнма, 
для проекций скоростей на ннть выполняется равенство: 


ро | соза = [1 | па, или Ри |= | сша. 


При малых смещениях зарядов от положения равнове- 


сия Угол © яз 45°, 4 @== 1, поэтому | и | == | и|. Так что 
кннетнческая энергня снстемы равна 


02 З 
ати. 


Потенцнальная энергия снстемы равна работе, которую 
необходимо затратнть для создання системы, то есть для 


перенесення зарядов 9 из бесконечности в данные положе- 
НИЯ. 


Пусть заряды / н 3 смещены от положення равно- 
весня на малое расстояние х (рнс. 10). При этом заряды 
2 н $4 смещены иа расстояние и такое, что 


1 2 { о 
(ба) (уз) =” 
{поскольку длина ннти { не нзменяется). 


Прн перенесении первого заряда работа не совершает- 
ся, так как электрического поля нет; прн неремещенни 
второго заряда в поле первого совершается работа 


4? 
А: = 4леи ы 


Для внесення третьего заряда протнв поля, созданного пер- 
выми двумя зарядамн, надо совершить работу 


* 4 
н прн внесении Чехвертого заряда совершается работа 
49° 4" 
4па (И 21 24) 
Таким образом, потенциальная энергия системы равна 


Аз = 


РЕ НЫ 1 ^ 
А: -- А. А ле и РЯ лев 
{здесь мы воспользовались связью между х н у, задавае- 
мой формулой (З))- ь 
Полная энергня системы складывается нз кннетнческой 


и потенциальной энерсий и с течением времени не изме- 
няется: 


® 
> 


ТА == Не | РЕ. сопЯ 

2 == = $. 
мы. ( УЕ) `2И2льв 
Перенося постоянные слагаемые в правую часть равенства, 
получнм 

392х? 
то = ——. = сопЯ. (4) 
ыы 2 2 пе 


39? 
= и — РЕ к, 
Еслн ввестн обозначения 4щ = М Уз лес! 


Ф486. На рисунке 11 изобра- 
жена схема ^ масс-спектро- 
метра. В ионизаторе А об- 


разуются ионы, которые ус- ` 


коряются напряжением И= 
=1!0 ^В и входят через 
щель С в маснитное поле с 


индухцией В —=0,1 Т. Пос- 
ле поворота ионы попадают 
на фотографическую  плас- 
тинку Р и вызывают ве по- 
чернение. На каком рассто- 
янии друг от друга будут 
находиться на пластинке по- 
лосы ионов Н+, 2Н+, ЗН+, 
Не+? Какова должна быть 
ширина щелис:чтобы полосы 
ионов 180+ и 1М№+ разде- 
лились? 1 


выражения (4) н (1} совпадут. Это означает, что мы свелн 
колебания системы к колебанням пружинного маятника. 
Следовательно, пернод колебаний системы равен 


Т=2 Ум -4 — И. 
- 


Ускоряясь электрическим полем, ноны приобретают кн- 
нетнческую энерсию 


тя 
р — 40, 


где т — масса иона н 9 — его заряд. Следовательно, в 
камеру масс-спектрометра ионы попадают со скоростью 


- И 


В этой камере на ноны действует снла Лоренца 


-х = —> 

= ЮИВЮ, 
благодаря чему ионы двнжутся по окружностн радиуса 
К. Согласно второму закону Ньютона 


с? 
в = [21 Г]. 


откуда 
р т] == И 2т0 
В [81 Ч. 


Ионы одного сорта собнраются на фотопластнике на 


_ расстоянин #=2Ю от щели. Расстояние между следами но- 


нов с одинаковыми зарядами 9, но разнымн массами т; 
н ла, равно 


и: №. 2 т.— т!) 
мыза — 5 У ЗСУ я; Уж) 


Чак, для ионов И+ и ЗН+ 
2 


ГЕ ту 2 (Уз —У тр } 20,12 м, 


где я 1,6:10—№ Кл—заряд одновалентных ионов, тр = 
т 


& = 


= 1,67.10-11 кг — масса протона. 
Для ионов ЗН+ и ЗН+ 


2 С м: 
м = т И (Изя, -— И2т„) ==0,09м, 
а для ЗН+ нк Не+ 
2 р 
М = Я] У ут; — УЗяр) == 0,08 м. 


Очевихно, что следы ионов наФотопластнике не будут 
перекрываться, еслн ширина щелн 4 будет меньше 4. 
В частностн, для нонов 180+ н 2 М№+ - 


Л =. 
а< 18 у (У1бт» — У 15тр) к=0,04 м. 


И. Слободецкий 
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С. Фомин 


Билеты 
И ЯЩИКИ 


В этой заметке решается задача, предла- 
гавшая в 1977 году на втором (нсследова- 
тельском) туре ХТ Всесоюзной олныпнады 
по математнке. Эта задача была помещена в 
«Задачнике «Кванта» («Квант», 1977, № 9, 
№465). Напомним ее формулировку. 
Имеется тысяча билетов с номерами 
000, 001, ..., 999 и сто ящиков с но- 
мерами 00, 01, ..., 99. Билет разре- 
шается опускать в ящик, если номер 
ящика можно полунить из номера 
этого билета вычеркиванием одкой из 
цифр. Докажите, что 

а) можно разложить все билеты в 
50 ящиков; 

6) нельзя разложить все билеты 
менее чем в 40 ящиков; 

в) нельзя разложить все билеты ме- 
нее чем в 50 ящиков. 

Пусть вообще имеется 10* биле- 
тов с Ё-значными номерами от 00...0 
до 99...9. Билет разрешается опу- 


{0,0,7} 
{0,1,6} 
{0.2.5} 
$1: 1. 5 
{0.3.4} 
41.2,4} 
{1,3, 3} 
{2.2,33 


Е(3,7)= 7 


скать в ящик, номер которого можно 
получить из номера этого билета вы- 
черкиванием некоторых #Е—2 цифр. 

г) Докажите, что при Е = 4 все 
10 000 четырехзначных билетов мож- 
но разложить по 34 ящикам. 

9} Найдите минимальное  коли- 
чество ящиков, в которые можно раз- 
ложить К-значные билеты. Попробуй- 
те решить эту задачу для В = 
=: 4, 5, 6, . 


1. Функция Р (А, №) 


Начнем с вопроса, на первый взгляд, 
не связанного с нашей задачей. 

Пусть Аи М — два натуральных 
числа. Рассмотрим всевозможные на- 
боры из # целых неотрицательных 
чисел, сумма которых равна №. Для 
каждого такого набора найдем сум- 
му квадратов входящих в него чисел 
(рис. 1). Наименьышую из этих сумм 
обозначим Р(Ё, М). Пусть она соот- 
ветствует набору А = {аи, а.,..., @ь]. 

Лемма. Каждые два числа, вхо- 
дящих в набор А, отличаются не бо- 
лее чем на 1. 

Доказательство. —Пред- 
положим противное. Пусть, скажем, 
а, > а, + 1. Рассмотрим набор 
А’ = (а + Та. — 1,а,»....@в}. 
Поскольку 
(а, + 12+ @,— 1 = 

2 2 р 2 ? 

=а + а2 —2 (а. —а—1)<а! + аз, 

сумма квадратов чисел, входящих в 

иабор А’, меньше аналогичной сум- 

мы для А. Полученное противоречие 
доказывает лемму. 

Теперь повятно, как вычислять 
ЕЕ, №). Нужно разделить № на # с 
остатком и подобрать Ё чисел так, 
чтобы каждое из них было либо равно 
частному, либо на 1 болыше его, а 
сумма этих чисел была бы равна М. 

На рисунке 2 приведена таблица 
значений функции Р (А, №) для не- 
больших и М 

Какова «геометрическая» интер- 
претация Ё (&, №)? Пусть для про- 
стоты # — 3. Тогда задачу нахожде- 
ния Р (в, №} можно воспринимать 
следующим образом: найти в тре- 
угольнике АВС, задаваемом в про- 
странстве уравнением х;, + х. + 
+ хз = М и неравенствами х, > 0, 


25 17 23 
32 22 16 
ат 22 
50 34 26 


$ 


— 
< 
юхчеосьъх < 


—& 
5 
[>] 


Хх РО, 20 рис. 3), точку М 
с целыми координатами, наименее уда- 
ленную от начала координат О (ин- 
тересующая нас сумма квадратов 
есть не что иное, как квадрат рас- 
стояния от точки О до М). Естест- 
венно, что нужно взять эту точку ио- 
ближе к оспованию перпендикуляра, 
опущенного из О на плоскость тре- 
угольника АВС, то есть к точке 


За, ПИ 
Для А >> 3 аналогичные рассуж- 
дения возможны с привлечением поня- 
тия Ё-мерного пространства. 
Рассмотрим еще одну интерпрета- 
цию Ё (4, М). Пусть для простоты 
К = 2. Тогда рассматриваемые набо- 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


ры имеют вид а, № аа — целое 
неотрицательное), н перед нами стоит 
задача нахождения минимума функ- 
цин х—х? + (№—х)?, задавной на 
множестве целых чисел из интервала 
10, №1. Эта функция — квадратный 
трехчлен; минимум достигается в точ- 


кех = >. Поэтому Е (2, №) равно 


М- 2 | 
о —=— в зависимости от 


четности № (рис. 4). 

Для > 2 нужно рассматривать 
соответствующую функцию А — 1 пе- 
ременных и находить ее мннимум. 


2. Решение задач а) и в) 


Расположим все ящикн в виде квадра- 
та 10Ж10, как показано на рисунке 
5, а. На рисунке 5, б этот квадрат 
@, нарисован в привычном для нас 
внде; будем считать, что каждая его 
клетка — это ящик с соответствую- 
щим номером. Строчки и столбцы 
этого квадрата пронумеруем цифрами 
от 1 до 9. Поскольку все цифры в усло- 
внн задачи равноправны, строчки 
и столбиы квадрата @, можно пере- 
ставлять. 

Нам нужио выбрать некоторое 
количество ящиков ин разложить все 
билеты в эти ящики. Договоримся 
клетки, соответствующие = выбран- 
ным ящикам, закрашивать в О.. 
Пусть минимальное количество кле- 


и Е = 
“р. : 
1 
[0-2 : 
. Е й С 5 
ы = 5 
а = Са 
юр [#7 [Из 


Рис. 5. 


ток. а именно ло, закрашено в нуле- 
вой строчке; можно считать, что это 
первые п клеток строчки. Раесмот- 
рим теперь квадрат @,, нолучакиций- 
ся нз О, вычеркиваннем первых л, 
строчек и нервых л „ столбнов (рис. 6). 
Покажем, что все клетки ©, должны 
быть закрашены. Для этого возьмем 
ящики с номером ху, где х 2 Пь 
уп. В него обязателыю попадает 
билет Оху: его нельзя положить 
в ящики Ох ин Оу, так как соответст- 
вующне клетки ие  закрашены. 
Значит, клетка © номером ху должна 
быть закрашена для всех хеП., 
УРП)ь- 

Посчитаем, сколько же всего кле- 
ток закрашепно в нашем квадрате @.- 
В каждой строчке прямоугольника 
Пь (см. рис. 6) закрашено по край- 
ней мере п, клеток. В 9, закрашены 
все (10 —л.)? клеток. Таким образом, 
в О, закрашено по крайней мере 
п (Ю— а)? клеток. Наименыная 
из этих сумм равна Р{2. 10) 50. 
Так что, во всяком случае, в (,„ за- 
крашено не менсе 50 клеток. С другой 
сторовы, пятидесяти ящиков © номе- 
рами, вынисанными на рисунке 7, 
достаточно: вычеркнув в иомере каж- 
дого билета цифру так, чтобы остава- 
лись две цифры одинаковой четности, 
мы поместим этот билет в соответст- 
вующий ящик. Эти два соображения 
завершают решение нунктов а) и в) 
задачи. 


3. Решение задачи д) 


Пусть тецнерь билеты А-значные. Бу- 
дем считать, что у нас не 10 цифр, а 
№ где № — некоторое произвольное 
натуральное чнело (так, как если бы У 
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Рис, 6. 


нас была 
счисления). 
Строчки квадрата @, занумеруем 
тенерь числами от 0 до М—1; таким 
образом, в ©, всего № клеток. 
По-прежнему будем считать, что в 
нулевой строчке — п, закрашенных 
клеток, а в любой другой строчке — 
не меньше, чем п,. Аналогично по- 
строим квадрат О,. Поступим < 0, 
так же, как мы поступали с О., — 
выберем в нем строчку, в которой 
меньше всего закрашенных клеток 
{пусть это его первая строчка, т. е. 
строчка с номером п, в нсходном 
квадрате), обозначим количество за- 
крашенных клеток в ней через п, и, 
выкинув из О, первые и, строчек п 
столбцов, получим квадрат @,. С ним 
поступим Так же, и т. д., до квадра- 
та @,_. (рис. 8). Прямоугольиики, 
аналогичные П., обозначим через 


иринята №-ичная система 


Рис. 7. 


П:, П». Пу, .... В каждом прямоуголь- 
нике Л/; ровно л; строк, в каждой из ко- 
торых закрашено по крайней мере п; 
клеток, так что в ©. во всяком случае 
закрашено из + п! +... + п? _ зклеток. 
Введем обозначения: ть = по, т, == 
— По 2 ла, т, = поп. ль, ... (см. 
рис. 8). Рассмотрим билет с номером 
[От отт ... тихи, где хи у 
некне две «цифры», не меньще, чем 
ть-з (То есть ящик с номером ху 
«расположен» в @,_,). Легко видеть, 
что этот билет можно положить только 
в ящик с иомером ху. Поскольку хин 
у были выбраны в @,_, произвольно, 
мы получаем, что все клетки квадрата 
Ч», закрашены (их п?_, тю Итак, 


мы нмеем по крайней мере пол? 1-.. 


ив 3+1 —2 закрашенных . 
ток. Заметим теперь, чтоп, + пл, + 
- ... + Л ла = М, и о пото- 
му закрашенных клеток не меньше, 
чем ЕР (2—1, М). 

Осталось показать, что можно обой- 
тись ровно Р (А—1, №) ящиками. 
Пусть сумма Р(А—1, М) ЕВ. 
ет набору (41, @;,.... @к-а|. 
Разобьем наши № цнфр на Г групп: 
в первой группе а, «инфр», во вто- 
рой — а; «цифр», ит. д. 

Рассмотрим все ящики с иомера- 

ми, обе «цифры» которых попали в 
одиу группу. Их как раз 
а аз... аи = Е 1, М, 
и каждый билет можно положить 
в один из этих ящиков, поскольку 
среди А «цифр» билета найдутся две 
«цифры» из одной группы. 

Для М. 10 соответствующие зна- 
чения Р (А—1, 10) приведены в таб- 
лице има рисунке 2. 


Задачи наших читателей 


1. Доказать, что 


и 
а) $ = + 3 + га 


(Ярославская обл.) 


2. Пусть в треугольнике 
АВС сторона АС — са- 
мая длинная или самая 
короткая. Доказать, что 
тогда найдется Е 
ное число х такое, 

мС]“= ВСР. ММВ. 

«Лемешев 
те Омск) 


3. Существует ли нату- 
ральное чнсло, квадрат кото- 
рого равен сумме квадратов 
1000 последовательных на- 
туральных чисел? 


вы. Доказать, что уравне- 


ме --2)3-- 
кх — , на 


не а ` целочисленных ре- 
шений. 

И. Черепинский 

(г. Черкассы) 


5. Дан отрезок АРн 
точка Н. принадлежащая 
этому отрезку, 

МН : [95 |=4: 

стронть т АВС 
так. чтобы отрезок АБ был 
его высотой, точка Я — ор- 
тоцентром, а радиус окруж- 
ности, описанной около тре- 
угольника АВС, был равен 


треугольннк 
АВС, `(А51 — его меднана, 
АМ 


2:3, Е1АВ)}, 
АМ]: [МВ |= ы 3. Найти 
отношение площадей ме 
угольннков АММ№ н С 
А. Пуляев 
(г. Донецк) 
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Астрохомическая страница 


ПОЛНОЕ ЛУННОЕ ЗАТМЕНИЕ 


16 сентября 1978 года произойдет ‘полное лунное затмение. Это затменне будет хо- 
рошо видно почти на всей территорнн Советского Союза кроме Чукотского полу- 
острова. Во время затмення Луна будет находнться в созвездии Рыб вблизн его гра- 
ницы с созвезднем Водолея п пройдет сквозь северную зону земной тенн. 

Ниже приводятся обстоятельства затмення по ‘московскому временн Ты н геогра- 


фическая долгота А. где в эти моменты Луна будет наблюдаться в верхией кульми- 
иации 


Явление Ты А 
начало частного затмения 2020“ 97°39° 
начало полного затмення 21ч24м 82-10’ 
середина затмения 22ч04ч 72°37' 
конец полного затмения 2оча4ы 63200" 
конец частного затмення 23ч48ы 47246’ 


Общая продолжительность затмения составнт 3 часа 28 минут. а полного затме- 
ния — 1 час 20 мииут. Наиболыная фаза полного затмения Ф» = 1,33. 

Наблюдать лунное затмение можно в любой оптический инструмент и невоору: 
женным глазом. При наблюденнях в небольшой школьный телескоп нли а бинокль 
полезно отмечать по вызеренным часам моменты зременн, в которые земная тень ка- 
сается края лунного ‘днска н крупных лунных кратеров (расположенне нх указано в 
щкольном учебнике по астрономии). Обратнте внимание на изменение ивета участков 
лунной поверхности на протяжении затмения 

'меющие фотографировать могут заснять на цветную фотопленку различные фазы 
затмення. Для этого нужно прнкрепить фотоаппарат со снятым объектнвом к иколь- 
ному телескопу-рефрактору- 

Результаты ваших иаблюдений присылайте во Всесоюзное астрономо-геодезиче- 
ское общество по адресу: Москва К-9. аб/я 918, Астрономическая секция ВАГО. 


ВОЗМОЖЕН ЗВЕЗДНЫЙ ДОЖДЬ 


Вокруг Солнца движется миожество метеорных потоков. порожденных  кометамн. 
Когда Земля встречается с обнльным метеорным потоком, мнриады мельчайших час- 
тнц обрушнваются на нее, вспыхнвают в земной атмосфере, н с Землн наблюдается 
великоленное зрелнше — метеорный дождь. который называют еще звездным дождем. 
Тысячи и десятки тысяч блестящих метеоров «вылетают» из сравнительно небольшо- 
го участка неба. 

По теоретическим расчетам известного советского исследователя комет Ю. В. Ев- 
докнмова 9 октября 1978 года возможно сближение Земли с илотной частью метеор- 
ного потока Драконид, иаэванного так потому. что вспышжи метеоров этого потока 
происходят на фоне созвездия Дракока. Весьма вероятно. что в ночь с 8 на 9 ожтября 
нли в ночь с 9 на 10 октября будет звездный лождь Драконид, наблюдать который 
в высчшей степенн интересно. 

Самые простые наблюдення звездного дождя могут быть проведены невооружен- 
ным глазом. Они состоят за подсчете метеорных вспышек в выбранном небольшом 
участке неба за равные промежутки временн длительностью 5—10 мннут. Такие наб- 
людення полезно проводить группамн из 4—5 человек, каждый из которых следнт за 
своим выбранным участком. 

Главное внимание прн наблюденнях должно быть уделено области неба вокруг 
звезды $ Дракона, которая находится между Трапецней нз звезд у, В, Ё п у Дракона 
(Голова Дракона) и Полярной звездой. 

Даже те простые наблюдення. которые мы описалн. имеют большое значение в 
нзученни ‘метеорных потоков. Результаты вашнх наблюдений (с указанием участка 
неба, в котором онн проводнлнсь, временин начала наблюденнй. длнтёльностн проме- 
жутков временн, п течение которых велся счет, ннтервалов между этнмн промежут- 
ками} присылайте, пожалуйста. в Астрономическую секцию ВАГО. 


М Дагаев 


«Кванти для младших школьников 


Это стихотворение-загад- 
ку прислал нам А. Стариков 
из Кривого Рога. Прочитай- 
те его и постарайтесь по- 
нять, почему девочка оказа- 
лась такой иеобыкиовенной. 


\ 


7 


НАЯ ДЕ 


ВОЧКА 


Ей было тысяча сто лет, 
Она в сто первый класс ходнла, 


| 4 
МЕОБЫК О 


В портфеле по сто кннг носнла — 

Все это правда, а не бред. 

Когда, пыля десятком ног, 

Она шагала по дороге, ° 

За ней всегда бежал шеиок < 
С одним хвостом, зато стоногний. 

Она ловнла каждый звук ь 


Своимн десятью ушамн, 
И десять загорелых рук 


Портфель н поводок держали. $ 
И десять темино-симих глаз / 
Рассматривали мнр прнвычно... 
. 
} 


Но станет все совсем обычным. 
Когда поймете наш рассказ. 
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Ю. Данилов 


Стомахнон по праву может 
считаться патриархом —0б- 
ширного семейства  игр-го- 
ловоломок на составление 
различиых фигур из частей 
особым образом  разрезан- 
иой исходной фигуры: его 
возраст превышает два ты- 
сячелетия. Выдержавший 
проверку временем. древний. 
но ие «одряхлевший», сто- 
махион, несомивино,  при- 
маллежнт к числу классиче- 
ских головоломок. 


Приступим к игре 


На рисунке | приведен раскрой нан- 
более часто встречающейся = «заго- 
товки» для игры в стомахиой — пря- 
моугольника АВСР с соотношением 
сторон 1:2. Вместо такого прямо- 
угольника нногда берут квадрат и да- 
же произвольный параллелограмм. 
Способ разбиения исходной фигуры 
во всех случаях остается одннаковым. 


Пуси, АВОСЬ произвольный  парал 
лелограмм. Ён Е — середины сторон 10 н 
ВС. Проведя отрезок ЕЁ. разобьем исходный 
параллелограмм на пираллелограммы ЛВЕЕ 
ин РЕСО. Проведем днагонали АС. ВЕ н 
ЕС. Пусть С и Ю- точки пересечения диз- 
гонали АС с диагональю ВЕ и отрезком ЕЁ. 
Через середниу С отрезка ВЕ и проведем 
прямую. параллелникую стороне АВ исходно- 
то параллелюграмма. до пересечения © днаго- 
налью ВЕ и точке Н и отрезок СК прямой 
СА (К — точка пересечения прямой СА н 
диагонали ВЁ). Наконец, соединив отрезком 
прямой вершину В с серединой М отрезка 
я. мы разобьем израллелограмм АВЕЕ из 
7 частей. 

Пусть Хи О середины отрезкои СО и 
ЕС. Проведем отрезки ОХ п ОЁ. Пусть О 
точка пересечения отрезка ОЁ с днагонамью 
АС. н Р— точка исресечения прямой ВО со 
стороной СВ исходного параллелограмма. 
Прем отрезок ОР. Параллелограмм 
ЕЕСО тоже оказался разделениым па семь 
частей. 

Таким образом, меходный 
грамм АВСР разбит на 14 частей. 


При составлении новых фигур ча- 
сти исходной фигуры можно перевора- 
чивать «лицевой» стороной вниз. Не- 


нараллело- 


обходнмо лини» следить за тем, чтобы 
составленная фигура содержала пол- 
ный набор деталей стомахнона — все 
его 14 частей. С соблюдением этого 
непременного правила составлены фи- 
гурки, нзображенные на рисунках 
2—4. Овладев секретами «стомахион- 
ной мозаики» (разгадав, как устрое- 
ны эти фигурки). вы научитесь со- 
ставлять и свои собственные компо- 
зиции. 


Немного истории 


Среди геометрических головоломок 
стомахион выделяется не только поч- 
тенным возрастом, но и своим проис- 
хождением. 

Игра «стомахион» была известиа 
еще до нашей эры. Уиоминание о ней 
мы находим также в трудах некото- 
рых римских авторов 1У—УП веков. 
Создателем стомахиона считали Ар- 
хнмеда, однако долгое время ннка- 
ких документальных подтверждений 
найти не удавалось. 

В 1899 году швейцарский историк 
Генрих Зютер обнаружил в кингохра- 
нилищах Берлина н Кембриджа араб- 
скую рукопись с фрагментами сочн- 
нения, озаглавленного «Книга Ар- 
химеда о разбиении фигуры стомахио- 
на на 14 частей, находящихся к ней 
Вы- 


в рациональных отвошениях». 


сказывались сомнения в принадлеж- 
ности этого сочинения Архимеду. Од- 
нако все сомнения рухнули, когда нз- 
вестный датскнй историк математикн 
И. Гейберг обнаружил древнегрече- 
ский оригинал некоторых фрагмен- 
тов сочинения Архимеда, причем со- 
вершня свое открытие, ие выходя из 
кабинета. 

Внимание  Гейберга привлекла 
опубликованная в 4-м томе (за 1899 
год) каталогов Иерусалимской библио- 
теки заметка приват-доцента Петер- 
бургского уннверситета  Пападону- 
ло-Керамевса об одной рукописи нз 
константинопольского монастыря св. 
Успения. Болышая часть рукописи 
представляла собой так называемый 
палнмипсест, то есть была написана на 
пергаменте, с которого смыт первона- 
чальный текст. По свидетельству 
известного советского историка С. Я. 
Лурье «ввиду своего невежества в ма- 
тематнке и в нсторин точных наук 
Пападопуло заинтересовался только 
верхним, христнанским, текстом, а из 
нижнего, смытого, который тем не ме- 
нее можно было без большого труда 
прочесть, привел в каталоге Иеруса- 
лнмской библиотеки только неболь- 
шую выдержку. Однако для знаме- 
нитого датского историка математи- 
ки Гейберга выдержка была доста- 
точной, чтобы определить, что смыт 
был текст Архимеда». 

Орнгинал рукописи Гейберг смог 
увидеть в 1906 году. Лишь на 29 из 
177 листов не удалось обнаружнть 
никаких следов первоначального тек- 
ста. Еще на 9 листах ранний текст 
был безнадежно испорчен при смы- 
вании и разобрать можно было лишь 


отдельные слова. На остальных лис- 
тах «нижний» текст был вполне раз- 
борчив. 

Исследуя оригинал рукописи и ее 
фотокопию. Гейберс сумел  устано- 
вить содержание основной части ру- 
кописи. 

Научиый подвиг Гейберга сделал 
достоянием науки восстановленные 
почти из небытия сочинения Архимеда 
«О шаре и цнлиндре» (болышая часть), 
«О спиралях» (почти полностью), «Из- 
меренне круга» и «О равновесни илос- 
ких фигур» (фрагменты), «О плаваю- 
щих телах» и «Послание Эратосфену» 
(значительная часть). Среди восста- 
новленных текстов былн и две теоре- 
мы из книги Архимеда о стомахионе. 

Находка Гейберга положила конец дав- 
нему спору о том. как правильно иазывать 
«архимедову игру»: стомахион («приводящая 
в яростьз). остомахион («битва костяных 
пластинок») или снитемахнои («собрание об- 


резков») — в найденном Гейбергом фрагмен- 
те значилось «стомахиои» 


Отрывок из «Книги Архимеда о 
стомахионе» 


«Поскольку так называемый стома- 
хион содержит ряд исследований о 
перекладыванин фигур, из которых 
тот состоит, то относительно частей 
стомахнона я счел необходимым преж- 
де всего объяснить. из скольких ча- 
стей он состоит и какой фигуре подоб- 
на каждая из них. Затем я изложил, 
какими должны быть углы, чтобы, 
взяв их попарно, можно было соста- 
вить прямой угол. Далее я вознаме- 
рился обстоятельно рассмотреть ` все 
мыслимые случаи, когда части стома- 
хнона могут прилегать друг к другу, н 
определить, лежат ли стороны примы- 


Рис, 2. Курнца. 
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Рис. 3. Мельница. 


Рис. 4. Петух. 


Рис. 5. 


кающих частей на одной прямой или 
отклонение от прямой столь малб, что 
не заметно глазу. Эти вопросы тре- 
буют тщательных доказательств, и ес- 
ли отклонение от прямой малб и поэ- 
тому не заметно глазу, то такого рода 
неполное примыкаиие следует счи- 
тать допустимым. 

Поскольку одну часть можно за- 
менять другой, равной ей и имеющей 
равные с ней углы, то можно соста- 
вить множество различных фигур... 
Иногда две фигуры, взятые вместе, 
равны н подобны одной фигуре, или 
две фигуры, взятые вместе, равны и 
подобны двум фигурам, что н позво- 
ляет при перекладыванин частей об- 
разовывать много фигур». 


Архимедовы задачи 


Предложенное Архимедом разбиение 
«фигуры стомахиона» (рнс. 1) обла- 
дает такнм свойством: площади 
всех 14 частей находятся в рациональ- 
иом отношении к площади исходной 


фигуры. 


Задача 1. Доказать, что пло- 
щадн отдельных частей исходного па- 
раллелограмма, выраженные в сорок 
восьмых долях его площади, имеют 
величины, показанные на рисунке 1 
красными инфрами. 

Следующая задача занмствована из 
книги Эмиля Фурре «Геометрические 
головоломки и паралогизмы» (Одес- 
са, изд-во «Ма{Не$15», 1912 г.): 

Задача 2. Сгруппировать эле- 
менты стомахиона так, чтобы пло- 
щади вновь полученных частей выра- 
жались (в сорок восьмых долях пло- 
щади исходного параллелограмма): 

а) тремя равными целыми числа- 
ми, 

6) тремя последовательными 
лыми числами, 

в} целыми чнслами от 1 до 8 и 
чнслом 12. 

Заметим, что все три пункта зада- 
чи можно решить не рассыпая исход- 
ный параллелограмм, а проводя раз- 
делительные линии между элемен- 
тамн. 


це- 


Рецензмм, библиография 


Новые книги 


В этом номере мы публнку- 
ем краткне аннотацни ма 
доступные и интересные на- 
шим читателям кинги по 
математике и физике. вы- 
ходящне в И квартале 
1978 года. 


Математика 


Издательство «Наука» 

1. Маркуш =- 
нич А, И. Замечательные 
кривые. Издание 3-е, допол- 
ненное. Объем 2 л., тираж 
100 000 экз., цена 7 к. 

Эта брошюра — перенз- 
данне одного из первых вы- 
пусков серин «Популярные 
лекции по математнке». В ее 
основу положена лекция, 
прочитанная автором для 
московских школьников седь- 
мых ин восьмых классов. В 
своей брошюре автор исхо- 
дит нз определения: хривая 
есть след движущейся  точ- 
ки. Рассматриваются прямая 
н окружность — две изибо- 
лее простые п вместе с тем 
изиболее замечательные по 
своим свойствам кривые. Пос- 
ле этого автор переходит к 
рассказу 0б — эллипсе, ги- 
перболе. параболе; — оказы- 
вается, все эти трн кривые 


можно получить, рассекая 
конус плоскостью: эллипс, 
гипербола п парабола яв- 
ляются коническими сече- 
ниями. Наконец, рассказы- 
вается о лемнискате н ци- 
клоиде. о замечательном 


свойстве циклонды, из-за ко- 
торого она заслужила назва- 
ние «брахистохрона». В на- 
стоящем издании добавлены 
сведения 0 цёпной линии, 
по которой располагается 
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цепь. подвешенная за два 
конца, и о спирали Архимеда 
{ее описывает жучок, пол- 
зущий по равномерно вра- 
шающейся линейке). Боль- 
шинство сведений о кривых 
нзлагается без доказательств. 

Брошюра предполагает 
подготовку в объеме 7—8 
классов средней школы. 

2. Боголюбов А. Н. 
Гаспар Монж (1746—1815). 
Объем 12 л., тираж 15 000 
экз.., цена 80 к. 

Эта книга (нз серии 
«Научные бнографии») рас- 
сказывает ю жизнн н  дея- 
тельностн замечательного 
французского ученого, внес- 
шего важный вклад в созда- 
ние начертательной, ана- 
лнтической н дифференциаль- 
ной геометрии. Гаспар Монж 
был вндным деятелем фран- 
цузской революции, морским 
министром. Он создавал обо- 
ронную промышленность и 
принимал деятельное уча- 
стне в организации науки ни 
высшего образования во 
Франции. 


Издательство «Просвещенне» 


3.Снражди - 
нов С. Х.. Матвиев- 
ская Г. П. Абу Райхан 
Берини и его математические 
труды. Объем Б л., тнраж 
100 000 экз. , цена 20 к. 

В кннге рассказывается 
о жизни и ю математическом 
творчестве Абу Райхана 
Берунн — великого учено- 
го-энциклопедиста Средней 
Азнн, тысячелетннй юбилей 
со дня рождення которого 
недавио отмечался по нии- 
циативе ЮНЕСКО во всех 
странах мира. Беруни опре- 
делил раднус земного шара. 
За пять веков до Коперника 
нм была высказана мысль 
о возможности вращения Зем- 
ли вокруг Солнца. Берунн 
обладал исключительной ши- 
ротой научных интересов — 
математика, астрономия. 
минералогия, география, гео- 
дезия, история, лингвистика 
н другие; нсторики науки 
называют первую половину 
ХГ века эпохой Беруни. 


Издательство «Мир» 


4. Бизам Д., Гер- 
цег Я. Многоцеетная ло- 
гика. Объем 21 л., тираж 
50 000 экз., цена 2 р. 


Новая книга венгерских 
математнков _Д. Бизама н 
Я. Герцега (их первая книга 
«Игра н логика» в переводе 
на русский язык вышла п 
издательстве «Мир» в 1975 го- 
ду} знакомит читателя более 
чем со 150 логическими зада- 
чами. Яркие и заниматель- 
ные, этн задачи в шутливой 
игровой — форме сообщают 
важные сведения. необходи- 
мые для решення серьезных 
задач. Чтение книгн не тре- 
бует специальных знаний, до- 
статочно лишь умення (или 
готовности научиться) логн- 
ческн мыслить. 

Оригниально оформлен- 
ная, снабженная рисунка- 
ми, «Многоцветная логика» 
доступна самому шнрокому 
кругу читателей. 

5. Страшевнч Ст., 
Бровкин Е. Польские 
математические олимпиады. 


Объем 16 д., тираж 
50 000 экз.. цеиа 1 р. ЗО к. 
Эта книга — перевод 


юбнлейного сборннка избраи- 
ных задач, выпущенного к 
25-летню польскнх матема- 
тических олимпиад (1950— 
1975). Сборник дополнен за- 
дачами, предлагавшимися на 
третьем туре олимпиад 1976— 
1977 годов. 

Книга продолжает серню 
«Задачн и олнмпнады», вы- 
ходящую п издательстве 
«Мир» с 1975 года. Она будет 
полезна школьникам  стар- 
ших классов, абитурнентам. 


студентам, преподавателям 
математики школ и вузов, 
руководителям  математиче- 
ских кружков. а также всем 
любителям нестандартных 
задач. 

Физика 


Издательство «Наука» 


1. Образованный ученый. 
Сборник переводов с англнй- 
ского. Объем 10 л., тираж 
30 000 экз.. цена 40 к. 

Сбориик посвящен во- 
просам подготовки молодых 
физиков в Англин. В ием 
рассказывается о знаменитой 
Кавендишской лаборатории 
в Кембридже п п некоторых 
проблемах университетского 
образования в Англни. Ос- 
новиая часть сборника — 
это задачи по общей физике, 
которые предлагались сту- 


Дентам на экзаменах п Ка- 
вендишской лаборатории, н 
задачи английских техииче- 
ских вузов. Всего в сборин- 
ке около 400 задач. 

Книга послужит превос- 
ходным пособнем для препо- 
давателей физнкн и учащнхся 
старших классов. 

2. БутиковЕ. И., Бы- 
ков А. А., Кондрать- 
ев А. С. Физика для посту- 
пающих в вузы. Объем 30 л., 
тнраж 500000 экз., цена 1. 

Кннга представляет собой 
учебное пособне для посту- 
пающнх в вузы. Наряду с 
изложением — программного 
материала большое виима- 
ние уделено разбору реше- 
ний физических задач. И:- 
пользуемый математический 
аппарат полностью соответ- 
ствует школьной программе. 

Книга рассчитана на 
учащихся старших классов. 

3. Майер В. В. Про- 
стые опыты с ультразвуком. 
{Бнблнотечка физнко-ма- 
тематнческой школы.) Объем 
Бб л., тнраж 200 000 экз.. 
цена 22 к. 


В книге  рассматрива- 
ются методы получения 
ультразвука частотой 20— 
150 кГц с помощью само- 
дельных генераторов. В ней 
описаны опыты, иллюстри- 
рующие основные физиче- 
ские свойства м возможности 
практического применения 
ультразвуковых волн. Пред- 
лагаемые приборы н опыты 
отличаются максимальной 
простотой, доступностью н в 
большннстве своем могут 
быть воспронзведены в до- 
машних условиях. Цель 
книги — иаучить читателя 
продумывать, ставнть и ана- 
лизнровать опыты по физи- 
ке, способствовать разви- 
тию творческих способностей 
школьников в области физи- 
ческого экспернмента. 

Книга рассчитана на 
учащихся старших классов 
средних школ. Она может 
быть использована и работе 
фнизико-технических — круж- 
ков. 

4. Кнтайгород- 
ский А. И. Физика для 
всех.  Электроны. Объем 
1Ю л., тираж 200 000 экз.. 
цена 38 к. 

Эта книга является 
естественным продолженнем 
книги Л. Ландау н 
А. И. Китайгородского «Фи- 
зика для всех» (см. «Квант», 
1978, № 6, с. 83). 


В книге излагаются ос- 
новные факты. касающиеся 
электрического токз и элект- 
ромагиитного поля. Большое 
внимание уделено механизму 
прохождения тока через жнд- 
кости, металлы и полупро- 


водннки и современиым пред-. 


ставленням о диэлектриках 
и магиетнках. 

Книга рассчитана иа 
самый широкий круг чита- 
телей. 

5. Дагаев М. М. Сол- 
нечные и лунные затмения. 
Объем 10 л., тираж 
50 000 экз., цена 38 к. 

В книге в доступной для 
школьников форме расскз- 
вывается о движении Земли 
п Луны, условиях видимости 
Луны и причиие смены ее 
фаз. о причинах солнечных 
н лунных затмений. Даются 
рекомеидацни к простейшим 


астрономическим — наблюде- 
ниям. 
Книга рассчитана иа 


школьников десятых клас- 
сов и преподавателей физики 
н астроиомин. 

$. Мак енма- 


чев Б. А., Кома- 
ров В. И. В звездных ла- 
биринтах (ориентирование 
по небу). Объем 10 дл.. 
тираж 100000 экз., цена 
38 к. 

Книга в популярной 


форме знакомит читателя с 
картиной звездного неба н 
методом орнентировкн по не- 
бесным светилам. Оиа напи- 
сана на основе опыта изуче- 
ния звездного неба, нако- 
пленного в Московском пла- 
нетарни в процессе занятий 
с авиационными штурмана- 
ми ин космонавтами. В ней 
описывается звездиое вебо 
не только северного, но п 
южного полушарий Земли. 
Заключительные разделы 
книги посвящены вопросам 
астрономической ориентиров- 
ки в условнях космического 


полета, на Луне, на со- 
сединх планетах Солнечной 
системы . 


Киига рассчитана на ши- 
рокий круг любителей аст- 
рономин. 


Издательство «Мир» 


7. Левитт И. За 
пределами известного мира; 
от белых карликов до кваза- 
ров. Перевод с английского. 
Объем ИП л., тираж 
50 000 экз.. цена Гр. 40 к. 


Киига известного попу- 
ляризатора науки амернкан- 
ского астронома И. Левитта 
рассказывает 0©б одной из 
новейших областей астроио- 
мии — астрофизнке высоких 
энергий. Она знакомит чн- 
тателя с такими загадочиыми 
объектами, как белые кар- 
ликн, нейтронные звезды, 
черные дыры. 

Книга рассчитана на 
широкий круг  чнтателей. 


Издательство — «Атомнздать 


8. Васнльев М. В., 
Станюкович К. П., 
Климонтович П. Ю. 
Сила. что движет мирами. 
Издание 2-е,  переработан- 
ное и дополненное. Объем 
10 л., тираж 100 000 экз., 
цена 40 к. 

Тяготение... С этой си- 
лой мы сталкиваемся с дет- 
ских лет, ио природа ее еще 
недостаточио изучена. Авто- 
ры книги опнсывают в по- 
пулярной форме различиые 
теорни тяготения, сообщая 
по самых последних иссле- 
дованиях этой проблемы. Ис- 
торический материал, пока- 
занный очень живо ин нн- 
тересно, охватывает все эта- 
пы развития теории тяготе- 
ния: от Гука и Ньютона до 
Эйнштейна и современных 
ученых. 

Стиль книгн — непри- 
нуждениая беседа с читате- 
лем, разговор с приведением 
огромного количества ните- 
ресных физических приме- 
ров, иллюстраций. Авторы 
делают попытку популярно 
рассказать читателю © той 
глубокой связи, которая иа- 
мечается между современной 
теорией гравитацин н тео- 
рней элементарных частиц. 

Книгу с „большим инте- 
ресом прочтут школьники 
старших классов. 


И. Клумова. М. Смолянский 


Информация 


И. Слободецкий 


Х Международная 
олимпиада 
щкольников 

по физике 


В июле прошлого года в Чехосло- 
вакии в городе Градец Кралове про- 
ходила Х Международная физниче- 
ская олимпиада. В ней приняли уча- 
стие школьники из 12 европейских 
стран: Болгарни, Венгрии, ГДР, 
Польши, Румынии, СССР, Финлян- 
дин, Франции, ФРГ, Чехословакии, 
Швеции и Югославин. Команда каж- 
дой страны состояла из пяти участни- 
КОВ. 

В состав команды СССР вошлн 
победители ХТ Всесоюзной олимпна- 
ды школьников 

Андрей Ганопольский — выпуск- 
ник средней школы № 88 г. Минска, 

Владимир  Решетов — выпуск- 
ник школы-интерната № 18 прн МГУ, 

Константин Третьяченко — вы- 
пускннк средней школы № 145 г. Кие- 
ва, 
Руслан Шарипов — выпускник 
средней школы № 18 п. Каракуль 
Бухарской обл. УзССР. 

Виталий Щукин — выпускник фн- 
зико-математической школы № 45 
при ЛГУ. 

Руководителями команды были за- 
ведующнй лабораторией научно-ис- 
следовательского института содержа- 
ния и методов обучения Академии пе- 
дагогических наук СССР О. Ф. Ка- 
бардин и инспектор Министерства 


просвещення СССР М. В. Грабилен: 


ков. 

Перед олимпиадой члены совет- 
ской команды побывали на трехне- 
дельных тренировочных сборах, про- 
ходивших в экспериментальной шко- 


ъ 


ле № 82 АПН СССР в п. Черноголов- 
ка Московской области. Во время сбо- 
ров ребятам читались лекцин, в основ- 
ном, по тем вопросам, которые вхо- 
дят в программу Международной олим- 
пнады, но не изучаются в школах 
СССР. Оин также решали задачи, вы- 
полняли лабораторные работы. 

Х Международная олимпнада бы- 
ла организована Министерством школ 
Чешской социалистической респуб- 
лнки совместно с Министерством школ 
Словацкой социалистической рес- 
публики, Соцналистическим сою- 
зом молодежи, Обществом  чехосло- 
вацких математиков н физиков. Не- 
посредственным проведением  олим- 
пнады руководнли Организационный 
комитет н Международная комиссия 
(в состав которой входили руководи- 
телн команд). Председателем Орг- 
комитета и Международной комиссии 
был член-корреспондент Академии 
наук ЧССР М. Матыаш. 

8 июля состоялось торжественное 
открытие олимпиады, 9 н 11 июля 
участинки олимпнады решали задачн 
теоретического и экспериментального 
туров. На теоретическом туре предла- 
галось решить три задачи (на них да- 
валось пять часов), а на экспернмен- 
Тальном — одну задачу (за четыре 
часа). Вот эти задачи. 


Теоретический тур 


1. Отношение = максимального и минн- 
мального объемов цилиндра четырехтактного 
двнгателя равно 9,5. На рисунке 1 показана 
рУ-днаграмма работы этого денгателя. В двн- 
гатель поступает наружный воздух при тем- 
пературе == 27°С и давлеини ро-0.1 МПа. 
В момент зажигання горючей смеси давление 
в цилнидре возрастает в два раза. 

а) Какне процессы происходят с газом 
на участках 0—1, 2—3, 4—1 н 1-0? Про- 
цессы 1—2 н 3-4— эднабатные (локазатель 
аднабаты 1--1,4). 

6) Определить давление р н температу- 
РУ Т` газа в точках {. 2, Зи 4. 

в) Найти к.п.д. двнгателя. 

г) Обсудить реальность полученных ре- 
зультатов. 

2. Прямоугольная проволочная рамка 
с размерами сторон п = 0.020 м и 6 == 0,030 м 
погружается в мыльную воду. благодаря че- 
му иа ней образуется мыльная пленка. При 
наблюдении в отраженном свете, угол паде- 
ния которого & = 30°, пленка кажется зеле- 
ной (А = 5.10-? м). 


а) Можно ли определить массу этой 
пленки с помощью весов, точность которых 
0.1 мг? Плотность мыльного раствора р = 
=: 103 кг/мЗ, показатель преломления пленки 
п= 1.33. 

6) Какого цвета будет казаться самая 
тонкая из пленок. удовлетворяющих усло- 
вию задачи, если свет будет отражаться пер- 
пенднкулярино пленке? 

3. Электроны ускоряются в электронной 
пушке  электростатическим полем, проходя 
промежуток, напряжение на котором И -= 
— 103 В. Вылетев из пущки в точке ТГ. элект- 
роны движутся затем но прямой ТТ" (рис. 2). 
В точке М на расстоянии а -= 5,0 см от точки 
Т находится мишень, причем прямая ТМ 
образует угол & -= 60° г прямой ТТ’. 

а} Какой должна быть индукция 8 
однородного магнитного поля. перлендику- 
лярного плоскости рисунка, чтобы электро- 
ны, вылегевшие из пушки, попадали п ми- 
шень? 


=> 

6) Какой должна быть индукция 8, 
однородного магинтного поля. параллель- 
ного прямой ГМ, чтобы электроны нопадалн 
п мишень? 


—- —> 
Считать. что [В и[2 | не превышают 
0.030 Т 


Экспериментальный тур 


С помощью ЮС-геиератора гармонических 
колебаний и двух измерительных приборов 
раскройте тайну «черного ящнка» с тремя 
контактными гиездами А, ВиО {рж. 3). 
Известио, что внутри находятся два кондеи- 
сатора и одно сопротивление. включенные 
звездой (рис. 4). 

1. Соберите схему, изображенную из рн- 
сунке 5%}. н сделайте чеобходнмые изме- 
рения**). По измеренным величннам токов 
и напряжений рассчитайте полные сопротив- 
ления (импедансы) лв. @др и @пр в иитер- 
вале частот от 0.] до 10 кГц. 

2. На логарифмической бучаге нанесите 
графики зависимости импедаисов от частоты. 

3. Докажите теоретически. что ио вели- 
чннам импедансов при данных частотах мож- 
но определить Я. СуиС.. 

4. На осиовании полученных результатов 
определите. к какому гиезду поключено со- 
противление, а к каким — конденсаторы. 

5. Вычислите сопротивленне Ю и емко. 
сти С, и С». Для этого воспользуйтесь вели- 
чннами импедансов, найдеиными прн часто- 
тах | м 10 кГи. 

6. Разберите, какое влияние на точиость 
измерений имеет пренебрежение током. ипро- 
текающим через вольтметр. 


*) Конденсатор емкости С используст- 
ся и схеме в снязи с тем. что напряжение 
на гнездах генератора имеет постоянную 
составляющую. 

**) Далее шло онисание измерительных 
прибарон. 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


Рис. 5. 
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Рис. 6. 


Как обычно на Международных 
олимпиадах, правильное решение тео- 


ретической задачи оценивалось 10 
баллами, а  экспериментальной — 
20 баллами. Результаты каждого 


участника определялись = суммиро- 
ванием набранных им баллов. 

Мы не будем приводить здесь ре- 
шения теоретических задач, так как 
две из них — вторая и третья — по- 
мещены в Задачнике «Кванта» 
(Ф488 и Ф489)*). Отметим только, 
что участники олимпиады довольно 
успешно справились с третьей и пер- 
вой задачами. Средний балл за ре- 
шение третьей задачи был равен 8,1, 
а за решение первой — 6. Наиболее 
трудной оказалась вторая задача: бо- 
лее половины участников получили 
за се решение меньше 3 баллов (сред- 
ний балл составил только 3,8 балла). 
При решении этой задачи многие не 
смогли правильно определить раз- 


*) Ответы к первой задаче: а) процессы 
0—Гн 1—0 изобарические, 2—3 и 4—/{ 
ен 6) р, =0.1 МПа, Т,-= 300 К. 

=:2,334 МПв. Т,—740 К. р.=4.68 МПа. 
1: — 1480 К. р,-'0.2 МПа, Т.-=600 К: в) 
\- 59. 4%. 
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ность хода интерферирующих лучей. 


Лучше других справились с этой 
задачей чехословацкие (41 балл из 
50) и советские (32 из 50) школьники. 

С экспериментальной задачей уча- 
стники олимпиады справились очень 
хороню: 19—20 баллов за решение за- 
дачи набрали треть участников (в то 
время как в прошлом году с экспери- 
ментальной задачей успешно спра- 


вились лишь 8 % участников). 

Остановимся подробнее на решении экс- 
периментальной задачи. Как видио из ее ус- 
ловия, содержимое «черного ящика» не было 
тайной. Требовалось только определить. к 
каким клеммам ящика подключены какие 
элементы цепи и каковы параметры этих эле- 
ментов. Для решення задачи была предложе- 
на измерительная схема и указана последо- 
вательность измерений и обработки получен- 
ных данных. Основная трудность заключа- 
лась в теоретическом осмыслении полученных 
графиков зависимости импедансов от частоты. 

На рисунке 6 приведены и зави- 
симости импедансов дв. @вр и @лрл от час- 
тоты у. Графики построены в логарифми- 
ческом масштабе. Точками отмечены конк- 
ретные результаты измерений. Как с по- 
мощью этих кривых решнть оставшиеся 
пункты задачи? 

Рассмотрим схему, находящуюся в чер- 
ном ящике (см. рис. 4). Если она включа- 
ется в цепь точками 2 и 9, то 


И 
в ®Собщ ох (+ о 


Советская команда на Х Международной физической олимпнаде школьников. Слева на- 


право: Р. Шарннов, О. Ф. Кабарднн н 


К. Третьяченко, В. Щукнн. А. Гонопольский н В. Решетов. 


Отсюда 


16 223 -= & [516.5 


Это означает, что № 7., зависит от лога- 
рифма частоты т линейно. Такой зависи- 
мостн 2 от *х соответствует красная лн- 
ния на рисунке 6. 

Для импедансов 21: н 2,, имеем: 


2 ->— 2 
212 Ю + (2)? С? › 
1 
Иа = К. 
13 {2п%)2С2 
При малых частотах, когда 2л\ < и и 
ЮСт 
: 1 
2лу <с. › 
й 2 | 
ео лус, И 1 21уС. › 
откуда 


1 
16 РАС, — ю\, 


1 
| А 2, — № %. 


Таким образом, при малых частотах лога- 
рифмы импедансов Й:. н 7;, зависят от ло- 
тарифма частоты тоже линейно. Соответ- 
ствующие графики должны быть параллель- 
иы графику завнсимости 2,, от \. 


М. В. Грабнленков (руководнтелн команды), 
Пры больших частотах. — когда 
1 
% -> со блу —0). 


212— Ю н 2) 3 Ю, 
или 

1221. Юн 162, ШВ. 
Следовательно. при больших частотах гра- 
фики зависимости Йа п 1,3 от у должны 
иметь общую асимптоту 2= К. 

Такой зависимости 2 от \ соответствуют 
черный н синий графики на рисунке 6. От- 
сюда можно сделать вывод, что точка 1 схемы 
подключена к выводу О ящика, а точки 
2н3 — к выводам А и В. 

Значения емкостей конденсаторов и со- 
протнвления резисторз можно найти разнымн 
способами. Например. достаточно определить 
бад. Ар ий нр при известной частоте %. Тог- 
да из системы уравиений 


2 ЕЕ 2 — 
2др — 2вр = 212 — 213 = 
| 1 
— лу Ст (21 С?’ 
1 С, С, 
27% - С.С. 
нетрудио найти С, нС.. Затем из выражения 


ы рр а 1 
Ар И еее 


Рлв= 2: = 


можно найти А. 
Удобно воспользоваться графическим 
способом онределения параметров схемы. 
Как мы уже говорили. при малых часто- 
тах графики зависимостн бдротун бврот у 
параллельны графику зависимостн дн от *. 
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Поэтому, если провести асимптоты первых 
двух графиков, параллельные третьему гра- 
фику (черная и снняя пунктирные прямые), 
они пересекут ось % в точках %, н \2, для ко- 
торых справедливы приближенные равенства 


1 
16 2 = лс, — 8 


| 
11255 = вле, — 1ет., 


где 7, = | кОм (см. рис. 6). Отсюда найдем 
С. нС.. 

Чтобы определить А. надо ировестн об- 
щую асимптоту графиков зависимости 
2дротуи #врот упри\у-+ ©0. Эта асимптота 
пересечет ось 7 в точке 7 =. Ю. 

Нужно ли было учитывать ток, текущий 
через вольтметр (см. рис. 5)? Если ето не учи- 
тывать. получаются значения импедансов. 
несколько заниженные по сравнению с ис- 
тиниыми. Однако сказываться это должно 
только при таких значениях частоты * при 
которых ток, потребляемый «черным ящиком», 
сравним с током. идущим через вольтметр. 
Ток, потребляемый вольтметром при полном 
отклоненйи стрелки прибора, был известен 
из условия. поэтому было петрудно оценить 
влияние этого тока на точность измерений. 
Оказывается. существенным наличие тока 
через вольтметр было лишь при очень малых 
частотах (\ = 0.5 Гц). 


13 июля все участники н органи- 
заторы олимпнады переехалн в сто- 
лицу Чехословакни — Прагу. 15 ию- 
ля в старинном здании одного из пер- 
вых университетов в Европе, Карло- 
ва университета, состоялось торжест- 
венное закрытие олимпиады, вру- 
ченне призов и грамот. 


{ премию 
получили 7 участников олимпиа- 


ды: Р. Гласер (ГДР), П. Динев (Бол- 
гария), Я. Матена (ЧССР), Р. Мей- 
нель (ГДР), Ф. Пардо (Франция), Ю. 
Свобода (ЧССР), Р. Шарипов (СССР). 


| премию 


получили 16 участннков олимпиа- 
ды; среди них советские школьникн: 
ДА. —Ганополький, В.  Решетов, 
К. Третьяченко и В. Щукин. 


11 премию 


получили тоже 16 участников. 

Еще |2 участннков награждены 
грамотами. 

На олнмпнаде были вручены и 
специальные призы. Так, А. Гано- 
польский получил приз за лучшее 
решение второй теоретической залачи, 
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аР. Шарипов—как самый юный участ- 
ник олимпнады. 

Прнятно отметить, что организа- 
торы олимпиады сделали все для того, 
чтобы олимпиада прошла максималь- 
но организованно. С первого дня 
работы между членами Международ- 
ной комиссии п Организационного ко- 
митета установились отношения вза- 
имного доверия и доброжелательно- 
сти, что, без сомнення, помогло пра- 
вильно оценить решення задач и под- 


вестн итогн олимпнады. 
Встречаясь между собой, руко- 
воднтели команд обсуждали — раз- 


личные вопросы проведения олимпи- 
ад в их странах. Такой обмен мнения- 
ми очень важен; он помогает заим- 
ствовать лучший опыт и нспользовать 
его в своей работе. 

Не менее важны н первые профес- 
снональные встречи участников олим- 
пнады — будущих ннженеров н фи- 
знков. Во время таких встреч школь- 
ники обменивались сувенирами, об- 
суждали различные задачи. 

И участники олимпнады, н руко- 
водители команд уезжали из Праги 
с чувством благодарности к органн- 
заторам олимпиады, сумевшим сде- 
лать олимпиаду праздником научного 
творчества школьников. 

Без сомнення, Международные 
олимпнады школьников — важный 
пример сотрудничества различных 
стран в области народного образова- 
ния, помогающий разработать методы 
развития творческой — активности 
о): 


Заочная 
физическая школа 


Заочная физическая школа (ЗФЦЦ при физическом факультете МГУ объявляет набор 
учащихся п Эн 10 классы на очередной учебный год. 

Основная цель ЗФШ — помочь учащимся средней школы глубже изучить физику 
в объеме школьной программы, а также лучше подготовиться к вступительным экзаменам 
по физике в высшие учебные заведения. в первую очередь — на физический факультет 
МГУ. 

Прием в ЗФШ проводится на основанни результатов решепия вступительного задання. 
публикуемого инже. Решенне вступительного задания необходимо отослать до 20 сентября 
но адресу: //7234. Москва. Ленинские горы. МГУ. Физический факультет, Заочная физи- 
ческая школи. В письмо вложите конверт с написанным на нем вашим домашиим адресом 
н два экземпляра анкеты. нанисанной на листах плотной бумагн размером 7х 12 см и за- 
полненной по следующему обрезцу: 


Фамилия, имя. отчество Сидоров Иеан Петрович 
Класс 9-й 
Професеня родйтслей н запимаемая должность отец — инженер 
мать — врач 
Подробный домашний адрес 248016. г. Калуга, ул. 
К. Либкнехта 9. 4. 
кв. 73 з 
Номер и адрес школы Школа № 10. ул. Пиикина. д. 3 


Решение приемной комнссии ЗФШ с зачислении будет сообщено до 1 ноября 1978 го- 
ла. Проверенные вступительные задания обратно ме высылаются. 

Зачисленным в ЗФШ в течение года высылаются методические разработки н коитроль- 
ные задания по разделам физики, изучаемым в соответствующих классах средней школы. 
Решенное заданне оценивается, репензнруется ин высылается учащемуся (для этого каждый 
раз вместе с решенным контрольным заданием учащийся должен высылать комверт с на- 
писаиным домашним адресом). Учащиеся 9 класса ЗФШ по окончании года переводятся 
в 10 класс иа осиовании оценок. полученных за решение контрольных заданий. Успешно 
закончнашие обучение получают справку 0б окончанин ЗФШ. 


Вступительное заданне 


9 класс 

1. С каким ускорением нужно двигать 
плиту А, чтобы тела с массами т. и та. 
установленные на ней. как ноказано на ри- 
сунке 1. не двигались относительно плиты? 
Коэффиииент трения межлу телами и плйтой. 
равен в. 

2. Пробирка массой АТ лежнт на горизон- 
тальной плоскостн. В пробирке на расстоя- 
ние [от края находится поршень, прикрен- 
ленный с помощью пружины к стене (рис. 2). 
Газ в пробирке медленно нагревают. Какую 
работу надо совершить газу, чтобы вытол- 
кнуть порщень из пробирки? Начальное дав- 
ление газа в пробирке равио атмосферному, 
жесткость пружнны #., коэффициент трения 
между пробиркой и плоскостью р. 


3. На высоте Й над поверхностью воды 
шарнирно закреплен конец палочки длиной { 
(рис. 3). Плотность материала яалочки р. 
плотность воды ро. Какая часть палочки бу- 
дет погружена н воду? При каком значении № 
палочка будет внсеть вертнкально? 


10 класс 

1. Пружинизя пушка стреляет нластнлн- 
новым снарядом из одного конца платформы 
в другой (оис. 4). Снаряд прилиизет к краю 
платформы. Какое минимальное количество Рис. 3. 
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Рис. 4. 


Рис. 5. 


теплогы может выделиться при прилипанин 
сиаряда к платформе? Масса платформы с 
пушкой М, масса снаряда т. длина нлатфюр- 
мы /- Трением между илатформой и резьсами 
пренебречь. Пунка жестко соединена с плат- 


- формой н может стрелять нод различными уг- 


лами и с разными начальными скоростями 
снаряда. 


2. № одниаковых мыльных пузырей ра- 
днуса г каждый сливаются в один пузырь ра- 
диуса А. Атмосферное давление ро. Чему ра- 
вен коэффициент поверхностногс натяжения 
мыльной пленки? 


3. Дана цепь. состоящая из электриче- 
ской лампочки, источника э.д.с.. двух сколь- 
зящих контактов (Г и 2). касающихся прово- 
лочного однородного кольша п диаметрально 
противоположных точках, н проволочной пёб- 
ремычки, включенной между диаметрально 
протиноположными точками кольца (рис. 5}. 
Кольцо медленно вращается нокруг осн. 
Определить, при каких значеннях угла $ 
лампа будет гореть ярче всего. 


Вечерняя 
физическая школа 


На физическом факультете МГУ для учащихе 
ся 8—10 классов Москвы и Подмосковья уже 
в течение трех лет работает Вечерняя физиче- 
ская школа (ВФШ). Обучение в школе оч- 
ное. Трн раза и неделю проводятся семннар- 
ские занятия с разбором задач по основным 
разделам школьного курса физики. Семнна- 
ры проводят аспиранты и студенты старших 
классов. Наиболее сложные вопросы обсуж- 
даются на лекциях, которые читаются препо- 
давателямн физического факультета. 

Для учащихся ВФШ организуются экс- 
курсии в лабораторни физического факуль- 
теста МГУ. Научно-исследовательского инсти- 
тута ядерной физнкн н Государственнюго аст- 
рономического института им. Штернберга. 
Экскурсни по иаучным лабораториям уин- 
верситета дают школьникам возможность оз- 
накомиться.с методикой современного физн- 
ческого эксперимента, представить себе ос- 
новные направления научно-исследователь- 
ской работы на физнческом факультете МГУ. 

Очередной конкурсный набор в ВФ со- 
стоится в сентябре этого года. Участвовать 
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в конкурсе могут школьники 8—10 классон 
(в Эи 10 классы проводится дополнительный 
набор). Для участия в конкурсе необходимо 
Ао 20 сентября подать заявление ца имя ди- 
ректора ВФИ]. заполнить анкету в комитете 
ВЛКСМ физического факультета. н также 
сдать 2 фотографии размером 3% 4 см. 


Прием заявлений будет проходнть со 
2 по 20 сентября с 16.00 до 18.0 часов ежел- 
невно (кроме васкресенья) в комитете ВЛКСМ 
физического факультета МГУ (здание физи- 
ческого факультета, комната 2—47). 


Зачисление в школу производится по ре- 
зультатам собеседонания. Требования. предъ- 
являемые на собеседовании, не выходят за 
рамки школьной программы. 


Адрес школы: Москва. Ленниские горы. 
МГУ. Физический факультет. Телефон для 
справок: 139-26-56. ` 


Проезд: метро до станции «Уннверситет», 
затем автобусами 103. 119. 130. троллейбу- 
сами 4, 34, 49 до остановки «ул. Лебедева», 


Ответы, указания, решения 


х, 


ь.4 


Задачи наших читателей 


(см. с. 47) 
1 1 
1. Указание. а) < ов б 
1 р (28 — 1): 2 —1,5 
— 0. ) (28) 24 {0.5 


2. Указацне. Найти область зиачений 
функции ДКх)= (С° - ах. 3. Указа- 
ние. Рассмотреть остатки от деления чисел 
на 5. 4. Указанне.' Рассмотреть остатки 
от деления чисел на а) 4; 6) 25. 5. У каза- 
ние. Точка, симметричная ортоцентру тре- 
угольника относительно стороны, лежит на 
описанной окружности. 6. 1:8. 


Задача о трех кувшинах 
(см. «Квант» № 7, с.43) 


1. Одни из способов таков: (12. 0. 0). 
(7. 5,0). (7. 0. 5). (2. 5. 5). (2. 1.9). (1. 1,0), 
(11.0. 1). (6, 5, 1.. (6. 0. 6). 

2. Вначале пужно наполнить сосуды. 
вмещающие 11 и 5 унций. Тогда во флаконе 
останется 8 унций, которые вместе с флаконом 
отдаются одному из инх. После этого остав- 
шиеся двое должиы решить задачу деления 
16 унций па две равные части в снтуации 
16; 13. 11. 5]. Это проделывается с помощью 
четырех переливаний, 

3. Опустите перпендикуляры РС, и РВ, 
на стороны АВ и АС. а также пернендикуляры 
Р”Со и Р’Во на те же стороны и докажите по- 
добие четырехугольников АС,РВ, и АВ.Р’С.. 
Затем проведите аналогичиые рассуждения 
относительно четырехугольников с вершина- 
ми н точках В и С. 


«Кваит» для младших школьинков 
(см. «Квант» №7) 
1. Х=2У=&8Л=1У=2Х=тр 
У=5; ХЕ2, У= 4. ь 
По вние тнпографин второй, третий н чет- 


вертый примеры набраны неправильно. Они 
лен выглядеть так: 


У Ху2 Ху2 
ХУР ХР ХУ2 
Е а и 
в ай са 
а 2 за 

Е 2. см то сеть. площади треугольника, 


поскольку из теоремы 
что сумма нлощадей пюлуокружностей. по- 
строенных на катетах, равна площади полу- 
окружностн, построенной на гипотенузе. 


число х,. 


3. См. рисунок 1. у 
4. Куб числа х, задуманного Аней. не 
меньше 
{{(7.- 10-5 1)- 7-0). 7--1)- 7-Е 1==24 6 
н не больше 
{((7. 10-6). 7-6). 7--6)-7-6-=26 410 
Следовательно. 34 361] < хз < 26410. 
Существует единственное натуральное 
удовлетворяющее этим условиям: 
х = 29. Его нетрудно-най и подбором. 


Рис. 1. 


Многоугольникн на клетчатой бумаге 
(см. «Квинт» № 6) 


1. Предположим. что нам удалось 
вписать правильный треугольннк в цело- 
численную решетку (рнс. 2). Найдем пло- 
щадь треугольника АВС Е а 

. |] АВАС 
С одной стороны $ лАвс = 2 х 


х мА = Ш 50- ЛАВР. 


Но |АВ]2 — число иелое (|АВ1*= [АС |*-—- 

—|С’В|2 по теореме Пифагора), а значит. 

$хлвс — Число иррациональное. А с 

другой стороны, «описав» вокруг ЛАВС 

прямоугольник СВ’С'А” (рис. 2). получим: 
гльс = ЭсВ'С`А’ ^^ Эьав-с — 


= -ААС'В — 


Рис. 2. 
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Рис. 3. 


Рис. 4. 


Рнс. 5. 


— рациональное число. так как все пло- 
щади. занисанные а правой части равен- 
ства, рациональны. Мы получим, что число 
Злавс Одновременно рационально н 


иррационально — противоречие. 

2. Указание.  Свести к преды- 
дущей задаче. 

3. См. «Квант», 1974, № 12, с. 29. 

4. Для куба это очевидно, тетраэдр 
можно виисать в куб (рис. 3), а вершины 
октаэдря можно расположить п точках 
(0: 0:0 01:00:00): 0: 
{0; —1; 0), (—1; 0: —0) (рис. 4). 

5. Указание. Докажите такую 
лемму: если П — решетка п пространстве, 
« — плоскость, проходящая через три 
не лежащих на одной прямой узла решет- 
кн ЛП. то узлы П, лежащие в &, образуют 
на ней плоскую решетку. Затем сведите 
задачу 5 к задаче 3 (см. рисунки 5 и 6). 

6. Указание. При некоторых 
поворотах додекаэдр переходит в себя в 
то время. как плоскости перемещаются 
(то же самое относится к никосаэдру). 
Свести таким путем задачу к задаче о 
вписывании в решетку. См. также «Кваит», 
1975. № 7, с. 42, М299. 

7. Доказательство аналогично дока- 
зательству осиовной теоремы. 
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С новым учебным годом! 


Редакцыя поздравляет нашых юных читателей < новым, 1978/79 учебным годом! 

Прошлый учебный год был насыщен крупными событиями, которые послужили 
свогобразным напутствыем наступающему учебному году. 

Это был год, когда советский народ и все прогрессивное человечество торжест- 
зенно отмечалы шестыдесятилетие Великой Октябрьской социалистнческой Революцны, 
открывшей новую эру в истории человечества. 

Непосредственное отношение к вам, как и ко всем гражданам нашей Родыны, 
имеет еще одно важнейшее событие ыстекшего года — прннятие новой Конституции 
Советского Союза. 

Минувший год был также годом ХУ\У!! съезда Ленинского комсомола, молодеж- 
ной оргаммзации, членами которой состомт подазляющее большинство читателей 
«Кванта». Нашим чытателям особенно близка яркая речь Генерального секретаря 
ЦК КПСС, Председателя Президиума Верховного Совета СССР Л. И. Брежнева на 
ХМ! съезде ВЛКСМ. В имей были изложены задачн, решение которых коммуныстыче- 
ская партыя возлагает на комсомол, выразнв уверенность в том, что оны ему по плечу. 

А в самом конце прошлого учебного года в Москве состоялся Всесоюзный съезд 
учителей — наставныков н друзей учащейся молодежы. На этом съезде рассматрива- 
лись проблемы, непосредственно касающиеся всех учащнхся. Выступления участннков 
съезда были проныкнуты заботой об учащейся молодежи, о том, как лучше м эффек- 
тнвнее подготовить ее к будущей: самостоятельной жизни. Нашея молодежи многое 
дано. Ни одно государство в мире не предоставляет юношам м девушкам таких воз- 
можностей для обучения, какие имеются в Советском Союзе. 

С первых же дней после победы Октября Советское государство счытало одной 
из важнейших задач органызациыю дела иародного образования. Надо помныть, что в 
это время подавляющее большинство населеныя нашей страны было меграмотным. 
С тех пор мы прошли огромный путь от кружков по лнкнвидации меграмотносты до 
всеобщего среднего образовамия. Вот, к прымеру, несколько цифр топько по одной 
союзной республике, взятых из юбилейного статыстического издания «Народное хо- 
зяйство Узбекской ССР за 60 лет Советской власты»: в 9498 общеобразовательных 
школах в 1976/77 учебном году занималось 3789900 учащихся, которых обучали 
203 600 учытейея; в 42 вузах получали образованые 254 300 студентов. 

В нашей стране все виды обучения как в средней школе, так м в высшей — бес- 
ппатны. А принятое а прошлом году Постановленне ЦК КПСС м Совета Министров 
СССР обеспечит я бесплатное пользоваиие учебниками. Большинство  школьмыков 
пионерского возраста в летнее время’ бесплатно пользуется оздоровытельными уч- 
режденыямы. А детям дошкольного возраста предоставлена возможность почти бес- 
платного воспытанмя в яслях мы детскых садах. На все это Советское государство расхо- 
дует огромные матернальные средства. 

Партия н правительство постоянно заботятся об учащейся молодежи, о повыше- 
нии качества ее обучения. Свыдетельством этому служит целый ряд документов, при- 
нятых в последнее время, которые имеют огромное значеные для развития народного 
образования в нашей стране. Среди ных — Постановления ЦК КПСС н Совета ААнныст- 
ров СССР о зааершенин перехода ко всеобщему среднему образованию, о сельской 
школе, с созершенствованни обучения м вослитания учащихся системы профессио- 
нально-техныческого образованыя, о совершенствованим обучения, воспитания м под- 
готовки к труду учащыхся общеобразовательных шкоп. Верховный Совет СССР утвер- 
дыл «Основы законодательства Союза ССР н союзных республик ю народном обра- 
зозаныы». | 

Все это — воплощеине одного из основных прав советского человека, гарантиро- 
ванного Конституцией, — права на образованые. Но, кому Много дано, с того много 
н спрашивается. Долг каждого школьника, каждого учащегося ПТУ достойно ответить 
ма внимание и заботу партим и Советского правительства, в полной мере ыспользо- 
зать представленные народом возможностн для обученыя, для получения образо- 
вания. 

ХУШ съезд ВЛКСМ обратыл особое внимание на эту задачу. В резолюции, при- 
нятой съездом, сказано: «Ленынскый комсомол призван вносить конкретный вклад в 
осуществленые решений ХХ\У съезда партын, постановлений ЦК КПСС и Советского 


правнтельства © дальнейшем совершенствовании обучения, воспитания, подготовкн к 
жизни м труду молодежы...». 

ХХУ съезд иацелил всех тружеников нашей страны на борьбу за повышение эф- 
фективности н качества работы. Эта задача имеет самое непосредственное отноше- 
нме к учащимся. Ведь качество знаннй сегодня — это высокая эффективность труда 
завтра. Вот почему ХУ! съезд ВЛКСМ обратился к учащимся с призывом объявнть 
зойну исереньким тройкам». Необходимо увлечь ребят ученьем, пробудить в них 
жажду знаний, «угадать» и развить нх таланты. Для этого надо максимально исполь- 
зовать возможности внешкольных занятнй, кружков, научных обществ  учащих- 
ся мт. д. 

Помочь решению этой задачи призван м иаш журнал «Квант». Его основная цель — 
пробуждать интерес учащихся н физике мн математике — наукам, лежащим в основе 
современной техники. Мы надеемся, что публикуемые на страницах журнала интерес- 
ные материалы, доступные широкому кругу читателей, будут способствовать повыше- 
нию уровня преподавания физики и математики в школе. Журнал м впредь будет 
зиакомить свонх читателей к достижениями физико-математических наук н примене- 
нием их в технике н народном хозяйстве. 

Среди читателей «Кванта» много юношей н девушек, серьезно интересующихся 
математикой и физикой, отлично зиающих эти предметы, регулярно занимающыхся 
в кружках м успешно выступающих на олимпиадах. Мы хотели бы, чтобы они стали 
первыми помощниками учителей физики ы математнки, чтобы омы считали своим дол- 
гом объяснять трудные вопросы товарищам, увлекать их красотой м радостью научно- 
го позмения. Опыт показывает, что, объясняя тот или иной вопрос, усвзиваешь его луч- 
ше и глубже. Помощь товарищам по школе оказывается таким образом взаимиой. «Ни 
одного отстающего рядом!» — этот лозунг ударныков производства должен стать де- 
внзом учащихся. 

Школьное образование в нашей стране связано с трудовым воспитаимем. Такая 
политика, проводимая партмей и правытельством, помогает учащимся выбрать себе 
будущую трудовую профессию. Поясияя эту политику, Л. И. Брежнев подчеркнул: «Ес- 
ли, например, раньше говорнлось с праве на труд, то теперь это дополияется пра- 
вом на выбор профессии, рода заиятий н работь в соответствыи с прызванием, спо- 
собностями, профессмональной подготовкой и образованием гражданина, а также — 
что не менее важно — и с учетом общественных потребностей». 

Совершенно мнвче обстоит дело ‹ трудоустройством молодежи в капиталистыче- 
ском мире. Вот типичиая история, о которой 30 мая 1978 года рассказала «Комсомоль- 
ская правда»: 

«...Слособности к математике у иего проявмылись в раннем детстве. В четыре года 
он уже умел считать до тысячи. В семь лет его освободыли в школе от уроков ма- 
тематики... В восемь он мог давать консультации выпускныкам школы... В двенадцать 
лет его допустили к занятиям на факультете математмки Мюнхенского университета, 
а в тринадцать он делал докладь! в педагогическом институте своего родного города. 

Все это заставило говорить об Элмаре Эдере как © вундеркинде... 

Вундеркинда направили учиться в специальную математическую школу в Англии, 
которую он с блеском окончил в пятмедцать лет. Через три года он получнл диплом 
об окончанни математического факультета Мюнхенского универснтета, а еще через 
дза года ему была присвоена степень доктора. 


Годы обучеиня оствлысь позади, и перед двадцатылетиим математиком встал 
вопрос © месте работы. Уннверситеты, институты ы научно-мсследовательские центры, 
з которые молодой математык обращался ‹ просьбой предоставыть ему работу, да- 
валм однн ответ: свободных маст мет. 

Эту фразу в ФРГ неоднократно получали в ответ м 40-тысяч других выпускников 
высших учебных заведений странь..... 


К сожалению, у нас все еще встречаются юноши и девушки, которые не хотят по- 
знавать промзводство, ие привыкли уважать людей труда. Они ‘пытаются отложить 
приобретение трудовых навыков до окончания школы и прикрыть отсутствне ннтереса 
= труду разлнчными отговорнамн. Таним учащнмся следует напомиить слова 
первого секретаря ЦК ВЛКСМ Б. Н. Пастухова, который в своем докладе ХУ!!! съезду 
ВЛКСАА отметил: «Общественно полезный труд — это актывное постижениме мира, 
познание самого себя. Он не препятствует, а содействует сознательному выбору про- 
фессни, углублению знания. Лауреат Ленинской премии, академик Рем Викторович Хох- 
лов начал работать после школы автослесарем, затем стал студентом Московского 
университета, а спустя годы — его ректором. Выдающийся советский физик всегда 
тепло вспомннал школу рабочего коллектива. Такие университеты не забываются». 

Старшеклассиики, учащиеся профессионально-технических училищ, как м все совет- 
ские люди, ислытывают закониую гордость за те выдающиеся успехи, которых до- 
стнгла наша Родина лод руководством родной Коммунистической партим, ясно осоз- 
нают, что стартовая площадка: всех этих успехов — ‹социалистнческий общественный 
строй. Мы убеждены, что учащаяся молодежь Страны Советов сделает все, чтобы на- 
чавшийся учебный год —год 60-летня ВЛКСМ — был достойно отмечен иовыми успе- 
хамм в учебе н труде. 
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В. Беляков 


Каналирование 
частиц 
в кристаллах 


Во втором номере нашего журнала за этот 
год была опубликоваиа статья А Китай- 
городского «Как нзмеряются расстояния 
между атомамн в кристаллах». В этой 
статье рассказывалось 0б основном ме- 
тоде нсследования кристаллических струк- 
тур — рентгеноструктуриом анализе. : 
Теперь мы предлагаем вашему вниманию 
рассказ еще об одном. совсем недавно по- 
явившемся, методе нзучения крнсталлов. 


Немного истории 


Тот, кто видел модель кристалла, 
выполненную из шарнков и тонких 
стержней (см. заставку к статье), 
конечно же, обратил внимание на ее 
интересное свойство. Если, медленно 
вращая, разглядывать такую модель 
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на просвет, можно видеть, что в не- 


которых направлениях она почти 
прозрачна, в других — практически 
иепрозрачна. Прозрачной модель ока- 
зывается тогда, когда открываются 
отверстия (или, Как говорят, каналы), 
образованные рядами атомов — ша- 
риков, или щели между плоскостями, 
образоваиными шариками,  непро- 
зрачной — когда все поле зрения 
полностью перекрывается шарикамн. 

Это свойство модели кристалла 
еще в 1912 году (на заре развития 
атомной физики и физики твердого 
тела) побудило немецкого ученого 
Штарка задуматься над тем, имеет 
ли отношение описанное — свойство 
модели к реальным кристаллам. 
Шарк пришел к выводу, что имеет. 
В частности, он предсказал, что, если 
кристалл облучать положительно 
заряженными частицами, то глубина 
их проникновения в глубь кристалла 
зависит от угла, под которым пучок 
частиц падает на кристалл. Так, если 
направленне пучка совпадает с на- 


правлением одного из описанных вы- 
ше каналов, то частицы проникают 
в кристалл более глубоко, чем в дру- 
гих случаях. 

Однако теоретическое предсказа- 
ние Штарка тогда проверить не уда- 
лось, и оно было надолго забыто. 
Прошло более пятидесяти лет, преж- 
де чем ученые занялись эксперимен- 
тальным исследованием зависимости 
глубины проникновения заряженных 
частиц в кристаллы от ориентации 
образцов кристаллов = относительно 
пучков этих частиц. Оказалось, что, 
действительно, если направление дви- 
жения частицы совпадает с направле- 
нием кристаллического канала или 
близко к нему, то частица при своем 
движении в кристалле теряет энергию 
значительно медленнее, чем при двн- 
жении в других направлениях. В 
результате длина ее пробега оказы- 
вается значительно болыше в этом 
направлении, чем в других (рис. 1). 
В таком случае говорят, что происхо- 
дит захват частицы в кристалличе- 
ский канал, а само явление называют 
каналированием частиц. 

Интерес к этому явлению пробу- 
дило «второе открытие» каналирова- 
ния, сделанное в начале шестидесятых 
годов (как и в первый раз, теорети- 
чески) при моделировании на элект- 
ронно-вычислительной машине дви- 
жения ионов в монокристалле. Ока- 
залось, что каналирование и сопут- 
ствующие ему явления представляют 
большой интерес для физики твердо- 
го тела и ядерной физики, так как 
являются эффективным методом ис- 
следования свойств кристаллов и не- 
которых ядерных явлений. Обнару- 
жились и широкие возможности тех- 
нического использования каналиро- 
вания, и частности, в полупроводни- 
ковой технике. Но обо всем этом речь 
пойдет несколько позже. 


Об описании 
кристаллических структур 


Как известно, в кристаллах атомы 
расположены в пространстве регу- 
лярным образом и образуют так на- 
зываемую кристаллическую — решет- 
ку. Атомы кристаллов (как и всех 
других тел) совершают тепловое дви- 


жение, но это движение сильно огра- 
ничено. Атомы колеблются вблизи 
равновесных положений, называемых 
узлами кристаллической решетки, с 
очень малой амплитудой (->10-® см). 
Поэтому для описания ряда свойств 
кристаллических структур можно 
считать, что атомы вообще не движут- 
ся. Во всяком случае, модель кристал- 
ла с неподвижными атомами являет- 
ся, как говорят физики, хорошим ну- 
левым приближением для описания 
многих свойств кристаллов. В даль- 
нейшем мы будем пользоваться таким 
представлением о строении кристал- 
лов. 

Надо оговориться, что нарисован- 
ная выше идеальная картина, в ко- 
торой атомы во всем объеме кристал- 
ла находятся строго на своих местах, 
в природе реализуется весьма редко. 
Такие идеальные образцы называют 
монокристаллами. Обычные кристал- 
лические тела далеки от такого со- 
вершенства. Они состоят из совокуп- 
ности большого числа кристалли- 
тов — очень малых областей, в кото- 
рых существует совершенный поря- 
док в расположении атомов, но при 
переходе от одного кристаллита к 
другому порядок нарушается. Об- 
суждаемое нами явление каналирова- 
ния лучше всего проявляется в экспе- 
риментах именно с монокристаллами, 
поэтому в дальнейшем под термином 
«кристалл» будем понимать «моно- 
кристалл». 

В связи с тем, что в кристалле 
(монокристалле) существует строгий 
порядок в расположении атомов, для 
изучения кристаллов достаточно ис- 
следовать расположение атомов в ми- 
нимальном объеме кристалла, пол- 
ностью отражающем все его структур- 
ные свойства. Такой минимальный 
объем называют элементарной ячей- 
кой кристалла. Размеры элементар- 
ной ячейки порядка (1—10) 10-3 см. 

На рисунке 2 приведены примеры 
элементарных ячеек (для опреде- 
ленности — кубических). Простейшая 
ячейка представляет собой куб, в 
вершинах которого расположено по 
атому. Более сложной структурой 
обладают — объемноцентрированная, 
гранецентрированная и базоцентри- 
рованная ячейки (их устройство оче- 
видно из рисунка 2). 
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Рис. 1. Иллюстрация зависимости пробега 
нона от начального направления его скорости 
относительно оси канала на примере двумерной 
моделн кристаллической решетки. Около тра- 
екторнй частиц указано значение угла, 
образуемого начальной скоростью частицы с 
осью канала. 


Как уже говорилось, не все на- 
правления в кристалле равноправны. 
Для того чтобы в этом убедиться, 
удобно (как это принято в кристал- 
лофизике) связать систему коорди- 
нат с элементарной ячейкой. Обыч- 
но начало координат выбирают в 
одной из вершин ячейки, а оси ко- 
ординат направляют вдоль. ее ребер, 
при этом длину ребер условно счи- 
тают единичной. Направление вдоль 
оси Х обозначают [100], вдоль оси 
У — [010], вдоль оси 2 — [001]. Пло- 
скости, совпадающие с гранями куба 
и перпендикулярные осям Х, Уи 2, 
обозначают соответственно (100), 
(010), (001). Направления вдоль диа- 
гоналей граней обозначают [110], 
[101], (011), а кристаллические пло- 
скости, перпендикулярные этим на- 
правлениям, — (110), (101), {011). На- 
конец, направление’ пространствен- 
ной диагонали обозначают [111], а 
перпендикулярные ей  кристалличе- 
ские плоскостн — {111). 

Рассматривая изображение эле- 
ментарной ячейки, легко видеть, что 
например, направления [100], [010], 
[001] кристалла эквивалентны друг 
другу и не эквивалентны направле- 
нию [111. 

Выше мы перечислили так назы- 
ваемые главные  кристаллографиче- 
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Рис. 2. Примеры кубических элементарных 
ячеек: @) примитивная, 0) объемиоцентрни- 
рованная, 6) гранецентрированная, г) базо- 
центрированная. На рисунке показан выбор 
системы координат, связанный с элемеитар- 
ной ячейкой; штриховкой показана одна из 
кристаллическнх плоскостей (110): 


ские направления и кристаллографи- 
ческие плоскости. Другие направле- 
ния и плоскости обозначаются ана- 
логично: [ПАЙ для направления и 
(ИЕ) для перпендикулярных этому 
направлению плоскостей. Величи- 
ны Й, А, { принимают целочисленные 
значения и называются  кристалло- 
графическими индексами (иля ин- 
дексами Мюллера). Для направлений 
ин плоскостей, отличных от главных, 
хотя бы один из индексов отличается 
от 0 или 1. 


Символ (ВЕ) обозначает не одну 
какую-то плоскость, а совокупность 
параллельных плоскостей, проходя- 
щих через узлы (атомы) кристалли- 
ческой решетки. Прн этом в плоско- 
стях, соответствующих малым кри- 
сталлографическим индексам, плот- 
ность атомов оказывается больше, 
чем в плоскостях с более высокимн 
индексами, а расстояния между этими 
плоскостями больше, чем расстояния 
между плоскостями с высокими крн- 
сталлографическими иидексами. На- 
пример, для кристалла © простейшей 
кубической ячейкой расстояние меж- 
ду плоскостями (100) равно |, а меж- 
ду плоскостями (110), соответствую- 
щими более высоким индексам, рас- 


стояние равно |/2 ;2 (см. рис. 2). 


Познакомившись со способом опи- 
сания  кристаллографических на- 
правлений и плоскостей, приступим 
к более детальному ознакомлению 
с явлением каналирования. 


Что же такое каиалироваиие? 


Основное проявление эффекта кана- 
лирования состоит в аномально глу- 
боком проникновении заряженных ча- 
стиц в глубь кристалла в случае, 
когда их скорость илн совпадает с 
направлениями кристаллических ка- 
налов или близка к ним. (Из преды- 
дущего раздела следует, что направ- 
ления каналов совпадают с основными 
кристаллографическими направле- 
ниями решетки.) В чем физическая 
причина аномально больших пробе- 
гов частиц в этих направлениях? На 
первый взгляд может показаться, что 
в канале, образованном рядами ато- 
мов, частица просто прямолинейно 
двнжется, не сталкиваясь с атомами 
кристалла, ни как результат — боль- 
шие пробеги. Это предположение лег- 
ко проверить, наблюдая прохожде- 
ние заряженных частиц через очень 
тонкие образцы кристаллов. Очевид- 
но, что частица сможет пройти вдоль 
канала, не столкнувшись с его стен- 
ками, если угол наклона скорости 
частицы к оси канала не превышает 


величины \$.—> -, где [ — толщи- 
на образца, 4 — поперечник канала. 
Таким образом, если сделанное пред- 
положение верно, предельный угол 
ф. отклонения частицы от оси канала, 
при котором еще происходит канали- 
рование, должен зависеть от толщи- 
‘ны образца! Однако эксперименты 
показали, что предельный угол ка- 
налирования (или, как говорят спе- 
цналисты, критический угол) от тол- 
щины кристалла не зависит и одина- 
ков как для толстых, так и для тон- 
ких образцов. Видимо, наше пред- 
положение о том, что каналирова- 
ние — это прямолинейный. пролет 
частицы вдоль канала без столкнове- 


ний с атомами кристалла, неправиль- . 


но. Как показали исследования, дви- 
жение частицы в канале может быть 
весьма сложным .и существенно от- 
личаться от прямолинейного. Ха- 
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Рис. 3. Изменение тока прошедших яонов 
при вращении кристалла вокруг оси [111]. 


рактер этого движения целиком оп- 
ределяется взаимодействием  части- 
цы сатомами, образующими кристал- 
лический канал. Поэтому, чтобы от- 
ветить на поставленный в заголовке 
этого раздела вопрос, познакомимся 
с некоторыми  экспериментальными 
фактамн. 


Прохождение частиц 
через монокристаллы 


Эксперименты, в которых непосред- 
ственно фиксируются частицы, испы- 
тавшие каналирование, проводятся 
на тонких монокристаллических 
пленках. Узкий параллельный почти 
не расходящийся пучок (как гово- 
рят, коллимированный пучок) ионов 
направляется на’ кристалл, и иссле- 
дуется зависимость числа прошедших 
через пленку ионов от ориентацин 
пленки относительно пучка. Вращая 
кристалл вокруг оси, перпендику- 
лярной его новерхности, можно изме- 
нять ориентацию образца, не влияя 
на толщину слоя кристалла, прохо- 
димого ионами. Поэтому изменения 
величины тока (созданного прошед- 
шими через образец ионамн) при вра- 
щении кристалла должны быть свя- 
заны с его структурными свойствами. 

На рисунке 3 представлены -ре- 
зультаты одного’ из экспериментов, 
в котором иротоны с энергией 50 кэВ 
проходили через монокристалл зо- 
лота. Угол падения пучка протонов 
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был выбран так, чтобы при вращении 
образца направления самых широких 
кристаллических каналов последова- 
тельно совпадали с направлением пуч- 
ка, при этом наблюдалось резкое уве- 
личение тока (то есть числа прошед- 
ших через образец протонов). 


Влияние каналирования на ядерные 
процессы. Эффект блокировки 


Очень интересны результаты экспери- 
ментов по нзучению ядерных реакций 
в условиях каналирования частиц, 
вызывающих ядерную реакцию. Ока- 
залось, что каналированные частицы 
вступают в реакцию менее охотно, 
чем частицы, не испытавшие канали- 
рования. Рассмотрим, например, та- 
кую реакцию. Если ядра изотопа 
креминя 23$1 бомбардировать прото- 
нами, то в результате возникают яд- 
ра фосфора ?°Р и гамма-кванты: 
2851 - р *Р + фу. 

О числе актов реакции можно судить 
по числу испущенных \-квантов. 

В эксперименте, в котором в ка- 
честве мишени использовался кри- 
сталл кремния, а пучок протонов 
направлялся на кристалл под раз- 
личными углами и направлению 
[110], выявилась резкая зависимость 
числа у-квантов от ориентацин пучка 
(рис. 4). При совпаденин направле- 
ния пучка протонов с направлением 
[110] наблюдается минимум в числе 
актов реакции, о чем говорит умень- 
шение скорости счета у-квантов. 

Аналогичные , результаты былн 
получены н для ряда других ядерных 
реакций. 


Г 
В ЕО И О ОР 
Направление падения протонов 


Нормированная интенсивность 


Рис. 4. Орнентацнонная завненмость выхода 
ядерной реакцни 251 -- р-+:9Р -Ну при из- 
менении направления падения пучка протонов 
вблизи оси [110]. 


Рис. 5. 


Явлением, тесно связанным с ка- 
налированием, является так назы- 
ваемый эффект блокировки. Он за- 
ключается в том, что выход из кри- 
сталла заряженных частиц, возни- 
кающих в процессе радиоактивного 
распада ядер в монокристалле, рез- 
ко зависит от угла между направле- 
нием них скорости и оси кристалличе- 
ского канала. Причем, в направлении 
оси канала число вышедших из крн- 
сталла частиц оказывается  мини- 
мальным. Это связано с тем, что ра- 
дноактивный распад ядра происходит 
в узле кристаллической решетки, и 
движению частицы, испущенной п 
направлении, параллельном оси ка- 
нала, препятствуют атомы, образую- 
щие стенки канала. 


Рассеяние на большие углы 


Близким к эффекту блокировки — 
но наблюдаемым результатам — 
является отражение (или рассеяние 
назад) нонов от монокристаллических 
мишеней. Действительно, для того 
чтобы произошло отражение нона на- 
зад (рассеяние на большой угол), 
необходимо, чтобы нон почти вплот- 


‚ную приблизился к какому-нибудь 


ядру атома кристалла. Только в этом 
случае электростатическое отталки- 
ванне положительно заряженного 
нона и атомного ядра будет достаточ- - 
но сильным, чтобы изменить направ- 
ление движения нона на противопо- 
ложное. Таким образом, рассеяние 
нона назад практически аналогично 
рассмотренному выше вылету заря- 
женной частицы из ядра в процессе 
радноактивного распада. Эксперимен- 
ты полностью это подтверждают. 
Например, если рядом с кристал- 
лом, облучаемым протонами, поме- 


стить со стороны пучка протонов фо- 
топластиику, то после ее проявления 
получается изображение, аналогич- 
ное представленному на рисунке 5. 
Более темные участки (круговые об- 
ласти и пересекающиеся — Линии) 
соответствуют областям пониженной 
интенсивности рассеянных прото- 
нов — кристаллическим каналам. На 
изображении получается как бы 
проекция главных  кристаллографи- 
ческих плоскостей и направлений на 
плоскость фотопластинки. 


Рентгеновское — излучение, 
сопровождающее каналирование 


В предыдущих разделах мы познако- 
милнсь с различными проявлениями 
каналирования. Теперь поговорим не- 
много о самом явлении. Как показы- 
вают эксперименты, частица захваты- 
вается в кристаллический канал в 
том случае, если угол ф, составляе- 
мый ее скоростью с осью канала, 
меньше критического угла \}.. А как 
происходит движение частицы, -за- 
хваченной в кристаллический канал, 
внутри канала? Оказывается, инфор- 
мацию об этом можно получить, изу- 
чая рентгеновское — излучение, со- 
провождающее — каналирование ча- 
стицы. 


Как известно, рентгеновские лучи 
испускаются возбужденным атомом, 
в котором какой-то из его электронов 
выбит со своего обычного уровня и 
переведен в более высокое энергети- 
ческое состояние. При возвращении 
электрона на свой уровень энергия 
возбуждения атома уносится квантом 
электромагнитного излучения — фо- 
тоном. Если в атоме был возбужден 
электрон внутренней оболочки, то 
энергия возбуждения атома велика, и 


фотон, уносящий эту энергию, ока- 
зывается  рентгеновским  квантом. 
Исследуя зависимость выхода 


рентгеновского излучения от угла 1}, 
обнаружили, что при углах, гораздо 
меньших критического угла ф., выход 
рентгеновского излучения мал. При 
увеличении угла ф до величины по- 
рядка $, происходит резкое возраста- 
ние выхода рентгеновского излуче- 
ния. Наконец, при {ф > ф. возникает 
гамма-излучение, связанное с воз- 


буждением бомбардируемыми части- 
цами атомных ядер. 

Такая зависимость выхода рент- 
геновского излучения от угла свя- 
зана с различными траекториями дви- 
жения частиц в кристалле. При ма- 
лых углах {ф (траектория / на рисун- 
ке 6) частица движется в канале, 
очень мало отклоняясь от его оси, 
и все время находится в области ва- 
лентных электронов. Валентные 
электроны, выбиваемые частицей со 
своих оболочек, не дают рентгенов- 
ского излучения, так как соответст- 
вующие энергин возбуждений малы. 
В области углов порядка критических 
(траектория 2) частица при своем дви- 
женин в кристаллическом канале про- 
ходит через области внутренних 
электронных оболочек. Выбивание ча- 
стицей электронов внутренних 0обо- 
лочек приводит к  возиикновению 
рентгеновского излучения. Нако- 
нец, при ф >> ф, (траектория 3) ча- 
стица так близко подходит к атом- 
ному ядру. что становится возмож- 
ным возбужденне ядра, следствием 
чего является возникновение гам- 
ма-кванта. Сама же частица при 
этом рассеивается на большой угол 
и выходит из кристаллического 
канала. 

Таким образом, исследуя рентге- 
новское излучение, вызываемое за- 
ряженной частицей в кристалле, мож- 
но получить представление о харак- 
тере ее движения в канале. 


О теории каналирования 


Познакомившись с некоторыми экспе- 
риментальными фактами. вернемся к 
вопросу о том, что же такое канали- 
рование. Теория этого явления была 
в основном разработана датским физи- 
ком Линдхардом. Оказывается, в ос- 
нове каналирования лежит кулонов- 
ское взаимодействие положительно 
заряженных ионов с атомными ядрами 
кристалла. Бы обратили внимание, 
что во всех описанных выше опытах 
использовались положитель- 
но заряженные частицы? 

За счет кулоновских сил положи- 
тельно заряженный ион при своем 
движении в кристаллическом канале 
нспытывает отталкивание. от поло- 
жительно заряженных атомных ядер, 


Рис. 6. Схематнческая нплюстрация зависимости траектории частицы в кристаллическом 


канале от начального угла. 


как. бы образующих стенки канала. 
Если составляющая скорости иона, 
перпенликулярная оси канала, мала. 
снлы отталкивания не позволят нону 
выйти из канала. В этом случае нон, 
«оттолкнувшись» от одной стенки ка- 
нала, будет приближаться к проти- 
воположной его стенке, одновременно 
перемещаясь вдоль осн канала. За- 
тем он точно так же «оттолкнется» от 
противоположной стенки. В целом 
движение иона вдоль  кристалличе- 
ского канала будет сопровождаться 
его «колебаниямн» между стенками 
канала. 

Если поперечная составляющая 
скорости нона слишком велика, сил 
кулоновского отталкивания оказы- 
вается недостаточно, чтобы удержать 
ион в кристаллическом канале; ион 
выходит за пределы канала, то есть 
каналирования не нронсходит. 

Наглядной моделью такого по- 
ведения нона может служить движе- 
ние шарика в желобе (рис. 7). Если 
мы, пуская нзарик вдоль осн желоба, 
одновременно придаднм ему неболь- 
ную скорость, перпендикулярную 
оси желоба, то его движение по 
желобу будет сопровождаться коле- 
баннями от стенкн к стенке. Если же 
перненднкулярная оси составляющая 
скорости будет слишком велика, ша- 
рнк просто выскочит из желоба. Су- 
ществование предельной поперечной 
скорости шарика, при которой он еще 
не -выскакивает яз желоба, соответст- 
вует введенному выше критическому 
углу ф. для каналирования. 

На первый взгляд, аналогия меж- 
ду движением каналированной части- 
цы и движением шарика в желобе 
может вызвать удивление. Действи- 
тельно, «стенки» кристаллических ка- 
налов гораздо ближе к рыболовной 
сети с крупной ячейкой или волей- 
больной сетке, чем к сплошным стен- 
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образуемого ее скоростью с осью кристаллического канала. 


кам желоба. Аналогия оказывается 
хорошей только потому, что при 
движении вдоль оси канала частица 
совершает одно колебание от стенки 
к стенке на длине пробега, прибли- 
зительно равной сотне межатомных 
расстояний, Так что дискретность 
стенки оказывается несущественной. 
Если же частица резко меняет на- 
правление своего движения за счет 
взаимодействия с одним ядром, ана- 
логня с движением \парика в желобе 
не работает. Но при этом, как мы вн- 
дели, не пронсходит и каналировання 
частиц. Так что пока частица канали- 
руется, аналогия с желобом вполне 
хороша. 

Заметим, что движение частицы в 
кристалле наиболее близко к движе- 
нию шарика в желобе, когда речь 
идет о межплоскостном каналирова- 
нни частицы, прин котором частица 
совершает колебания между кристал- 
лическими плоскостями,  ограничи- 
вающими канал. В случае осевого 
канала движенне частицы оказывается 
более сложным (см., например, зас- 
тавку к статье). 

Прнведенное выше качественное 
описание поведения каналированной 
частицы в кристалле позволяет полу- 
чить зависимость критического угла 
\ф. от энергни частицы. Обозначим 


через и скорость движения частицы, 


а через ц. — критическое значение 
ее поперечной скорости. Для части- 
цы, движущейся под малым углом к 
оси канала, поперечная скорость 
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Выражая скорость частицы через ее 
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где м — масса каналируемой части- 
цы, а И — предельная энергня по- 
перечного движения частицы, при 
которой частица еще не может выйти 
за пределы канала. Таким образом, 
чем больше энергия частицы, тем 
меньше критический угол ф., при 
котором еще происходит захват части- 
цы в канал. 

Такая зависимость критического 
угла от энергии частицы хорошо вы- 
полняется на опыте. Так, например, 
для протонов с энергией 50 кэВ в 
[110] канале кристалла меди ф.=3°, 
а для энергии 200 кэВ ф.=1,5°. 
Как видно, величины угла ф, очень 
малы. А это обусловливает многне 
экспериментальные трудности, кото- 
рые приходится преодолевать при изу- 
чении каналирования. Действитель- 
но, чтобы изучать угловые зависимо- 
сти каналирования, необходимо созда- 
вать пучки ионов, обеспечивая их 
угловую расходимость по крайней 
мере в десятки раз меныше, чем 1.. 

Теперь немного о научном и тех- 
ническом применениях явления кана- 
лирования. 


Имплантация ионов 


Термин, нспользованный в заголов- 
ке этого раздела, обозначает процесс 
введения в кристалл примесных ионов 
или атомов. Кристаллы, содержашне 
примесные атомы и притом в строго 
контролируемом количестве, широко 
используются в радноэлектронике. 
Это так называемые примесные полу- 
проводники. 

В последнее время для введения 
примесей в полупроводниковый кри- 
сталл стал использоваться метод, 
состоящий в бомбардировке кристал- 
ла ионами нужного химического эле- 
мента. Вот здесь-то и оказались по- 


лезными свойства обсуждаемого на- 
ми эффекта каналирования. Введе- 
ние ирнмесей в кристаллы путем об- 
лучения их пучками ионов обладает 
рядом преимуществ по сравнению с 
другими используемыми методами 
введения примесей. Этот метод позво- 
ляет вводить в кристаллы самые раз- 
нообразные примеси, и притом в точ- 
но контролируемых — количествах, 
иногда даже превышающих те, кото- 
рых можно достигнуть другими путя- 
ми. С помощью облучения ионами 
примеси легко вводятся в нужные 
места образца и на требуемую глуби- 
ну. Важно также, что, применяя ионы 
малых энергий, удается добиться их 
проникновения достаточно глубоко 
в кристалл. Вспомните, — пробеги в 
кристаллах каналированных частиц, 
значительно больше, чем не испытав- 
ших каналирование. 


В связи с этим явление каналиро- 
вания широко используется для изу- 
чения имплантации примесей путем 
нонной бомбардировки. И, очевидно, 
уже в ближайшее время каналирова- 
ние будет использовано дяя промыш- 
ленного выпуска высококачественных 
лолупроводниковых кристаллов. 


Измерение времени ядерных процессов 


Совершенно неожиданное применение 
каналирования, точнее, эффекта бло- 
кировки, оказалось возможным в 
ядерной физике. С помощью эффекта 
блокировки удается измерять времена 
некоторых ядерных процессов, для- 
щихся 10-18 —10-8 с. Как раз в этой 
областн длительности процессов не 
существует других надежных мето- 
дов нзмерения времени. 


Предложение использовать эффект 
блокировки для измерения времен 
ядерных процессов выдвннул совет- 
ский физик А. Ф. Тулинов, внесший 
также большой вклад в открытие и 
нзучение самого эффекта блокировки. 


Этот метод подходит для измерения 
времен ядерных процессов (реакций), 
сопровождаемых испусканием заря- 
женных частиц. Ход таких реакций 
может быть разбит на два этапа. Пер- 
вый этап — захват ядром атома кри- 
сталла одной из частиц, — кото- 
рыми облучается образец. Второй 
этап — распад ядра, захватившего 
частицу. 

Время, прошедшее с момента за- 
хвата частицы до распада ядра, мо- 
жет быть определено но тому, как 
проявляется эффект блокировки на 
выходе заряженных продуктов рас- 
пада нз кристалла. Идея метода про- 
ста и изящна и состоит в следующем. 
Ядро, захватившее частицу (как го- 
ворят физики, компаунд-ядро), вос- 
приняв импульс поглощенной части- 
цы, оказывается выбитым из зани- 
маемого им кристаллического узла и 
начинает двигаться в кристалле с 
очень большюй скоростью, порядка 
108—10® см/с. Если время жизни 
компаунд-ядра очень мало и оно до 
распада практически не успевает отой- 
тн от занимаемого им узла, 
прн выходе заряженных продуктов 
распада из кристалла в полной мере 
проявляется эффект блокировки. 

Если же за время жизни ядро ус- 
певает отойти от своего узла, то 
проявляется ослабление эффекта бло- 
кировки, так как в этом случае дви- 
жению продукта распада вдоль оси 
кристалла не пренятствуют атомы, 
образующие стенки канала. По сте- 
пени ослабления блокировки опреде- 
ляют расстояния, на которые смеща- 
ется компаунд-ядро, и, зная его ско- 


Рнс. 7. Траекторнн шарика в желобе при 
разянчных значениях его поперечной скорос- 
тн. Траекторнн _/, 2 н 3 относятся, соответ- 
ственно, к малой, близкой к предельной н боль- 
шей предельной поперечным скоростям ша- 
рнка. 


рость, находят время жизни ком- 
паунд-ядра. 

Например, таким способом было 
определено время распада ядра изо- 
топа 738), захватившего протон с 
энергией 10 МэВ. Оно оказалось рав- 
ным 1,4.10- с. 


Заключение 


Прочитав эту статью, вы познакоми- 
лись с бурно развивающейся об- 
ластью исследований, лежащей на 
стыке ядерной физики и физикн твер- 
дого тела. Высокий уровень развития 
ядерной физнкн и физики твердого 


‘тела позволили за короткий срок — 


десять с небольшим лет — получить 
огромное количество информации о 
каналировании заряженных частиц 
в монокристаллах и определить нан- 
более многообещающие приложения 
этого явлення. 

Однако не надо думать, что все 
интересное в этой области исследова- 
ний уже позади. Скорее наоборот. 
Так, в данной статье рассказывалось 
только о каналированин частиц, дви- 
жение которых может быть описано 
на основе законов классической меха- 
вики Ньютона (это — протоны и бо- 
лее тяжелые ноны). Для описания 
движений в кристалле более легких 
частиц (электронов, позитронов 
ит. п.) требуется применение законов 
квантовой механики. Кроме того, рас- 
сказ ограничивался случаем положи- 
тельно заряженных частиц и предпо- 
лагалось, что их энергия невелика. 
Оказывается, очень интересные явле- 
ния разыгрываются при прохождении 
через кристаллы положительных и 
отрниательных частиц высоких энер- 
гий (так называемых релятивистских). 
Но рассказ об этом выходит за рамкн 
данной статьи. 

К сожалению, в настоящее время 
еще отсутствует полное понимание 
особенностей движения этнх частиц 
в монокристаллах. Тем не менее яс- 
но, что в руках физиков появился 
новый удивительно тонкий метод ис- 
следования кристаллов. Следует 
ожидать, что в недалеком будущем 
каналирование станет таким же рабо- 
чим методом исследования  кристал- 
лов, каким в настоящее время явля- 
ется рентгеноструктурный ° анализ. 


В. Залгаллер 


. 


Непрерывно 
изгибаемый 
многогранник 


1. Многогранник 


Многогранником мы будем здесь на- 
зывать поверхность (не тело!), со- 
ставленную из конечного числа мно- 
гоугольников. Эти многоугольники — 
грани многогранника. Стороны гра- 
ней — ребра многограиника. Пред- 
полагается, что по каждому ребру 
прилегают друг к другу не более 


двух граней. (Так, поверхность, изо- 
браженная на рисунке 0) на заставке 
не многогранник.) Многогранник дол- 
жен состоять из одного куска: от лю- 
бой его грани можно перейти к любой 
другой, переходя от грани к грани 
последовательно через ребра, по ко- 
торым соседние грани нрилегают. 
Если у многогранника есть ребро. 
принадлежащее всего одной грани, 


то это — многогранник с краем 
(рис. 6). Если же каждое ребро 
принадлежит двум граням, много- 
граиник называют ° замкнутым 
(рис. в). У замкнутого многогран- 


ника края нет. 

Многогранник будем называть вы- 
пуклым, если он является границей 
выпуклого тела. Такой многогран- 
ник — обязательно замкнутый. Как 
правило, мы будем рассматривать 
только  многогранники, чьи гранн 


пересекаются лишь но общим ребрам. 
Если же это условие нарушено и гра- 
ни как бы проходят одна сквозь 
другую, То мы будем говорить о 
многограннике с  самопересечением 
(рис. г на с. 13). 


2. Изгибание многогранника 


Будем считать, что форму и раз- 
меры каждой грани многогранника 
нзменять запрещено, т. е. грани бу- 
дем рассматривать как твердые мате- 
риальные пластинки. Двугранные уг- 
лы при ребрах разрешим изменять. 
Если измененнем углов при ребрах 
нсходный многогранник можно пе- 
рестроить так, чтобы при сохраненин 
порядка прилегания граней его 
форма изменилась. то говорят, 
что новый многогранник получается 
из исходного ^онечным изгибанием. 

Изгибание многогранника с кра- 
ем представить себе легко. Напри- 
мер, у многогранника, составленного 
из двух треугольников, можно про- 
УзрРольно изменить угол при общем 
ребре. 

Приведем пример конечного из- 
гибания замкнутого много- 
гранника. Многогранник на рисунке 
1, а составлен из пяти граней куба, 
шестая же грань заменена боковой 
поверхностью невысокой правильной 
четырехугольной ннрамиды, постав- 
ленной на куб. Многогранник на 
рисунке 1.6 построси аналогично, 
только теперь та же пирамида входит 
внутрь куба. В этом примере при 
изгибанин  многограниика двугран- 
ные углы при некоторых ребрах не 
только изменили свою величину, но 
стали из выступающих — входящими. 
Интересный пример конечного изги- 
бания многогранинка изображен на 
рисунке 2 *). Здесь при изгибании 
выступающие двугранные углы ос- 
таются выступающими, а входящие— 
входящими. 

В обоих примерах изгибание осу- 
ществлялось скачком, не непре- 
рывно. Если, например, склеить мно- 


*) Этот пример занмствован из заметки 
А. Д. Александрова п С. М. Владимировой 


(«Вестник Ленинградского университета», 
1962, № 13). 
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Рис. 2. 


гогранник, изображенный на рисун- 
ке 2, а, .из бумаги, то он будет же- 
стким. Однако, если его с некото- 
рым усилием сжать по вертикали, 
то он «щелчком» примет форму, по- 
казанную на рисунке 2, 6. Но это 
вовсе не означает, что рассматривае- 
мый многогранник допускает не- 
прерывное изгибание: переход 
из состояния 2, а в состояние 2, б 
оказывается возможным только пото- 
му, что бумажные грани и ребра яв- 
ляются не абсолютно жесткими, а 
обладают некоторой эластичностью. 
(Многограниик 2, а вы можете скле- 
ить сами из плотной чертежной бума- 
гн н «пощелкать» им, переводя его 
в состояние 2, б и обратно. Он состо- 
ит из двадцати одинаковых треуголь- 
ных граней со сторонами _длянны 


Рнс. 3. 
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Рнс. 4. 


@275,3752 см; 62А5,9103 см; с 
29,0935 см. К центру звезды под- 
ходят ребра В и с.) 

В дальнейшем мы будем считать, 
что в замкнутом многограннике все 
грани абсолютно твердые, а по реб- 
рам соседние грани соединены шар- 
нирно, подобно пластинам дверной 
петли, Допускает ли хоть один такой 
замкнутый  многогранник непрерыв- 
ное изгибание? 


3. Немного историн 


Еще в 1813 году известный фран- 
цузский математнк Огюстен Коши 


доказал, что выпуклый  многогран- 
ник вообще не допускает  изгибаний 


С сохранением выпуклости (если не 


считать изгибанием его зеркальное 
отраженне) *). Пытаясь ответить на 
вопрос, может ли непрерывно изги- 
баться замкнутый невыпуклый мно- 
гогранннк, Р. Брикар в 1897 году 
ностронл примеры такого рода мно- 
гогранников. Но это были много- 
гранники с самопересечениями. Ни- 
же мы опишем две конструкции Бри- 
кара. 

Вопрос о существовании непре- 
рывно нзгибаемого замкнутого мно- 
гогранника без самопересечений ос- 
тавался открытым. Многие геометры 
предполагали, что такого многогран- 
ника не существует. Однако в 1977 го- 
ду американский математик Р. Ко- 
нелли **} такой многогранник по- 


. строил! Его построение опирается на 


результаты Брикара. 


4. Первый октаэдр Брикара 


Рассмотрим на илоскости Р че- 
тырехзвенный механизм АВС 
(рис. 3). Вершины А, С, В, О, в ко- 
торых размещены шарниры, служат 
вершинами равнобочной трапеции. 
Четырехугольник АСВО подвижен: 
угол @ можно менять в некоторых 
пределах; при этом звенья АВ и 
СО свободно скользят друг по другу. 
Прн изменении © вершины четырех- 
угольника продолжают составлять 
равнобочную трапецию. Поэтому во- 


круг  четырехугольника АСВО в 
каждый момент можно описать ок- 
ружность. 


Зафиксируем теперь на плоскости 
Р положенне ребра АВ. Тогда радн- 
ус В(а) оинсанной окружности не- 
прерывно завнеит от &. Центр окруж- 
ности О(а) также непрерывно за- 
висит от а (в том смысле, что малое 
изменение © приводит к малому сдви- 
гу точки О(а)). ) 

Проведем через точку О(@) пер- 
пендикуляр к плоскости и отложим 
на этом перпендикуляре вверх и 
вниз от плоскости Р отрезки О{() М 


*) Остроумное доказательство Кошн 
изложено, найрнмер, в кинге Адамара «Эле- 
ментарная геометрия». том 2 (Учпедгиз, 1952). 


**) В. т А соищегехатре {о Пе 
працу сошесёиге Тог роуведга (Ри. Ма®., 
1НЕЕ, 1978, у. 47. с. 333—338). 


“ 


иО (а) М’ длины # (а) =У [2— Ва (а), 
где Г — некоторая постоянная. На 
каждом из звеньев АВ, ВС, СО, РА, 
как на основании, построим по два 
треугольника: с вершиной М и с вер- 
шиной М’. Все боковые стороны этих 
треугольников имеют длину Г. (не- 
зависимо от а!). Эти восемь треуголь- 
ников составляют’ первый самопере- 
секающийся октаздр Брикара (рис. 4). 
С изменением © он непрерывно изги- 
бается. 

К сожалению, даже если мы су- 
меем изготовить шарнирный меха- 
низм АВСО, построить из бумаги 
действующую модель первого окта- 
эдра Брикара нам не удастся: смо- 
делировать переменное пересечение 
треугольников (АМВ и ОМС, АМ’В 
н ОМ’С) листами бумаги нельзя! 
Однако, если эти треугольники по- 
строить, натянув на их боковые сто- 
роны горизонтальную сеть нитей, то 
на полученной моделн будет видно, 
как треугольники непрерывно про- 
скальзывают друг сквозь друга 
(рис. 4). 


5. Зарубка Конелли 


Рассмотрим  двугранный угол 
010’, состоящий из прямолинейного 
ребра { и полуплоскостей О и 0’ 
(рис. 5). Его биссекториальную пло- 
скость обозначим через Р. Построим 
первый октаэдр Брикара так, чтобы 
звено АВ лежало на прямой [, че- 
тырехугольник АСВО — в плоско- 
сти Р, а треугольники АМВ, АМ’В — 
в полуплоскостях @ ин О’. После этого 
удалим из ребра [ участок АВ, в из 
граней @ и О0’— треугольники АМВ 
и АМ’В. Эти же два треугольника 
удалим и из октаэдра Брикара. Оста- 
нется фигура, изображенная на рн- 
сунке 5. Будем говорить, что на реб- 
ре двугранного угла сделана зарубка 
Конелли. 

Многогранник с краем, ‘изобра- 
женный на рисунке 5, допускает не- 
прерывное изгибание: с изменени- 
ем © изгибается октаэдр Брикара и, 
одновременно с этим, непрерывно ме- 
няется расстояние ММ’, а также 
(в некоторых пределах) изменяется 
величина двугранного угла ОЮ’. 

В отличие от первого октаэдра 
Брикара, изготовить действующую 
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Рис. 5. 


Рнс. 6. 


модель зарубки Конелли из плотной 
чертежной бумаги (илн тонкого кар- 
тона) совсем несложно. Для этого 
из листа бумаги следует вырезать 
ромб АМВМ’ и заменить его тремя 
изогнутыми четырехугольниками 
(АМОМ'. ОМСМ', СМВМ’) так, 
как пюказано на рисунке 5. При сги- 
бании и разгибанни двугранного угла 
«клюв» зарубкн Конеляи причудли- 
во высовывается и втягивается. 


6. Второй октаэдр Брикара 


Рассмотрим вытянутый — прямо- 
угольник АВСО. Внутри него отме- 
тим точку м и соединим ее с верши- 
нами А, В, С, О. Точку М выберем 
для определенности так, чтобы тре- 
угольник АВМ был равносторонним. 
(рис. 6). Разрежем полученную фи- 
гуру по аинни ВМО. Часть АВМО 
переломим по ребру АМ и будем из- 
менять двугранный угол а при реб- 
ре АМ в пределах, скажем, 179? < 


Рис. 7. 


Рнс. 8. 


< а< 180°. Часть СОЮМВ соответ- 
ственно переломим по ребру МС, 
прн котором образуем угол В (а), 
выбираемый для каждого а так, 
чтобы угол между отрезками ВМ и 
МР в обеих частях оказывался оди- 
наковым. После этого приложим 
эти две части друг к другу по линии 
ВмМр. 
Зафиксируем положение одной 
грани (например, гранн АВМ) в 
пространстве. Тогда изменению & в 
пределах 179’ < а < 180°  соответ- 
ствует непрерывное изгибание четы- 
рехгранного многогранника с краем. 


Если считать, что в ходе этого изги- 
бания двугранные углы при ребрах. 


АМ, МС направлены ребром вниз, 
то хотя бы один из углов при ребрах 
АМ, МО будет направлен ребром 
вверх (рис. 7). При а=180° все эти 
углы распрямляются, и мы прихо- 
дим к плоскому положению  четы- 
рехгранника, показанному на ри- 
сунке 6. 


2 Квант № 9 


При каждом 1797 < а < 180° край 
АВСО четырехгранннка представ- 
ляет собой замкнутый  пространст- 
венный четырехугольник (не лежа- 
щий в одной плоскости),  противо- 
положные стороны которого попарно 
конгруэнтны. Докажите, что у тако- 
го четырехугольника прямая 4 (<). 
проходящая через середины днагона- 
лей АС и ВО, является общим пер- 
пендикуляром для этих не пересе- 
кающихся диагоналей (рис. 7). 

Рассмотрим теперь при каждом @ 
точку М’, симметричную точке М 
относительно прямой 4 (<). —Четы- 
рехгранник, составленный из тре- 
угольников с основаниями АВ, ВС, 
Ср, А и верииной М", симметричен 
ранее рассмотренному относительно 
прямой д (а). Поэтому с изменением а 
он тоже будет непрерывно изгибать- 
ся. При а-=180° он перейдет в пло- 
ский  четырехугольник, ребра кото- 
рого обозначены на рисунке 8 синн- 
МИ ЛИНИЯМИ. 

Восьмигранник, составленный из 
двух указанных четырехгранников, 
представляет собой второй самопере- 
секающийся октаздр Брикара. Он так- 
же допускает непрерывное изгибание. 


7. Многогранник Конелли 


Рассмотрим второй октаэдр Бри- 
кара в том его положении, когда 
а =180° и он выродился в дважды 
покрытый прямоугольник. Заменим 
каждую из его восьми треугольных 


Рис. 9. 
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Рис. 10. 


Рис. И 


«граней» боковой поверхностыо тре- 
угольной пирамиды, — поставленной 
па эту грань. При этом инрамиды, 
основаниями которых служат тре- 
угольники с вершиной М, пюместим 
над илоскостью АВСР (рис. 9), 
а пирамиды с треугольными основа- 
ннями, имеющими вершину М’, — 
под этой плоскостью. 

Полученный ° многогранник (со- 
ставленный боковымн  поверхностя- 
ми всех восьми пирамид) уже «почти» 
не имест самонересечений: его час- 
ти, расположенные над и под пло- 
скостью АВСР, солрикасаются (кро- 
ме контура АВСО) всего в двух 
«лишних» точках (точки а и 6 на Ррн- 
сунке 8). На рисунке 10 изображено 
это соприкосновение вблизи точки а 
(оно имеет вид внешнего одноточечно- 
го соприкосновения ребер двух дНу- 
гранных углов). 

Устраним теперь самоприкоснове- 
ние многогранника в точке а, сделав 
на ребре ВМ‘ зарубку Конелли. Ана- 
логично вблизн точки Ь сделаем за- 
рубку на ребре ОМ". 

Многограниик Конелли готов: он, 
очевидно, допускает непрерывное из- 
гибание! Его общий вид показан на 
рисунке 12; его можно изготовить 
нз чертежной бумаги. 

У критически настроепного читателя 
мотут возникнуть сомнения и том, что с по- 
мощью зарубки Коннелли действительно 
можно устранить соприкосновения в точках 
аи; это, однако, будет очевидно тем, кто 
изготовит модель зарубки Конелли или 
внимательно изучит рисунок 1]. Дотош- 
ный читатель сумеет дать н строгое дока- 
зательство этого факта. 

В заключение отметим, что в про- 
цессе изгибания объем многогранника 
Конелли не меняется (он сможет из- 
гибаться, даже если его наполнить 
несжимаемой — жидкостью!). Попро- 
буйте это доказать самостоятельно. 


* * 
* 


Пока эта заметка готовилась к печа- 
ти, геометр из Харькова А. Д. Милка 
прислал нам сделанную им и его то- 
варищами модель многогранника Ко- 
нелли. При изготовлении модели 
харьковчане пользовались следую- 
щимн дополнительными «конструк- 
торскими» соображениями. 

1} Положение точки М в прямо- 
угольнике АВСО (рис. 6) произволь- 


Рис. 13. 


но. Важно только, чтобы она не была 
в центре прямоугольника. Точку М 
они расположили, как показано на 
рисунке 13, 6). Поэтому ребра дву- 
гранных углов встречаются в точках 
ань (рис. 11) почти под прямым уг- 
лом, что облегчает вхождение в за- 
рубку. Кроме того, выбор точки М 
позволил не строить пирамиды над 
гранями АМО и ВМ'О, что умень- 
шило общее число граней многоуголь- 
ника. 

2) Пирамнды над треугольниками 
АМВ, ВМС, СМО авторы из эстети- 


ческих соображений сделали одина- 
ковой высоты, чуть большей, чем по- 
ловина стороны ОС. Прилегающая к 
ребру ШОС треугольная грань для 
удобства построений сделана равно- 
бедренной (равные ребра сходятся в 
вершине С). 

3) Зарубки Конелли размещены 
на ребрах МС и АМ’; зарубки до- 
вольно большие и сильно сплюснутые. 
На рисунке 13, а), в), г) показан вид 
модели «сверху», «сбоку» и «снизу» — 
модель поворачивается вокруг оси 
симметрии прямоугольника АВСО. 


Поправка. В «Кванте», 1978, №7 в условин задачи М511 допущена опечатка. 
Последнюю строчку условия следует читать так: Докажите, что 


—^. —^ ^^ —^ 
еслы СВМ = СОМ, то АСО = ВСМ. 


Срок присылкн решения этой задачи продлевается до 1 ноября. 


2* 
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Лаборатормя «Кванта» 


В: Майер 


Реакция вытекающей 
и втекающей струй 


Представьте себе, что на плоту нахо- 
дится сосуд с поршнем, заполненный 
водой, ‚причем из бака выведена за 
борт труба (рис. 1). Если поршень 
опустить, из трубы выйдет струя 
воды, и плот, очевидно, начнет дви- 
гаться в направлении, ‚ противопо- 
ложном направлению движения воды 
в струе. А что произойдет, если под- 
нять поршень так, чтобы струя воды 
вошла в сосуд? 


русского ученого Н. Е. Жуковского. 
Более того, Жуковский отнюдь не 
сразу решил проблему: вначале он 
приближенно показал, что реакция 
втекающей в сосуд жидкости очень 
мала, и Лишь затем строго доказал, 
что она равна нулю! Разработанная 
Жуковским теория непроста, и нет 
смысла здесь ее рассматривать. 

Можно придумать немало краси- 
вых опытов, позволяющих = иаблю- 
дать реакцию вытекающей и втекаю- 
щей струй. Некоторые из них опи- 
сал еще Жуковский. 

«Опыты подтверждают найденный 
нами результат о незначительности 
обратной реакции. Мы устраивали 
сосуды (рис. 2 и 3), которые поддер- 
живались на воде с помощью пробко- 
вых поплавков и сообщались гутта- 
перчевымн трубками с небольшим 
воздушным насосом. Вдувая и вытя- 
гивая воздух, мы заставляли выте- 


кать воду из сосуда или вбегать в 
него. При этом обнаружилось, что 
сосуд остается неподвижным, как бы 
снльно в него ни втягивали Воду, и 
сейчас же приходит в движение, как 
скоро вода выталкивается. Таким об- 


В порядке физико-психологиче- 
ского эксперимента этот вопрос за- 
давался школьникам, учителям фи- 
зики, преподавателям вузов. В боль- 
шинстве случаев отвечающие были 


единодушны и говорили, что, конечно, 


плот начнет двигаться навстречу вхо- 
дящей по трубе в сосуд струе жид- 
кости. Правильно ли это? 

Чтобы вы почувствовали  нетри- 
виальность поставленного вопроса, 
заметим, что в конце прошлого века 
он привлек внимание выдающегося 
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разом, совершая — последовательное 
втягивание и выталкивание воды, 
можно получить быстрое движение 
сосуда в сторону, обратную вытал- 
киванию воды. 


Рис. 5. 


Слабость обратной реакции под- 
тверждается также на опыте с сегне- 
ровым колесом. Два сосуда (рис. 4) 
А и В соединены гуттаперчевой труб- 
кой. В дне сосуда А установлено ма- 
ленькое сегнерово колесо, через ко- 
торое трубка сообщается с сосу- 
дом В. В оба сосуда налито некоторое 
количество воды. Если поставить со- 
суд В выше сосуда А, то вода начнет 
переливаться из В в А, и сегнерово 
колесо придет во вращательное дви- 
жение; но если сосуд В поставить 


значительно ниже сосуда А, то вода 
будет переливаться из А в В, а сегне- 
рово колесо будет оставаться непо- 
движным» *). 

Опыт с сегнеровым колесом можно 
провести самостоятельно с помощью 
прибора, изображенного на рисунке 5. 
В шарике для пинг-понга аккуратно 


— просверлите три отверстия диаметром 


4—5 мм так, чтобы их центры совпада- 
ли с концами двух взаимно перпен- 
дикулярных  днаметров шарика. В 
два отверстия, лежащие на одной ли- 
нии, вставьте изогнутые над горячей 
плиткой полихлорвиниловые тру- 
бочки (они часто используются для 
изоляции проводов). В третье отвер- 
стие введите металлический стержень 
от шариковой авторучки, в верхней 
части которого (находящейся внутри 
шарика) сделано несколько отверстий. 
Чтобы шарик для пинг-понга устой- 
чиво держался на конце стержня, в 
шарике изнутри тупым шилом нужно 
сделать неболышое углубление. На 
нижний конец стержня наденьте ре- 
зиновую. грушу. 

Прн нажатии на грушу из изогну- 
тых трубок сегнерова колеса выходит 
воздух, и колесо начинает вращаться. 
При втугивании воздуха грушей сег- 
нерово колесо остается неподвижным. 
Периодически нажимая и отпуская 
грушу, можно заставить вращаться 
сегнерово колесо с довольно большой 
скоростью. 

Подумайте, какие еще опыты, в 
которых проявляются реакции вте- 
кающей и вытекающей струй, можно 
было бы поставить. 


*) Н. Е. Жуковский. Собрание 
сочинений. Том 3. М.—Л., Гостехиздат, 1949. 


Е ы публикации редакция полу- шочек за края, подиимать 
ще одна чнла письмо, в котором его ускоренно, струя ста- 
читатель Ю. Смирнов из Ту- новится более сильной. 
демонстрация лы пншет, что «продемонст- Если опускать мешочек, 
рировать невесомость го- опять же удерживая его за 
невесомости разда. легче и проще, если края, струя воды ослабева- 
нспользовать  полиэтилено- ет. Если же отпустить ме- 
вый ‘мешочек с небсльшой  шочек, предоставив ему воз- 


В четвертом номере на- дыркой, наполиенный во- можность надать свободно, 
шего журнала была поме- — дой». ` вода через дырку не вы- 
щена статья А. Дозорова Вот какие несложные — текает. 

«Демонстрация ` невесомо- наблюдения предлагает Эти несложные оныты 


сти», в которой описывался 
несложный прибор, позво- 
ляющий наглядно убедиться 
в отсутствии веса у свободно ^ 
падающих тел. После этой . 


на весу. 
струя воды. 


Ю. Смирнов. Когда мешочек 
удерживается 
нз дыркн вытекает 
Если, удержи- 
вая наполненный водой ме- 


демонстрируют не только 
невесомость, но и возникно- 
вение перегрузок («положи` 
тельных» и  «отрнцатель- 
ных») 


неподвижно 


Математичесиий практикум 


В. Вавилов. 


Сетчатые 
номограммы 


На этом занятии вам будет предложено 
несколько задаинй.  Экспериментальная 
часть (аыполнение чертежей) доступна 
всем, а обосноаание требует знання про- 
изводной. Наш совет — начните с чер- 
тежной работы, а потом займитесь дока- 
зательствами. 

Отметнм. что номограммы, изображенные 
на рисунках, не могут быть достаточно 
эффективио использованы на практике 
{нз-за полиграфических трудностей они 
слишком мелки и не точны). 


Математики, как французы: все. что 
вы им говорите, они переводят на свой 


язык, и это тотчас же становится. 
чем-то совершенно иным. 
И. В. Гёте 
1. Квадратные трехчлены 
и фазовая плоскость 
Рассмотрим семейство квадратных 
трехчленов {^--рх-+9} (ри 
действительные числа). На некото- 


рой плоскости л — назовем ее’ фа- 
зовой — поставим в соответствие квад- 
ратиому трехчлену х?-рх-+4 точку 
с координатами р и 4. Например, 
трехчлену х*--х-- | соответствует точ- 
ка (1; 1), а точка (0; 0) соответствует 
трехчлену х”. 

Выясним, какие точки фазовой 
плоскости соответствуют трехчленам, 
имеющим совпадающие корни. Для 
этого приравняем дискриминант трех- 
члена к нулю; получим равенство 


(0 


Равенство (1) определяет в плоско- 
сти л так называемую дискриминант- 


т 
9=-у 2*. 
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ную параболу (рис. 1}; эта парабола 


состоит из точек, соответствующих 
трехчленам вида (Х— хо)? = 
= х—Эхох- хо. 


Неравенство 9>> -- р? задает в 


плоскости л область, лежащую «внут- 
ри» параболы (синяя область на рн- 
сунке 1). Точки этой области соот- 
ветствуют трехчленам, не имеющим 
действительных корней. Квадратным 
трехчленам, имеющим два различных 
действительных корня, соответствуют 
точки, координаты которых удовлетво- 


ряют соотношению д < -р р*. Это — 


розовая область на рисунке 1. 

Рассмотрим на плоскости п пря- 
мую 

ар-+а-На*=0 (2) 
(здесь р, 9 — переменные, а — фикси- 
рованное число). Легко сообразить, 
что точки, лежащие на прямой (2), 
соответствуют  трехчленам, — имею- 
щим корень а. Прямая (2) называется 
корневой прямой. (Разумеется, кор- 
невых прямых много — каждому по- 
тенциальному корню п отвечает своя 
прямая.) 

Как расположена корневая пря- 
мая по отношению к дискриминант- 
ной параболе? Ясно, что они касают- 
ся друг друга. Действительно, корне- 
вая прямая не пересекается с синей 
областью и имеет одну общую точку 
с границей этой области, а именно 
точку, соответствующую — трехчлену 
(х—а)* = х2- 2ах-а?. Этот вывод 
легко проверить непосредственным 
решением системы 


1 
9 =, 
ар-+9-+ 4 =0. 


Поскольку точка (—2а; а?) принадле- 
жит и прямой (2), и параболе (1), 
прямая (2) и парабола (1) касаются 
друг друга в этой точке. 

Проведя рассуждение в обратном 
порядке, можно доказать, что вся- 
кая прямая, касающаяся дискрими- 
нантной параболы, является корне- 
вой прямой (докажите сами!). 

Итак, через каждую точку дис- 
криминантной параболы проходит 


ар+9+а:=0 


Рнс. 1. 


ровно одна корневая прямая (каса- 
тельная к параболе). Через точки 
синей области не проходит ни одной 
корневой прямой. Это согласуется с 
тем, что из «внутренности» параболы 
нельзя провестн к ней ни одной 
касательной. Наконец, поскольку 
каждой точке, лежащей в розовой 
области, соответствует = уравнение, 
которое имеет два различных дейст- 
вительных корня, через каждую та- 


кую точку можно провести две раз-_ 


личные корневые прямые. Это также 
согласуется с тем, что через точку, 
лежащую во «внешности» параболы, 
можно провести к ней ровно две ка- 
сательные. 

Взаимно-однозначное ‹ соответст- 
вие между точками ‹ плоскости л 
и квадратными уравнениями позво- 
ляет наглядно описать все уравнения 
с заданными свойствами корней, 
указав соответствующие множества 
точек фазовой плоскости. 

Для примера опишем все такие 
точки плоскости л, которые соответ- 
ствуют квадратным — уравнениям 
х2-рх--9=0 с двумя различными кор- 
нями, принадлежащими < интервалу 
1—2; |. Е 

Легко сообразить, что квадрат- 
ное уравнение х--рх--9—0 тогда 
и только тогда имеет различные 
действительные корни, при- 
надлежащие заданному интервалу, 
когда трехчлен х--рх-9 имеет по- 
ложительный дискриминант, на кон- 
цах интервала принимает положи- 
тельные значения и абсцисса вершины 


параболы у=х?--рх-9 принадлежит 
заданному интервалу. 

Для интересующего нас  интер- 
вала ]—2; {| таким образом получа- 
ется система: 


1 
= че 
4—2р-+-9>0, 
1+ р+9а>0, 


-2<—5<1. 


На плоскости л система (3) за- 
дает множество точек, закрашенное 
на рисунке 2 розовым цветом. Таким 
образом, квадратным › трехчленам, 
имеющим различные действительные 
корни, принадлежащие интервалу 
1—2; Ц, соответствуют внутренние 
точки этого криволинейного = тре- 
угольника. 

Корневые прямые —2р--9-4=0 
и р+9-1=0 (отвечающие корням 
—2 и 1) делят внешность дискримн- 
нантной параболы на шесть областей: 
са, м, Вл, В», \ и б (рис. 2). Число 
корней уравнения х’-+-рх--9=0, по- 
падающих в интервал |—2; И, за- 
висит от того, в какой из перечислен- 
ных областей плоскости л находит- 
ся соответствующая этому уравнению 
точка (р: 9). Эта зависнмость отраже- 
на в таблице, приведенной на ри- 
сунке 2 (проверьте!). 


(3) 


Задание 1 


1. а) Найдите множество всех 
таких точек (р; 9) Ел, для которых 
уравнение х*-- рх-9=0 имеет два дей- 
ствительных° корня х:, х,, причем 
аль, < ж<4 иазфё< 
= са. 

6) Составьте таблицу, при по- 
мощи которой по положению точки 
(р; 4) на плоскости п можно было бы 
ответить на вопрос, сколько корней 
уравнения х-+рх-4+-9-—0 попадает в 
интервалы ]а, Ы[ и ]с, 4 (для задан- 
ных а, в, сид). 

Рассмотрите, например, случай, 
когда а=— 3, Ь=0, с=1, 4=3. 

Следующая задача — для само- 
стоятельного исследования. 

2. Рассмотрим на отрезке [0; л] 
семейство функций {с05°х-Нр со$ х+ 
--9}. Как и раньше, каждой функцин 
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[Область [4 |818: | У [8 | 


Число корней 
НЕ Не 


Рис. 2. 


В р 


этого семейства поставим в соответст- 
вие точку (р; 9) Ел. 
а) Исследуйте функцию со$?х-- 


+ р с0$ х+9 на возрастание и убы-. 


вание в зависимости от положения 
точки (р; 9) на плоскости пл. 

- 6) Пусть М.= (ро; 4) — фиксиро- 
ванная точка плоскости дл, М= 
—=(р; 9) — переменная точка; № (х)= 
=<05? х-+-рь с0$ Х-Р ди, | (х)==60$ х-- 
р со$ х+9. Для заданных точек М 
и М, положим 


а(М, Е ИВАНЕ 


_ Найдите множество точек М= 
—=(р; 9) Ел таких, что 
2) 4 (М, (2; 2)}=а (М, (—2; —2)). 


2. Номограмма для’ решения 
уравнений х?-! рх--9==0 


Проведем на фазовой плоскости п 
достаточно много корневых прямых 
ар-+--а*=0, придавая параметру а, 
например, значения 0; 0,5; +1; 
5:5; 35215525: ЗЕ9.15Е 0. 
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Возле каждой проведенной прямой на- 
пишем соответствующее значение а 
(рис. 3). Получившаяся «сеть» из 
прямых называется сетчатой номо- 
граммой (для решення квадратных 
уравнений). 

Чтобы при помощи лостроеиной 
номограммы найти корни данного 
уравнения х--рх--9=0, нужно уста- 
новить, какие корневые прямые 
проходят через соответствующую ему 
точку (р; 9) Ел. 

Решим, например, — уравнение 
х-0,5х—3=0. Через точку (0,5; —3) 
проходят корневые прямые с помет- 
ками а-=—2 и а=1,5; следователь- 
на, числа —2 и 1,5 являются кориями 
нашего уравнения. 

Рассмотрим теперь уравнение 
х?-1-х— 3—0. Ему на фазовой плоско- 
сти соответствует точка (1; —3). 
Корневые прямые, проходящие через 
эту точку, на нашей номограмме не 
нанесены. В этом случае поступим 
так. Заметим, что точка (1; —3) ле- 
жит внутри  четырехугольника 
АВСР, образованного  кориевыми 
прямыми при а=р—2,5; а=—2; а=1 
и а=1,5 (рис. 3). 


Точкам этого четырехугольника 
соответствуют уравнения с двумя 
действительными корнями, один из 
которых попадает в интервал 11; 1,5, 
а другой — в интервал ]1—2,5; —9[ 
Следовательно, корни уравнения х?-- 
-х—3=0 также лежат в указанных 
интервалах. Взяв их середины, мы 
получим приближенные значения ис- 
комых корней: 


Х1 а — 1,25, 


2—2 25 _ 
5 2—4 


— 2,25. 
Подставив эти значения х, и х. в 
данное уравнение, получим: 


(1,25): + 1,25 — 3 == —0,1875, 
{—2.25} — 9,95 —3 = 9,1875 


— результат = довольно грубый. 
Чтобы с помощью номограммы полу- 
чить более точные значения корней, 
нужно, очевидно, увеличить на ней 
число корневых прямых, т.е. уве- 
личить частоту изменения парамет- 
ра а. 

Для приближенного решения урав- 
нений с совпадающими корнями удоб- 


ь+2.0 9 


| 


( 
9) -в\, 


Рис. 3. 


© 
а==25да=а5 


но проградуировать дискриминант- 
ную параболу 9 = Р?. Уравнению 


с корнями х:=х.=а — соответствует 
на ней точка (—2а; а). Придавая 
параметру а различные значения и 
помечая этими значениями точки 
(—2а; а?) дискриминатной параболы, 
получаем на ней шкалу для решения 
уравнений с совпадающими корня- 
ми (рис. 3). 


Задание 2 


Начертите на — миллиметровой 
бумаге сетчатую — номограмму для 
решения уравнений © рх-9-=-0. 


3. Номограмма для решения 
уравнений х31-рх--9--0 


Рассмотрим теперь семейство к у- 
бических трехчленов {х3 -{- рх-+ 4}. 
Каждому трехчлену поставим в со- 
ответствие на фазовой плоскости л 
точку (р; 9). 


Выясним, какие точки фазовой 


плоскости соответствуют кубическим 
совпадающие 


трехчлевам, 
корни. 


имеющим 


1 /1,5 |2 25 |3 354 45 5 55 


$ 


“> 


Пусть п — кратный корень ку- 
бического трехчлена х--рх-д, т. е. 
э-рх-9=(х—а)*(х—65), где Ь не 
обязательно отлично от а. Раскрыв 
скобки, получим тождество 
э + рх + а=® — 

— ба е- (@ + 2 х— 

— а26. 
Отсюда 2а--6=0, а*--2а6= р, а =--9. 
Исключив из этих уравнений 6, по- 
лучим р=—3а*, 9=243; наконец, 
исключив а, получим искомое соот- 


ношение 
(к © 


являющееся необходимым и доста- 
точным условием для совпадения 
по крайней мере двух корней трехчле- 
на  2--рх--9. Множество точек 
(р;9) Ел, координаты которых удов- 
летворяют уравнению (4), это 
кривая, изображенная на рисунке 4. 
Кривая (4) называется дискрими- 
нантной кривой уравнения З-рх- 
9=0. 


Прямая 
ар + 9- а = 0, - 6) 


соответствующая трехчленам, имею- 
щим корень а, как и раньше, назы- 
вается корневой. 

Каково взаимное расположение 
кривой (4) и прямой (5) на фазовой 
плоскости дл? Имеют ли они точки пе- 
ресечения, и, если имеют, то сколько? 

Чтобы ответить на эти вопросы, 
заметим, что, поскольку в уравнении 
х3--рх{4=0 член с х? отсутствует, 
сумма его корней х,, х› и хз равна 
нулю: х,Ехо--хз—0 (докажите это). 
Точке пересечения (р; 9) кривой (4) 
с прямой (5) соответствует кубиче- 
ский трехчлен х3--рх--9, у которого 
а либо кратный корень, либо — 
нет. В первом случае х.=х,=а ни 


х.=—2а. Во втором случае х, =а и 
а 
х=х:= —->. Значит, кривая (4) 


и прямая (5) имеют две общие точки 
(р,; 41) и (ро; 92): одна из них отве- 
чает трехчлену хз -+ р.х--91:=(х—а)* х 
х(х +24), другая — трехчлену хз- 


- рьх-| 9з = ( х-- =) (х — а). Эти две 


точки совпадают в том и только в 
том случае, когда а=0. 


Внутренняя 
область 


Рис., 5. 


Найдем теперь точки  пересече- 
ния прямой (5) н кривой (4) чисто 
алгебраически. Для этого из (5) вы- 
разим 9 через р п подставим в (4). 
Мы получили для определения р ку- 
бическое уравнение 


(+5 © 


Нетрудно убедиться в том, что 


(+ (2- 
= ат оз р +34). 


Отсюда следует, что числа р, = —За?* и 


корни уравнения 


р2- — р к 
(6), причем р, — кратный корень. 
Кратному корню уравнения (6) 
соответствуют «совпадающие»  точ- 
ки пересечения кривой (4) и прямой 
(5). В этой «сдвоенной» точке пере- 
сечения корневая прямая каса- 
етс я дискриминантной кривой (стро- 
гого доказательства этого утвержде- 
ния мы здесь, к сожалению, приве- 
сти не можем;  интуитивная идея 
доказательства ясна из рисунка 5). 


\А 


О 
У Ух 9 
РР 


—10 - 8.0 \ 


Рис. 6. 


Проведя все рассуждения в об- 
ратном порядке, мы получим, что 
всякая касательная к дискриминант- 
ной кривой является корневой прямой. 

Начертив на плоскости л доста- 
точно много корневых прямых (5}, 
мы получим сетчатую номограмму 
для решения кубических уравнений 
Хх рх+9=0. Такая номограмма изоб- 
ражена на рисунке 6. 

Число корней конкретного урав- 
нения х--рх-+9=0 зависит от того, 
сколько касательных можно прове- 
сти из точки (р; 9) Ел к дискрими- 
нантной кривой (4) (Каждая касатель- 
ная является корневой прямой, а 
каждой корневой прямой отвечает 
свое значение корня). 

Дискриминантная кривая делит 
плоскость пл на две части: внутрен- 
нюю (содержащую отрицательную 
полуось изменения р) и внешнюю. 

Так как дискриминантная кри- 
вая состоит из двух симметричных 
выпуклых дуг *), то через любую 


*) Дуга гладкой кривой называется вы- 
пуклой, если она лежит по одиу сторону от 
касательной, проведенной в любой ее внутрен- 
ней точке. 


точку внешней области можно про- 
вести только одну касательную к ней 
(рис. 7, а): если точка (р; 9) лежит 
выше оси Ор, то к нижней дуге, 
а если ниже оси Ор, то к верх- 
ней; сама ось Ор касается кривой (4) 
в ее особой точке (0; 0). Таким об- 
разом, точки внешней области со- 
ответствуют тем кубическим уравне- 
ниям, которые имеют только один 
(действительный) корень. В этой 


области 
(зо о 


Неравенство (7) является  необхо- 
димым и достаточным условием того, 
что уравнение х3-}-рх--9=0 имеет в 
точности один действительный корень. 

В любой точке внутренней обла- 
сти выполняется противоположное не- 
равенство 


Ну < © 


С другой стороны, из любой точки 
внутренней области можно провести 
три различные касательные к кри- 
вой (4) (рис. 7, 6). Действительно, для 
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точек, расположенных на оси Ор, 
это следует из симметричности крн- 
вой (рис. 7, 6); число же касатель- 
ных не может нзменяться, если пе- 
реходить к другим точкам, не плересе- 
кая при этом-кривой. Таким образом, 
неравенство (8) является необходи- 
мым и достаточным условием того, 
что уравнение 3--рх--9=0 имеет три 
различных действительных корня. 

Если точка (р; 9) лежит на верх- 
ней дуге кривой (4), то через нее 
можно провести касательную к кри- 
вой в самой этой точке и, кро- 
ме того, еще касательную к ниж- 
ней дуге (рис. 7, г). Аналогич- 
но — для точек нижней дуги. Следо- 


3 2 
вательно, в случае и +(5) =0 


{рэ20, 950) уравнение х3-+рх-9=0 
имеет один корень кратности 2 и 
один корень кратности 1. 

Точка (0; 0) — исключительный 
случай; ей отвечает уравнение х*=0 
с тремя совпадающими корнями. 


Задание 3 


1. Начертите на  миллиметро- 
вой бумаге сетчатую — номограмму 
для решения уравнений -рх-+9=0. 

2. Найдите множество всех та- 
ких точек ф: 9) Ел, для которых 
уравнение ©--рх-9=0 имеет три 
различных действительных — корня, 
принадлежащих заданному интерва- 
лу 1а; М. Составьте таблицу, при 
помощи которой по положению точ- 
ки (р; 9) на плоскости пл можно было 
бы определить, сколько корней урав- 
нения -рх+9=0 попадает в за- 
данный интервал ]а; Ы. 

Рассмотрите, например, случай, 
когда а=— 2, 6=4. 


В качестве задачи для самостоя- 
тельного  нсследования предлагаем 
построить (и обосновать) сетчатые 
номограммы для решения следующих 
уравнений четвертой степени: 

а) х--рх+9=0, 

6) жж рх-9=0, 

в) хх --рх4+9=0. 

Сделать это вам помогут книги: 

1. А. Н. Колмогоров и 
др.. Летняя школа на Рубском озере 
(М., «Просвещение», 1971). 

2. Ф. Клейн. Элементарная 
математика с точки зрения высшей 
(М. — Л., Гостехтеориздат, 1933). 


Приложение 


(для читателей, знающих, что такое ком- 
плексные чнсла). 

Здесь мы рассмотрим квадратные урав- 
нения х? -|- рх {- 9 = Ос действительными 
р иди отрицательным дискримниантом, 


т.е. уравнения, для которых $ 5>-;_ р 3 


(этим уравненням на фазовой плоскос- 
тн л соответствует «внутренность» дискрн- 
минантной параболы). Такие уравнения 


имеют два сопряжениых корня: а + & 
на — Мы. По теореме Виета 
[ = 
9 
а +5 =4, ® 
откуда 
р 
Ёч=—_ +. (10) 
Найдем все точки (р; 93) ах. соответ- 


ствующие уравненням с комплексными кор- 
иями вида а -- п (п Е 2). 

Из соотношения (10) следует, что урав- 
нениям с корнями такого вида соответству- 
ют точки плоскости л, лежащие на парабо- 
лах 


2 У р? 
=, = +4, 9=-4 +9, ..о 


(рис. 8); эти параболы получаются парал- 


Рис. 7. 


‘мьычозъзезфзоес 


ММ 


а=-3 а=-2 а=-1 а=0 а=1 а=2 а=3 


5 бр 


Рис. 8. 


лельным переиосом дискриминаитной па- 
раболы. ь 

Из (9) видно, что уравиениям с корня- 
ми вида п М (п — целое число) соот- 
ветствуют на плоскости л точки лучей 
р = —2п с вершинами на дискриминантиой 
параболе (рис. 8). 

Поэтому уравнениям х? -- рх | 9 == 0, 
имеющим комплексный корень а | &, 
удовлетворяющий, например, условиям: 

1<а<2, 1-2 
на плоскости л соответствуют точки (р; 4). 


координаты которых удовлетворяют сис- 
теме иеравенств: 


1 
тм 
—4<р<- 2, 
1 1 
ар А. 


° Таким образом, чтобы при помощи 
сетчатой номограммы, изображенной на 
рисунке 8, решить конкретное уравнение 


1 
# + рх + 4= 0, у которого 9>>-4 р*, 


надо посмотреть, между какнми лучами и 
между какими параболами на плоскости л 
лежнт точка (р; 9). р 
Заинтересовавшнмся читателям мы 
предлагаем рассмотреть в плоскости п 
области комплекснык корней для уравнений 


э-- рх + 9 = Он — м рх-9= 0. 


Задачи 
наших читателен 


1. Доказать, что 
а) 7“*4--1 делится на 
1976; 
6) 7! —1 делнтся на 
1976 при п=4. 
С. Майзус 
{г. Запорожье) 


2. Существуют ли нату- 
ральные числа, куб которых 
окаичивается (в десятичной 
записи) цифрами 1976? 

И. Гопенгауз 
(г. Москва) 


3. У некоторого целого 
числа подсчитали сумму 
цифр, у полученного числа 
виовь — подсчитали сумму 
цифр и т. д. Всего эту опе- 
рацию проделали 1978 раз. 
В результате получили чис- 
ло 1979. Может ли исходное 
число иметь 1978 различных 
делителей (включая само 
число, но ие единицу)? 

А. Альтшулер 
(г. Москва) 


4. Если записать число 
1978 словами н Подсчитать 
количество букв в такой за- 
писи (тысяча девятьсот 
семьдесят восемь), то полу- 
чится число 30. Для него та 
же операция даст число 8 и 
так далее. Получится после- 
довательность 
1978, 30, 8, 6, 5, 4, 6, 5, 4,... 

а) Доказать, что, чем 
бы ни начиналась подобная 
последовательность, она с 
некоторого номера начнет 
циклически повторяться. 

6) Найти все циклы, ко- 
“торые могут здесь возиик- 
нуть. : 
М. Штеренбер 

(г. Саратов 


Н. Клумова 


Номограммы 


из выравненных 
точек 


В статье В. Вавилова (с. 22) рассказыва- 
ется о приближенном решенни уравнений 


второй н третьей степени с помощью сет- 


чатых номограмм. На с. 83 «Четырех- 
зиачиых математических таблица 
В. М. Брадиса тоже нзображена номограм- 
ма для приближеиного решения уравнений 
х?-|-рх-- 9-0 (таблица ХХН). Одиако это— 
не сетчатая номограмма, а так называемая 
номограмма из выравненных точек. Что это 
такое, как она получается н как поль- 
зоваться такой номограммой, объясняется 
в настоящей заметке. 


Нарисуем две вертнкальные па- 
раллельные прямые — ось р с на- 
чалом отсчета А и о5ь 9 с началом 
отсчета В (рис. 1; на этом рисунке 
отрезок АВ перпендикулярен осям 
р, 4, но это вовсе не обязательно). 

Возьмем произвольные числа &, 
Ви положительное число 


а. На оси р возьмем точку С с коор- 
динатой —а°—В, на оси д — точку О 
с координатой —а*. Пусть ПАБ 


ПВС =Е. 
Проведем через Е произвольную 
прямую, не параллельную осям р, 


9. Обозначим координату пересече- 
ния М этой прямой с осью р через 
Рь, пересечения № с осью 9 — через 
9. Тогда 


2 -|- рой -- 9, =0, (1) 


т.е. чис20 а является корнем урав- 


нения 
хе + рохВ + 4, = 0. (2) 


Прямая ММ№ может пересекать- 
ся сосямн р, д одним из трех способов: 
Ро<0, 9>>0 (рис. 1); ро>>0, 4—0 
(рис. 2); ро<0, 9%<0 (рис. 3). Дока- 
жем равенство (1) для случая, изо- 
браженного на рисунке | (остальные 
два случая рассматриваются анало- 
Гично). 


Из подобия треугольников АЕС 


- [821 _ 1РЕ] 
ни ВЕР имеем ТЯСГ = ТАЕ|, ЭТКУда 
ГРЕТ _ а“ В 
ТАЕГ В = а". Далее из подобия 
треугольников АЕМ и МЕР следует 
1рм|  1РЕ| а® -- 4 
[АМТ— ТАБТ» ТО есть ——. ®- = ай 


(рис. 1), что и дает (1). 


Зафиксируем произвольные &, 
Ви рассмотрим всевозможные урав- 


Рис. 3. 


нения 


хе + р +9 = 0. (3) 
Номограмма для отыскания по- 
ложительных корней таких уравне- 
ний рисуется следующим образом: 
параметру а придаются разные по- 
ложительные значения и для 
каждого из них строится точка Е 
так, как рассказано выше; получен- 
ные точки, помеченные соответствую- 
щими значениями параметра, сое- 
диняются плавной кривой Г (рис. 4). 
Если мы хотим теперь при по- 
мощи этой номограммы приближенно 
найтн положительные корни конкрет- 
ного уравнения  х-+ рой +9 =0, 
надо на оси р взять точку № с коор- 
динатой ре, на оси 9 — точку М с 
координатой 9 и провести прямую 
ММ. Каждая точка пересечения 
прямой ММ с кривой Г дает, в силу 
(1), положнтельный корень уравне- 


ния (2). 
Теперь понятно, почему так по- 
строенная  номограмма называется 


номограммой из выравненных точек: 
точки, соответствующие  коэффици- 
ентам р, 9 уравнения, и точки, со- 
` ответствующие искомым положитель- 
ным корням уравнения х®-рх8 + 
+9=0, лежат на одной прямой. 


Упражнения 

1. Постройте номограммы из вырав- 
меикых точех для иахождения положи- 
тельиых корней уравненнй 


и ра = 0. 
если т = 3 п=2;т=4 п = Цт= 4, 
п=2;т=4п1п=З3. 


Рис, 4. 


2. Постройте номограммы из вырав- 
ненных точек для нахождения положн- 
тельных. корней уравнений 


хе + рх8 +9=0, 


есля Я“ = ы В = с а = га В ыы и. 
= — -& у _ 
и, = у а=й,, В; аз), 

Ва Зв 


На рисунке 5 приведена номо- 
грамма из выравненных точек для 


= = 


= о ллхочоофо 


решения уравнений (3) при @=2, 
В=1. Эта номограмма взята из «Че- 
тырехзначных математических таб- 
лиц» В. М. Брадиса. 

Точки на осях р и 4 имеют на ри- 
суике координаты от —12,6 до --12,6. 
Поэтому, если зиачення  коэффи- 
циентов ро Н 4 данного конкретного 
уравнення  х*“-рх-9=0 не 
превосходят по модулю 12,6 н отлич- 
ны от 0, то для нахождения поло - 
жительны х корией этого урав- 
нення нужно проделать то, что опи- 
сано выше. Построенная прямая ММ 
может пересекаться с кривой Г в 
двух точках (в этом елучае оба корня 
данного уравнения х*--рьх-+4.=0 
положительны), в одной точке (в 
этом случае второй корень уравнения 
отрицателен), может касаться кривой 
(в этом случае у — уравнения 
х-- рх--9, =0 — кратный поло- 
жительный корень); наконец, она 
может не иметь с кривой Г нн одной 
общей точкн (в этом случае лнбо оба 
корня уравнения отрицательны, либо 
у него вообще нет действительных 
корней). 

Для получения отрицательных 
корней уравнения х*-|- рх- 9% =0 
надо, сделав замену переменной 
х=—4{, искать на той же номограм- 
ме положительные корнн уже для 
уравнения Р—р,{-9,=0. 

Если значения — коэффициентов 
ри9 по модулю превосходят 12,6, 
то следует сделать замену переменной 
х= и перейти от уравнения 
э-+рх-9=0 к уравненню 
В-+(рЮЕНИЕ=0; число К выбира- 
ется так, чтобы числа р/Ё и 4/Ё бы- 
ли уже в указанных на номограмме 
интервалах. 

В случае, еслн оба корня урав- 
нения х-+рх-9=0 близкн к нулю, 
также выгодно сделать замену пе- 
ременной х=АЕ. Так, для уравнения 
х'— 0,89 х--0,16=0 значения корней 
по номограмме найти трудно. Поло- 
жив х=0,21 получим уравнение 
#—4,45 #{-4=0; его корни &=1,2; 
{=3,2, откуда х,=0,24, х,=0,64. 

Упражнение 3 

Используя таблицу ХХИ из «Таблиц» 
Браднса, решите следующие квадратные 
уравнения: 

а) № — 2,4х -|- 1,5 =0; 6) х8— 6х -- $ = 0; 
3) х? — 6х -|- 8,99 = 0; г) @—13х+ И = 6; 
д) х? — 0,3х-{ 0,2 = 0; е) хё—17х -| 0,8 9, 
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Задачи нащих 
читателей 


1. Докажите неравен- 
ство 


У2+У 4—2 3+ 
+У6—2165+...+ 
+Им-—2У@® "> 


> У@ +1. 


О. Бабаев 
(с. Нахичевань) 


2. Назовем натураль- 
ное число А интересным, 
если при вычитании из него 
числа, состоящего из тех 
же цифр, но записанных в 
обратиом порядке, полу- 
чается натуральное чнсло, 
состоящее из тех же цифр, 
что н А. Таковым, напри- 
мер, является число 1980, 
так как 1980 — 891 = 1089 
(подразумевается, что 
0891 = 891). 

а) Существует ли 1978- 
значное интересное число, 
состоящее только из еди- 
ниц, четверок и ссмерок? 

6) Найдите асе трех- 
значные интересные числа. 

в) Существуют ли че- 
тырехзначные —нитересные 
числа, отличные от 1980? 

г) Сколько существует 
интересных чисел. цифры 
которых образуют арифме- 
тическую прогрессию? 

д) Докажите, что 1979- 
зиачных интересных чисел 
будет больше 10%. 

е) Для какого на- 
турального А существует 
№-зиачиое интересное чис- 
ло? 

В. Батырев 
(г. Москва) 


3. Докажите без помо- 

щи таблиц, что #8 34%> 2/3. 
С. Майзус 

(г. Запорожье) 

4. Постройте` бесконеч- 
ную последовательность чн- 
сел, п которой первый член 
равен а (< #1) н сумма 
любого числа первых чле- 
нов равна их произведе- 


инЮ- 
И. Суев 
(г. Кишинев) 


Математический кружок 


> жа 


А. Тоом 


Решения 
задач ВЗМШ 


В этой статье приводятся решения 
некоторых задач из вступнтельной 
работы в ВЗМШ 1978 года («Квант», 
1978, № 1). | 
3. Какие значения может прини- 
мать а, если 
|а +511 н |а—351<7? 


Ответ: —= <<. 


Проще всего решать эту задачу 
графически. Возьмем на плоскости 
систему координат и най- 
дем область, состоящую из точек 
(а; 5), удовлетворяющих неравенст- 
вам. Легко сообразить, что это па- 
раллелограмм с вершинами (5/.; —\.), 
(Иа; 3/4), ([—Ма; Ма) и (С-Ч —\). 

4. На плобкости дан квадрат с 
центром в точке О. В этой точке 
расположен прожектор, который ос- 
вецает угол величиной 90°. В началь- 
ный момент времени прожектор 
освещал угол, стороны которого про- 
ходили через две вершины квадрата. 
Затем прожектор начал вращаться 
вокруг точки О. В какой момент вре- 
мечи площадь освещенной части квад- 
рата будет больше: когда прожектор 
позернется на 45° или на 727? 

Площадь освещенной части все 
время одинакова и составляет чет- 
верть площади квадрата. Действи- 
тельно, стороны угла в 90” с верши- 
ной в центре квадрата вместе с их 
продолжениями делят квадрат на 4 
конгруэнтные части, — переходящие 
друг в друга при поворотах на 90°, 
180°, 270”. 


5. Ивана Александровича Хле- 
стакова пригласили управлять де- 
партаментом и в течение трех дней 
прислали 30 000 курьеров. Известно 
следующее: если бы в первый день 
было прислано вдвое больше курье- 
ров, то общее число курьеров было бы 
четвертой степенью того числа, на 
которое в третий день прислали курь- 
еров больше, чем во второй. Сколько 
курьеров было прислано Хлестакову 
в каждый день? (Приведите все воз- 
можные ответы.) 

Пусть в первый день прислали х, 
во второй у, в третий 2 курьеров. Из 
условия следует, что 

2х +у+2=(2—у)*. 
С другой стороны, очевидно, что 

30 000 = 2х + у -- 2< 60 000, 
откуда 

30 000 = (: — и)* < 60 000. 
Подсчетом убеждаемся, что в этом 
промежутке лежат только 

144 = 38 616 и 15“ = 50 625. 

В каждом из этих случаев легко най- 
ти ответ; р 
х = 8616, х =20525, 
| у = 10685, и | у= 4 680, 
2 = 10699 2 —=4 695. 


7. Найти все пары целых чисел 
(х; и), удовлетворяющие уравнению 
м — ху — 2 = 18. 

Левую часть можно разложить: 
(Хх НИХ — 29) = 18. 
Заметим, что разность множителей, 
стоящих в левой части, равна Зу и 
потому делнтся на 3. Итак, 18 надо 
разложить на 2 множителя, разность 
которых делится на 3. Это можно- 
сделать четырьмя способами, каж- 

дый из которых дает свой ответ: 


18 =3-6, 18 = (—3) - (5), 
18 =6-3, 18 = (—6) - (-3), 
х=4 х= —4 [х=5 [х= 5 
а —1 Ив ыы у=—1. 

8. Дан прямоугольник АВСО. 


Внутри него берется произвольная 
точка и через нее проводятся две пря- 
мые, параллельные сторбнам АВ и 
ВС. Эти прямые разбивают прямо- 
угольник на 4 меньших прямоуголь- 
ника. Доказать, что площадь хотя 
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бы одного из прямоугольников, —с0- 
держащих точки А или С, не больше 
четверти площади исходного прямо- 
угольника. 

Пусть сторона АВ разрезана на 
куски, составляющие части Ан 1—# 
от нее, а сторона ВС разрезана на 
куски, составляющие части {и 1— 

| 


от нее. Нам надо доказать, что {1 = Ра: 


или  (1-—Ю (1-0 


Е, Гот 0 до 1. 
Для этого достаточно убедиться, 


что нар -е. Но 


1 
= при всех 


ва- = н 11—08 (т 
неравенства выводятся из неравенств 


0 н (1-15). 


Поэтому Е (1—^)(1—1) действитель- 
но не больше */в. 
9. Решить систему уравнений: 


1х1 == 2х2, 
1-2 х2 = 9х, 
1-8 = 9х., 
| 1--ха = 2х1. 


Сложив все уравнения, получим 
а — И — По, - 0+ 
+0 1 =0. 


Это равенство возможно только, если 
Ха = Хр = Ж = Хх. = |. 
что и дает единственный ответ. 

10. Ученику прислали задание, 
состоящее из 20 задач. За каждую пра- 
вильно решенную задачу ему ставят 
8 баллов, за каждую неверно решен- 
ную — минус 5 баллов; если же он 
задачу не решил, ему ставят 0 бал- 
лов. В результате ученик получил 
18 баллов. Сколько задач решал иуче- 
ник? 

Пусть ученик правильно решил х 
задач и неправнльно решил у задач. 
Тогда 

8х — бу = 13, 
откуда 5у--13 должно делиться на 8. 

Ясно, что у нечетно. Пробуем не- 
четные значения у подряд и находим 
подходящие: у=7 и у=15. Подхо- 
дит только первое: и=7, х=6. (При 
у=15, х=И и хру=24>20.) 


Советуем купить 


Математика 


Кантор И. Л... Соло- 
довников А. С. —Гилер- 
комплексные числа. Ц. 22 к. 
Перельман Я. И. Живая 
математика. Математические 
рассказы и головоломки. 
Ц. 30 к. 

Постников М. М. Георе- 
ма Ферма. Ц. 20 к. 
Солодовников А С. 
Системы линейных  нера- 
венств. Ц. 15 к. 


Физика, астрономия 


Бутеннн Н. В. Введение 
в аналитическую механику. 
Ц. 56 к. 

Бутиков Е. И. и др. Фч- 
зика для поступающих п ву- 
зы. Ц. Гр. 
Китайгоролский А. И. 
Введение в физику. Ц. Гр. 
41 к. 

Кошкин Н. И., Ширке- 
вич М. Г. Справочник по 
элементарной физике. 
Ц. 69 к. 

Кресин В. 3. Сверхпрово- 
Оимость и сверхтекунесть. 
Ц. 35 к 

Майер В. В. Простые опы- 
ты с ультразвуком. Ц. 20 к, 
Сборник задич по общему 
^лирсу физики {Механнка). 
Ц. 67 к, 

Сборник задач по общему 
курсу физики (Термодинами- 
ка ин молекулярная физика) 
Ц. 32 к. 


{Окончание см. с. 58) 


Премии «Кванта» 


В 1977/78 учебном году редакция получнла более 12 тысяч 
писем с решеинями задач из Задачинка «Кванта». Школь- 
ники, решнашне нанбольшее чнсло задач илн приславшне 
нанболее оригинальные решения, награждаются 
специальной премией, учрежденной редакционной колле- 
гией журнала — подпиской на «Квант» на 1979 год. 


1. БАЛИНСКИЙ АЛЕКСАНДР (с. Дубляны Львовской 
обл.) 


2. БАРЗЫКИН- АЛЕКСАНДР (пос. Черноголовка Мос- 
ковской обл.) 


3. БАТЫРЕВ ВИКТОР (г. Москва) 


4. ГАВРИЛОВ МИХАИЛ (пос. Черноголовка Московской 
обл.) 


.„ ГРИШЕЧКИН СЕРГЕЙ (г. Москва) 

. ГУБА ВИКТОР (г. Вологда) 

. ИЗМАЙЛОВ РАУФ (г. Баку) 

. КУЛЕСКО АЛЕКСАНДР (г. Донецк) 
.ЛАШКИН ВЛАДИМИР (г. Киев) 

. ЛЮДМИРСКИЙ ДМИТРИЙ (г. Киев) 
.‚ МИНДЛИН ДМИТРИЙ (г. Ташкент} 

. МИРЛИН АЛЕКСАНДР (г. Ленинград) 


. НЕНАШЕВ АЛЕКСАНДР (г. Ленинград) 
. ОПАРИН АНДРЕЙ (г. Горький) 
5. РОЖАНСКИЙ ЛЕВ (г. Москва) 
. ТРОФИМОВ ВЛАДИМИР (г. Москва) 
. ФИРСОВА ГАЛИНА (г. Ленинград) 
. ШВЕЙДЕЛЬ ВЛАДИМИР (г. Великие Луки) 


За успешное участие в ХИ Всесоюзной физико-матема- 
тнческой олимпиаде подинской на «Квант» на 1979 год ка- 
граждаются: 


1. АБДУГАНИЕВ АБДУВАЛИ (Ташкентская обл.) 


2. БРАТЧЕНКО СВЕТЛАНА (х. Бойко-ПЙонура Красно- 


дарского края) 
3. ИРМАТОВ АНВАР (г. Наманган) 


. ЛУЧКО ЮРИЙ (д. Словатичн Гродненской обл.) 
.‚ ФАИСМАН АЛЕКСАНДР (г. Ташкент) 
.‚ ЩЕРБАКОВ СЕРГЕЙ (г. Ленинград) 


Зтот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента ос- 
новання журнала. Публикуе- 
мые в нем задачи не стандарт- 
ны, но для их решения не 
требуется знаний, выходящих 
за рамки нынешней школьной 
программы. Нанболее труд- 
ные задачи отмечены  звез- 
дочкой. Решення задач из 
этого номера можно прислать 
не позднее 1 ноября 1978 го- 
да по адресу: 113035, Моск- 
ва, М-35, Б. Ордынка, 21/16, 
редакция журнала «Квант». 
После адреса ма конверте 
напишите номера задач, ре- 
шення которых вы посылае- 
те, например, «М521, М522» 
илн «ФБЗЗ», Решения задач 
по каждому нз предметов (ма- 
тематнке н физнке), а также 
новые задачн просьба прн- 
сылать в отдельных конвер- 
тах. Задачн из разных номе- 
ров журнала присылайте так- 
же в разных конвертах. 
В письмо вложите конверт 
< написанным на нем вашны 
адресом (в этом конверте вы 
получнте результаты прозер- 
кн решений). Условня орн- 
гннальных задач, предлагае- 
мых для публикации, присы- 
лайте в двух экземплярах 
вместе с вашими решеннями 
этнх задач (на конверте по- 
метьте:  Задачинк «Кван- 
та», иовая задача по физн- 
ке» нлн «...новая задача по 
математике» ). После форму- 
лировки задачн мы обычно 
указываем, кто предложил 
нам эту задачу. Разумеется, 
ме все эти задачи публнкуют- 
ся впервые. В этом п следую- 
щих — номерах Задачник 
«Каанта» составлен в 0с- 
новком из задач, предлагав- 
шихся на последней Всесо- 
юзной олныпиаде. 
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задачник 


ябанта 


Задачи 
М521—М525; Ф533—$537 


М521. Обозначим через а, целое число, ближай - 
шее к Ул. Найдите сумму 

. 1 
@1ово 


1 1 1 
а Ты ТЕ . (8,9 кл.) 


Г. Гуревич 


№522. На плоскости задано несколько непересе- 
кающихся отрезков, никакие два из которых не 
лежат на одной прямой. Мы хотим провести еще 
несколько отрезков, соединяющих концы данных 
отрезков так, чтобы все отрезки вместе образовали 
одну несамопересекающуюся ломаную. Всегда ли 
это можно сделать? (8 кл.) 


В Произволов 


М523. Фишка стоит в углу шахматной доски раз- 
мером пхл клеток. Каждый из двух играющих 
по очереди передвигает ее на соседнее поле (имею- 
щее общую сторону с тем, на котором стоит фишка). 
Второй раз ходнть на поле, где фишка уже побы- 
вала, нельзя. Проигрывает тот, кому некуда хо- 
ДНТЬ. 

а) Докажите, что если п четно, то начинающий 
игру может добиться выигрыша, а если п нечет- 
но, то вынгрывает второй. 

6) Кто выигрывает, еслн первоначально фиш- 
7 стоит не на угловом поле, а на соседнем с ним? 
(8 кл.) 


Н. НЦецветаев 


М524. Докажите, что ни при каком натуральном т 
число 1978" —1 не делится на 10007"—1. (8 кл.). 


С Конягин 


М525. Докажите, что для любого тетраэдра су- 
ществуют такие две плоскости, что отношение 
площадей проекций тетраэдра на эти плоскости 
не меньше У2. (10 кл.). 

А. Берзиныш 


Рис. 1. 


777777 


Рис. 2. 


$533. Гантелька длины [ стоит в углу, образован- 
ном гладкими плоскостями {рис. 1). Нижний ша- 
рик гантельки смещают горизонтально на очень 
маленькое расстояние, и гантелька начинает дви- 
гаться. Найти скорость нижнего шарика в тот 
момент, когда верхний шарнк оторвется от верти- 
кальной плоскости. 

А. Зильберман 


Ф534. Астронавты «Скайлэба» с помощью специ- 
ального радиолокационного высотомера обнару- 
жили, что поверхность океана в районе «Бермуд- 
ского треугольника» ниже нормального уровня 
на 25 метров (см., например, журнал «Наука и 
жизнь», 1976, № 9). Предполагая, что этот 
«прогиб» можно объяснить наличием под дном 
океана шаровой полости, заполненной водой, оце- 
нить радиус этой полости. Глубина океана й= 
=6 км, средняя плотность земных пород р=3Зх 
Хх 103 кг/м. 

А. Стасенко 


Ф535. Потеицнальная энергия взаимодействия 
двух одинаковых заряженных маленьких шариков 
с зарядами 9 и 9, равна \, = ее . 
где [— расстояние между центрами шариков. 
Если шарики соединить проволокой, заряды шари- 
ков станут одинаковыми, и потенциальная энергия 
взаимодействия шариков станет равной \,= 
м. Так как (4+9, >49, 
(при 9:5 98), то >, то есть потенциальная 
энергия взаимодействия зарядов возрастает! От- 
куда берется дополнительная энергия? 


$536. Жесткая прямоугольная конструкция 
и" 
АОВ (АОВ=90°) вращается вокруг вертнкальной 


осн ОО’, так что АОО’=а (рис. 2). С помощью 
колец, которые могут свободио скользнть по сто- 
ронам АО и ОВ, на конструкцию надет легкий 
стержень КЁ длнны 2а. Ксерединестержня прикреп- 
лен небольшой массивный шарик. При какой уг- 
ловой скоростн вращения конструкции стержень 
займет горизонтальное положение? 

С. Кротов 


Ф537. Полировкой металлической пластины ее мож- 
но сделать зеркальной. Оценить, какова может 
быть максимальная высота шераховатостей, ос- 
тавшихся после полировки, чтобы пластина зер- 
кально отражала пучок света с длиной волны 
А=5-10-8 м, падающий на нее под углом “а=45°. 
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М471. Две пересекающиеся 
окружности вырезают из 
плоскости три ограничен- 
ные непересегкающиеся обла- 
сти. Докажите, что не су- 
‚ществует окружности. де- 
яящей пополам площадь 
каждой из этих трех 0б- 
ластей- . 


у, Х 4 


№472. Внутри куба распо- 
ложен выпуклый многогран- 
ник, проекция которого на 
каждую из граней куба со- 
впадает с этой гранью. До- 
кажите, что объем много- 
гракника ке меньше 13 
объема куба. 


Рис. 


_Рнс. 2, 


№473. Имеется две группы 
по п гирь. в каждой из ко- 
торых гири расположены в 
порядке возрастания их 
масс. Покажите, что 


а) 2п — Г взвешивачиями 
можно расположить и все 
2п гирь в порядке возраста- 
ния их масс; 


Решения задач 
№471-—М№М474; Ф487—Ф490, Ф492 


8 решенян мы будем нспользовать следующее почти 
очевидиое соображение: если хаждая из двух кривых делит 
площадь данной фигуры пололам, то они обязательно пе- 
ресекаются. Предположим, что нужная окружность наш- 
лась. Проведем прямую О!О.», соеднняющую центры дан- 
ных окружностей %, м %› (рис. !). Опа‘делит площадь фигу- 
ры Г: пополам. Но н У делит эту площадь пополам. Значит, 
внутри Г, у 7н (010.) ссть точка пересечения. Аналогич- 
но, у них есть точки пересечения внутри Г. н внутри Гз- 
Мы получили, что окружность и прямая пересскаются 
более чем п двух точках — противоречие. Зиачит, такой 
окружности \ быть не может. 

Предлагаем вам подумать нал задачей с аналогичной 
формулировкой (эту задачу пам прислал чнтатель В. Кал- 
мыков из г. Воронежа). й 

Две концентрические окружности ограничивают две 
области: кольцо и круг меньшего радиуса. Докажите, 
что ме существует окружности, делящей пополам пло- 
щцадь каждой из этих двух областей. - 

С. Фомин 


х 


На каждом ребре куба К должиа существовать па 
крайней мере одна точка, принадлежащая многогранин- 
ку Т,— иначе проекция Т в направлении этого ребра 
куба не совпала бы с соответствующей транью куба. 
Выберсм на каждом ребре куба К по точке многограннни- 
ка Т (некоторые нз инх могут оказаться вершинами 
куба). Пумь С —их выпуклая оболочка 
(рис. 4). Мз выпуклости многогранника Т следует, что 
СС] Т, Полагая длину ребра куба равной |, подечитаем 
объем дополнення К\С многогранника С до куба К. 

К| С — это объеднненне восьмн треугольных пнрамид 
при восьми вейщинах куба К (рис. 2}. Разобьем эти пира- 
мнды на пары — по паре инрамнд при каждом нз четырех 
вертнкальных ребер куба. Сумма объемов каждой пары 


1 | 
пирамид не превосходит —— ВУ, -- (1—1) 5. (см. рнс. 2}. 


1 


1 
Поскольку $5,5, $.=—- 


1 1 
3 1$ +3 И—4) 5.5 


ОР: 
1 2 
Итак, объем (К\С) =4--5 =, следовательно, 
2 | 
объем Т> объем С>1— ЕЕ 2. 


Заметим, что оценка , — точная: объем тетраэдра, 
вершнны которого — четыре несмежных вершины куба, 
составляет з объема куба. 

В. Прасолов 


Ф* 


Рассмотрим более общую задачу: имеется дде группы 
гирь. в одной группе — т штук, в другой —п. В каждой 
групле гири расположены в порядке возрастания их масс. 
Требуется найти число $ (т, п) такое, что 

а) проведя ф(т, п) взвешивоний, можно расположить 
все т -|- п гирь а порядке возрастания их масс; 

6} меньищм чем ф(т, п) числом взвешиваний этого сде- 
лать, вообще говоря. нельзя. 

Задача М473 состоит в том, 
$ (п, п) =21—1. 


чтобы доказать, что 


6) меньшим 2п — 1 числом 
взвешиваний это сделать, 
вообще говоря, нельзя, 

{За одно’ взвешивание срав- 
ниваются массы двух гирь; 
массы всех 2п гирь попарно 
различны.) 


№474. Натуральное число 
называется совершенным, ес- 
ли оно равно сумме всех сво- 
их делителей (кроме само- 
го себя); таковы, напри- 
мер, числа в = 14 2- 
+3 и 28 = 142-444 
--7-- 14. Докажите, что 
число М несовершенно, если 
известно, что оно 

а) при делении на 4 дает 
остаток 3; 

6) при делении на 6 дает 
остаток 5. р 

(До сих пор неизвестно, су- 
ществуют ли нечетные со- 
вершенные числа. ) 


Докажем вначале, что 
фт, 75 тт -—1. (1) 

Обозначим массы гирь через ау, @4, ..-, ат, 6, В, ..., Вл 
так. что а; <<... < в <6<... <. 

Первым взвешиваннем сравним 7-ю гнрю первой 
группы с п-й гирей второй группы. Еслнаж < Ви, то оче- 
видно, масса В» — самая большая, н остается упорядочить 
группу из т упорядоченных гирь и п — 1 упорядочен- 
ных Гнрь. Если же ат > вп, то самая большая масса — 
@т, н остается упорядочить группу из т — 1 упорядо- 
ченных и п упорядоченных гирь. Поэтому $Ф (т, л) < 
5 1-+ тах (ф (т — 1, п), фт, п — 1). 

Заметим теперь, что ф (т, 0) = ф (л, 0) = 0. После 
этого неравенство (1) доказывается индукцией- 


Теперь докажем, что 
ф (п, п) > 21 — 1. (2) 
Пусть 
< <а<ь <... < <&.. (3) 


Докажем, что в этом случае, выясняя порядок гирь, 
необходимо сравнить а; с $; (1515 п). В самом деле. 
пока не осуществлено такое сравнение, исвозможно от- 
личить порядок гирь (3) от порядка, который отличается 
от него перестановкой ар н 6:- 

Точно так же доказывается необходимость сравне- 
ния всех а; < В; для г = 2, 3, ..., п. 

Для описаниых сравнеинй необходимо осуществить 
п -- (п — | = 21 —{ взвешиваннй, так что ф (п, п) > 
> 21 — 1. 
Из неравенств {1) н (2) следует пункты а) к 6) задачи 
М473. 

Аналогичным методом нетрудно доказать, что 
ф (п, л-- П = 2в. Применяя более тонкне рассуждения, 
можно показать, что ф (п, п -+ 2) = 2 + 1и>» н 
фл. л 3) = 21 2 (п 4). х 

Вычнсленне же числа ф (т, п} в общем случае — 
по-внднмому, очень трудная задача. Попробуйте дока- 
зать, Например, что ф (5, 9) = 12. 

В. Гринберг 


Ф 


а) Пусть № — совершениое число, остаток от деления 
которого на 4 равен 3. Очевидно, можно считать, что № — 
составное. Если М№ = а-6, то поскольку М нечетно, а иб 
Также — нечетные чнсла. Остаток от деления любого не- 
четного чнела на 4 равен лнбо 1, лнбо 3. Легко провернть, 
что если этот остаток для а равен 1, то для В он равен 3 
(и наоборот). 

Пусть теперь а.,.... ал — все попарио различные 
и ие равные 1 делителн чнсла №, дающие при делеини 
на 4 остаток |: а; = 48; + 1. Тогда числа 6; = Ма: 
также все попарно разлнчны, нн одно из них не совпадает 
к №, н каждое из иих при делении иа 4 дает остаток 3; 
ы = 41 3. Кроме того, набор чнсел 1, а, .... ап, 
5...... 6п нсчерпывает все попарио различные, не равные 
№ делнтели числа №. 

Предположим теперь, что № — совершенное число, 


т. с. 
№ == 1+ а ++... + а, + в. 
Тогда № = 41 1 — протнворечие с условием. 

6) Пусть остаток от деления А на И равеи 5. Легко 
проверить, что еслн, № = а-8, то остаток от деления на 6 
одного из чнсел а, 6 равен 1, а другого — 5. 

Дальнейшее и проводится как в задаче а). 

Задача М474 возинкла из вопроса, ответ на который 
до сих пор иснзвестен: существуют ли нечетные совершен- 
ные числа? (Проверено. что среди Чнсел, меньших 107, 
таких чисел иет.) Из М374 вытекает, что если нечетное чис- 
ло М является совершенным, то при деленнн на 4 оно дает 
остаток 1. а прн делении на 6 — либо остаток 1, либо 3. 

Пусть М = 6+1. Если ! — нечетно, то остаток 
от деления № на 4 равен 3. Поэтому иечетные числа, даю- 


3? 


$487. Жука фотографиру- 
ют в двух масштабах: с 
расстояния 4; = ЗЕ, где 
Е — фокусное — расстояние 
объектива, п г расстояния 
4; = 5Е. Во сколько раз на- 
до изменить диаметр диаф- 
рагмы объектива. чтобы 
освещенность изображения 
на пленке в обоих случаях 
была одной и той же? 
Считать, что диаметр обз- 
ектива в обоих случаях мно- 
го меньше Е. 


50 $ 


Рис. 3. 


р делении иа 6 остаток |, должиы иметь вид 

Если же М = 6 -|- 3, то аналогнчно можно показать, 
что № может быть совершенным только тогда, когда оно 
имеет вид 128 - 9. 

Таким образом, мы доказали, что если нечетное со- 
вершенное число существует, то оно либо имеет вид М = 
— 128 1, лнбо М = 12 -- 9. Полученный результат 
можно еще усилить. Как нам сообщили авторы задачи 
К. Сатаркулов и С. Югай, в 1952 году аиглийский мате- 
матик Тушар доказал, что если нечетные совершенные 
числа сани то они либо имеют вид М = 128-41, 
либо М = З6Ё -- 9. Результат Тушара иемедленно выте- 
кает из следующих двух утверждений: 

1. Нечетное совершенное число может иметь либо 
вид 337 (4 -- 1}, либо 327+1 (4 - 3). 

3. Совершенных чисел вида 3+1 (ав -- 3) не сущест- 
вует. 


Попробуйте доказать эти утверждения самостоятель- 
но. 


И. Клумова 
Ф 


Обозначнм через Я световой поток, испускаемый единицей 
площади поверхности жука внутри еднничного телесного 
угла (поверхностная яркость). Тогда с площади $ь (рис. 3} 
на объектнв фотоаппарата падает световой поток 


5 
Ф= 8550 = 85. -в°. 


5 
Здесь ® = — — тедесный угол (на самом деле это ра- 
а 


венство не точное, а приблнжеиное). $д — площадь дна- 
фрагмы объектива, 4 — расстояние от фотоаппарата до 
жука. 

После объектива световой поток попадает на фото- 
пленку, создавая на ней изображение. Осзещенность это- 
го изображення 

5 ^ 815 * 


где 5 — площадь изображения выделенного участка по 
верхности жука. Найдем ее. 


Поскольку лниейное увелнчение линзы равно {[!4 
у 


{{ — расстояние от линзы до изображения), отношение пло- 
Щадлей изображення и предмета 


5-Е. 
1 1 


1 
Согласно формуле лиизы, я Е откуда 


Следовательно, освещенность нзображения 
В5д $0 8В53(98— Е)? 
т а И И 


По условию задачн при фотографировании жука в двух 
масштабах освещенность изображеиня должна быть одиой 


_ _ВЗда (4, — Е)? _ В$ дз {48 — Е) & 
н той же: в — 42? . сюда 


да _ (41—28 5 „ ба _ 5 
5 (4—2 3’ Б:-6` 


$488. Прямоугольная про- 
волочная рамка г размерами 
сторон в == 0,020 ми в = 
= 0,030 м погружается в 
мыльную воду, благодаря че- 
му на ней образуется мыль- 
ная пленка. При наблюде- 
нии в отраженном свете, 
угол падения которого ра- 
вен а = 30°, пленка кажет- 
ся зеленой (А = 5.07? м). 
Г). Можно ли определить 
массу этой пленки с по- 
мощью весов, точность ко- 
торых 0,[ мг? Плотность 
мыльного аствора р = 
= 103 кг/м, — показатель 
преломления пленки п = 
= 1,33. 

2) Какого цвета будет ка- 
заться самая тонкая иэ 
пленок, — удовлетворяющих 
условию задачи, если свет 
будет падать на нее и за- 
тем отражаться перпенди- 
килярно пленке? 
Указание. Учесть, что 
при отражении света от 
более плотной среды фаза 
волны скачком — меняется 
на л. 


Рнс. 4. 


То, что пленка кажется в отраженном свете зеленой. ознз- 
чает, что световые лучи / н 2 (рнс. 4). соответствующие 
длнне волны А -= 5-10-? м. интерфернруя, дают максн- 
мум. Следовательно, оптическая разность хода этнх лучей 
равна целому числу длин волн. 

Длнна волиы в пленке равиа 


А 
№ = 


(^ — длниа волны в вакууме, л — показатель преломлеиня 
пленкн). На пути ОАВ луча Г (см. рис. 4) укладывается 


ОА- АВ 
& = — д  АПин волн. 
Так как ОА — АВ = оз В › то 


р 24 2ап 
1— Ан с0$В = АсозВ ° 


Число длин волн, укладывающихся на пути ОВ луча 2. 
равно 


ты РВ — ОВзта За В па — 2азтазт В 
р Зена Зе ра Е ини ЧЕ ЗИ 

2ап $т? 

Так как зто = пм, то в 


Учитывая, что при отраженни луча 2 (в точке В} происхо- 
днт изменение фазы волны на л, то есть теряется полвол- 
ны, найдем, что оптическая разность хода лучей-[Ё и 2 по- 
сле отражения от пленки равна 


| 
А [в - (+3) |^= 2апевв— 5. 


Для того чтобы лучи, ннтерферируя, давалн максимум. 
должно выполняться условие 5 = АА ( — целое): 


А 
24п созВ = (2+5, Е =0,1,2,... 


Различные значения Ё (при нензменных п и А) соответ- 
ствуют разным толщинам вленкн: 


И АИ 
^ взр 27 Умаума 1 
(= как 
НН еси | , 
сов — Угар Ут“ = 1 умяита). 


Толщина самой тонкой пленки (А -= 0) равна 


Масса такой пленкн равна 
тлив = @64иар = 0,06`мг, 
Для более толстых пленок 


ак = (2 + 1) 4, 
тк = (28 + 0 тть = (28 - 1.0.06 мг 
{= 1,2, 3, ...}. 
Массу пленкн можно измернть с помощью весов, точность 
которых 0,1 мг, в том случае, если т > 0,[ мг (то есть 
{> 2}. При этом ошибка измерения будет составлять 
Ат 0,1 мг 1,67 
т = 8 0.0,6 ж 322 41'100%. 


— 
— 


$489. Электроны ускоря- 
ются в электронной пушке 
электростатическим по- 
лем. проходя промежуток, 
непряжение на котором 
— [0 В. — Вылетев из 
лушки в точке Т, электроны 
движутся затем по прямой 
ТТ’ (рис. 5). В точке М 
на расстоянии Ч =- 5,0 см 
от точки Т находится ми- 
шень, причем прямая ТМ 
образует угол @ = 60° с 
прямой ТГ’. 
1) Какой должна быть ын- 


а 
дукция В однородного маг- 
нитного поля, перпендику- 
дярного плоскости рисунка, 
чтобы электроны, вылетев- 
шие из пушки, попадали в 
мишень? 

2) Какой должна быть ин- 


дукция В однородного маг- 
китного поля, паралдельно- 
го прямой ТМ, чтобы 
электроны попадали в ми- 
шень? 


Считать, что | В | не пре- 
вышеет 0,080 Т. 


т’ 


Рис. 5. 


42 


При нормальном падении света (< - 0) на пленку 
мниимальной возможной толщины (4 т = 1Ю-Т м) условие 
интерференционного максимума выполняется для свето- 


вых волн, длина которых удовлетворяет соотношению 
ГА 
ВВ | 
ой = 10-7 м. 
Отсюда 
А = 5.101 м. 
В отраженном свете пленка будет казаться зеленой. 


Электроны попадают в магнитное поле, имея кинетнче- 
скую энергню 


то 
Бь = > = ей 


{е = 1.6.10? Кл — заряд электрона, т == 9,1.10—М кг— 
масса электрона), то есть со скоростью 


91 Ух. 


1) Еслн магнитное поле перпендикулярно плоскости 
рнсунка, то электроны двнжутся по окружностн, которая 
касается прямой ТТ" в точке Т. Так как центростремитель- 
ное ускорение электронам сообщает сила Лоренца, то ра- 
днус А этой окружности таков, что 


Еве [98| = 


ти? 


Ю . 


Отсюда 


Из рисунка Б видно, что электроны будут попадать 


в точку М, еслн то есть при 


К = ща» 


|= 29% Ул =3.4.10- т. 


2) Если магннтное поле направлено вдоль прямой 
ТМ. то электроны будут двигаться по спнралн, ось кото- 
рой параллельна прямой ТМ {рнс. 7). Действительно, 


= 
проекция скорости электрона на прямую ГМ эх, = | 9 [| сов а 
не будет изменяться. В плоскостн же, перпендикулярной 
прямой ТМ. электроны будут двигаться по окружности 
с постоянной по абсолютной велнчине скоростью, равной 


> 
=| [А [зто 

Сделав целый оборот вокруг своей оси, электроны 
пересекут прямую ТМ. Еслн бы проекция г; скорости 
электрона иа прямую ТМ была равна нулю, то, сделав 
полный оборот по окружностн раднуса А, электроны 
возвращались бы в точку Г. В нашем случае оин будут 
пересекать прямую ТМ п точках, отстоящих. друг от 
друга на расстоянни {:= \1, где 1 — время, за которое 
электроны делают один оборот: 


2^Ю, 


Для того чтобы электрон попал в точку М, необходимо, 
чтобы длииа | ГМ | была равна целому числу {, то есть 


а= = вит = ЛАВ, = 2дЕВ, сща (Ё — целое). 


Те 


Рис. 6. 
и =" та 
тр 
и. =Ёсо$ а й: 
в 
М 
Рис. 7. 
Ф490. При прохождении 


потока нейтронов через пла- 
стинку кадмия толщиной 
8 Г мм количество частиц 
уменьшается на 15%, п 
их скорость не изменяется. 
Какая доля потока нейтро- 
нов проходит через пла- 
стинку из кодмия толщи- 
ной 0 мм? 


Ф492*). На шероховитой 
плоскости лежат два круг- 
зых цилиндра г диаметра- 
ми Ои& (рныс. 8). Вокруг 
большого цилиндра обмотан 
инур, к концу которого 
приложена горизонтальная 


Е 
сила Е. Определить, при 
каком одинаковом для всех 


*) Задача Ф491 уже бы- 
ла опубликована в нашем 
журнале (ФЗ85). Решение 
см. «Квант», 1976, № 12. 


Ззпишем уравнение движения электрона п плоскости, 
перпенднкулярной прямой ТМ: 


Отсюда 


Следовательно, электроны попадут в точку М, 


2ль 
а= т У с05 а, 
[в’| 


если 


то ссть если 


и - ть 6,6-10-—2 Т. 


Возможные значения [2 
при # = ‚В = 6.6.10-3 Т; 
при &: 2 18 — 13,2. 10 т: 
при # = 318| = 19,8.10—3 Т; 


н, наконец, прин # =4 [18| = 26,4.10—3 Т. 


> 


Разделнм пластинку мысленно на слон толщиной и | мм. 
Если всего на пластинку Падает № нейтронов, то первый 
слой ироходит чнсло нейтронов 

№ = (1 — <} №, 


Ал | 
где а = 0,15. Аналогично. второй слой проходнт число 


нейтронов 
№0 — <) №, = (1—2 М. 


Очевидно, После л-го слоя в потоке останется 
№ = (Е — м) М нейтронов. 
Число нейтронов, прошедших пластинку из кадмня 
толщиной 10 мм, равно 


№ о = (1 —0,15)10 № = 0,850 №. 
Таким образом, 


Мо 
—=0,8510 20,2. 


Ф* 


В тот момент, когда большой цилиндр оторвался от пло- 
=> 
скостн, снстема не скользнт вправо, если снла КГ равна 
-> 


по абсолютной величние силе Ё. трения системы © пло- 

скость в том месте, где се касается маленький цилиндр. 

При минимально возможном коэффициенте трения сила 
> 


трения Рз в этот момент равна пю абсолютной величине 
в [№ | (рис. 9). Следовагельно, 


‘вм. |. (1) 


Для равновесия системы в Этот _ момент необходимо 


также равенство моментов сил Е н та относнтельно цен- 

тра меньшего цилиндра, то есть 
—> >|. |-> 
Гера. 


(2) 


соприкасающихся поверхно- 
стей коэффициенте  тре- 
ния А большой — цилиндр 
может быть перетащен че- 
`рез малый. Каким должно 
быть абсолютное значение 


= 
силы Е для того, чтобы 
это можно было сделать? 


ь 


Рис. 9. 
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> 
Так как | = [м | то должно мыполняться условие 


= — 
вм. |||. (3) 
Нетрудно видеть, что при выполненни условия (2) 
большой цилиндр не проворачнвается относительно ма- 
лого. Для того чтобы большой цилиндр не проворачи- 
вался, сумма моментов всех снл относнтельно его осн 
должна быть равна нулю. Это как раз н означает, что 
модуль > трення между цилиндрамн должен быть 


равен ||. 
= > 
Найдем теперь, каковы силы №, и №.. Так как боль- 
шой цилиндр находится в равиовесни, то сумма Горнзои- 
Е > > -— 
тальных проекций снл Ё,, №, и Ё должкна быть равна нулю: 
>|. > > 
[№ [те -—[Ё|-— [2 | сова 0. 
Отсюда 
=> 
|. | Е [а - с0$ <) 
в это ` 


‘> 
Подставляя это значенне [№ | в неравенство (3), получаем, 
что должно выполняться условие 
ЭЙ © 
#1 -+ с0$ а * (4) 


> 

Для того чтобы найти М№,, достаточно приравнять нулю 
сумму вертикальных проекций всех сил, действующих 
на снстему в целом. Это дает 


[= (т, + т.) [Е . 


Так как прн равновесии большого цилиндра должна быть 
также равна нулю сумма моментов всех сил относнтельно 
горизонтальной оси, проходящей через точку К, то 


т, [в КЫ = [КМ 


или 
т 2 | Юта = ГЕ В соз а). 
Отсюда 
ео Е 


— 
Подставляя это выраженне для [Е | и найденное выше вы- 
> 
ражеиие для 1%, | в неравенство (1), получим 


к па та: 6 
В > пн т. 1 с05а ° (6) 


Значение п должно быть больше наибольшего из выраже- 
ний, стоящих справа в неравенствах (4) и (6). Очевндно, 
что Аля этого должно выполняться услювне (4), то есть 


та 


в =ТЕеоза. 
П/Р _^_г Ба 2/5а 


Так как со$ @ = 507 — РЕИЕ — рта" -р-а’ 


то 2уБа р 
вери = И. 
(1+2) 0+4 


3% УЕ 


Н. Слободецкий 


По страницам школьных учебников 


Вот и пролетели каннкулы, начались школьные буднн. В нашем разделе журнала — 
тоже новый учебный год, уже третий по счету. За прошедшие два года в статьях это- 
го раздела раэбнраянсь нанболее трудные н важные вопросы, непосредственно свя- 
занные с школьной программой. Мы хотнм обратить ваше вниманне иа уже опублн- 
кованные статьн — х иим полезно обращаться по мере нзучення школьных учеб- 


ников: 


Алгебра и начала анализа 


«Как возникло и развнвалось понятие функции» 
(1977. № 4), 


« Четные н уечетные функцин» 
«Пернодическне функцин» (1976, № 12). 
«Осторожно: макснмум!» (1976. № 10), 


(1977. № 7), 


«Геометрический смысл производной» (1977. № 2), 


«Как выглядит парабола?» 11978, № 3), 


«Комбннаторное доказательство формулы Ньютона» 
(1976, № 11), 


(1977, № 12), 


«Сложенне гармоннческнх колебаннй» 
«Площадь и ннтеграл» (1977, № 5), 
«Пронзводная показательной фуикцни» 
«Анализ помогает алгебре» (1978, № 6), 


(1978. № 8), 


«Вопросы по алгебре и анализу» (1978. № 2), 


«17 задач по анализу» (1977, № 1), 


Геометрия 


«Осевая симметрия» (1976, № 9), 
«Компознция двух осевых снмметрий» 


(1978, № 2), 
«Гомотетня н замечательные точки в треугольнике» 


(1977, № 10), 


«Шесть доказательств теоремы с меднанах» (1978, № 4), 
«Расстоянне от точкн до плоскостн» (1977, № 3), 


«Что значит «больше» ?» (1977. № 11), 


«В понсках определення площадм поверхности» (1978, № 5), 


«Задачи на повторенне» (1977, № 9), 


«Вопросы для выпускинков» (1978, № 7) 


й 


В этом учебном году мы будем больше уделять винмаиня приложениям анализа к ре- 
шенню математических и практическнх задач. Предполагается глубже показать прн- 
ложення производной. полностью осветнть вопросы об определеннях длнны окруж- 
ности н пяощадн искривленной поверхиостн, разобрать методику построення сеченнй 


многогранинков. 


Р. Мешойрер 


Комбинаторные 
доказательства 
формулы Ньютона 


Начался учебный год. Учащнеся девятых 
классов скоро познакомятся с такимн по- 
нятнямн как индукция, комбннаторнка, 
бином Ньютона.  Орнгинальное — доказа- 
тельство формулы Ньютона прислал в ре- 
дакциню прошлогодинй девятнклассник, уче- 
ник 444-й Московской школы Роман Мешой- 
рер. Кего статье мы добавили еще два (более 
нзвестных) комбинаторных доказательства. 


В учебнике «Алгебра и иачала анали- 
за 9» в пуикте 9 приводится вывод 
формулы Ньютона. 


{а 67 = а" + С! +... + 
-- Славы... +6, (1) 


основанный на методе математической 
индукции. Здесь мы приводим комби- 
наторное доказательство этой форму- 
лы м лишь для натуральных 
аиб.. 


Рассмотрим такую задачу: сколь- 
кими способами можно раскрасить п 
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нщиков, если имеепия @ оттенков 
красной краски и В оттенков синей. 


С одной стороны, таких способов 
(а -+ 5)”: первый ящик можно рас- 
красить в любой из а - 6 оттенков, 
второй (независимо от первого!) — 
таже в любой иза -Г В оттеиков, зма- 
чит, для первых двух ящиков суще- 
ствует (а Эа+ в - @+ 5: 
возможных раскрасок и т. д. 


С другой стороны, число раскрасок 
равно правой части равенства (1). 
Покажем это, сосчитав это число ина- 
че. Сначала найдем число раскрасок, 
при которых все н ящиков — крас- 
ные (их, очевидно, — а”); затем най- 
дем число раскрасок, прн которых 
ровно один ящик — синий (их пфа"-", 
ибо имеется п способов выбрать ящик, 
который мы будем красить синей 
краской, для него имеется Б оттенков, 
и а” " раскрасок — для оставшихся 
п — 1 ящиков); ...; далее найдем чис- 
ло раскрасок, прн которых А ящи- 
ков — синие (их (6% а"-*, ибо 
имеется С способов выбрать из 
л ящиков А ящиков, которые мы 
будем красить синей краской *), для 
этих А ящиков имеется 5“ раскрасок, 
для оставшихся п — & ящиков су- 
ществует а”-* раскрасок); ...; нако- 
нец, найдем число раскрасок, при ко- 
торых все п ящиков — синне (их 6”). 
Таким образом, общее число раскра- 
сок равио 


а” + про! —- а + Са" аъ 
Рае + р" х 
а эта сумма совпадает с правой частью 


формулы (1), которая тем самым до- 
казана. 


Если вы хорошо поняли это дока- 
зательство, то вы сумеете доказать 
обобщение формулы Ньютона на слу- 
чай т (натуральных) слагаемых: 


(аа, ... а" = 
п п Ё К к 
ет... О Мы... т! 'а2"..-4 т -- 


Ц: 
= ... --а@ат, 


*) «Алгебра н начала анализа 4, п. 6. 
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где 
ОА Зи (=1, 2,..., т), 


АА. +... Е Е» =п 
и 


А = (НА... А)! а 
вы И.Р! 5 


п! 
КК =..-Ю т! 


(это число называется числом пере- 
стамовок с повторениями из А, эле- 
ментов первого тина, А, — второго 
типа, инт. д., А„-и-го типа). 


Приведенное выше доказательство не яв- 
ляется единственным комбннаторным дока- 
зательством формулы Ньютона. Читатель 
без труда проверит, что эту формулу {для из- 
туральных ши и 65) можно получить. решая 
такую комбинаторную задачу:  сколькими 
способами можно разложить п (различных) 
шаров по п красным и Б синим ящиками? 

Приведем теперь известное комбинатор- 
ное доказательство формулы Ньютона, прн- 
годное для любых а и В. Для этого распишем 
выражение (а -{- В)7 в внде пронзведения п 
скобок 

(а + Ба а о..4@- 5) 


н раскроем скобки, не приводя пока 
подобные члены. Рассмотрим все 
слагаемые а”-Ё5#. Сколько нх? Каждое та- 
кое слагаемое получается. когда из # какнх- 
то скобок мы берем букву 6. п из остальных 
п—А скобок берем а. Выбрать # скобок из п 


скобок можно [2 способами; значит, сла- 
гаемых а“ будет < штук. Приводя 
подобные члены, получим п-+1 слагаемых 
вкба Сб“ 5 = 0.1.2....,1), 


то ссть правую часть равенства (1}. 

Эти же рассуждения позволяют доказать 
й обобщемие формулы Ньютона для произ- 
вольных а1, 02. .... ат. 


«Квант» для младших школьников 


Задачн 


1. В финале школьной матема- 
тической олимпнады участвовали три 
команды — «Альфа», «Бета» и «Гам- 
ма». Каждая команда должна была 
составить пять задач и дать их ре- 
шать своим соперникам. При подве- 
денни нтогов выяснилось, что коман- 
да «Альфа» смогла решить только 
одиу из задач, предложенных ко- 
мандой «Бета», и четыре задачи «Гам- 
мы». Команда «Бета» решила три 
задачи, предложенные «Гаммой», и две 
задачи «Альфы». «Гамма» нашла ре- 
шения всех пяти задач «Альфы», но 
не смогла решить ни одной задачи 
«Беты». 

Общее место присуждалось по ито- 
гам двух конкурсов: 

1) конкурса на сложность (труд- 
ность) составленных задач; 

2) конкурса на умение решать 
задачи. 

За первое место в каждом конкур- 
се присуждалось 2 балла, за второе — 
1 балл; третье место не оценивалось. 
Определите, сколько баллов полу- 
чила каждая команда в обоих кон- 
курсах и каково нтоговое распре- 
деление мест. 

2. Решите изображенную на ри- 
сунке систему (здесь буквы К, О, Л, 
Я нужно заменить цифрамн так. чтобы 
оба равенства сохранились: разные 
буквы должны соответствовать разным 
цнфрам, одинаковые — одннаковым). 
Сколько решений имеет задача? 

3. Угадав, по какому принцииу 
составлена первая табличка чисел, 
вставьте недостающее число. Сделав 
то же со второй табличкой, уберите 
лишнее число. 


ТАБЛИЧКА 1 


з 


ТАБЛИЧКА 


— 
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Е. Семенов 


Расстояние 


Степы Мошкина 
(из писем другу) 


! 


| 
Ура! Придумал свое расстояние! 


(письмо первое) 

Мишка, привет! В прошлом году, 
когда я был в шестом классе, наз 
учитель Петр Иванович сказал нам, 
что расстоянием можно называть не 
только то, что получается прн изме- 
ренин линейкой, но и вообще все, что 
обладает свойствамн 1—3 из пункта 4 
«Геометрии 6». 

Решил я придумать свое собствен- 
ное расстояние. Вспомнил я «теде- 
фонную модель», при помощи кото- 
рой Петр Иванович доказал нам, 
что третье свойство расстояния нель- 
зя вывести из первых двух *). Всиом- 
нил и подумал: когда я хочу кому- 
нибудь позвонить, я снимаю трубку, 


*) По-внднмому. Степа имеет в’ виду 
разговор, изложенный в статье «Доказать 
можно? — Доказать нельзя!» («Кваит», 1978, 
№ 1). 


набираю номер —и уже разговарнваю. 
Значит, «телефонное расстояние» от 
меня до всех, кому я звоню, — одно 
н то же, скажем, | минута. Минута, 
затрачиваемая на набор номера те- 
лефона. А себе я, конечно, не звоню: 
спрашиваю — и сразу отвечаю. Ста- 
ло быть. расстояние от меня До меня 
равно нулю! Другие, конечно, в ана- 
логичном случае рассуждают так же, 
как я. Вот и пришло мне в голову: 
расстояние между любыми двумя точ- 
ками плоскости считать равным ну- 
лю, если эти точки совпадают, и рав- 
ным единице, если они различны (рис. 1 

А является ли мое «расстояние» 


Л 


расстоянием? Обладает ли оно нуж-. 


ными свойствами? 
Первое свойство для моего рас- 
стояиия, конечно, выполняется: для 


различных точек А и В уменя |АВ |= 
=]. а 1:>0; для совпадающих же то- 
чек Л и Ву меня |АВ|=-0. 

Второе свойство тоже, конечно, 
выполняется: для различных точек 
АВ |=1и |ВА |=1 — значит, |А В |= 
= |ВА|; а для совпадающих точек 
1АВ|=Ои |ВА |=0 — опять |АВ |= 
— |ВА |. 

Вот с третьим свойством мне при- 
шлось немножко ловозиться — при- 
шлось рассмотреть несколько слу- 
чаев. 


Если все три точки А, В, С сов- 
падают, то |АС |= |АВ|==|ВС |=0. 
Значит, в этом случае |АС |= АВ |-+ 
+ |1ВС |], что можно записать и как 
МС|= МВ|- 1ВС|. 

Путь теперь из трех точек сов- 
падают две. Если А=С, то |АС |= 
—=0, а |АВ |= |ВС |-=1. Следователь- 
но, МС|< В+ 18С|, что 
опять-таки можно переписать в внде 
1АС| < |АВ|-+ 18ВС|1. Если А=-В, 
то |АВ|=0, а |АС |= |ВС |=1. В этом 
случае |АС|=|АВ\-+- \ВС\. «Ве бу- 
ду я каждый раз переписывать ра- 
венство и строгое иеравенство в виде 
<, хорошо?) Наконец, при В =С имеем 
в =0,1АВ |= АС |--1 и снова АС |= 
= АВ |-- 18С |. 

А когда все три точки различны, 
то [АВ |= [ВА |=ЦАС |= и АСК 
< МВ|+ |ВС|. 

Ты понимаешь, что получается? 
Мое «телефонное расстояние» ока- 
зывается таким же серьезным, как 
н то, о котором говорится в школе! 
Все (понимаешь, все!) три свойства 
расстояннй для него выполняются. 
Значит, расстояния могут быть раз- 
ными? Таким, как в учебнике, и та- 
ким, как придумал я? А может, они 
могут быть еще какими-нибудь? 

Во всяком случае, с монм расстоя- 
нием еще стоит повозиться. 


Степа. 


Бывает же такое! 
` (письмо второе) 


Мишка! Что-то неладно в моей гео- 
метрии с отрезками. 

В учебнике сказано, что отрезок 
АВ — это множество, состоящее из 
различных точек А, В и точек, 
лежащих между ними. Хорошо, 


а в каком случае считается, что точ- 
ка Х лежит между точками Ан 
В? Если точки А, Х. В различны и 
[АХ |+ ХВ |= |481. Но ари моем 
расстоянии для различных точек А, 
Х и В нымеем |АХ |= |ХВ |= АВ |=1. 
Тогла |АХ |+ |ХВ 5 М В|, то есть 
не существует такой точки Х. для 
которой выполнялось бы равенство 
4Х1+ МВ|= АВ|. Значит. в мо- 
ей геометрии точек. лежащих между 
двумя различными точками, не су- 
ществует! Другими словами, мно- 
жество точек. лежащих между точ- 
ками Аи В, — пустое! Но тогда от- 
резок в моей геометрин — это множе- 
ство, состоящее из двух точек: 
[АВ| = (А, В}. 

Ну, как тебе это иравится? На- 
верное, это еще не все сюрпризы мо- 
его расстояния. 

Степа. 


Еще одна независимость! 


(письмо третье) 

Мишка, я сделал открытие! Ре- 
шил я посмотреть, нормально ли рас- 
ноложены точки на прямой в моей 
геометрин. В «Геометрии 6» (п. 5) 
сказано, что любая точка О на пря- 
мой разбивает множество остальных 
точек на два таких ненустых множест- 
ва, что точка О лежит между любыми 
двумя точками, принадлежащимн раз- 
ным множествам (свойство Та). 

Чтобы разобраться в этом свой- 
стве, я сделал рисунок (рис. 2). Вот 
прямая а. Вот точка О на ней —крас- 
ная. Вот два множества, на которые 
точка О разбила прямую а: одно — 
сннее, другое — зеленое. Выбрал я 
точки А и В, принадлежащие этим 
разным множествам. Точка О долж- 
на лежать между точками А и В... 


Рис. 2. 
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Но ведь в моей геометрии она не 
лежит между ними (см. предыдущее 
письмо). 7 

Тут же я убедился, что свойство 
16 также не выполняется {сделай это 
сам, глядя на мой рисунок). 

Выходит, в моей геометрии свой- 
ства расположения точек на прямой 
не выполняются. Значит, логически 
их нельзя вывести из свойств рас- 
стояния. Другимн словами. они не- 
зависимы! 

Степа. 


Давай, еще что-нибудь придумаем! 


(письмо четвертое) 


Мишка! Роясь в старых «Кван- 
тах». я недавно прочел, что точками 
и прямыми можно назвать любые объ- 
екты, для которых выполняются свой- 
ства, указанные в аксномах *). Тогда 
я понял, что н расстояние — это лю- 
бое число **), обладающее указанны- 
мин в учебнике свойствами 1—3. 


И в разных геометриях расстояние 
может определяться по-разному: н 
кольной геометрии — одним спо- 
собом, в геометрин Лобачевского — 
другим. а у меня — третьим. Важно 
только, чтобы выполнялись трн его 
свойства. Так сказал Петр Иванович. 


А вчера в книге Карла Левитина 
«Геометрическая рансодня» я нашел 
такое место. Великий физик Эйнштейн 
объясняет своему девятилетнему сы- 
ну, чем он прославился в науке: 
«Когда слепой жук ползет по поверх- 
ности 1нара, он не замечает. что прой- 
денный им путь изогнут, мне же по- 
счастливилось заметить это». Давай 
и мы с тобой что-нибудь заметим, 
придумаем. 

Р.5. Кажется, с расстоянием у 
меня намечается новое «сумасшест- 
вие». Жди, напишу. 


Твой вечный друг Степа Мошкин. 


*) Степа нмеет в виду статью «Точка, 
прямая... — что это такое?» («Квант», 1975, 
№№ П— 12). 


**) Здесь Степа выражастся не очень 
грамотно. Расстояние — это не «число», 
а числовая функция, определенная на 
парах точек. 


Послесловие 


Вероятно. «Степино расстояние» 
показалось вам очень непривычным. 
Но что же делать? Раз для него вы- 
полняются все три свойства (аксио- 
мы) расстояний, его полагается на- 
зывать расстоянием. 

А нельзя ли добавить какую-ни- 
буль аксиому и расстояннем назы- 
вать только то, что удовлетворяет 
расширенному спнску аксиом? На- 
прнмер, на плоскости для любого 
числа найдется пара точек, расстоя- 
нне между которыми равно этому Чн- 
слу. Может, включить это свойство 
в качестве четвертого свойства рас- 
стояний? Но тогда перестанет быть 
расстояннем то, что считают . та- 
ковым на сфере, земном шаре или 
листе бумаги (объясните, почему). 

Какая польза от фантазий, ана- 
логичных степиным? Заранее и для 
каждого случая на этот вопрос от- 
ветить невозможно. Но для своего 
случая Степа дал ответ сам: одно 
из свойств расположения точек на 
прямой не может быть выведено из 
свойстив расстояний. 

Еще один вывод из поисков Мош- 
кина: когда мы вводим некоторое 
понятие, мы исходим из одной или 
нескольких моделей (напри- 
мер. вводя понятие расстояния, мы 
исходим из модели, в которой рас- 
стоянне измеряется с помощью мас- 
штабной линейкн на плане или на 
листе бумаги). Но после того как мы 
это понятие ввели. мы должны быть 
готовыми к тому, что у него могут 
быть и совсем неожиданные, непри- 
вычные модели. 


Метод 


наименьших квадратов 


Метод  Ннанменьших квадратов примепя- 
ется при обработке измерении для сглажи- 
вания «шума» эксперимента: этот метод но- 
зволяст исправить случайные ощибки, ненз- 
бежно возникающне ирн измерениях, в том 
случае, когда характер завненмости  нзме- 
ряемой величины от пезавнсимой перемен- 
ной задан. 

Рассмотрим простейшую ситуацию, ког- 
да измеряемая величина у зависит линей - 
но от одной переменной х. Пусть иро- 
изведено п измерений ий для звачений Хь, 
х2...Хи переменной х получены замеры 
у. >. 2. У». Задача состонт п проведе- 
нии прямой у=ах--Ь, наилучшим образом 
прилегакицей к точкам Р(хи; уг). Р(хо; 2) 
Р(хи: Ул). 

Решение задачи, разумеется, зависит от 
того. что понимается под словами «иаилуч- 
шнм образом прнлегающей». Суть метода 
панменыних квадратов (его иазывают так” 
же методом Гаусса) состоит в том. что 
«нанлучшей» считается та прямая, для кото- 
рой принимает наименьшее значение сумма 


квадратов отклонений. т. е. выраженне 
я 
А, = \ и: —@м+6). 0) 


1—1 

На рисунке изображена искомая пря- 
мая у = ах-- 6 и точки Р., -.., Ра. Раз- 
ность и; — (ах; 5) показывает отклонение 
(вдоль осн ординат) экспериментальной точ- 
ки Р; (ху. ий от искомой прямой. 

Как найти зпаченне а нп 6, мннимизн- 
рующие выражения (1)? Предположим. что 
такие значения существуют, и параметр п 
нами уже найден. Чтобы найти В, перенн- 
шем Ап в виде 


я 


я 
У и: —ахд?— У 26: фах) + 


Ал = 
а— | #=1 
п п 
+ У =: — 26 У (у: фах + 
Е=1 #1 


п 
+ УХ би —ах)". 


Рассмотрим Ал как (квадратичную) 
функцию от 6. Она достигает минимума при 
п 


1 ь 
= т У шах) = 
= | 


1 з Г] 
и 1 Е 
#=1 = 
Положив 
| и | л 
> = &)] 
х=-т Ух = Уи 


1 
можно написать В = у— ах, откуда для Ап 
получим 


Ан — Ш ие 


= 
п ы 
== а? х и 
= | 
` и = г, = 
—2а р (ии) (х; — ры ; (и:— и). 


Е и —1 

Рассмотрим теперь А„ как квадратнч- 
ную функцию от а. Она очевидно достигает 
миньмума при 


п п 
«- Хш-й 9 | Хи. 
1 =1 в ={ 
Наилучшей оказалась прямая утах-ЕЬ. где 
п 
У и-биш-х) 
к 


Г = 
У’ 
ГЕ | 
х У ши @: —х) 
— #—1| т 
6=у— п 
| (хех) 
1=1 
Задачи 


1. Решить задачу в сглажниванни шума 
методом Гаусса для следующих не липей- 
вых функций от одной переменной 

а) узах?--Вх-с; 

6) и=а-созх-б- зах. 

2. Как «работает» метод Гаусса в про- 
странстве (для двух независимых перемен- 
ных)? Рассмотрите задачу для нлоскости 
г=ах + и-с *). 

3. Найти точку, для которой 

а) сумма расстояний от трех заданных 
точек (ие лежащих на одной прямой) мн- 
нимальна; 

6) задача За) — для м гочек. не лежа- 
щих на одной прямой; 

в) сумма расстояний от трех заданных 
окружностей минимальна. 

А. Строгова 


*) Геометрическая иллюстрация к этой 
задаче дана на первой полосе обложки 
«Кванта» № 8. 


Практыкум абытурмента 


В этом номере, после летних каникул, мы возобновляем традицнонную рубрику «Прак- 
тнкум абнтурнента». 

Чнтателн найдут в ней статьи, разъясняющие нанболее важные н сложные вопросы 
эикольных курсов математнкн и физнки, н предостерегающине будущих абнтурнентов 
от характерных, типичных ошнбок. Изложение теоретнческнх положёинй, как правн- 
ло, сопровождается разбором задач, взятых из практнкн приемных экзаменов в выс- 
шнеё учебные заведения. 

Конечно, статьн «Практнкума абнтурнента» неё могут заменить собой школьные 
учебннки. Да онн и не ставят такой целн: этн матерналы рассчнтамы на тех, кто уже 
усвонл содержащнеся в учебнике факты. Намечая темы статей, редакция нспользовала 
опыт вступительных экзаменов и учла предложения, содержащиеся в письмах чита- 
телей. 

Помнмо матерналов, которые чнтателн найдут в следующих номерах журнала, при 
подготовке к экзаменам можно рекомендовать познакомиться со статьями, опублнко- 
ваннымн в прошлых номерах. Вот тематический спнсок этнх статей, начиная с 1976— 
1977 учебного года *). 


МАТЕМАТИКА 
1. Общие вопросы 


«Воспоминание... о предстоящих экзаменах» (1976, № 9), 
«Чнтателн советуют» (1977, № 6), 
«Читатели советуют» (1978, № 4). 


||. Геометрня 


«Прямоугольный треугольник» (1976. № 12), 
«Прннадлежность точек прямой и плоскостн» (1978, № 3), 
«Координатный метод» (1977, № 11), 

«Скалярные умноження векторов» (1978, № Г), 

«Конусы в каркасах» (1977, № 2), 

«Задачи на площади н двугранные углы» (1977. № 12). 


ПЕ. Алгебра к начаяа анализа 


«Рацнонально нлн нррацнонально» ° (1977, № 5), 
«Графнческое задаине функции» (1976. № 11), 
«Перноднчность н непериоднчность функций» (1977. № №). 
«Множество значення чнсловых функций» (1978, № 2). 
«Метод отделяющнх констант» (1977, № 4), 

«Наш выбор — теорема синусов» (1976, № 10), 

«Ответ в тригонометрическнх уравнениях» (1977, № 9). 
«Пронзводная н касательные» (1978, № 5), 

«Производная и задачн на экстремум» (1978, № 6). 


ФИЗИКА 


«Как решать задачн на механическое двнженне» (1977, № 2). 

«Задачн на законы дннамикн матернальной точки» (1977, № 11). 

«Элементы статнкн» (1976, № 12), 

«Закон сохранення импульса прн соудареннях» (1977, № 3), 

«Импульс тела н снстемы тел» (1977, № 12), 

«Парадокс «большого» тела» (1978, № 3), 

«Первый закон термодннамнкн» (1978, № |). 

«Насыщенный пар» (1977, № 6), 

«Напряженность, напряжение, потенцнал» (1978, № 5). 

«Что такое э. д. с.» (1978, № 4), 

«Линзы и системы линз» (1977, № 4), 

«Симметрня ш задачах по физнке» (1978, № 6). 

Кроме того, в рубрике «Практнкум абнтуриента» было опубликовано более 30 статей 
с варнантами вступнтельных экзаменов по математнке я физике разных вузов страны. 
Такие статьи, конечно же, будут систематически публиковаться н в дальнейшем. 
Редакцня надеется, что «Практнкум абитурнента» станет добрым советчнком посту- 
пающим. 


*) По материалам предыдущих лет нмеются тематические списки в «Кванте» 1974, № 1, 
с. 52 и 1976, № 1,с. 60. Следует иметь в виду, что до 1977 года прием в вузы по математи- 
ке осуществлялся по «старой» программе. 


ру: 


В. Литвиненко. А. Мордкович 


Пределы 


Понятие предела является одним из 
важнейших в математике. Предела- 
мн широко пользуются в дифферен- 
цнальном и интеграяьном исчислении, 
в геометрии. в физике. Поэтому на 
вступительных экзаменах в вузы во- 
просам, связанным с различными ас- 
пектами теорин пределов,. уделяется 
значительное внимание. В настоящей 
статье рассказывается о некоторых 
приемах вычислення пределов функ- 
ций. 

Определенне («Алгебра и 
начала анализа 9», п. 38). Число 6 
называют пределом функции } при х, 
стремящемся ка (короче: при х —+ а), 
н пишут 

тр (х) = $, 
х-а 
если для любого положительного чн- 
сла в существует такое положитель- 
ное число 6, что из двойного неравен- 
ства 
0< х—а|< 6 (1) 
следует неравенство 
у (<) — В <=. 

Геометрически множество всех то- 
чек х, удовлетворяющих двойному 
неравенству (1), — это ннтервал дли- 
ны 26, из которого выброшен его 
центр — точка а. Такое множество 
точек называется проколотой 6-окрест- 
ностью точки а (рис. 1) *). 


*) Весь интервал} а—5; а-6| (вкаю- 
чая точку а) называют просто 6-окрест- 
ностью точки а. 


Теперь мы можем дать геометри- 
ческое истолкование определения пре- 
дела: число $ называется преде- 
лом функции { при х-—+ а, если дяя 
любой г-окрестности точки ф найдет- 
ся такая проколотая 6-окрестность 
точки а, что для всякой ее точки х зна- 
чение { (х) принадлежит взятой &-ок- 
рестностн числа 6. 

Разумеется, для каждого #>>0 вы- 
бнирается. вообще говоря. своя 6- 
окрестность. Чтобы подчеркнуть это 
обстоятельство, иногда вместо 6 ни- 
ШУТ 6 (Е) (на рисунке 2 показано, как 
но различным конкретным = подбира- 
ется 6 (=)). С другой стороны, если 
для некоторого = годится какое-то 
б;, то для этого в годится и любое 
6.<<6.. 

Отметим два важных обстоятель- 
ства. 

1) Из определения предела вы- 
текает, что если существует предел 
Нт $ (Хх), то функция } определена в 


х-а 

некоторой проколотой окрестности 
точки а. Заведомо не существу- 
ет, например, Шт} (х). если п — 


х-+а 


конец отрезка, вне которого функция 
{ не определена (пример: Ит | х }*). 
х-0 


а—5 а а48 
Е 


Рис. 1. 


2) Значение предела ири х-ха 
зависит только от значений функции 
в некоторой проколотой 6-окрест- 
ности точки а. В частности, предел 
не зависит от значения функция в 
точке а. Точный смысл этих слов 
такой: если значения функций [и 
& в некоторой проколотой 6-окрест- 
ности точки а совпадают, то совпада- 
ют и их пределы при х—а. 

На рисунках 3—5 изображены 
графики функций, каждая из кото- 
рых при х-+а нмеет пределом число 6. 
Функция на рисунке 3 онределена в 
точке а, причем } (а)=Ь. Функция 


*) В вузовских курсах анализа рассмат- 
риваются так называемые односторонние пре- 
делы, позволяющие прндать смысл иределам 
в Такой снтуацин. 


Рис. 5. 


на рисунке 4 в точке а не определена. 
Функция на рисунке 5 в точке а 
определена, но } (а). 

Из этих случаев самый естествен- 
ный, конечно, тот, где функция оп- 
ределена в точке а и принимает в 
ней значение, совпадающее с ее пре- 
делом при х—а (рис. 3). Именно та- 
кне функции рассматриваются нам- 
более часто. Их называют функция- 
ми, непрерывными в точке а. 

Итак, функция [ называется не- 
прерывной в точке а. если р 

{ 


Пт) = Ра). 
х>а 

Если же функция / определена в 

некоторой проколотой окрестности 

точкн а и равенство (2) но той или иной 

причине не выполнено, функция [ 

называется  разрывной в точке а. 
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— ==> ==> ыы 


о 


Рис. 6. 


Таким образом, функция [, определен - 
ная в проколотой окрестности точки а, 
будет разрывна в точке а, если 

1) Ё не определена в самой точке 


а (например, функция / (= 2" 


разрывна в точке 0; см. также рис. 4): 
2} предел Ит $ (х) существует, но 
х-+й 
не равен [ (2) (именно цо этой причи- 
не разрывны в точке а функция на 
рисунке 3}. 
3) предел п { (х) не существует 


(например, функции Е МТ в 
х 
Ро =- разрывны в точке 0; см. 


также рисунки 6 и 7). 


Функция }(х)=ИУх не является 
ни непрерывной, ин разрывной в 
точке 0. То же, конечно, можно 
сказать и о функции [ (х) = [5х в лю- 
бой точке а=0 

.В учебнике «Алгебра и начала 
анализа 9» доказано, что 


а) Ите=с, 
х-а 

6) Итх =а. 
х->а 


Таким образом, функции у=сн 
у=х непрерывны в любой точке 
аЕвВ. 

При вычислении пределов часто 
нспользуются следующие правила: 

1) если 5 Ипа (*) =, 


то него ео))=Ье (предел 


х->о 
суммы равен сумме пределов); 
2) если Ит[ (х)-=6, то Ни (Г ()) == 
х>а х-а 
— #6 (постоянный множитель мож- 
но выносить за знак предела); 
3) если Иш/(х) =б и Ни & (%) — 
х>а 


= во Е и) = (предел 


произведения произведению 
пределов); 

4) если ИтрЁ(х) = В и Иша (х) = 

х>а (о) х-а 

=, с520, то нЕ. ис (предел 
частного равен частному пределов, 
если предел знаменателя отличен 
от нуля). 

Из этих правил вытекают соот- 
ветствующне теоремы о непрерыв- 
ности; например, если финкции }Ёи 
6 непрерывны в точке а, то и их 


равен 


произведение #(х) = }(х)- в (х) непре-. 
рывно в точке а (коротко: 
дение непрерывных 
прерывная функция). 


произве- 
финкций — не- 


Пример 1. Вычислить 
Ит 2—1 
х-3 хг2 ь 
Решение. 111 х= 3. Значит, 
х-3 


о х) = - (ит х). и = 


Зо” 
Далее, Ит(—1) = —1, а Ит2 = 
х-3 х-3 
=2. Поэтому 
ит (2 — 1) = Шт х2 + Ит (—1) == 
х-3 х-3 х-+3 
и 
Итх- Ит2 =3-+2=5. 
„.х-3 х-3 
Наконец, 
* —. 
нЕ ЕЙ 22 Вх 
х.з Х+2 ит (х -- 2) вт. 


Остановимся теперь на распро- 
страненном способе рассуждений, 
применяемом при вычислении преде- 


лов. Известно, что рациональные 
функции непрерывны во всех точ- 
ках, в которых они определены 


(«Алгебра и начала анализа 9», и. 41). 
Поэтому пример 1 можно решить 
гораздо короче. ь 
х*— 1 
Рациональная функция И 
определена в точке х=3; следова- 
тельно, она непрерывна в этой точ- 
ке. Согласно определению это озна- 
чает, что предел функции при х>3 
равен значению функцни в точке 
х = 3. Таким образом, 


1 х— | 3—1 8 
а 92 5 
Пример 2. (МАДИ, 1977). Вы- 
-х— хх 
числить Ит 
хо "ай 
Решенне. Рациональная функ- 
2 х— хх? 
ЦИЯ у = — 5—4 не определена 
в точке х. 2, иозтому вычислить 
предел, иснользуя понятие непре- 
рывности, здесь не удастся. 
Поскольку 


а 


1х) = Ес —1 ыы х—2 (+ 


«—)& 2) 
и значения функций } и &#(>х) = 


х 
хо совпадают во всех точ- 


ках прямой, кроме точки х = 2 (в этой 
точке функция { не определена, а & 


—2 

определена), имеем Нт( © х 
х-: 

‚_@-| }= : — $ т. 
хи-5у = Чо 2): аким 
образом, задача м к вычисле- 
РЕ! 
нию предела функции и= — ЕО 


при х->2. Но рациональная функ- 
х 
ция у= А. в точке х--2 онре- 
делена, а значит, и непрерывна, то 
есть ее предел при х—>2 равен ее 
значению в точке х=2. Итак, 


+ х— х? 
жа м 


= Им ( 


х-2 


Нт 
х-2 

ии) _ 
96+) }- 


На рисунке 8 И 
Е 


график 
функции 7 (х) = ^^ ‚ который 
отличается от аа функции 
в (х)=-— а лишь в точке х=2, 
где функдия х определена н инепре- 
рывна, а }— не определена. 

Замена функции {, не определен- 
ной в Точке х= а, функцией 2, не- 
прерывной в этой точке и совпадаю- 
щей с{ в некоторой проколотой 6- 
окрестностн точки а, является по- 
лезным приемом, часто позволяющим 
сразу найти предел функции { при 
х— а. р 

Рассмотрим теперь иесколько при- 
меров вычислення пределов тригоно- 
метрических функций. При решении 
таких примеров нспользуются сле- 
дующие утверждения: 

{ Тригопометрические функнии 
непрерывны всюду, где они опреде- 
лены («Алгебра н начала анали- 
за 10», п. 77). 


2 пт —1 (там же, п. 78). 
х-0 
Пример 3. (МИНХ, 1977). 
Вычислить м " 
ь хо Их 
Решение. Функция р 


0$ 2х —1 


1 
их не определена в точке 
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Рис. 8. 
х=0. поэтому вычислить предел с 
помощью непосредственной подста- 


иовки значения х=0 в выражение, 
содержащееся под знаком предела, 
нельзя. Выполним некоторые преоб- 
разования этого выражения: 


605 2х — 1 
хзшх 


—2 $2 х —9 5тх 
хх х - 


утх Э5шх 


— 1 следует Ит — —— = 


х-0 
— ит =--9. Итак, 
х>0 


о 
х-0 хипх 
Пример 4. Вычислить 
т п 9х — яп Зх 
{22х 
т бх — ви! Зх 
1е2х 


Из Ит-— 
х-0 и 
5шх 


х-0 


Решение.*) Пт 

х-0 

2ытх.с0$3Х-с0$52х 
Ут 2х 


=: ИП = 
х-0 
/ зтх 1 
уп 2х 
2х 


_ ит 


-с0$ 4х-с05 9х 
х-0 х 


о 


легко следует 
х-0 х ы 


Итак. 1. Функция Ё(х) = 


х-0 
‚= с054х-с032х в точке х-= 0 ненре- 
рывна (как произведение непрерыв- 
ных функцин), поэтому 

т (с0$ 4х-с0$ 2х) = [ (0) = 


х-0 


*) Пример 4. воспользовавшись ра- 
| 


эх яйх 
венствамн 311 2х = О зтх.со5х 209 х, 


можно решить и без применения предела 2° 
(прим. ред.). 


Отсюда 


: зтх 1 
1 == на; ‘0$ 4х-с0$ 2х — 
2х 


=. Е. |. 


Рассмотрим теперь примеры вы- 
числения пределов иррациональных 
функций. Здесь используются сле- 
дующие утверждения: 

А) Функция у-: Их непрерывна 
в любой точке х> 0 *). 

Б) Если функция { непрерывна 
в точке а и {(а)>0, то функция 
у = УГО) также непрерывна в точ- 
ке а. 

В) Если функция { непрерывна 
в точке п и }#(2)>0, то функция 


у=у (Х также непрерывна в точ- 
ке а. 

Докажем утверждение Б). Для 
этого нам .нужно по данному числу 
Е, > 0 найти такое число 6, > 0, что 
для любого х из проколотой б,-ок- 
рестностн точки @ 


|ИГа- Иов. 
Так как функция [ непрерывна в 


точке а, для в, = И| (а) го >> 0 суще- 
ствует такое 6, ;> 0, что для любой 
точки х из проколотой 6,-окрестно- 
сти точки а 


Го) — Ра У Н@еь 


В качестве искомого числа 6, возь- 


мем указанное выше число 6,. Тог- 
да 
Аи @) — Г @) | 
УТ УТ = у туыя 
< ИО - 91! _ УФь 
Уо с У® “ 


и непрерывность доказана. Заметим, 
что нз Б) сразу следует А) (поло- 
жить [(х) =х). 

Доказательство утверждення В), 


технически более сложного, мы не 
приводим. 
Пример 5. Вычислить 
Ни УЗ УТ. 
х-1 ха 
Решение. По Б) функции 


УЗ и И8х +1 


*) «Алгебра и начала анализа 9», п, 38, 
задача 313. 


непрерывны в 


точке х -1. В этой точке непрерыв- 
на ин отлична от нуля и функция 
х--2. Значит, функния, содержа- 
шаяся под знаком предела, непре- 
рывна в точке х-1, а потому ев 


предел прин х-—! равен значению 
функции в точке х=1. Таким обра- 
зом. имеем 
т В СИЕ 
т х-2 ыы 
_ М 3+ УТ ТТ _ 2+3 _ 5 
ы +2 м: ЗЫ 
Пример 6 (мИНХ, 1977). 


: | х— х 
Вычислить Ит УЕ УГя | 


Функция 


х-0 
Решенне. у =: 
3 3 


1 х— ух 
И А определена в 


х 
Поэтому вычислить ее 


точке х = 0. 
предел прих->0 так, как это было 
сделано в предыдущем примере, не 
удастся. В случае иррациональных 
выражений часто используется прием 
освобождения от иррациональности. 
Умножим и числитель, и знамена- 
тель дроби на такое выражение, 
чтобы в числителе получилась раз- 
ность кубов (УТ—х}- (рИх}°. 
Таким выражением будет 


(УТУ Т-я-У Тх + 


3. 
Ух 

Получаем Ит* 

х-+0 х 


= НТ 
х>0 т 
НУГЯ ТЕ (11-*).) _ 
ху Ех у 1 -} х)*) 
| 3 2 
=|нп — 2х! х( у [| + -хх 
х-»0 
хит ++ (УТ) | = 
=Ит —2/ (ИТ) +7 Тх 
х-0 


По В) функции у х. 1 


н у 1-х непрерывны в точке х-=0. 
Используя утверждения о непрерыв- 
ности суммы произведения и частно- 
го, приходим к выводу, что функция 
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_2 
з ЗЕ ети тост 3—2 
(Ш) хх (УГ) 
непрерывна в точке х-= 0. Но в точ- 
ке х-0 она принимает значение 


2 . 
—-з Значит, предел этой функции 


равен — -^_. 


5 Таким образом, 


к 
пик 
х-0 х 


Пример 7 


3 2 
' 8 


1977). 


‚1-х = — 


(МИНХ, 


Вычислить И У -2. 
х- 1 у? 2—х—1 

Решение. Для вычисления это- 
го предела недостаточно освободить- 
ся от иррациональности только в чи- 
слителе или только в знаменателе; 
здесь нужно и числитель, н зиаме- 
натель умножить на «сопряженные» 
выражения: 


‚УБЕ 2. (У5—=—2) „ 
И" их 


(И х+0(И5-х+2) 


п 6-99 0/2 —=+1 _ 
х-1 ((2—х) — 0 (У5—х-+2) 


и—»х (Ух _ 


и (— 2) (15 --2) _ 
У х+и 
ве Уё—х-+2` 


Так как полученная функция у= 
«ЕЕ 
УЕ +2 

х=|, ее Е прн х->1! равен 

значению функции в точке х=1. 

Таким образом, 


Уи _ 


Ит Е а, 


х-1 Уё—-х+2 УБ-т2 1 


Это же значение имеет и искомый 
предел. 


непрерывна в точке 


Упражнения 
Вычислите следующие пределы: 


—3 
1. ип . 
х->+3 г. 4 
— 5х -- 6 
2. (МАДИ, 1977) рН а. 
$1п Зх 
3. Пт х 
ео бх 
| — с055х 
4. Им 
зо бх2 
5. Пт Ух —4 
х-? х— 49 
р с0$ 2х — с05 бх 


1 -- со5х 


7. (МАДИ, 1977) ит —= 
{ д м япх 


1 
8. (МЭИ, 1977) и (с 4 х?) Их 1)3— 
х- 


1\3 
У) (УтЕЯиТя. 
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Математика 
на шахматной 
доске 


В 1975 году в издательстве 
«Наука» вышла книга, по- 
священная — одновремеино 
шахматам и математике *). 
Любопытна история появле- 
НИЯ ЭТОЙ КНИГИ. 

В 1971 году в «Кванте» 
№ 9—12 были напечатаны 
«Шахматно-математические 
заметки» Е. Гика. Посколь- 
ку средн юных любителей 
‘математики ни фнзики труд. 
но найти ребят, не умею- 
щих играть в шахматы, то 


такая публикация  каза- 
лась нам достаточно пояез- 
ной. Шахматы, как из- 


вестно, сами по себе раз- 
вивают сообразительность, 
логическое мышление, ост- 
роту ума. Тем больший ин- 
терес представляет рассмот- 
рение вопросов, находя- 
щихся на стыке шахмат 
н математики. Математиче- 
ские н логические задачы, 
связанные с шахматами, не- 
обычны, оригинальны и по- 
рождают много любопыт- 
ных и глубоких ндей. Мно- 
гочисленные откликн чита- 
телей заставили нас про- 
должить публикацию шах- 
матно-математических ста- 
тей, а Е. Гик стал, так 
сказать, нашим постоянным 
шахматнио-математнческнм 
корреспондентом. Удачное 
сочетание интересов (ав- 
тор — математик, каидидат 
технических наук, мастер 
спорта по шахматам и жур- 
налист} позволило ему из- 


*) Е. А. Гик. Матема- 
тика. на шахматной доске. 
М., «Наука», 1975. 


писать целый ряд материа- 
лов иа данную тему, в том 
числе в «Кванте» № 9, 
1975 г. было опубликовано 
его интервью г экс-чем- 
пионом мира по шахма- 
там М. Талем Когда катет 
длиннее Ггипотенузы»- 

Эти статьн н составили 
основу далиой кииги. Пер- 
вый тираж книги — 
100000 экземпляров разо- 
шелся мгновенно, ин изда- 
тельство выпустило допол- 
нительно еще 10 0000 экзем- 
пляров. Уже одно это об- 
стоятельство свидетель- 


ствует с большом успехе 
КНИГИ. 

Матернал рецеизнруе- 
мой книги весьма разнооб- 


разеи,. н вряд ли стоит 
подробно останавливаться 
на ее содержании. Практн- 
чески в имей затронуты все 
существующие точки сопри- 
косновения между матема- 
тикой и шахматамн. Рас- 
смотрены различные зада- 
чи шахматной доске, с 
маршрутах,  расстановках 
н силе фигур, приводятся 
шахматно-математнческие 
«рекорды», рассказывается 
о необычных играх на шах- 
матной доске. Здесь мож- 
но найти задачи *о ходе 
коня» н «о восьмн ферзяхь, 
которымн занимались ве- 
лнкне математики Л. Эйлер 
и К. Гаусс. Чнтатель уз- 
нает из кинги о шахматных 
«достижениях» ЭВМ и гео- 
метрических свойствах 


шахматной доскн, позна- 
комится с системами про- 
ведення шахматных сорев- 
нований ни т. д. Некоторые 
из рассмотренных вопросов 
носят более математический 
характер, другие будут ин- 
тересны как любителям за- 
нимательной математики, 
так и любителям шахмат. 
Например, отдельная гла- 
ва книги посвящена мате- 
матической системе ко5ф- 
фициентов Эло, которые 
сейчас широко используют- 
ся для оцеики и прогноза 
результатов шахматистов в 
туриирах °%). 

Книга «Математнка на 
шахматной доске» представ- 
ляет собой результат боль- 
шой исследовательской рз- 
боты. В ней содержится 
множество ссылок на раз- 
личные источники, в том 
чнсле малоизвестные. Ряд 
задач публикуется впер- 
вые. Многие подходы и 
нден, рассмотреиные авто- 
ром, новы и оригинальны. 

Чтобы ине быть голо- 
словными, мы приводим не- 
сколько задач из этой кнн- 
ги, решение которых, мы 


надеемся, доставит иашим 
читателям большое удо- 
вольствне. 

1. За сколько ходов 


два ферзя на доске лхл 
могут заматовать непрня- 
тельского короля {других 
фигур на доске иет)? Тот 
же вопрос для бесконечной 
доски. 

2. На полях доски 
п Хх п последовательно вы- 
писаны числа от | до л? 
(на первой горизоиталн сле- 
ва направо от | до п, 
на второй отп -+ | до 2п, 
ит. д.). На этой доске рас- 
ставлены п ладей так, что 
иикакие две из них не 
угрожают друг другу. Ка- 
кие значения может при- 
инмать сумма чисел на по- 
лях, занятых ладьями? 

3. На бесконечной до- 
ске расставлены пешки че- 
рез трн поля на четвертом 


*) Главу о коэффициентах 
Эло автор переработал спе- 
цнально для «Кванта», и она 
будет опубликована в одном 
из ближайших номеров жур- 
нала. 


{рис. 1). Может ли конь по- 
пасть на все свободные 
поля этой доски, посещая 
каждую из иих По одному 
разу? 


4. На шахматной доске 
8 Х 8 сделать коием мак- 
снмальное число ходов под- 
ряд так. чтобы путь коия 
не самопересекалея (цен- 
тры каждой пары соседних 
полей па Пути коня соедн- 
няются отрезком ирямой). 

5. Расставить иа обыч- 
иой шахматной доске пол- 
ный комплект фигур одного 
цвета (король, ферзь, две 
ладьи. два слона — не обяза- 
тельно разноцветных! — два 
коня, пешек нет), так, что- 
бы все поля доски, вклю- 
чая запятые фигурами, на- 
ходились под обстрелом. 

6. Расставить на обыч- 
ной шахматной доске нол- 
ный комплект фигур одного 
цвета (без пешек)} так, что- 
бы в их распоряжении 
было: 

а) максимально 
можное число ходов, 
6) минимально 
можное число ходов. 

Коиечио. материал кии- 
ги. несмотря на ее разно- 
образие, ие  исчерпывает 
всей проблематики. Так, 
уже после выхода книги 
состоялся второй чемпио- 
нат мира по шахматам сре- 
дн ЭВМ, прин помощи ЭВМ 
были получены важные ре- 
зультаты в области ладей- 
ных эндшпилей, п «Кванте» 
№ 12. 1977 г. была суще: 
ственно продвннута одна 
задача о ферзях. которая 
в книге еще относилась 8 
чнслу  меременных проб. 
лем.” пт. д. 

Надо иадеяться. что 
при перензданни кинем ан: 
тор дополнит ее ноным ин- 
тересным  матерналом. 


ВОЗ- 


во3- 


М. Смолянский 


”) М. Мачмикон. 
о ферзях («Кваит». 
№ 12. с. 22). 


Залача 


1977. 
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Мир, лишенный 


очертаний 


Механика вообще и гидро- 
динамнка, в частностн, счи- 
таются скучными науками, 
н, может быть, поэтому 
популярнзаторы обходят их 
вннманием. Тем с большим 
любопытством берешь в ру- 
кн книгу болгарского уче- 
ного К. Кузова «Мир без 
форм» (М., «Мир», 1976), 
вышедшую на русском язы- 
ке в серин «В мире науки 
н техиики». 


Мир без форм — это 
мир жидкостей и газов, 
которые, как известно, не 
имеют собствениых очерта- 
ний. Строго говоря. изуче- 
нием поведения жидкостей 
п газов занимаются разные 
науки: гидродннамика и га- 


зодинамика. Но в свой- 
ствах жндкостей и газов 
столь много общего, что 


их можио изучать п описы- 
вать вместе. Поэтому-то обе 
дисциплины обычно  объ- 
еднняют в одиу —- гндро- 
газодинамику, или, более 
кратко, — гидродинамику. 


Гидродинамика не ис 
пытала ни революционных 
потрясений (вроде рожде- 
ния теории относительно- 
сти}, ви ожесточенной по- 
лемикн (подобной полеми- 
ке между Ньютоиом и Гюй- 
генсом о природе света}, 
ни неожндаиных. эффект- 
ных открытнй (как, ска- 
жем, обпаруженне радио- 
актнвности нли рентгенов- 
ских лучей). В течение мно- 
гих веков она развивалась 
ностепенио. ’эволюннонно. 
накапливая, суммируя н 
обобщая знання. ипитыная 
лостижения других паук 
п делясь сх нимн свонмн 
успехами. я главное — да- 
ная богатые выходы ва прак- 
тику. в технику. Не постиг- 
иув законной гидродинами- 
кн, люди пе научнансь бы 
летать, ис проннкли бы 
в глубины моря, не смогли 
бы перекрынать реки, не- 
рекачивать нефть по ги- 
Гантским трубопроводам. 
управлять химнческим про- 
нзводством, прогнозировать 
погоду, «ремонтировать» 


сердца н сосуды... С этой 
наукой и зиакомит книга 
К. Кузова. 


Чтобы сразу увлечь 
читателя, автор иа первых 
же страницах рассказывает 
о Парадоксах, которые ие- 
возможно объяснить, не 
привлекая гидродинамикн. 
Нанример, если положить 
в стеклянную воронку ша- 
рик для пинг-поига н снль- 
но подуть в нее через уз- 
кий конец (скажем, нз`пы- 
лесоса), то, как ни странно, 
шарик не вылетнт наружу, 
даже если воронку пере- 
вернуть «кверху дном». Что 
уравновешивает силу тя- 
жести? Что толкает шарик 
внутрь зоронки, притом тем 
сильнее, чем сильнее мы 
будем дуть? Другой при- 
мер: если тот же шарик 
нустить в свободную струю 
воздуха, создзиную феицом 
для сушки волос или пы- 
лесосом, то шарик не отле- 
тнт в сторону, в останется 
в струе и будет неуклонно 
следовать за ней, куда бы 
мы ее ни неремещалн. 


На этнх и других, 60- 
лее сложных, примерах ил- 
люстрируются проявления 
физнческих законов, кото- 
рым подчнняются газы и 
жидкостн. Такой метод из- 
ложення характерен для 
книги: все понятия, все 
соотношения автор вводит, 
отталкиваясь либо от во- 
вседневной практнки, лнбо 
от техиических устройств, 
либо от историчёских собы- 
тий (мередко малоизвест- 
ных). Так, представления 
© вязкости и «прилипании», 
п также фундаментальное 
понятие пограничного слоя 
разъясняются сначала на 
прнмерах полета «кручено- 
го» мяча, которого так опа- 
саются футбольные врата- 
ри. н конструкцин необыч- 
ного корабля — «парусни- 
ка без паруса», изобретен- 
иого Флетнером. В дальней- 
шем анализируются (конеч- 
но, уже с позиций теории 
пограничного слоя) такие 
явлення, как турбулент- 
ность, подъемиая сила кры- 
ла, сопротнвление движе- 
нню н жидкости. Элемен- 
там гидродинамики посвя- 
щены две главы КИНГИ: 
«На подступах к миру без 


форм» и «Виичмание! Пу- 
теводнтель по гндродииа- 
микс». 


Знание законов гидро- 
динамики, утверждает ав- 
тор, абсолютно необходи- 
мо для всех, кто нмеет дело 
с морской стихней и атмо- 
сферой. особенно дяя моря- 
ков и летчиков. Свое ут- 
верждение он подкрепляет 
многочисленными фактами, 
главным образом  печаль- 
ными. Так, игнорирование 
закономериостей. заложен- 
ных в уравиенни Бернул- 
лн, стало причиной столк- 
новения’ броненосца «Хок» 
с суперлайнером  «Олим- 
пик», а пренебрежение за- 
коном Архимеда и основан- 
ным иа ием «принципом ние- 


нотопзяемости», который 
был разработаи академи- 
ком  Крыловым, вызвало 


одну нз самых страшных 
трагедий за всю историю 
мореплавания — гибель 
«Титаника». 

В природе н повседнсь- 
ной практике большую 
роль нграет вихревое двн- 
жение жидкостей и газов. 
Вихри — это разрушитель. 
ный смерч на море и безо- 
бидкая воронка и ванке, 
опасный след самолета н 
водоворот ин реке. Как об- 
разуются внхревые явле- 
ния, какое влияние опи 
оказывают на движение су- 
дов н самолетов, на работу 
двигателей ин турбин, ва 


нрочиость конструкций — 
обо всем этом рассказано 
в кинге. 


Столь же большое ме- 
сто отведено другому ка- 
верзиому явлению — кави- 
тацни, или, но образному 
определению автора. «хо- 
лодному кипению». Кави- 
тацня — это возннкновенне 


н быстрое «схлопыванне» 


пузырьков воздуха, что 
приводнт к мгновенному 
локальному повышению 
давления вплоть до 


100000 атмосфер. При этом 
покрываются «язвамн» п в 
конечиом счете разрушают- 
ся корабельные винты, ло- 
ватки турбин ны насосов, 
детали атомных реакторон. 
Оказывается. действию ка- 
витацни подвержены ие 
только детали, движущиеся 
н жидкости с огромиыми 
скоростями, не и поверх- 
иости пеподвижных тел, по- 
груженных в неподвижные 
жидкости! Автор подробно 
знакомит с причинамн воз- 
някнонения кавитайни, с мс- 
рами ирофилактнкн и лечс- 
ния этой опасной болезни. 


Дье главы — «Жидко- 
стн сопротивляются» н «Не 
только Птнцы летают» — 
повествуют об — исторни 
борьбы за скоростн и море- 
плаванин н авиации. Чело- 
век учится у природы — 
этот тезис краской китью 
проходит через все повест- 
вование. Оказывается, че- 
шуйчатый  ипокроп рыб — 
не просто защитный слой, 
но и активный участник 
движения, средство сниже- 
ния сопротивления водной 
среды. Ее более удиви- 
тельно, что ту же функцию 
выполняют жабры. Когда 
жаберные крышки слегка 
приподннмаются (действуя 
подобно клапанам насоса), 
вода изо рта рыбы устрем- 
ляется к жабрам. Там она 
огдаст растворенный кис- 
лород и, вытекая из жа- 
берных отверстий в виде 
сильной струн, «сдунает» 
пограничный слой. Идея 
«сдувания» или «отсоса» По- 
граничного слоя широко 
используется сейчас в авна- 
ции н космонавтике. Ана- 
логично, идея предкрылков 
и закрылков, непременных 
элементов совреченнохго с&- 
молета, заимствована у 
ПТНЦ_- В последнее время 
объектом пристального вин- 
мания ученых. в том числе 
гидродкиамиков. стали 
дельфниы, способные раз- 
вивать скорость до 65 кн- 
лометров п час. С некото- 
рымн свонми «секретами» 
дельфины уже Поделнлись. 
остальные сще предстонт 
узнать, и тогда корабли 
научатся плавать еще быст- 
рее н увереннее, чем сенчаса 


Об «нгрушках», кото- 
рыми любят «забавляться» 
ученые, рассказывается в 
главе «Моделирование», 
«При модельных  нспыта- 
НИЯХ, — Пишет автор, — 
реальные  явлення  пред- 
стают перед нами п изме- 
ненных масштабах, т.е. 
при других геометрических 
размерах н величинах дей- 
ствующих сил. Это позво- 
ляет ученым за однн час 
«пережнть» столетия или за 
неделю — секунду, . даст 
возможность, насколько это 
необходимо, усилить или 
ослабить природные явле- 
ния, сделать их доступными 
для наших чувств ий впиз- 
ратуры». 

К сожалению, подроб- 
но остановившись на физи- 
ческом п геометрическом 
моделировании, автор ни 
словом ие обмолвилея а 
моделировании математнче- 
ском, которое за последние 
голы. п связи с развитнем 
ЭВМ. стало чощиым сред- 
ством решения изучных ни 
инженерных задач п Гидро- 
динамике. 

Книга обильно нллю- 
стрировани фотография- 
мн гндродннамических про- 
цессов- Но ведь газы н 
жидкости. как правило, 
бесцветны! Как же получе- 
ны эти снимки, на которых 
отчетлнво видны лнини то- 
ка, ударные волны? Со- 
времениые эксперименталь- 
ные методы гидродинамики, 
вачиная с простейшей груб- 
ки Пнто а кончая: лазерны- 
мн приборамн, описаны п 
главе «Можем ли мы ви- 
деть течения». 


Резюмируя обзор не- 
большой книги К. Кузо- 
ва, хотелось бы привестн 
слова автора, который так 
сформулировал свою цель: 
«Главная задача этой кии- 
гн — способствовать попу- 
ляризацни  гидрогазоднна- 
мнки, сломать барьер стра: 
ха перед сложными фор- 
мулами сиециальной лнте- 
ратуры н привлечь виима- 
нне молодежи к важной 
отрасли человеческого зна- 
ния. значение которой и 
практической жизни людей 
иенрерынно возрастает». 

Что ж, можно с уве- 
репностью сказить, что кни- 
га К. Кузова виолие отне- 
чает этой задаче. 


И. Зорич 


Ответы, указания, решения 


Поговорны об определениях 
(см. «Квант» № 6} 


1. «В одну сторону» утверждение оче- 
видно {см., в частности, теорему 18 из «Ге- 
ометрин 6»). Пусть теперь отображение 
плоскости на себя обладает перечнслен- 
ными свойствами. Докажем, что оно яв- 
ляется симметрией с центром О. 

Для этого заметим сперва, что для лю- 
бой точки А точки А, Он А’ лежат на од- 
ной прямой, носкольку прямая АО пере- 
ходит в параллельную прямую и содер- 
жит неподвнжную точку О. Возьмем лю- 
бую точку М. Так как МВ || М’В", тре- 
угольники ОВМ и ОВ"М’° конгруэнтны 
(рис. 1). Значит, |МО] = |М’О |. 


2. а) С= 95°. 6) Если О— точка пере- 
2 ы 
сечения биссектрис, то АОВ = с = 90"; 


таким образом, прямобиссектрисных тре- 
угольников не существует. в} Обозначим 
[АВ| через 2е. Если @ — точка пересе- 
чения меднан и (С09) Г] (АВ) =Р, то 
[0Р] — меднана прямоугольного треуголь- 
ника АВО. Значит, |РО|]=с. Тогда 
1ЮС[ -- 2с, [РС] =. 3с. Рассмотрим теперь 
окружности (Р. с) и (Р, 36}. Возьмем про- 
извольную точку 9’ Е (Р. с), отличную 
от А н 8. Пусть (РО Г {Р, зе) = С". 
Легко вндеть, что треугольник АВС’ яв- 
ляется прямомеднанным. Таким образом, 


о м 
04 < С= АРВ, где|РР]} ЦАВ}ри ОЕ 
Е(Р, З<).т. е.0° << 652 агеЁ& —5- (== 36°52'). 


3. а} Пусть АВСО — пеплоскяй пра- 
вильный четырехугольник. Повернув тре- 
угольник В8СО вокруг {ВО} так, чтобы он 
лег иа плоскость (А ВО}, мы получим (плос- 


Рис. 1. 
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кий) ромб. Следовательно, любой невлоский 
правильный четырехугольник {если он су- 
ществует!) может быть получен перегиба - 
ннем некоторого ромба АВСО вокруг диа- 
гонали, ирнчем, очевндно, меньшей диз- 
гонали. 

Пусть тенерь АВСО — пронзвольный 
Ромб. ке являющийся квадратом, с острым 

^^ 


—^ 
углом А = м. Тогда ВБ = 180° — ара. 
ачнем поворачивать /ВСО вокруг (ВО). 
^^ | 
Величина АВС будет прн этом все время 
уменьшаться. Поскольку к начальный мо- 
мент она >> %, ав конечный (когда точка С 
совпадает с точкой А) равна 0°, в какой-то 


^^ ——^ 

момент будем иметь В = р =. {Здесь 
мы опираемся нз одно из важнейших 
свойств непрерывных фуикций — свойство 
«принимать любое промежуточное зна- 
чение». Некоторый намек на это свойстио 
дан в п. 84 учебника «Алгебра пи начала 
анализа 10».} Соответствующий неплоский 
четырехугольннк будет, очевидно, правиль- 
ным. Таким образом. неплоский правиль- 
ный четырехугольник существует и угол 
< между соседними звеньями п нем может 
принимать любое значение 0’«<а < 90°. 

6} Покажем, что неплоского правиль- 
ного пятнуголькика не существует. На- 
метнм (не очень простое) доказательство 
этого утверждения. Допустим, что 
А, А.АзА.А, — такой пятиугольник. 

Покажем, прежде всего, что четыре его 
вершниы лежат п одной плоскости. Най- 
дутся такие три вершины, что остальные 
две лежат по одну сторону от плоскости, 
образованной этими тремя вершииами. 
Если это — три последовательные верши- 
ны, например, А,, 45, Аз, то точкн Аз и А, 
симметричны отиосительно плоскости <. 
проходящей через биссектрису угла А. А»Аз 
перпендикулярно (А. А243з); поэтому 


[А.А с <; © другой стороны, [А,Аз| ; &; 
значит, [А.А.] | [А, 43|, т.е. вершнны 
А,. Аз. А., А, лежат в одной плоскости. 


Если же это, скажем, А,, Д», Аз, то анало- 
гично показывается, что в ОДИОЙ НЛОСКОсТН 
лежат вершины А,, Аа, Аз, Ах. 


Рис. 3. 


Рис. 5. 


Итак. пусть точки А,, Ао, Аз, А, де- 
жат в одиой плоскости. Повериуе А4.А. А, 
вокруг (А.А), мы придем к плоско- 
му пятнугольнику А, А-А.А. Аб с рав- 
ными сторонами, в котором А. = А. = Аз. 


Из определеиния правильного многоуголь- 
ника вытекает, что ломаиая А, А.А;А, не 


имеет самопересечений. Поэтому А» >> 90° 
(рис. 2). , 
Из АА, АА АААЗА, — вы 
текает [АзА:] = [А.А]. Значит, А. Аз А, = 
=АА, Аз. Из А. А.А = Аз 4145 


следует теперь АА, А; = ААА А.- 
Такнм образом, плоский пятиугольник 
А А-АзА4 Ав -- правильный. 


Но, ‘очевидно, из плоского 
вильного пятиугольника, перегибая его 
вокруг днагонали. неплоского пра- 
вильного пятнугольника получить нельзя. 

Примечание. Можио показать, 
что неплоские правильные п-угольиики су- 
ществуют при всех п > 3, кроме п == 5. 
В самом деле, прнл = 2%, где > 3, ис- 
комый ыногоугольник (с прямыми углами) 
можно получить, перегнув Ё — & раз плос- 
кий прямоугольник, одна сторона которого 
в & — \ раз больше другой, по лииням 
Р.Ф,, Рэ@з, .... Ри—а@к-2 (рис. 3). При 
п = 2№-+- 1, где К 3, такой многоуголь- 
ннк (все углы которого снова прямые) мож- 
но получить из изображенного на рисунке 
4 (иевыпуклого} семиугольника АВСРЕРС 
с тремя прямымн угламн А, В. Е, у кото- 


пра- 


рого й сторон конгруэнтны. а [ВС] = |СА]| 
больше их в А — 2 раз; его иадо перегнуть 
по отрезкам Р;:О,, Ра, .... Риз Фк-,, 
СС, ПР. : 

Какимн могут быть углы неплоского 
правильного п-угольника, где л >> 6, пока, 
видимо, инкому не известно. 

4. Пусть любой отрезок АВ переходит 
при отображенни н коигруэнтный отрезок 
А’В’ того же направления. Покажем, что 
это отображение — параллельный перенос. 
Возьмем точку Мо; пусть она переходит 
в точку М. Докажем, что, какова 

—, —’ 
бы ни была точка М, ММ’=М.М.. 


Поскольку отрезок ММ переходит в от- 


резок Мом с сохранеиием направле- 

ния, те М полу- 
‚те. М.М =м.М , у 
— — == — — > 


чаем ММ =ММо+Мом =ММо +Мом = 

— — —>, 
= МоМ + ММ = МоМо. 

Второе определение удобиее: компози- 
ция отображений, обладаюшнх иекоторым 
свойством, тоже обладает этим свойством. 

5. Пусть отображение плоскости иа 
себя обладает указанным свойством. Возь- 
мем произвольные точкн М и М. Так как 
ММ | ММ (нс. 5) и Е, прямые 
ММ’ и ММ’ пересекаются. Обозначим точ- 
ку нх пересечения через О. Из подобия тре- 

гольников ОМА и ОМ’М№ вытекает, что 
ОМ' | 
=А. 
10м| 
точку Р. то нетрудно установнть, что 
(РР*) Г\ (ММ’) =О0, те. точка О не 
зависит от выбора точек М, №. 


Еслн мы возьмем еще 


Кроссворд «Соты» *) 

(см. «Квант» № 8) 

1. Прогиб. 2. Капрон. 3. Евклид. 4. Фа- 
рада. 5. Усагии. 6. Галлон. 7. Оптика. 
8. Вектор. 9. Скаляр. 10. Курако. 11. Мо- 


дуль. 12. Рыбкии. 13. Протон. 14. Джоуль. 
15. Лотбак. 16. Восемь. 17. Работа. 18. Де- 
лоне. 19. Способ. 20. Датчик. 21. Вольта. 


22. Тиконд. 23. Эрстед. 24. Эбонит. 25. По- 
черк. 26. Крылов. 27. Облако. 28. Элднсон. 
29. Гитара. 30. Компас. 31. Козлов. 32. Ра- 
дуга. 33. Пассат. 34. Ландау. 35. Сатурн. 
36. Сектор. 37. Кварта. 38. Плазма. 39. Лак- 
ру: 40. Плутон. 41. Пробка. 42. Катион. 
43. Призма. 44. Капица. 45. Лнниих. 46. Зо- 
днак. 47. Анализ. 48. Орбита. 


*) Автор кроссворла — В. Шестаков 


Игра «йога» 


Игра «йога» ®) предназиачена для одного 
человека. 

Она состоит в следующем: 

Доска из 33 полей имеет форму. показан- 
ную на рисунке 1; на каждое поле ставится 
по фишке, затем одна фишка убирается; 
на каждом ходу можно перепрыгнвать лю- 
бой фишкой через любую соседиюю (по 
горизонталн или вертикали) на пустое по- 
ле — при этом перепрыгнутая фишка снн- 
мается; цель игры — снять с доски все 
фишки, кроме одной. 

Нетрудио проверить, что, какую бы 
фшшаку мы ни убрали первоначально, снять 
все фишки, кроме одной, можно. Из сообрз- 
жеинй симметрни ясно, что проверку до- 
статочно провести для случая, когда пер- 
воначально снимаются фишки @Г, 92. 93, 
$4, <1, с2, е3 (рис. | наЗ с.обложки). Впрочем, 
некоторые из этих случаев сводятся друг к 
другу. 

Пусть вначале удалена фишка 93. До- 
кажем. что, когда на доске останется од- 
ка фишка, она будет стоять на одном из 
полей а3, 93, ЕЗ, 06. 

Раскрасим доску в три цвета, как на 
рисунке 2. Легко заметить, что при каждом 
ходе число фишек каких-то двух цветов 
уменьшается на 1, а третьего цвета — воз- 
растает на | (рис. 3}. Значит, после каж- 
дого хода четность числа фишек каждого 
цвета меняется на протнвоположную. 

В нсходном положенин у нас 11 фишек 
стоит на снинх полях, || — на красных и 
Ю — на белых. Мы хотим, чтобы осталась 
одна фишка — для этого надо сделать 
З1 ход. Когда четность изменится 31 раз, 
у нас будет четное число синих фншек, чет- 
ное число — красных и нечетное — белых. 
Следовательно. слдниствениая оставшаяся 
фишка будет на белом поле. 

Чтобы закончить доказательство, рас- 
красим доску но-другому: как на рисунке 
4. Аналогичное рассуждение показывает, 
что н при этой раскраске последняя фишка 


*) Раньше она иззывалась «солитер». 


должна стоять иа белом поле. Поскольку 
поля, белые при обеих раскрасках. — это 
н есть четыре поля, указанные в условии 
задачи, доказательство закоичено. 


Задачи 


1. На какнх полях может остаться 
фишка, ебли вначале мы сняли фишку © 
поля с1? 

2. Раскрасим доску, как ка рисунке 5. 
Удалим вначале фишку с поля с3- а) Ка- 
кое наименьшее число «белых» (т. е. . сто- 
ящих на белых полях} фишек необходимо 
съесть, чтобы уничтожить все «черные» 
фишки? 6) Какое нанменьшее чнело «чер- 
ных» фишек иеобходимо сбить, чтобы унич- 
тожить все «белые» фишкн? 

3. В квадрате 11х11 расставлена 81 
фншка, как на рисунке 6. Докажите. что, 
действуя по иравилам игры «йога», нельзя 
добиться того, чтобы осталась только одиа 
фишка. 

4. На шахматной доске расставили 
64 фишки и сняли фишку с поля а|; на 
каждом ходу можно перепрыгивать лю- 
бой фишкой через две соседине (по го- 
ризонтали илн вертикали) иа пустое поле, 
синмая с доскн обе перепрыгнутые фишки. 
Какого нанменьшего числа фишек можио 
добиться и как эти фишки будут расйола- 
гаться? Как нзменится ответ. если запол- 
нить фишками все 64 поля и добавить к 
доске еще одно ноле (пустое} рядом с клет- 
кой а1? | 
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На этом рисунке изображено семейство 
кривых второго порядка, проходящих через 


точки (0.0), (1,2), (3.0) и (3,2). Кривая 
второго порядка — это график уравиения 
ах Ьхи-Рсу?-ех-НруЕ9=0 

(где числа а, В, с не равиы нулю одиовре- 
меино). Примеры кривых второго порядка: 
эллипс, гипербола, парабола, пара пря- 
мых. (Подробнее о кривых второго порядка 
можно прочитать в «Кванте», 1977, № 8.) 
По теореме Паскаля в общем случае через 
хязь точек проходит ровио одиа кривая 


второго порядка. Поэтому через четыре точ- 
ки проходит целое семейство кривых вто- 
рого порядка, которое и показано иа ри- 
суике. Особую роль здесь играют «крас- 
ная» парабола, пара параллельных прямых 
/`—2и=0 н пара пересекающихся прямых 
(2х—3Зи)(х+у—3)==0. Эти линии отделяют 
области, заполнеиные кривыми разных ти- 
пов. Например, белая область заполнена 
эллнпсами, зеленая область — одним семей- 
ством гипербоз, желтая — другим  семей- 
ством гипербол. 
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Художествениое наследие Л Н. Толстого давно вошло п сокровищницу мировой куль- 
туры. Шедепры Л И Толстого были в остаются не тонко непревзойденнымн описа- 
ниями пусской жизин, но и глубокими философскими сочинеинями, в которых отраже- 
ны вся многогранность и сложность человека. Толстой-гуманист ие прелинсывает 
человеку инкавих отвлечениых правил, кроме обязательного для всех иравила оста- 
нягься человеком в любых обстоятельстнах. сообразуясь с имми, но не подчиняясь им. 
По мнешно Толстого. бел приобщения к общечеловеческому груду. не будь которого 
люди ш дия ие могли бы прожин». даже самый геннальный художник илн ученый не 
смог бы счигазь себя раввым всем людям. А без этого. по Толстому, невозможно ин- 
какое истинное творчество. 

Художественное творчество 1. Н. Толстого хорошо знакомо. Гораздо меньше известны 
его педагогические сочниения. Нашим чигателям, несомненно. будет нитересно узнать. 
что Л. Н. Толстой миого времени и винмания улелял вопросам преподаваиня в шко- 
де и. в частности. методике преподавания арифметики. Ему  припадлежит  учебичик 
«Арифметика». наданный @ 1874 году и опиравшийся на сго личный оныт многолетнего 
преподавания в Яснополянской школе В этой кииге. существенно отличавшейся по со- 
лержанию от учебииков своего времени. нашли отражение оригниальные воззрения 


Л. Н. Толстого на преподаванне арнфметнки. Многне нден Л. Н. Толстого явно пере- 
кликаются с современнымн взглядами на преподаванне математикн в школе. Вот 
только одни прнмер: «Уравнение, — писал Л. Н. Толстой, — следовательно, алгебру 
я начинаю вместе с первымн действиямн..» (Л. Н. Толстой. Педагогнческне сочниеняя. 
М., 1953). Кажется, что это сказано не сто лет назад, в сегодня, о новых учебниках 
для начальных классов. 

Л. Н. Толстой всю жнэнь любил нитересные, орнгниальные задачн, высоко ценил 
простые н прозрачные решення. Напомним читателям одну из его любямых задач — 
«задачу о косцах», — которая решается нехнтрыми рассуждениями без составления урав- 
неннй. 

«Артели косцов иадо было скосить два луга, один вдвое больше другого. Половину дия 
артель косила болышой луг. После этого артель разделилась пополам: первая половина 
осталась на болышом лугу и докосила его к вечеру до конца; вторая же половнна ко- 
снла малый луг, на котором к вечеру еще остался участок. скошенный на другой день 
одним косцом за один день работы. Сколько косцов было п артели? 

В «Войне н мнре» многне страницы посвящены раздумьям пнсателя о жизни. о Родине, 
о бытнн, о человеке. И чем больше перечнтываешь это проязведение, тем больше на- 
ходишь в нем нового, глубокого, неожиданного. ранее скрытого. 

Ннже мы воспроизводим отрывок нз романа. где речь ндет об одном из важнейших 
вопросов философин естествознання, тесно примыкающем к тематике нашего журнала. 


Для человеческого ума непонятна абсолютная непрерывность движе- 
ния. Человеку становятся понятны законы какого бы то ни было движе- 
ния только тогда, когда он рассматривает произвольно взятые единицы 
этого движения. Но вместе с тем из этого-то произвольного деления не- 
прерывного движения на прерывные еднницы проистекает большая 
часть человеческих заблуждений. 

Известен так называемый софизм древних, состоящий в том, что Ахиллес 
никогда не догонит впереди идущую черепаху, несмотря на то, что Ахил- 
лес идет в десять раз скорее черепахи: как только Ахиллес пройдет про- 
странство, отделяющее его от черепахи, черепаха пройдет впереди его од- 
ну десятую этого пространства; Ахиллес пройлет эту десятую, черепаха 
пройдет одну сотую ит. д. до бесконечности. Задача эта представлялась 
древним неразрешнимою. Бессмысленность решения (что Ахиллес никог- 
да не догонит черепаху) вытекала из того только, что произвольно были 
допущены прерывные единицы движения, тогда как движение и Ахил- 
леса и черепахи совершалось непрерывно. 

Принимая все более и более мелкне единицы движения, мы только прни- 
ближаемся к решению вопроса, но никогда не достигаем его. Только 
Ддопустив бесконечно-малую величину н восходящую от нее прогрессию 
до одной десятой и взяв сумму этой геометрической прогрессин, мы до- 
стигаем решения вопроса. Новая ограсль математики, достигнув искус- 
ства обращаться с бесконечно-малыми величинами, и в других болес 
сложных вопросах движения дает теперь ответы на вопросы, казавшие- 
ся неразрешимыми. 

Эта новая, иензвестная древннм, отрасль математики, при рассмотрении 
вопросов движения, допуская бесконечно-малые величины, то есть 
такие, при которых восстановляется главное условие движений {абсо- 
лютная непрерывность), тем самым исправляет ту неизбежную ошибку, 
которую ум человеческий ие может не делать, рассматривая вместо не- 
прерывного движения отдельные единицы движения. 


Н. Виленкин 


Сравнения 
и классы вычетов 


Многим любителям математики 
вестна следующая задача; 


иЗ- 


Обезьяна н орехи 


Пять путешественников остано- 
вились на ночлег. Они везли с собой 
мевюк орехов и обезьяну. Ночью один 
из них проснулся. подошел к мешку 
и разделил орехи на 5 равных частей. 
причем один орех остался лшимим. 
Ок отдал обезьяне лишний орех, съел 
свою долю и снова лег спать. Потом 
проснулся второй путешественник и. 
не зная о поступке первого, проделал 
то ме самое. Потом это же сделали 
по очереди остальные три путешест- 
венника. Когда утром оставшиеся оре- 
хи разделили на 5 равных частей. сно- 
ва остался один орех для обезьяны. 
Сколько было орехов? 

Вся трудность этой задачи в лиш- 
них орехах. без них отвегом поелу- 
жило бы любое число. которое можно 
шесть раз делить без остатка на 5. 
то есть любое число. кратное 5" — 
= 15625. А из-за того. что каждый 
раз деление происходило с остатком. 
задачу рамигь куда трудиее. Заме- 
чательное решение придумал сту- 
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денческие годы знаменитый англий- 
ский физик Дирак. Он решнл найти 
число орехов, которое бы ... не ме- 
нялось при описанной операции (де- 
леции на пять частей с выделением 
ореха обезьяне и поедании одной час- 
ти). Читатель, несомненно. скажет. 
что такого числа орехов быть не мо- 
жет — ясно, что после этой операции 
оно должно уменьшиться. Но все де- 
ло в том, что Дирак не ограничивал 
себя натуральными числами. А тогда 
ему осталось решить уравнение 


е (х—ПЮ=х. Корнем этого урав- 


нения является число —-4, Поэтому 
число —4 могло бы быть решением 
нашей задачи, но но ее смыслу. 
конечно, не годится. Зато теперь 
ясно, как получить положительный 
ответ: надо к числу —4, найденному 
Дираком, прибавить 5°. Проверьте, 
что отвег 15 62] удовлетворяет усло- 
вию задачи. Впрочем. ему удовлет- 
воряет и каждое чнсло вида —4 
-- 5-Е. где & — любое натуральное 
число. 


Что такое сравнимые числа 


Если отвлечься от требования положи- 
тельности решения. то любое число 
вида —-4 + 5°.А, где # — целое, яв- 
ляется решением задачи про орехи 
и обезьяну. Эти числа образуюг «дву- 
стороннюю арифметическую прогрес- 
сню» с разностью 5”, простирающуюся 
в обе стороны. У них есть одно общее 
свойство — при деленнн на 5° все 
они дают один ип тот же остаток 15 621. 


Про такие числа в математике гово- 
рят, что они сравнимы друг с другом по 
модулю*) 15 625. 

В общем внде понятие сравнимости 
по некоторому модулю т Е М можно 
определить двумя равносильными спо- 
собами: 

Определение 1. Целые чис- 
ла й и © называются сравнимыми по 
модулю т, если их разность делится 
без остатка на т. 

Определение Г. — Целые 
числа а и Ь называются сравнимыми по 
модулю т, если их остатки при де- 
лении на т одинаковы *). 

Если числа а и $ сравнимы друг 
с другом по модулю т, то пишут так: 


& == 6 (то4 м). 


Например, 16 == 30 (то4 7), так 
как разность 16 -- 30 = —14 делит- 
ся на 7, а72 == 45 (тод 8), так как 
72 — 45 = 27 не делится на 8. 


Арифметика остатков 


Все числа, сравнимые с числом 2 по 
модулю 5, одинаково ведут себя при 
делении на 5 — они дают остаток 2. 
Объединим эти числа в одно множест- 
во и назовем его классом вычетов по 
модулю 5. Обозначим этот класс той 
же цифрой 2, только, чтобы отличить 


его от числа 2, будем писать ее так: 2. 


Значит, 2—не число, а бесконечная 
совокупность чисел: 


2 = {...—8, —3.2, 7. 12, 


Так же определяется класс выче- 
тов по любому модулю т. При деле- 
нии на т могут получиться т различ- 
ных остатков: 0, 1, 2, .., т 1. 
Каждому из них соответствует свой 
класс вычетов. Остатку г соответству- 


ет класс вычетов г, состояший из 
чисел вида г-+Ёт, где Е — целое 
число: 


= {и Ёт Е 6 2}. 


Все множество 2, целых чисел рас- 
падается на т классов вычетов по 


*) Слово «модуль» происходит от ла- 
тинского то@бМи$ (мера). 


**) Остатком от деления целого числа и 
на натуральное число т называется такое 
число г, что а==тд-Нг и 0 гжт. 


модулю т. Множество всех этих клас- 
сов обозначают через ЁРщ : Ем = 10. 
1. ....тр— 1}. При изучении вопро- 
сов, касающихся делимости на т, 
лучие иметь дело с конечным мно- 
жеством Ри. чем с бесконечным мно- 
жеством . 

Чтобы решать задачи про дели- 
мость, надо уметь выполнять над клас- 
сами вычетов арифметические опера- 
цни. Начнем со сложения. Оно опре- 
деляется очень просто — в каждом 
низ слагаемых (напомним, что класс 


‚вычетов есть бесконечное множество 
целых чисел) берут по представителю 


н складывают их, а потом смотрят, 
в какой класс вычетов попала сумма. 
Его н называют суммой данных клас- 
сов. Например, сложим классы вы- 


четов 4 и 5 по модулю 6. Для этого 
выберем в них по представителю. 
Чтобы долго не думать, возьмем сами 


остатки 4 и 5, давшие названия сла- 
гаемым классам. Их сумма равна 9. 


Но 9 == 3 (то 6) и нотому 4 + 5 = 3. 
Если те же классы берутся не в Ё., 
ав Ев, то сумма получится ниая: 
4+5=ГАвР, 4+5 =0. 

Чтобы покончить с вопросом о 
сложении классов вычетов, надо еще 
доказать, что при выборе иных пред- 
ставнтелей сумма не изменится. Это 
следует из такой теоремы: 

Теорема 1. Еслиа ==а, (тод т} 
и ББ (тоф т), то а + фр =а, + 
+ В (под т). 

Доказательство. Так как 
а =а, (то4 т), а=а, + т. где 
Е Е 2. атак как $ =, (под т), 

= в - м, где [Е Ё. Поэтому а + 

+= ыЫ +(Е Дт, ге + 
а наф =а, + & (тод м). 

Мы свели сложение классов вы- 
четов к сложению чисел. Поэтому сло- 
жение классов вычетов коммутативно 
и ассоциативно, то есть а +В = 

=ф а И (+ -+с= а-+ (6 га 
+ с). прибавление класса Г. не меняет 

класса вычетов, то есть ао = 
ит.д. 

Вычитание и умножение классов 
вычетов определяются точно так же — 
в классе выбирают по представнтелю 
и выполняют операции над нимн. 
И здесь результат не зависит от выбо- 
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ра представителей (докажите это са- 
ми). Более того, справедливо следую- 
щее весьма общее утверждение: 
Если Р (х) — многочлен с целыми 
коаффициентами и а == а, (1108 т), 
то Ра) ==Р (0,) (то$ т). Постарай- 
тесь доказать это самостоятельно. 
Свойства операций вычитания и 
умножения классов вычетов тоже 
очень похожи на свойства этих опе- 
раций для цезых чисел (за одинм ис- 
ключением; о нем — ниже). 


Задачи на делимость 


Поскольку классы вычетов но модулю 
т тесно связаны с остатками от де- 
ления на и, почтн все задачи, в ко- 
торых речь идет о делимости чисел, 
удобно решать с помощью сравнений. 

Пример1. Найдем остаток от 
деления 2121978 на 7. 

Так как при делении 212 на 7 по- 
лучается остаток 2, 212 == 2 (пд 7). 
Отсюда следует, что  212\”== 
==719?* (под 7). Заметим теперь. что 
2 — 8 == } (тод 7). Но 1978 - 659х 
ЖЗ -+ 1. Значит, из 2 ==1 0104 7) 
следует, ЧТО. ^ 21918 — (29°. 2= 
== 189.2 =- 2 (то4 7). Поэтому при 
делении 2121978 на 7 получится оста- 
ток 2. 

Пример 2. Выведем признак 
делимости на 9. 

Так как 10 = | (тод 9), для лю- 
бого & имеем 10^ = |! (то@ 9). Но 
тогда 


@о + 0” - а - "Е -- ...4 а, = 
= @ та, -* ... + а, (под 9). 

Это значит, что числа А - а: 10” 

+... аи М - оз .-.. + а, име 


ют одинаковые остатки при делении 
на 9. В частности. № делится на 9 в 
том и только и том случае, когда на 
9 делится нисло М (сумма цифр чис- 
ла №). 

Пример 3. Докажем. что квад- 
рат любого натирального числа либо 
делится на 9. либо дает при делении 
на 3 остаток 1. 

В самом деле, если х == 0 (тод 3), 


то х? делится на 9. Если же х == | 
(той 3) илн х==2 (то 3). то 
х? ==| {тод 3). так как 1? —- 1н 


23 = 4 = | (то 3). 
Пример 4. Найдем последнюю 
цифру числа 7" 
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Нам надо найти остаток ол деле- 
ния числа 77’ на 10. Но 7? -= 49 = 
= —1 (под 10). и потому 7%== (—1) =а 
== | (п1о4 10). Найдем остахк от 
деления показателя 7? на 4.Тзк как 

= -—1 (п1о4 4), 7? == (—1)* =: — |= 
= 3 (109 4), и потому 77 -= ип + 3. 
Следовательно, 7?” = (7%). 7: в 73== 
вы (—3)% == — 27 == 3 (0109 10). Это 
значит, что у чисел 77 и 3 оцинакова 
последняя цифра, то есть 77" кончает- 
ся на 3. 


Деление классов вычетов 


Разделить класс вычетов 6 на класс 
вычетов а — значит найти закой класс 
вычетов х, что ах В. Дл; целых чи- 
сел задача деления разруешима не 
всегда, но уж если она р-шается, то 
едниственным образом. то связано 
к тем. что произведение двух целых 
чисел равно нулю лиш. в случае, 
когда хоть один из мнежителей ра- 
вен нулю. Нов Р»„ дело обстоит не 
так. Взглянув на таблицу умножения 
для Ё.. замечаем. что нули стоят в 
ней не только в первой строке и пер- 
вом столбце (там, где один из множи- 
телей равен нулю). 

_ Нулю равны и произведения 2 . 3, 
3.4, хотя множители отличны от 
нуля. Как говорят, в Ё, есть делите- 
ли нуля (класс вычетов а называется 
делителем нуля, если он отличен от 0. 
но существует такой класс В 520, 
чтоа-в 0). В ЕР, зелителями нуля 
оказались классы 9, 3. 4. Чнсла 2, 
3. 4 имеют общее свойство — они не 
являются взаимно !.ростыми с моду- 
лем 6. Это наводит на мысль о спра- 
ведливости следующей теоремы: 


Таблица умножения а Е, 


Гот рэ в 
о] бообо б дб 
Т.-20 2 2 5 14, < 
баб 5 
3 |0 03 в 
чото б аз 
5 [бБаз 9 пт 


Теорема 2. Класс вычетов а 
в Р»„ ме является делителем нуля в 
том и только в том случае, когда а 
и т взаимно просты. 

Доказательство. Пусть а 
н 7 взаимно просты. Если а - В = 0, 
то число аб делится на т. Но, в силу 
взаимной простоты а и т, это может 
быть лишь в случае, когда 6 делится 
на т, то есть Б = 0. Это и значит, что 

@6 = 0 лишь при В = `0..то есть что 
а не является делителем нуля. 

Предположим теперь, что наиболь- 
ший общий делитель чисел а и т от- 
личен от |1, п = аа, т = та, а> 1. 
Тогда число т, < т — целое, при- 
чем отлично от т, и потому ты 52 0. 
Ноат, = ат, = аут, то есть ат, = 
—0. Значит, а — делитель нуля. 

Если число а взаимно просто с 
модулем т, то все числа из класса 
вычетов а взаимно просты с 1. В этом 
случае говорят, что класс а взаимно 
прост с т. 

Из теоремы 2 вытекает важное 

Следствие 1. Если класс вы- 
четов и взаимно прост с т, тов Ет 
можно однозначно делить на а, то 
есть для любого БЕ Е»„ иравнение 
ах — 6 имеет одно и только одно ре- 
шение. 

Сначала докажем, что это уравне- 
ние не может иметь различных реше- 
ний. Если ах, = = Фиахь = 6, тоа (х.— 
—х.) = -0, а так как а не делитель ну- 
ля, тож — х, = 0, то есть Хх, = х,. 
Значит, решение может быть лишь 
ОДНО. 

Осталось показать, 
существует. 

Мы только что доказали, что сре- 
ди классов вычетов а. 0, а.!1, ... 
‚.., @ (т — 1) нет одинаковых. Значит, 
это те же классы 0. 1, .., т— 1, 
только, возможно, взятые в ином по- 
рядке. А тогда для любого класса р. 
найдется такой класс х, чтоа + х == 6. 

Подтверждением доказанного 
следствия может служить таблица 
умножения по модулю б — из нее 
видно, что только в строках для клас- 
сов 1 и 5 встречаются все классы вы- 
четов. В других строках есть лишь 


что решение 


Таблица умножения в Рь 


6 1 2 3 4 
6 0 о б 5 о 
й б Г 5 з 4 
2 6 2 4 т 3 
3 6 Е Т 4 5 
4 0 4 Е: 2 Г 


— 


часть т в строках для 2 и 4 
классы 0, 2, 4, а в строке для 3 — 
классы 0 н 3. Легко понять, как об- 
стонт дело в общем случае: 

Следствие2. Если (а, т)= 
= 4*), то уравнение ах = В имеет 
решение лишь при фсловии, что 6 де- 
лится на 4. В этом случае число ре- 
шений равно 4. 

Предоставляем читателю доказать 
это утверждение. 

В случае, когда модуль является 
простым числом, можно делить на 
любой ненулевой класс вычетов — в 
этом случае все такие классы взаимно 
просты с модулем: Поэтому, например, 
в таблице умножения по модулю 5 
одна строка состоит из нулей, а ос- 
тальные содержат по одному разу 
все классы вычетов. 


Теоремы Ферма и Эйлера 


В теорни чисел очень часто приме- 
няется так называемая Малая теорема 
Ферма: 

Теорема 3. Если р — про- 
стое число и @ не делится на р, то 
остаток от деления числа аР- на 
р равен |. 

По-другому ее можно сформулиро- 
вать следующим образом: 

Теорема 3’. Если а — нену- 
левой класс вычетов по простому 
модулю р, то аР-=1. 

Доказательство. Так как 
О<а<р, а модуль р — простое 
число, то а и р взаимно просты. По- 
этому классы вычетов а - |, а-2,,... 
... а (р — 1) являются теми же са- 
мыми, что и 1.2, ..., р— |, только 


*) (@. т) — наибольший 
литель чисел аи м. 


общий де- 
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взятыми, быть может, в другом по- 
рядке. Так как умножение в Ёр ком- 
мутативно и ассоциативно, то 
@.1) @.2)... а: ф—1)) = 
х2.... : р— 1). 

Осталось сократить это равенство на 
отаичный от 0 множитель | . 2х 
Х... - (р — 1), чтобы убедиться в том, 
что а2-1 = |. 

В теореме Ферма модуль р обя- 
зан быть простым числом. Эйлер от- 
крыл замечательное обобщение этой 
теоремы на случай составного моду- 
ля т. Классы вычетов 1, 2, ..., р —1, 
которые мы умножали на а, взаимно 
просты с р. Возьмем и для составного 
модуля т лишь классы вычетов, вза- 
имно простые с т, и обозначим их 
число через ф (т). Умножение этих 
классов на класс вычетов а, взаимно 
простой с 1, лишь переставляет их. 
Перемножая эти нроизведения и рас- 
суждая так же, как при доказатель- 
стве Малой теоремы: Ферма, прихо- 
дим к следующему утверждению: 

Теорема 4. Если класс вы- 
четов п взаимно прост с модулем т, 
то а”? =Т (если число а взаимно 
просто с т, то при делении а® т 
на т получается остаток 1). 

Например, ф (12) =4: с модулем 12 
взаимно просты классы вычетов 1, 


5,7, И. Число 31 взаимно просто с 
числом 12. Поэтому при делении 31 
на 12 получается остаток 1. Проверьте 
это! 

Чтобы успешно применять теорему 
Эйлера. надо уметь вычислять функ- 
цию Эйлера *) ф(т). Если т — простое 
число, то $(т)=т— 1. Можно дока- 
казать что если разложение мо- 
дуля т на простые множители 


ВИД 


1х 


с & 
т=рт...рь’, то 


а НИР В ИИ 16 
9(п) =т( ее р 
Например, 600=23.3.5?, и потому 


$(600) — 600 (1 — >) (1—3) 


3 х 
х (| -=)- 160. 


имеет 


*) Об этой функции см. «Квант», 1977, 
№ 7. с. 2. 


Первообразные корни 
Возьмем какой-нибудь класс выче- 


тов а, взаимно простой с модулем т, 
ни начнем возводить его в квадрат, 
куб и т.д. Мы уже знаем, что 


а?” =1. Но классе 1 может встре- 
титься и раньше. Например, ф(11)= 


=10, а в Р,, уже 4°=1. В самом 
деле, 4=1024 и при делении 1024 
на 11 получается остаток 1. 

Легко доказать, что если № — 
наименьший положительный показа- 


тель, при котором & =1, то Ф(т) 
делится на А (иначе уже а”, где г — 
остаток от деления ф (т) на А, рав- 
нялось бы 1). 


Назовем класс вычетов а (по мо- 
дулю т), взаимно простой с т. пер- 
вообразным корнем, если для него 
< (т) — наименьший положительны й 
показатель степени, при котором по- 


лучается 1. В этом случае все классы 
вычетов, взаимно простые с т, яв- 


ляются стененями а. Иными словами, 


для любого такого класса вычетов р 
найдется показатель Е такой, что 


а* =. В этом случае # можно наз- 


вать «логарифмом В по основанию а» — 
в теорин чисел вместо «логарифм» 
говорят «индекс». 

Из сказанного отнюдь не следует, 
что первообразные корни существуют 
для всех модулей. Но есть случай, 
когда ответ заведомо положителеи — 
если модуль является простым чис- 
лом. Иными словами, если р — про- 
стое число, то среди классов вычетов 
по модулю р найдется хотя бы один 
первообразный корень. Доказатель- 
ство этого утверждения вы найдете 
в следующем номере, в статье «Срав- 
нения по простому модулю». 


Л. Гродко 
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Качества современного автомобиля в 
значительной степени определяются 
уровнем развития теорни автомобиля. 
Увеличение скорости автомобиля, его 
устойчивости. управляемости. плав- 
ности хода н улучшение многих дру- 
гих его характеристик требуют не- 
прерывного развития теории. методов 
расчета ин иснытаний автомобилей. 

Одной из миогих интереснейших 
задач теории автомобиля является 
задача © критической скоростн ка- 
чения автомобильной шины. 

Что такое критическая скорость, 
от чего зависиг значение этой вели- 
чины, какими способами можно улуч- 
змать эту важную характеристику — 
эти вопросы мы и рассмотрим в на- 
стоящей статье. 

Начнем с задачи. которая, на 
первый взгляд, не имеет прямой связи 
е этими вопросами. 


Волна, бегущая по ленте 


Рассмотрим «бесконечную» тяжелую 
ленту, одетую на два вращающихся 
барабана п «бегущую» со скоростью 


а — Бегущая волна 
и... автомобильная шина т 


У. На участке АВ эта ленга прону- 
щена через неподвнжно закрепленную 
нскривленную трубку (рис. |}. Ось 
эгой трубки представляет собой не- 
которую плоскую кривую (лежащую 
в плоскости чертежа). Найти силы. 
действующие со стороны трубки на 
ленту. Влиянием силы тяжести пре- 
небречь; считать. что трение между 
лентой и стенками трубкн отсутству- 
ет; сила натяження постоянна (по 


длине ленты) и равна по модулю !№ |. 
Масса единицы длины ленты {логон- 
иая масса) равна в. 


Рассмотрим малый элемент СБ 


леиты длиной 2, который п данный мо- 


мент находится в трубке. Участок 
трубки, в котором находится этот 
элемент, можно с хорошим прибли- 
жением считать дугой окружности. 
Пусть раднус этой окружности равен 
В (рис. 2). 

Элемент СО движется © постоянной 
но модулю скоростью У но окруж- 
ности раднуса К. Следовательно, ов 
нмеет центростремительное ускоре- 
ние, равное У?!Ю ин направленное к 
точке О — центру кривизны дуги 
"СО *). 

Посмотрим, какие снлы сообщают 
это ускорение элементу СО. Со сто- 
роны соседних участков ленты на не- 
го действуют силы натяжения М, 
направленные но касательным к дуге 
СО в точках Сир (сч. рис. 2). Со 
стороны стенок трубки на ленту дей- 
ствуют силы нормального давления. 
Пусть на еднкицу длниы ленты дей- 
ствует со стороны трубки сила нор- 
мального давления, равная по модулю 


МТ 
элемент СО, равна |{|{ (поскольку { 
мало и [< Ю, можно считать, что 


Тогда сила, действующая на 


эта сила равна именно |} |1, то есть 
такая же, как если бы элемент СО 
был прямолинейным). Согласно Ш за- 
кону Ньютона равнодействующая Ё 
всех этих сил, нап равленная к центру 
кривизны О, ин сообщает элементу СО 


*} Центр кривизны — центр той окруж- 
ности. дугой которой является криволиней- 
ный участок СР (дуга СО}. Величниа, обрат- 
ная радиусу кривизны. называется кривиз- 
ной 


центростремительное ускорение: 


д 

и Е” | Е] (1) 
{л{ — масса элемента СО). Как вилд- 
но из рисунка 2, Е "== № г — 


— |{11, где № — равнодейств ующая 
сил натяжения, действующих на эле- 
мент СДР со стороны соседних участ- 
ков ленты. Учитывая, что угол ф мал 


н УП ф я $, МР = 
=2] №19, 1 = 28. Таким образом, 
ТЕ р= 21МЕф — 211 Ач. 


Подставнм это значение |Е [и Ё = 
= 2Юф в выражение (1): 


находим, что 


з - > 
2тАф'к: = 2 МФ —2 |118 


Отсюда найдем |} |: 


- 


Пт=-Е(м-- му). (2) 


Итак, мы нашли интересовавшую 
нас силу нормального давления со 
стороны стенок трубки на ленту. 
Точнее, мы нашли эту силу, прихо- 
дящуюся на единицу длины ленты 
на участке, раднус кривизны которо- 
го равен Ю. Но для дальнейшего рас- 
смотрения нас устроит эта величина. 

Проанализируем формулу (2). Ве- 
личина, стоящая в скобках, не ме- 
няется вдоль трубки, так что при дан- 


ных | м Ё 
АО. 


н | у значение 1 
радиусом кривизны 


трубки: |{| пропорционально кри- 


Рис. 2. 
#0 


> 1 а 
визна —|{ | ^^ -®. Если И= 0 (лента 


непедвижна), | { |= м — сила дав- 


ленмя определяется силой натяжения 
и кривизной трубки в данной точке. 


С гоявлением скорости У исее рос- 


том значение | } | начинает уменьшать- 
ся и при скорости, равной 


Я-И ы, (3) 


обращается в нуль сразу по всей дли- 
не трубки. Назовем эту скорость крн- 
тической (У„р). 


Что это означает — |{| = 0? Это 


означает, что при |И|= И», лента 
не взаимодействует ‘с трубкой. Если 
именно при таком значении скорости 
трубку убрать, то искривление, ею 
вызванное, останется — лента по- 
О будет изогнута на участке 


По отношенню к наблюдателю, 
движущемуся вправо со скоростью, 
равной по модулю Укр, это нскривле- 
ние бежит по ленте влево со скоростью 
Укр. Такое явление называется вол- 
ной, бегущей по ленте, а скорость 
Унр— скоростью распространения 
волны. 


Представим себе теперь, что |У | < 
< У,р и мы убралн трубку, но суме- 
ли приложить к ленте на участке АВ 
силы давления [, распределенные по 
длине ленты так же, как от трубки. 
Ясно, что при этом лента получит 
точно такое же искривление, какое 
было при наличии трубки. В каждой 


точке кривизна ленты 


г. будет 
связана с принложенными силами 
давления той же формулой (2). Если 
снлы давления { поддерживать по- 
стояннымн, а скорость ленты увели- 
чивать, то, как следует из формулы 
(2), степень искривленностн ленты, 


1 
характеризуемая величиной и бу- 


(При этом ха- 


1 
рактер распределения величииы - 


по длине участка АВ будет опреде- 


дет увеличиваться. 


ляться законом распределения сил 
давления } по длине этого участка.) 

При неизменном законе распре- 
деления сил давления на участке АВ 
н при скорости ленты, близкой к 
критической, можно. таким образом, 
получнть как угодно болыное искрив- 
ление ленты на участке АВ. 

Этот вывод можно сформулировать 
по-другому. Еслн по ленте «бежит» 
нагрузка; то есть давления, некото- 
рым образом распределенные на участ- 
ке ДВ, и величина этой нагрузки не 
меняется, а скорость ее распростра- 
нения относительно ленты растет, то 
степень нскривленности ленты на 
участке АВ возрастает с ростом ско- 
рости. а следовательно, возрастет де- 
формация ленты от данной нагрузки. 
Прин приближении скорости к Ир 
искривление ленты будет возрастать 
неограниченно. С этой точки зрения 
получается, что при скорости движе- 
ния нагрузки, близкой к критической, 
натянутая лента перестает сопротнв- 
ляться нагрузке. 

Полученный вывод не зависит от 
характера распределения нагрузки 
на участке АВ, так же как выраженне 
для Унр не зависит от формы искрив- 
ленной трубки. 


Перейдем к автомобилю 


Понятие критической скоростн «бе- 
гущей» нагрузки может быть с по- 
мощью . более сложных рассуждений 
распространено п на другие случаи, 
такие, например, как бегущая по 
рельсу нагрузка от колеса железно- 
дорожного вагона. Рельс также ис- 
кривляется от этой нагрузки. но за- 
дача н этом случае сложнее, так как 
рельс п отлнчие от ленты имеет так 
называемую «жесткость на изгиб» п 
лежит на «упругом основании» — зем- 
ле. Однако п в этом случае существу- 
ет критическая скорость. Расчеты 
показывают, что эта скорость очень 
высока (порядка 1000 км/ч) н может 
нметь праклическое значение лншь при 
создании поездов, движущихся с 
очень болыними, нока неосуществи- 
мыми, скоростями. 

А вот при движении современного 
автомобиля существование  критн- 
ческой скорости имеет большое прак- 
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тическое значение. Именно Ур опре- 
деляет максимальное значение ско- 
рости, которую может развивать ав- 
томобиль. И ограничение это связано 
не с двигателем. и с автомобильной 
шиной. 

Шина соприкасается с дорогой 
так называемой площадкой контакта. 
Действующие со стороны дороги сн- 
лы, приложенные к шине в нлощадке 
конгакта, представляют собой на- 
грузку. бегущую по шине. 

Пневматическая ина (именно га- 
кие шины используются для автомо- 
билей) представляет собой оболочку. 
«натянутую» внутренним давлением 
воздуха. Форма шины. как всем из- 
вестно, близка к тороидальной. 

Выделим мысленно малый эле- 
мент А оболочки шины (рис. 3). На 
этот участок со стороны соседей дей- 
ствуют силы натяжения, направлен- 
ные вдоль нараллели ни вдоль мерн- 
диана (точиее, по касательным к ним). 
Пусть значения этих сил. отнесен- 
ных к единице длииы (ло параллели) 
и к единице ширины (по меридиа- 
ну} элемента А, равны, соответст- 


венно, |№,;| и | Ми. Анализ зави- 
СИМОСТИ между этими снламн п 
скоростью шины дает значение кри- 
тической скорости. Формула для Из, 
в этом слуцае оказывается ацадогич- 
ной формуле (3) для тяжелой ленты — 


и 


| Ур — ] и А (4) 


т 


— стой разницей, что здесь т’ — масса 
сдиницы поверхности оболочки. Из 
формулы (4) видно. что критическая 
скорость тем больше. чем сильнее 


растянута шина в направлении па- 
раллелн. 

Для увеличения прочности шины 
при изготовлении оболочки в качестве 
«арматуры» используют сетку из очень 
прочных нитей (корда). Иногда нити 
делают стальными (для шин грузовых 
авгомобилей, которые должны вы- 
держивать большие нагрузки). Чтобы 
оценить роль сетки-арматуры. доста- 
точно сказать. что если бы ее не было, 
то шина «лопалась» бы при избыточных 
давлениях в 20—30 раз меньших, 
чем те, которые выдерживает совре- 
менная шина с сеткой. (Для легковых 
автомобилей это давление |1.5—2 атм, 
для грузовых — 4—6 атм.) 

Направление нитей корда харак- 
теризуется углом а. Значение кри- 
тической скорости зависит от этого 
угла: 


[У»[= Кева. 


Здесь К — коэффициент, определя- 
емый давленнем р воздуха в шине, 
радиусом г нонеречного сечения внны 
и величиной пг’: 


В 97. 

К= у =. 

Таким образом, 
[Ур] о 


Это — так называемая формула Тар- 
нера. Вы можете вывести ее само- 
стоятельыю, используя свое знание 
школьного курса физики. 


= Со. (5) 


Тем. кто решил зедачу ФЗ 4 (см. «Кванг» 
№ 5. 1973). сделать это просто. Для тех, 
кто не решал этой задачи. даем указания. 
которые помогут вывести формулу (5). 
Рассмотрите условия равновесня элемен- 
та А в предположении, что кривизна в на- 


Рнс. 3. 


#2 


Рис. 4. 


правлении параллелн равна нулю; это 


ы 
приведет вас к соотношению |М№, | = рг. 
Условие относительной неподанжности ни- 
тей корда (постоянство угла ©) дает связь 


между | Му| и [| № |: [Мх | = [Ми | св @ = 
= рес? м. 

Значения критической скорости, 
рассчитываемые по формуле (5), ока- 
зываются довольно близкими к ЗНЕ- 
чениям. наблюдаемым на опыте. Для 
шин легковых автомобилей обычно 


Укр | = 150 —= 220 км:ч. Для ско- 
ростных автомобилей этого, разу- 
меется, недостаточно. Формула Тар- 
нера позволяет понять, какими пу- 
тями можно повышать критическую 
скорость шины. Для этого нужно де- 
лать шину возможно более легкой 
(уменьшать пг’). более «толстой» 1уве- 
личивать г). увеличивать давление 
возлуха п использовать сетку-арма- 
туру с как можно меныним углом а 
между нитями. 


Величина критической скорости 
шины является очень важной харак- 
теристикой, поэтому все шины про- 
ходят специальные иснытания на кри- 
тическую скорость. При этих исны- 
таниях ось вращения колеса непод- 
вижна, п шина «катится» по врашща- 
ющемуся барабану. На рисунке 4 
приведена фотография шины при та- 
ких испытаниях. когда скорость ка- 
чения близка к критической. На но- 


верхнссти шины в районе «выхода» 
из площадки контакта видны волны. 
В этих местах деформация шины очень 
велика. По мере приближения ско- 
ростн качения к критическон деформа- 
ция возрастает («глубина» волн ста- 
новится все больше). Увеличить ско- 
рость качения непосредсавенно до 
значения Унр пе удастся, так как шина 
разр\унается уже при скорости. не- 
сколько менышей И,р. Проблема крни- 
ической скоросги являегся довольно 
узкой в теории автомобиля. Однако 
она привлекает болыное внимание ис- 
следователей. Достаточно сказать, что 
нп научной лигературе этой теме во- 
священы около 250 рабог теорети- 
ческого и эксиериментального  ха- 
рактера. М тем не менее вопрос еще 
далек от нолного решения. 


43 


В. Болтянский 


Три точки 
на одной прямой 


В этой статье мы рассмотрим несколь- 
ко задач, для решения которых ока- 
зывается полезным использование век- 
торов. В основном, это задачи, в ко- 
торых требуется доказать, что неко- 
торые три точки лежат на одной пря- 
мой, или из Того, что некоторые три 
точки лежат на одной прямой. вы- 
вести те или иные следствия. Главной 
для решения таких задач является 
хорошо известная 

Теорема. Точка С в том и толь- 
ко в том случае принадлежит прямой 


— —> 
АВ, когда векторы АВ и АС колли- 
неарны (т. е. существует такое число 


—+- — 
КСЮ. что АС =: АВ). 

Таким образом, чтобы установить 
принадлежность трех точек А, Ви С 
одной прямой, достаточно убедиться, 
что существует число А, для которого 


— — 
АСЭЁАВ. Чнсло А в соотношении 
АС = `ВАВ имеет (при А5ЁВ) простой 


| = ТА, 
[АВ 
причем А > 0, если точка С принад- 
лежит лучу АВ, и А№<0, если она 
принадлежит противоположному лучу. 
Если. например, С — середина от- 


—+ ть 
резка АВ (рис. 1), тт АС= 5 АВ; 
отсюда для любой точки 9 


геометрический смысл: 


—+ фр — т — 
Об =5 А, ОВ. 
14 


Если, далее, В — середина сто- 
роны ММ треугольника АМ№, а 
С — центр тяжести (точка пересе- 
чения медиан) этого треугольника, 


2 
то длина отрезка АС составляет 


— 
отрезка АВ (рис. 2): АС = 
т р: 
= АВ; любой 
точки @ равенство 
98 - > 0М + 9, 
можно заключить, что 
9С = -- А+ @М + ОМ. 


Наконец, еще одно. замечание: ес- 


- 


длины 


носкольку для 
выполняется 


ли векторы а и $ неколлинеарны, то 
из соотношения 


ка |+ № = та + пб 
вытекает, что = ти[= п. В са- 


мюм деле, это равенство можно пере- 
нисать в виде 


&.—та="— 05: 
- п—Ё- 
если теперь `Ё 52 т, то а= тб. 


что 


|] 


противоречит неколлинеарностн 


векторов @ н 5. Таким образом, Ё = 
= т и, аналогично, [ = п. 

Вот и вся «теоретическая» премуд- 
рость. А теперь рассмотрим подроб- 
но четыре примера. 

Пример Хорошо известно, 
что середины оснований трапеции и 
точка пересечения ее днагоналей рас- 
положены на одной прямой. Дока- 
жем теперь в некотором смысле «об- 
ратную» теорему: если точка А пе- 


ресечения диагоналей четырехуголь- 


Рис. 2. 


ника ММРО и середины В. С его про- 
тивоположных сторон ММ и РО ле- 
жат на одной прямой, то ММРО — 
трапеция или параллелограмм (рис. 3). 

Доказательство. —Поло- 


> — - — > 
жим а = АМ, 6 = АМ. Тогда АР = 
—= а (так как точки А, М, Р лежат 
на одной прямой) ин, точно так же, 


——> > 
АХ = \. Так как В — середина от- 
резка ММ, 


у № Ш - 
ме” 2 о ира 


По условию точки А, В, С лежат на 
одной прямой, и потому существует 


—+ — 
такое число т, что АС = ТАВ. то 
есть 


т (2+ тат 5. 


В силу неколлинеарности векторов а 


- 


н 2, отсюда вытекает, что т =й = {. 
Наконец, имеем 


> = к > - 
ММ = —а, РО = № — а = 
= (6 — а), 


—- — 
то есть РО =АММ. Следовательно, 
(РО) П (ММ), то есть ММРО — тра- 
неция или параллелограмм. 

Замечания. Ча рисунке 3 
точкн А, М, М, Р, О расположены 
так, что числа и { отрицатель- 
ны. Однако в решении это иигде ие 
использовалось. Поэтому приведен- 
ное рассуждение пригодно без всяких 
изменений и к случаю, когда числа 
#, { положительны. Этот слу- 
чай изображен на рисунке 4. Таким 
образом, мы «задаром» получили до- 
казательство и такой теоремы: если 
точка А, в которой пересекаются 
продолжения сторон №9 и МР че- 
тырехугольника ММОР, и середины 
В, С сторон ММ и РО расположены 
на одной прямой, то четырехуголь- 
ник ММОР — трапеция. Предостав- 
ляем читателю убедиться также. что 
приведенные рассуждения проходят 
(почти без измененнй) в обратном по- 
рядке. Это дает векторное доказатель- 
ство соответствующих «прямых» тео- 
рем: в0 всякой трапеции середины 
оснований и точка пересечения ди- 
агоналей лежат на одной прямой; 
в0 всякой трапеции середины основа- 
ний и точка пересечения продолжений 
боковых сторон лежат на одной пря- 
мой (иными словами, все четыре ука-- 
занные точки расположены на одной 
прямой). 

Пример 2. На стороне ОМ 
параллелограмма АММО и на его ди- 


Рис. 3. 


Рис. 4. 
агонали ОМ взяты такие точки Ви С. 


что 08 — ТОМ н > = ОМ 
[3 п-!\ 


(рис. 5). Доказать, что точки ЗА, 
В, С лежат на одной прямой. 


- — 
Решение. Положим АВ = а, 


— > 
ОМ — 6. Тогда 


— —_ — — п = 
АС = АО+ ОС = АО + ОМ: 


п-+1 


— —> — - > 


ом = ой 1б-ь-(а--5)= 


пе ИЯ а 
— а, 


то есть 


б=(а-- 6+ 


И 


п-1 п 


вай Аб. ^^ 
М: РА = Пи 


ет. что точки 
одной прямой. 

Замечания. В решении нигде 
не использовалось, что число п — 
натуральное. Приведенное рассужде- 
ние показывает, что здесь п может 
быть любым действительным числом, 
отлячным от О и —1 (в знаменателях 
дробей имеются выражения лил -- ]). 
На рисунке 5 изображен случай п — 

4 (точка В отсекает четверть сто- 
роны ОМ. а точка С — пятую часть 
диагонали ОМ). Еслн же положить 
п = —т—Ь 10 будем иметь 


тт т» 


Са ая! 


—— 
АВ. Из этого следу- 


А, В, С лежат на 


етВИ о фе: 


1 
п 
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На рисунке 6 изображен случай, ког- 
да т = 3 (на продолжении стороны 
ОМ от точки О отложена четверть 
этой стороны, а на продолжении днаго- 
налн — треть этой диагоналн). 

Пример 3. Дан треугольник 
ММР. На прямых ММ, МР, РМ 
взяты точки А, ВиС: 


== > —= — 
МА = «А\. МВ = ВВР. 
— — 
РС = %СМ. 
Доказать, что если аВу = —1, то 
точки А, В, С лежат на одной пря- 


мой теорема Менелая). 
Доказательство. . Поло- 


—> _ < - -> > 
жим АМ -- а, ВР =, СМ =с. 
Тогда 

=— < =» > — > 
МА = ва. МВ = В6. РС = ус. 
—> - 
Векторы АВ и АС легко выразить 


Рис. 5. 


Рис. 6. 


- - = 


через векторы а. 6 н.с: 


- + — — - - 
АВ — АМ + КВ =а + ВЬ, 
-— >< < 


—- — 
АС = —СМ -- МА) = —с -- аа. 
— — 
Далее, так как ММ + МР + 
— = — — 
+ РМ - 0, то есть (МА + АМ) + 


са —> = — 
+ (МВ -- ВР) + «РС + СМ) = 0, 
получаем 
(&-- Нат В+ ОЕ Ос 0. 
Используя это соотиошение, исилю- 
> — 
чим вектор с из выражения для АС, 
— 
то есть выразим вектор АС через 


векторы а и Ъ. Имеем 
_ = - — 
(У+ОАС= — (7+ Ие-— (суда = 
= (<+10а+ (В+ 0Ь— @у+а) а= 
(+) +в+05- 


ЕТ (2+ 88) = В АВ 


(здесь мы воспользовались тем, что 


] 
— ау = =). Таким образом, 


В 


ве. 
АС Тут АВ: 


| следовательно. точки АД. В. С лежат 


на одной прямой. 

Замечания. Если @& > 0. то 
А с [ММ]; в случае же & < 0 точ- 
ка А лежит на прямой ММ№ вне 
отрезка МА (и аналогично для В и 4). 
Поэтому равенство @аВу —^ —1! 03- 
начает, что либо две из трех точек 
1. В, С лежат на двух сторонах тре- 
угольника МЛМР. а третья точка — 
на продолжении третьей стороны 
(рис. 7), либо же все три точки ле- 
жат на продолжениях сторон тре- 
угольника (рис. 8). Отметим также. 
что в приведенном доказательстве бы- 
ли первоначально взяты не два. а 


три вектора а. 6, с. Сделано это 
для того. чтобы обозначення и вы- 
числения были «симметричными» от- 
носительно всех трех ‘вершин тре- 
угольника. Однако для получения 
окончательного вывода пришлось 
третий вектор исключить и выразить 


—+ -> 
АВ и АС через 


ных вектора а и В (из соотношений, 


два 


> 


неколлинеар- 


—- => 
выражающих АВ и АС через векторы 


> -.- — <> ка 
а в, с, не видно, что АВи АС 


коллинеарны). 
Пример 4. На сторонах тре- 
угольника АВС взяты точки М и №: 


-= — — —= 

СМ — аСА, СМ - ВСВ. О — точка 
пересечения отрезков АМ и ВМ (рис.9). 
Определить отношения |АО|: АМ | 
и |ВО|: ВМ |. 


—з 
Решение. Положим СА -— а, 


==> =5 
СВ — Ь. а везичины искомых отно- 
шений обозначим через х и у, так что 


—» — — — 
ЛО =- хАМ, ВО = уВХ. По условию 
— = —д> — 
СМ = аа, СМ —= В. Имеем 
— = — - > 
АМ — СМ — СА = В —а. 


—= -—= —* - 
ВХ = См — СВ* ос — В. 
н потому 


— —> > = 
АО = хАМ = хВЬ — а). 


—= —* - 
ВО — уВМ = аа — 5). 
47 


Рис. 8. 


- = — — 
Так как АВ — АО — ВО н 
—+ -> 
= СВ — СА, получаем 
ь —а- х(ВЬ — а) — у (ма — 5), 
то есть 


х--ау— Па — у + Вх — 05 =0. 
Ввиду неколлинеарности векторов а 


и 6. коэффициенты в левой частн по- 
следнего равенства должны быть рав- 
ны нулю, то есть 


х-+ ау = [, 

Вх +у=1. 
Раная эту систему уравнений. нахо- 
АНм Ответ: 


Задачи 

1. Точки А, В, С, М и №, ие лежащие 
на одиой прямой, расположены так. что 
лучи АМ к ВХ параллельны и противопо- 
ложно направлены; |АС|] = р, |ВС| = 
—=9, |АВ| = р- 4. При каком соотно- 
шении между длинами отрезков АМ и 
В№ точки М, М и С расположены на од- 
ной прямой? 

2. Прямые д и 6 параллельны. На пря- 
мой й взяты произвольные точки А,, Ад, 
Аз, на прямой Ь — произвольные точки 
В1. Вз, В. На отрезках А Ву, АзВ., АзВз 
взяты такие точки С;. С;, Сз, что |А:С,| = 
= а | А, Ва |, |А2С»| > м [Аз Ва |, |АзСз | = 
= @]А.8: |. Докажите, что точки С:. Са. 
С; расположены ина одной прямой. 

3. Точки М, №, Р симметричны точ- 
ке О относительно середнн сторон тре- 
угольника АВС. Докажите, что точка О 
н центры тяжести треугольников АВС 
н ММР лежат на одной прямой. 

4. Точки А, В. С — цеитры тяжести 
треугольников ОМХ. ОХР, ОМР. Дока- 
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жите, что центры тяжестн треугольников 
МИР и АВС и точка О лежат на одной 
прямой. 


5. Точки М и № — середины сторон 
СР и РА параллелограмма АВСО, О — 
точка пересечения отрезков АМ и ВМ. 
Определите отиошение |ОМ|: |ОВ |. Ре- 

— — 


швте задачу в общем случае (АХ = &АО, 
— = 
ОМ = ВОС. 

6. На сторонах треугольинка АВС 


взяты такие точки К, 1. М, что 
1 1 —> 
АК == АВ, ВЁ = ВС. СМ = 


| 
== СА. При пересечении прямых АГ, 


ВМ и СК образовался треугольник РОВ. 
Докажите, что точки Р, О, ВЮ являются 
серединамн отрезков АО, ВЮ, СР. 


7. На продолжениях сторон треуголь- 
ника АВС взяты такие точкн Р. 0, В, 


— — = — = —> 
что ВР = “АВ, СО = аВС, АВ = @СА, 
Точки пересечения лучей РА, ОВ, ВС 
со сторонами треугольника РОВ обозиа- 
чены через К, Ё, М. Вычислите отноше- 
ния | ВК]: | КО |, 19мМ |: [9Р |, 
| РЁЦ: {РВ |. 

8. Докажите, что три отрезка. каж- 
дый из которых соединяет середины двух 
протнвоположных ребер треугольной пи- 
рамиды АВСО, пересекаются в одной точ- 
ке и делятся в этой точке пополам. Как 
изменится формулировка, если точки А, 
В, С, О лежат в одной плоскостн? 


9. Точки М и М — середивы отрез- 
ков АВ и СО. Докажите, что центр тя- 
жести треугольника ВСО, середнна от- 
резка МА и точка А лежат на одной 
прямой. 

10. Точки А,. Вь. Сь, О), — центры 
тяжести треугольников ВСВ. АСР, АВО, 
АВС. Докажнте, что отрезки АД,, ВВ, 
СС, ОБ, пересекаются к одной точке М, 
причем точка М отсекает от каждого из 
этих отрезкон четверть. Сделайте чертежи 
для плоского н пространствениого слу- 
чаев. 


Рис. 12. 


#1. Докажите, что если точка пересе- 
чения средних линий четырехугольинка 
АВС принадлежит диагоналн АС, то 
Диагональ В. делится диагональю АС 
пополам. Справедлива ли обрзтнзя тео- 
рема? 

12. Дан треугольник ММР. На пря- 
мых ММ, МР, РМ взяты такие точки А, 


-=> — —= —> — 
В, С, что МА = «АМ, МВ = ВВР, РС = 


-— 
— ?СМ. Докажите, что если аВу = 1, 


то прямые МВ. №С и РА пересекаются 
в ОДНОЙ точке (теорема Чевы). 

13. Отрезки А.А; н Р.Д, (произволь- 
но расположенные в пространстве} раз- 
делены на три коигруэнтные частн каждый 
точками А., А; и, соответственно, О.о, 
Оз (рис. 10). Точки В; и С; делят отрезок 
АД; на три конгруэнтные части (1 = 1, 
2, 3, 4). Докажите, что точки Ва, В», 
Вз, В. лежат на одной прямой и точки 
Са, Со, Су. С. лежат на одиой прямой. 

14. На отрезках А!:С: и А.С» (пронз- 
вольно расположенных п пространстве) 
взяты такие точки Ву нк 85, что |А,В,| — 


= @ А, Су | 1 АВ | = а 1А2Сз1- На от- 
резках А.А., В,В., С.С» взяты такие точ- 
ки М, М, |: (рис. 11). что |А,М | = 

= ВА, А |, |8, | = ВВ, В»|, |С.Р} = 


= В|С,С»|. Докажите, что точкн М, №, Р 
лежат на одной прямой. 

15. Две материальные точки движутся 
равномерно (с непулевымн скоростями) 
по дпум прямым а и 6. Прямая, соедния- 
ющая движущиеся точки, все время про- 
ходит через неподвижную точку О. Дэ- 
кажите, что а] |6. 

16. Две материальные точки движутся 
в пространстве прямолинейно и раввомер- 

> - 


но со скоростями и ншо. Положения 
движущихся точек в момент времени # 
- обозначим через Аг н В;. а через С; 


обозиачим такую точку отрезка А;В:, что 
ГАС: |: [А :В:| = @ 0<а < |. Дока- 
жите, что точка С; также дрижется равио- 
мерно н прямолинейно. С какой скоростью? 

17. Самолет, несущий яркий точеч- 
ный источник света, движется над плоской 
поверхностью равномерио н прямолнней- 

> 


но со скоростью г, а второй самолет — 
равномерно и прямолинейно со скоростью 


$». В некоторый момент первый самолет, 
второй самолет н тёнь второго самолета 
находятся, соответственио, в точках А, 
В, С (рис. 12), причем |ВС| =&а|АС| 
{0<&а<1). При каком соотношении между 
скоростями самолетов тень второго само- 
лета тоже движется равномерио и пря- 
молинейно? ы 

18. Три материальные точки движут- 
ся н пространстве равномерно и прямоли- 
нейно, каждая — со своей скоростью. По- 
ложения движущихся точек в момент 
времени { обозиачим через А;. Ва, С.:. 
Докажите, что центр тяжести треуголь- 
ника А;В:С; также движется равномерно 
и прямолинейно. 


ЛНЕ 


Ваш рейтинг, 
гроссмейстер? 


На страницах «Кванта» мы не раз 
писали о различных связях, сущест- 
вующих между математикой и шах- 
матами. В этой статье мы расскажем 
о системе коэффициентов Эло, широко 
нспользуемой ныне для оценки и про- 
гноза результатов шахматистов в со- 
ревнованиях (турнирах и матчах). 

В те далекие времена, когда во 
всем мнре в шахматных турнирах Вы- 
ступало всего несколько десятков ма- 
стеров, сравнивать результаты шах- 
матистов было совсем нетрудно. Воп- 
рос, кто из двух мастеров играет силь- 
нее, решался просто: на протяжении 
какого-то отрезка времени они встре- 
чались между собой в турнирах. и 
если один регулярно опережал дру- 
гого. значит, он и был сильнее; 
если же впереди оказывалея то один, 
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то другой, можно было предположить, 
что их снла примерно одинакова; в 
особо спорных случаях между ними 
устраивался матч. 

Сейчас шахматные соревнования 
пронсходят одновременно в несколь- 
ких странах и даже п нескольких го- 
родах одной страны. В одних лишь 
международных квалификационных 
соревнованиях (то есть таких. в ко- 
торых нрисваиваются международные 
звания) участвует добрая тысяча шах- 
матистов, нз которых многие знают 
друг о друге лишь понаслышке. В 
таких условиях сравнивать силу ма- 
стеров стало куда труднее. 

Первые попытки построить систе- 
му оценок силы шахматистов отио- 
сятся к началу века. А п конце 50-х 
годов начались практические испы- 
тания нескольких систем. основанных 
на том, что каждому шахматисту 
присваивается менмощийся от сорев- 
новачння к соревиованию индивиду- 
альный коэффициенг, или. иначе, рей- 
тииг (от английского слова га- 
Нпе — «оцеика»), вычисляемый но оп- 
ределенной формуле и зависящий от 
коэффициентов противников и пока- 


Тайлица 1 


4А—10 5: 49 130—137 
11—17 52 : 48 138—145 
18—25 53:4 146—153 
26—32 54 : 46 154—162 
33—39 55 ! 45 163—170 
40-—46 56 | 44 171-179 
47—53 57 ; 43 180—188 
54—61! 58 : 42 189—197 
62—68 59 241 198—206 
69—76 6040 207—215 
77—83 61 ; 39 | 216—225 
84—91 62 : 38 | 226—235 
92—98 63 {37 | 236—245 
99—105 64 : 36 | 246—256 
107—113 65 : 35 | 257—267 
114—121 66 : 34 | 268—278 


занного результата. После многолет- 
него обсуждения различных систем 
коэффициентов (принципиально не от- 
личающихся друг от друга} Между- 
народная шахматная федерация 
(ФИДЕ) в 1970 году официально при- 
няла систему индивидуальных коэф- 
фициентов, разработанную — амери- 
канским математиком профессором 
Арпадом Эло. 

Покажем сначала, как по системе 
Эло ведется расчет коэффициентов, 
а затем обсудим ряд ее особенностей. 

Пусть «старый» коэффициент дан- 
ного участника (т.е. коэффициент 
перед началом соревнования) — Кс. 
«Новый» коэффициент (коэффициент 
после окончания соревнования) Кнов 
находится но следующей формуле: 


Киов= Кет-г 10 (М — Мож)» (1) 


где М — число набранных очков (ре- 
зультат шахматиста в соревновании), 
аМ№ ж— Так называемое ожидае- 
мое число очков. 

Для вычисления №,ж прежде все- 
го подсчитывается средний коэффи- 
циент Кер всех соперников данного 
шахматиста (в случае матча Кер сов- 
падает с Кст его партнера), который 
затем округляется до целого числа *). 


*) «Пограиичные» числа (вроде 2377,5) 
округляются, по соглашению, п любую сто- 
рому — например, и сторону меньших чисел. 


279—290 88 146 


67: 33 

68 : 32 291-302 85 1:4 
69: 31 303—315 86 : 14 
70: 30 316—328 87 : 13 
т: 29 329—344 88 : 12 
72: 28 345—357 89 :Н 
73: 727 358-374 99:0 
74 956 375—391 9:9 
5: 55 392—411 92:8 
76 : 24 412—432 93:7 
77: 23 433—456 9:6 
78.: 22 457—484 95 : 5 
9:7 485-517 96 4 
80: 2 518—559 97 3 
88; 19 560—619 8 2 
82: 18 620—735 99: 
зп свыше 735 100 о 


Затем находится отклонение козффи- 


циента Кст ОТ Кср: 
ВА = Кет я Кер. {2) 
Теперь из таблицы 1 по |АК] опре- 
деляется ожндаемый про- 
цент очков: 
Я, если АК > 0. 
в [№ а (3) 


м, если АК < 0. 


Наконец, ожидаемое число очков по- 
лучается при округлении до 0,5 очка 
по следующей формуле: 


№ ож = 100" {4) 


где т — число партий, которое шах- 
матисту предстонт сыграть в сорев- 
новании. Неформально говоря, Мож — 
это наиболее вероятный результат 
нахматиста в соревновании, а Й — 
наиболее вероятный процент набран- 
ных очков; это и объясняет соотио- 
шение (4). 

Заметим, что в СССР при расчете 
рейтингов советских шахматистов с 
] января 1977 года официально ис- 
пользуется система Эло, с той лишь 
разницей, что округление в формуле 
(4) производится до 0,1 очка. 

Если перед началом турнира мы 


хотим найти Кно» Каждого участни- 
ка турнира, мы должны, п соот- 
ветствни Сс равенством (2). вычис- 


лить средние рейтинги Кр противнн- 
ков каждого участника (# 1.2. .... 
п). Оказывается, эту работу можно 
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г и 


ЫЙ *. 
упростить. Пусть Аст. Аст, ..., Ает- 
рейтинги участников турнира до его 
начала. Введем величину 


| ви. 
Кст -- Кет^... 
п 


п 
ы Кет 


К: 


{она округляется до целого числа), 
называемую коэффициентом  турни- 


ра. егко доказать, что 
п 
АК =, (К--К,), (5) 
где округление вновь производится 


до целого числа (результагы окоуг- 
лений в формулах (2) и (5) совпада- 
ют). Таким образом, вместо того, 
чтобы п раз вычислять коэффициенты 
К:р. нам достаточно одии раз най- 
ти коэффициент К,. посае чего для 
определения АК пользоваться фор- 
мулой (5). 

Для квалификации международно- 
го турнира но системе Эло необходимо. 
чтобы: 1) не менее 2:3 его участников 
нмели рейтинг; 2) коэффициент турни- 
ра К. был не менее 2250. Если же пе- 
ред началом такого турнира у кого-то 
из участников еще нет рейтинга, то 
он получает начальный коэффициент 
Ко = 2200 (который, очевидно, по- 
сле турнира может уменьшиться). Так 
как К. — число целое, а числа Мож 
округляются до 0.5 или 0,1. рейтин- 
гн шахматистов — всегда числа це- 
лые, причем у Эло они оканчиваются 
на О или 5. 

Внимательно посмотрев на таблицу 1, 
мы замечаем, что от строки к строке про- 
ценит К менястся иа \ и при достижении 
Но - 100 (соответственно, Ям = 0) уже 


не меняется (мы попадаем в «зону насы- 
щения»). 
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Чтобы лучше понять таблицу |, по- 
стараемся графически изобразить зави- 
симость Я от АК, причем Й будем воспрни- 
нимать в соответствии с интунтивным смыс- 
лом слов «ожидаемый процент очков». 

Если коэффициент Аст давного участ- 
ника совиадает с Кер его противников, то 
следует ожидать, что ой ипаберет 50% оч- 
ков; поэтому нскомая кривая должна про- 
ходить через точку с координатами АК 0. 
й = 50. Естественно считать ее симметрич- 
ной относительно этой точки. Если 
Кст> Кер. то, разумеется, #> 50, п еслн 

ст< Кер. то #<50. Поскольку й меняется 
от 0 до 100, кривая должна аснмитотиче- 
ски стремиться к прямой Я = 100 пры 
АК» оо и коси абсцисс при АК —09. 

Огромная статистика соревнований по- 
казывает, что если из Двух шахматистов, 
играющих матч, один, так сказать, силь- 
нее другого на разряд, то он в среднем 
избирает 75%, очков. 

Указанное обстоятельство Эло при 
построенин кривой учел следующим об- 
разом: положив, что развица между Двумя 
соседними ступеньками и шахматной нерар- 
хин составляет 200 единиц рейтнига, он 
провел кривую через точку с координата- 
мн АК = 200, п --7Т5 (ин. соответственно, 
АК = —200. № == 25). 

Итак, вид чашей кривой довольмо 
ясен (см. рисунок), и ее можно использо- 
вать для определения значений й при 
данных АХ. Однако такой способ пахож- 
дения Я неудобен по нескольким аричинам. 
Во-первых, сама кривая, несмотря на вы- 
шеуказанные свойства, не определена од- 
нозначно; во-вторых, целых значений АК 
бесконечно много и их нельзя — все — 
затабулировать; наконец, не измерять же 
всякий раз величину й линейкой По- 
этому и возинкает ндея разбить ось абс- 
цнсс на конечное число отрезков (и два 
бесконечных полунитервала) с постоян- 
ным В ма каждом яз них так, чтобы зна- 
чения Л има соседиих отрезках отлича- 
лись на |, 

В результате вместо нашей гладкой 
кривой мы получаем олестиицу» {ем. ри- 
сунок). Высота исех ее ступенек одинако- 
ва и ранна |. з нх длины по мере удаления 
от центра н соответствин с понедением 
кривой увеличиваются. 


Разумеется, таблица 1, построенная 
ПО ЭТОЙ «лестнице», могла бы выглядеть 
н несколько иначе (при выборе чуть более 
узких или более широких отрезков с фик- 
сироваиным К), однако принципиального 
значения это ие имеет — лишь бы сохра- 
нялся общий характер зависимости В 
от АК. 


В настоящее время перед началом 
любого крупного турнира подсчитыва - 
ются числа №ож Для всех его участни- 
ков, что позволяет прикинуть оконча- 
тельные итоги турнира н наиболее ве- 
роятное распределение мест в нем. 
Однако этот популярный способ про- 
гнозирования можно применять не 
только перед началом соревнования, 
но и перед каждым его туром. Если 
мы сложим очки, набранные участ- 
ником в уже состоявшихся турах, с 
очками, которые «обещают» ему ко- 
эффициенты Эло в оставшихся турах, 
мы получим ожидаемый результат 
в турнире с учетом уже сыгранных 
партий. Естественно считать, что эти 
прогнозы точнее характеризуют по- 
ложение участников в данный момент, 
чем фактически набранное ими число 
очков, так как они учитывают нн- 
формацию об оставшихся противнн- 
ках. 

Метод прогнозирования, о кото- 
ром идет речь, имеет некоторые тех- 
нические трудности. Ведь, скажем, 
при 22 участниках турнира для на- 
хождения чисел №,» перед каждым 
туром расчет ожидаемых результатов 
придется провести 21 раз. Вручную 
такая. работа потребует нескольких 
часов вычислений, причем к ней мож- 
но приступить только после жеребь- 
евки турнира. Впрочем, ЭВМ справ- 
ляется с такой задачей всего за ка- 
кую-то мниуту! 

При применении формулы (1) воз- 
никает парадокс, на котором сто- 
ит остановиться подробнее. Пред- 
ставьте себе, что вы решили сыграть 
матч со своим товарищем, скажем, из 
1000 партий. Вы оба — перворазрял- 
ники и имеете одинаковый рейтинг 
2000. Пусть вы выиграли этот мара- 
фон со счетом 580 : 420. По прогнозу 
вы должны были свести матч вничью, 
т.е. набрать №», — 500 очков. Раз- 
ница в 80 очков даст вам прибавку 
к рейтингу 800 единиц. Итак, закон- 
чив этот матч, вы получите рейтинг 


2800 — больше, чем у самого чемпно- 
на мира! 

Нетрудно видеть, что при увели- 
чении числа партий н матче рейтинг 
одного шахматиста вообще может не- 
ограниченно расти, рейтинг друго- 
го — неограниченно падать. 

Таким образом, линейная зависи- 
мость между результатом шахматис- 
та в соревновании и приращением 
его рейтинга не совсем правомерна. 
Выйти из положения пытались раз- 
ными способами. Самый распростра- 
ненный из них — введение в форму- 
ле (1) вместо коэффициента 10 пере- 
менного параметра а. зависящего от 
числа партий: 


Кнов = Кет та {№ а Мож)- 


При этом от парадокса удается изба- 
виться, но заметно усложняется рас- 
чет коэффициентов. 

Происхождение парадокса свя- 
зано с тем, что коэффициенты шахма- 
тистов фактически меняются не толь- 
ко в конце соревнования, но и в про- 
цессе его. Так, в упомянутом матче 
из 1000 партий вскоре пюсле его на- 
чала вы поведете в счете, что должно 
привестн к увеличению вашего рей- 
тинга и ‘падению рейтинга против- 
ника. Если вы в среднем набираете 
58% очков (согласно  окончатель- 
ному счету), то, как только разница 
в ваших рейтингах достигнет 60 еди- 
ниц (2030 против 1070), коэффициен- 
ты стабилизируются и в дальнейшем 
не будут сильно меняться (разница 
в 60 единиц рейгинга как раз соот- 
ветствует 58% очков — см. табли- 
цу 1). 

Из сказанного следует, что систе- 
ма Эло исправляется очень просто — 
пересчет коэффициентов следует про- 
изводить после каждой партии! Од- 
нако такой частый пересчет, оправ- 
дываемый математически,  практи- 
чески никого не устроит. Итак, не 
годится расчет рейтингов нн после 
большого числа партий, ни после каж- 
дой партни. 

Истина, как всегда, лежит посе- 
редине. Формула (1) проста н удобна, 
н не хочется от нее отказываться, но 
необходимо ограничиться «средним» 
числом партий. Сам Эло полагает, 
что если т = 25, то никаких недора- 
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Таблица 2 


Эм. Ласкер, Х. Р. Капабланка, | 2720 
М. Ботвиниик 

М. Таль 2700 

Ц. Морфи (за трн года выступле- {| 2690 
ний) 

А. Алехин, В. Смыслов 2680 

Д. Бронштейн, П. Керес 2670 

С. Решевский, Р. Файн 2660 

В. Стейниц, И. Болеславский, | 2650 
М. Найдорф 

А. Рубииштейн, М. Эйве, С. Гли-| 2640 
горич | 

С. Флор, А. Котов 2620 

3. Тарраш, Г. Мароци, А. Нимцо- | 2610 
нич, Е. Боголюбов 

А. Андерсен, Г. Пильсбери, 2600 


М. Видмар, Г. Штальберг, Л. Са- 
бо 


зумепий не произойдет, и линейная 
зависимость в (1) вполне допустима. 
Практически большего числа партий 
в соревнованиях н не бывает. Исклю- 
чение может представить только 
матч на первенство мира, проводимый 
по новой системе (без ограничения 
числа партий). Видимо. в этом слу- 
чае матч следует разбить на отдель- 
ные отрезки длиной не более 25 пар- 
тий, и после каждого из них под- 
правлять коэффициенты партнеров. 

Итак, система индивидуальных ко- 
эффициентов Эло устроена вполне 
разумно и практически очень удобна. 
Лучшее ее подтверждение —  досто- 
верность прогноза. 

В настоящее время коэффициенты 
Эло используются весьма широко, 
например, для присвоения междуна- 


тт 1) 


Задачи 


родных шахматных званий. В зави- 
симости от К. существует 15 катего- 
рий «трудности» турниров, для каж- 
дой из которых установлены свон 
процентные нормы, причем для при- 
своения звания международного мас- 
тера илн международного гроссмей- 
стера требуется достичь, соответствен- 
но, рейтинга `2400 или 2500. 

Основываясь на своей системе, Эло 
проделал ряд любопытных подсчетов. 
В частности, он рассчитал коэффи- 
циенты всех крупнейших шахматистов 
со времен Морфи. В 1963 году он 
опубликовал результаты своих рас- 
четов (табл. 2). Для каждого «клас- 
сика» шахмат Эло вычислил средний 
рейтинг, характеризующий результат 
его выступлений на «наилучшем» от- 
резке длиной в пять лет. К 1963 году 
лидерами в списке Эло (рейтинг 2600 
и выше) былин 28 шахматистов. 

За прошедшие 15 лет список мож- 
но было бы пополнить еще десятью- 
пятнадцатью  гроссмейстерами экст- 
ра-класса, в том числе четырьмя по- 
следними чемпионами мира — Т. Пет- 
росяном, Б. Спасским, Р. Фишером 
н А. Карповым. 

Наивысший рейтинг за всю исто- 
рию шахмат имел после завоевания 
звания чемпиона мира Р. Фишер — 
2780. Но поскольку по правилам 
ФИДЕ шахматист, не выступающий 
в соревнованиях три года подряд, 
не включается в так называемый 
рейтинг-лист ФИДЕ, в 1975 году 
его возглавил новый чемпнон ми- 
ра А. Карпов. 


д 


И! 1. 


наших читателей 


изо = 


С. Суслов 
(г. Свердловск) 


2. Если °к  двузначному 
{. Найти пары чисел тп, числу приписать слева чис- 
отвечающие — закономерно- ло на единицу большее, 
сти то Полученное число буяет 
2.3 9.10 полным квадратом. Найти 
8) З= = =...= исходное число. 
г: 5 И. Михалкович 
т (т-|-1) {Мьнская обл.) 
л(п--1) ° = 3. Докажите неравенство 
п 
6887-6888 _ У 
— 3976.3977 — В ЕЁ-Ь АР 1-4 
1 : 
3.4 20.7 > 
А те = ЗЕ -2—5 


М. Махмудов 
{г. Новый Узень) 


4. Пусть О — цетр  ок- 
ружностн. описанной около 
треугольннка АВС. АА, ВВу. 


СС. — его высоты. А, В, 
н С; — проекиин точек Ае. 
Во и Со на прямые 40: 
ВО и СО соответствемио. 


Докажите. что тогда одна 
из величин 


1 ААВ ВоВ | Д АСИ“. 


оси [АВЕ 
равпа сумме лвух других. 
У. Алла 
{г. Выру} 


2% > игры № А. \ 


ия. 
5/5: 
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В. Абрамович 


Признаки 
делимости на 1 


Время от времени на страницах раз- 
личных изданий, В том числе «Кван- 
та», вниманию читателей предлага- 
ются все новые и иовые, иногда очень 
экзотические, признаки делимости на 
различные числа. 

Часто спрашивают: а как откры- 
вают новые признаки делимости? Не- 
ужели каждый раз проводят длинную 
серню опытов с числами, а потом, 
в случае удачи, пытаются доказать 
наиболее вероятиое предположение? 

Что же, такой путь для любящих 
«возиться» с числами не тягостен, а 
в случае удачи вполне окупается ра- 
достью пусть небольшого, но откры- 
тня. 

И все же: не существует ли како- 
го-нибудь общего способа придумы- 
вания признаков делимости? 


Автора заинтересовал этот воп- 
рос, и он попытался на иего ответить. 
Что из этого получилось. читатель 
найдет в заметке. 

Еще в четвертом классе вы узна- 
ли, что натуральное число тогда и 
только тогда делится на 3. когда 
делится на 3 сумма его цифр *). 

Можно представигь себе дело так: 
при обычной (лесягичной!) записн 
числа 


а 10 
аа... 


п = а,а5. с .а, 
каждая цифра-кириичик чем левее. 
тем весомее: 
п`=а, + Юа_, + 1Ю®а-, + 


+... т Юб\х 


*) Точнее: сумма цифр его десятичной за- 
писи (записи п десятичной системе счисления). 
Скорее всего. натуральные числа вы вос- 
принимали до сих пор только й десятичной 
системе счисления ин даже не задумывались 
об этом. Ну. что ж! Можете еще некоторое 
время «не задумываться». Для чтения этой 
статьи вам скоро понадобится поннмаине 
того. что такое т-ичиая система счисления 
(т — произвольное натуральное число, боль- 
шее 1). О системах счисления вы можете 
прочитать в «Кванте», 1975. № 8. с. 59 илн 
о брошюре С. В. Фомина «Системы счис- 
лення» (М.. «Наука», 1975). 


когда же мы ирименяем признак де- 
лимости на 3. мы складываем цифры- 
кирпичики как равные с равными: 


п* а: 1 ГР" ны 9—5 1 + а, 


как будто мы оказались в сказочной 
системе счисления с основанием и? =. 

„Легко сообразить, что признак 
делимости на 3 так хорош потому, что 
мы записываем числа в десятичной 
системе счисления, а числа 10” — 
А 1, 2, №. ...) делятся на 3. 

Продолжим наш поиск. Пока мы 
записываем числа в десятичной сис- 
теме счисления, вряд ли можно прн- 
думать такой же хороший признак де- 
лимости на 7. потому что 10 — 1 не 
делнтся на 7. А что, если вместо 10 — 
— 1 рассмотреть выражение 10х — 1 
н посмотреть, при каком наименьшем 
натуральным х оно разделится на 7? 
Легко выяснить, что х -= 5. Что бы 
значило это найденное число х == 5? 
Вернемся еще раз к признаку дели- 
мости на 3. Мы говорили о том, что 
в признаке делимости на 3 «кирпи- 
чики» складываются как бы в системе 
счисления с основанием 1! Не служит 
лн 5 основаннем той системы, которую 
нужно испробовать, чтобы получить 
желаемый признак делимости на 7? 

Возьмем, например, делящееся на 
7 число 21. Припнишем его первой циф- 
ре, имеющей в десятичной системе 
вес 2.10, новый вес 2-5 ин сложим его 
со второй цифрой: 2-5 + 1 = И. По- 
ка нас постигла иеудача: 21 делится 
на 7, а полученное число — не де- 
лится. Но не будем сразу складывать 
оружие. Откуда мы, собственно, взя- 
ли, что нужно в 5 раз увеличивать вес 
именно первой цифры? Наверное, иро- 
сто потому, что она была «весомее» 
в десятичной записн «испытуемого» 
числа. А что если сделать ее теперь. 
наоборот, более «легкой»? Подсчита- 
ем: 2 -- 1-5 =7. 

Но, может быть, это случайный 
результат? 

Возьмем еще.один делитель — 19. 
10х —1 делится на 19 при х=2. 
Проэкспериментируеы, скажем, с де- 
лящимися на 19 числами 228 и 3781, 
увеличивая «вес» цифр в направлении 
слева — направо в формальной систе- 
ме счисления с основанием 2 (мы упот- 
ребили слово «формальной», так как 
степени двойки умножаются не обя- 
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зательно на коэффициенты 0.1): 
2 - 2.2 + 2.8 = 38, 

З- 2.7 + 22.8 - 23.1 == 57. 
Оба числа делятся на 19! 

Похоже, что закономерность в на- 
ших руках. Попробуем сформулиро- 
вать общее утверждение. 

Предположим, что мы ищем при- 
знак делимости на [. Пусть число 49 
выбрано так, что 104 —1 делится 
на [/. Возьмем произвольное число 


о 

п = а,а,...а:“”. Обозначим через п” 
число, полученное из п по следующе- 
му правнлу: 


(9) 


ы 


® 
п” = 214 —т .. . @: 


то есть 
п* = а, - да, + 9*аз +... + 9 ,. 
Наше предположение состоит в том, 
что натуральное число п тогда и толь- 
ко тогда делится на [, когда делится 
на {[ число п*. Докажем его. 
Подсчитаем сначала разность ® = 
= аи — п*: 
В = 2,9? (109 — 1) + 
+ а,_:9*-3 [(104)° — И + ... + 
+ а.9 [4109)*-* — ПИ + 
+ а, [(109}—* — 1). 
По выбору числа 9 разность 104 — 1 
делится на Г. Значит, делятся на [ 
и разности (109 —1, (109) — 
—1. ... ‚ (109)#-* — 1 (почему?). Сле- 
довательно, А делится на {. Но я* = 
= 9'—т — В. Поэтому, если и де- 
лится на [, то и п* делится на [. 
Аналогично, делится на { 
и разность $ = п = 
= а,10*—*(109--1) + аз103(109)— 


—П + ... + 4-10 1904)? — 
— Иа, 1109) --П. Из п= 
= 107-* — $, вытекает, что если п* 


делится на [, то и п делится на [. 

Итак, л делится на [ тогда и толь- 
ко тогда, когда на { делится л*. Наше 
предположение доказано! 

Легко заметить, что в доказатель- 
стве мы ннгде не пользовались поло- 
жительностью числа 4. Поэтому‘ 4 
можно выбирать и отрицательным. 
Ясно, что д желательно выбирать нан- 
меныпим по модулю. Например, для 
| =7 лучше вместо 4 = 5 брать 9 = 
= —2. 

Мы пока оставили в стороне есте- 
ственный вопрос: а для любого ли { 
найдется такое й, что 109 — 1 делит- 


ся на Р Оказывается, такое д сущест- 
вует тогда н только тогда, когда 10 
и [ взаимно просты*). (Попробуйте до- 
казать это утверждение самостоятель- 
но; «в одну сторону» оно доказывается 
очень легко, «в другую» — не очень.) 


Легко обобщить наш признак деля- 
мостн и на произвольные системы счисле- 
ния. 

Пусть 


—_—`—) 
п —= аза% - . . , 
то есть 


па та... Не, 
и пусть д таково, что гд — | делится на [. 


Построим по п число п* — а, .. а ®. 


Тогда, чтобы п делилось на [, иеобходимо 
н достаточно, чтобы на {/ делилось. п”. 

Доказывается это обобщениое утверж- 
денне абсолютно так же, как предыдущее. 

Ответ на вопрос: когда существует 
требуемое 4? — аналогичен: 4 существует 
тогда и только тогда, когда Ги { взаимно 
просты. 


Упражнения 

1. Докажите, что ианменьшее по моду- 
лю 4 такое, что 109 — 1 делится на [, рав- 
но 


Е, если { = ЮА— 1, 

— №, если { = 1-1, 
ЗЕ-ЕЦ, если { = Ю- 3, 
— ЗЕ 1, если { = 10 — 3. 


*) То есть когда их 
делитель равен 1. 


нанбольшнй общий 


{Этими случаями исчерпываются все воз- 
можные [, взаимио простые с 10.) 

2. Докажите, что 111927 4-1 делится 
на 37. 

3. Докажите, что 
на 407. 

8. Докажите, что еслн для иатураль- 


122132 — | делится 


ных 9, Пи г число 


| 1 
т —. тоже целое. 


19 —1 Челое, то число 


5. Для каких { общий признак делн- 
мостн, сформулированный в конце статьи, 
эффективен (т. е. когда п*< п)? 

6. Докажите совместный признак дели- 
мости на 7, Ш 13: для делимости числа 
ааа на 7, 11, 13 необходимо и до- 
статочно, чтобы число а1аза, — @ааьаз + 


- С га Я 107 т-—за,т-—лат делилось 
на /, . : 


Указание. Используйте, что 3 = 


+1, 9, +1, 3.1 делятся, соответст- 
венно, на 7, 11, 13 (7; — такое число, что 
10г, —1 делится на 7, ит, д.). 

7. Докажите совместный призиак де- 
лимости на 3, 7, 19: для делимости числа 
а,а....а(1° на 3, 7, 19 необходнмо и доста- 
точно, чтобы число @1а....ап_а-- 4ап_л@л 
делилось на 3, 7, 19. 

8. Докажите, что для делнмостн чнела 
п, Г-ичная запнсь которого разбита на «бло- 
ки»: п = М, М.:..МО? (блок М; содержит т: 


цифр, # =1, 2...., #}, ина # необходима и 
достаточна делимость на { числа 


п = Ма Мат" + М,” +... + 
- Ма” +т. т +. 


Задача, 
возникшая 

из каприза 
трех девочек 


Три девочки гуляли со 
своимн папами. Все шесте- 
ро подошли к небольшой 
реке и пожелали перепра- 
виться с одного берега на 
другой. В их распоряжении 
оказалась всего одна лодка 
без гребца, поднимающая 
только двух человек. Пере- 
праву было бы, разумеется, 
нетрудно осуществить, если 
бы девочкн не заявили то 
ли из каприза, то ли из 
шалости, что ин  одиа нз 
них не согласна ехать в 


лодке, илн быть на берегу 
с одним нлн двумя чужи- 
ми папамн без с80ег0 па- 
пы. Девочки былн малень- 
кне, но ис очень, так что 
каждая из инх могла вести 
лодку самостоятельно. 

Таким образом. неожи- 
данно возиикли  дополни- 
тельные условия переправы, 
но ради забавы путники ре- 
шили попытаться их вы- 
полнить. Как они действо- 
валн? 

Веселая компання бла- 
гополучно переправилась на 
противоположный берег ре- 
ки н уселась отдыхать. Воз- 
ник вопрос: можно лн при 
тех же условиях организо- 


вать переправу четырех 
пар? Очень скоро выясин- 
лось, что при сохраненин 


условий, выдвинутых девоч- 
камин, переправу четырех 


пар можно было бы осущсе- 
ствить талько при паличии 
лодки. подинмающей трех 
человек. прнчем всего лишь 

а 5 арнемов. 

Каким образом? 

Развивая тему’ задачи 
сще дальше, наши путеше- 
ственники нашлн, что п на 
подке. вмещающей только 
лвух человек. можно осу- 
ществить переправу г одно- 
го берега на другой  четы- 
рех девочек с их папами. 
если посредн реки есть ос!- 
ров. на котором можно де 
лать промежуточиую  оста- 
новку и высаживаться. 
В этом случае для оконча- 
телыюй переправы требует- 
ся совершить не менее деся- 

ти переездов. 
Найдите способ такой пе- 

рсправы. 

Б. Кордемекый 
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Лаборатормя «Кванта» 


И. Половинка 


Опыты 
с синтетическими 
пленками 


В этой статье мы хотим рассказать © нес- 
кольких опытах по электростатике (так прн- 
нято называть раздел физнки, в котором 
рассматриваются взаимодействия покоящих- 
ся зарядов}. 

Опыты ие требуют никакого специального 
оборудовання, их можно поставить как на 
занятиях физнческого кружка, так п в до- 
машиих условиях. 

Не спешите сделать все опыты сразу. Тща- 
тельно готовьтесь к каждому опыту, ста- 
райтесь объяснить все полученные результа- 
ты. Желаем вам успехов! 


Для опытов удобнее всего воспользо- 
ваться разного рода синтетическими 
пленками. Например. можно взять 
рентгеновские пленки или фотоплен- 
ки, предварительно удалив с них 
эмульсию (растворив ее в теплой воде), 
хотя это и не обязательно. В специа- 
лизированных театральных магазинах 
можно купить разноцветные свето- 
фильтры на триацетатцеллюлозной ос- 
нове. Можно использовать также теле- 
фильтры или полиэтиленовые пленки. 

Все эти пленки при трении элект- 
ризуются, ириобретая положительные 
заряды. Для получения отрицатель- 
ных зарядов лучие всего подходят 
пластмассовые пленки. изготовлен- 
ные, например. из пластмассовых па- 
пок для бумаг. 

Размеры пленок могут быть, ко- 
нечно, разными; мы в своих опытах 
нспользовали пленки размером 70% 

300 мм. 

Затем нужно изготовить несколь- 
ко электростатических — маятников. 
Возьмите серебряную обертку от шо- 
коладной конфеты или кусок конден- 


саторной фольги размером 30 < 40 мм. 
Накрутив фольгу на карандаш. сде- 
лайте гильзу н привяжите к ней шел- 
ковую нитку. 

Вам понадобятся также неоновые 
лампочки (МН-3 или МН-5) и электро- 
метр. 

Советуем вам проводить опыты в 
такой последовательности: 

1. Исследуйте, как  электризу- 
ются имеющиеся у вас пленки. Для 
этого натирайте пленки разными ма- 
териалами (лучше мягкими, чтобы не 
поцарапать пленки): сухой рукой, 
бумагой, различными тканями. Ис- 
пользуйте при этом разный подстил: 
дерево, стекло, газетную бумагу. кле- 
енку, шерстяную или сннтетнческую 
ткани. 

По отклонению маятника-гильзы 
или стрелки электрометра устано- 
вите, в каком случае эффект наиболь- 
ший. 

Как бы вы объяснили преимущест- 
во пленок перед эбонитовыми и стек- 
лянными палочками? 

2. Определите знак заряда, по- 
явившегося на пленке. На занятиях 
кружка это можно сделать с помощью 
эбонитовой палочки, которая заряжа- 
ется отрицательно, н электрометра. 

А как это сделать в домашних 
условиях? 

Исследуйте распределение заряда 
на пленках с помощью неоновой лам- 
почки. Держа лампочку пальцами за 
ее базлон и проводя по пленке элект- 
родом (пленку нужно отделить от 
поверхности стола), можно наблю- 
дать загоранне лампочки в отдельных 
местах. 

А почему неоновая _ лампочка 
не фиксирует скопление — электриче- 
ских зарядов. если назлектризованная 
пленка лежит на поверхности стола? 

3. Приложите пленку к вертн- 
кальной поверхности (стене, классной 
доске. стеклу) и проведите по ней не- 
сколько раз сухой рукой — пленка 
надежно прилипнет к поверхности. 
Если отклонить пленку сверху или 
снизу, а затем отпустить, то она снова 
прнтянется к поверхности. 

Почему так происходит? 

4. Наэлектризуйте две одинако- 
вые пленки, приподнимите их, а за- 


тем положите одну пленку на другую. 
При освобождении верхней пленки 
ее сильно отбросит в сторону. 

Почему? 

5. Положите на стол две одинако- 
вые пленки и наэлектризуйте их тре- 
ннем. Затем возьмите их за концы и 
соедините — пленки разойдутся на 
значительное расстояние (рис. 1). 

Почему? Имеет ли значение, ка- 
кими сторонами вы сближаете плен- 
ки? 

Положите друг иа друга две-три 
пленки из одинакового материала н 
верхнюю натрите рукой. Затем пооче- 
редно снимайте их и соединяйте кон- 
цами — пленки расходятся так же, 
как и в предыдущем опыте (рнс. 2). 

Как в этом случае происходит 
электризация пленок? 

6. Подиесите заряженную плен- 
ку к работающему траизисторному 


приемнику— вы услышите треск. 
характерный для электрического 
разряда. 


Е: 


Рис. 


На каких волнах треск наиболь- 
ший? В каком диапазоне длин волн по- 
мехи в0 время грозы будут наиболь- 
шиши? 

Между пленкой и приемником по- 
ставьте металлический лист размером 
чуть болыше пленки — помех не на- 
блюдается. 

Объясните, почему. Какое прак- 
птическое значение имеет описанное 
явление - экранирования? Почему? 

7. Плотно приложите пленку к 
экрану работающего телевизора и 
подержите ее в таком подожении не- 
сколько секунд — пленка ирилипнет 
к экрану; значит, она наэлектризо- 
вана без трения. 

Коким образом? Зарядом какого 
знака? 

8. Наэлектризованную пленку 
поднесите к маятиику-гильзе. Вы 
увидите, что маятник спачала иритя- 
неся к пленке, а затем резко 
оттолкнется от нее (рис. 3). Если плен- 
ку поднести к маятнику снизу, то 
он будет парить над пленкой. 

Почему так происходит? А ес- 
ли пленку поднести снизу к двум та- 
ким маятникам? Что будет, если 
к заряженной пленке приблизить ма- 
ятник. изготовленный из диэлектри- 
ка? Как результаты опыта связаны 
со строением проводников и непро- 
водников — электричества? 

9. Возьмите две одинаковые на- 
электризованные пленки и поочеред- 
но подноенте их на одинаковое рас- 
стояние к электрометру — стрелка в 
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каждом отдельном случае отклоняет- 
ся на определенный угол. Затем под- 
несите к электрометру обе пленки. но 
с противоположных сторон — угол от- 
клонения стрелки прибора увеличит- 
ся. Этот опыт наглядно демонстриру- 
ет одно из важных свойств электри- 
ческих полей — наложение (нли, как 
говорят физики, суперпознцию) элект- 
рических полей. 

Поочередно поднесите к электро- 
метру две разнонменно заряженные 
пленкн — стрелка будет отклоняться 
так же, как н в предыдущем опыте. 
Теперь одновременно поднесите обе 
разнонменно заряженные пленки. 

Что вы увидите в этом случае? 
Почему? 

10. Наэлектризованную пленку 
приблизьте к тонкой струе воды, вы- 
текающей из водопроводного крана. 

Что вы увидите? 


почти до конца на восемь полосок, 
заверните лист и склейте его вверху 
(рис. 4). Наэлектризуйте разноимен- 
ными зарядами две пленки. На одну 
нз них положите голову — «осьми- 
нога». 

Что случится с его щупальцами? 

Подведите к щупальцам «осьми- 
нога» противоположно заряженную 
пленку и соответствующими движе- 
ниями заставьте «осьминога» пере- 
ползтн с одной иленки на другую. 

Почему так происходит? 

12. Возьмнте две одноименно за- 
ряженные пленки. Положите на стол 
маятнияк-гильзу (или сложенный 
вдвое газетный лист) ни сверху под- 
несите к нему пленку —- нить (поло- 
вина газетного листа) стремится уста- 
новиться вертикально. Если подне- 
сти н другую заряженную пленку, 
эффект усиливается. Нить (газетный 


||. Очень красив опыт с «осьми- лист) послушно следует за совмест- 
ногом». Возьмите лист папиросной ными движеннямн пленск. 
бумаги 70> 160 мм и разрежьте его Объясните набяюдаемое явление. 

шее 17, является простым, 
Задачи п Е ож то число 
2 15 
1) у . 
наших ь И: 
и А. —В. Хусиинов Х = —54 
читателеи (с. Киров—Юрт Чечено- 
Ингушской АССР) — — целое. ио составное. 

}. Докажите неравенство 2. Докажите, что если на- И. Сиев 


("=2) 
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туральное чнсло п, не мень- 


(г. Кишниев) 


Математический кружок 


Зы 


Л. Курляндчик, А. Лисицкий 


Суммы 
и произведения 


Искусством приводить длинную сум- 
му или громоздкое произведение к 
простому виду, угадывать, когда та- 
кое упрощение возможно, придумы- 
вать и доказывать равенства вроде 
следующих: 


1.24-2.34+3.4+4...- + 99.100 = 
99-100-101 
ии ЗОНЕ, 


ИЗ... +508 = НО 


(1.2.2?) (1.2.3.39) (1.2.3.4.44)._. 


...(1.2.3....-9.9)=(1.2.3.....9)1, 


1 1.2 1.2.3 


| 
1-70 170:9 —10.98*..- т 


о - 1-2, 
Е... + 
= 
эт (1+3+3 +1). 


овладеть далеко не просто. Тут тре- 
буются большой опыт, интуиция, и, 
как в каждом искусстве, умение сво- 
бодно применять различные «техни- 
ческне» приемы. Мы продемонстри- 
руем некоторые из таких приемов 
на ряде примеров; среди них —и 
совсем простые упражнения, и труд- 
ные задачи (в числе последних — 
задачи М434 и МАТО из Задачника 
«Кванта»). 


Мы записываем формулы, как 
правило. коротко, с помощью обозна- 
чений 


149 = 
я 

| 
5 

Е 
‚р 
+ 


= 
= 


В 2 
> 
| 
3 
= 
5” 


= 
| 


п! =1.2.....л. 


Советуем тем. кто еще не научился 
ими пользоваться, расписывать вы- 
кладки более подробно. 


1. Остаются крайние 


Этот заголовок объясняется следую- 
щим очевидным равенством: 
(ах — а) + (аз — а.) + 
+ (@:—@3) + ... + @, фа) + 
=Ё (Чп+а =’ ав) ==. п — а, (1) 
или 


(1) 


из которого можно, выбирая различ- 
ным образом  последовательность 
(а,), получить много отнюдь не 
очевидных  равенств. 


Пример |. 


п 
> бин — ал) -- ап: — а, 


Положив 


> 
ЕО - 


п 
1 
а, = ог получаем 


г; трудно найти задачник по 
алгебре, где бы 
пример. 
Пример 2. Положим а = 
= (А — 1) 4/2. Поскольку аи — 
—а, =А4, равенство (Т) принимает 


п 
вид \ 24- (п+-п.4/2. Добавив 
=} 
к каждому члену суммы — сле- 
ва еще по п — 4. а к сумме сирава 
л (а — а), получаем известную фор- 
мулу для суммы п членов арифмети- 
ческой прогрессии: а @-+ 
а) + @а+и-— а) = 
= ла—4 + т-+ ла? =ла-+ 
ам — 10а. 
Упражненне 1. Возьмите и (1) 
ав = (22 — 1)3/24 и получите формулу для 
п 
У, 
#1 


не встречался этот 


Пример 3. Пусть т — натураль- 
ное число. Положим а, = а * 
х (&—-ПЕ(Е- 1)... (#+т). Тогда 

} 
бк, —@, — иго "(+ 1).... (+ 
1 
АНИ... +т). В этом случае 
равенство (1)  запишется так: 


У(ЕИ.-.... (#+т)= п (п-- 


1 
т--2 
К 
+Ь....-п-+т-+у. 


Равенство (1) можно использо- 
вать н по-другому. Пусть нам надо 


доказать, что 
Хх Н=Е®. (2) 
Е —=1 
Попробуем доказать равенство 
8 -&(А—П-КЮ). (3) 


Если иам это удастся, то будет до- 
казано и (2). В самом деле, рассмот- 
рим вспомогательную последователь- 
ность 


| а — 0, 

@+1 = & (К). 

Для этой последовательности равен- 
ство (1) нмеет вид 


Г] 


У Ш (®-&(— Ц] вп), 
1 


К > 
что, ввиду (3), равносильно (2). 


Докажем, например, таким спо- 
собом равенство 
п з 
зы Ска = Си. (4) 
&=1 


В соответствии ©с0 сказанным для 
этого достаточно проверить равенство 


(--Т 1 1 
Са бы "а или С! +а—1- 


{4-1 1-1 
+ С: --1 == Су} и, ВыТекающее из из- 
вестного тождества С” С”+! = 
= СТА («Алгебра и начала анади- 


за 9», п. 8). В и. 3 мы докажем 
тождество (4) другим способом. 

Все вышесказанное переносится 
и на произведения. Напишем, преж- 
де всего. мультипликативный 
аналог равенства (}): 


а, а, а; ап Яп 1 @п+1 
а а а ° Яп—1 а а 
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Или 


п 
п ак+1  _@п+1 
@ь а1 ` 
&=1 
Это равенство можно использовать, 
подставляя в него произвольные 
последовательности (а,) (с ненуле- 
выми членами) и для доказательства 
заданных тождеств. 
Докажем, например, что *) 


ы 2.(2")! 
В 
КТ 
для чего проверим равенство 
2-(2")} 2-12")! 


(5) 


те (28 ПН (7) 
ли 

2"), 25 

ни вине = (2 Ии. (2) 


Равенство (7’) легко доказывается 


прн помощи двух очевидных тож- 
деств: 
21! 
— и _. _ 0 
(212—1№)!! Он, 


(20! == 26.1. 


Равенство (6) можно также доказать, 
прологарифмировав его и перейдя 
к сумме. 

Из (6) можно вывести, что в раз- 
ложение числа (27)! на простые мно- 
жители двойка входит ровно 27 — | 
раз (подумайте, почему это так). 

Итак, рассмотреиный прием поз- 
воляет не только получать новые 
равенства, но и доказывать уже за- 
данные. 


Упражнения 
Докажите. что: 


— Е ее о 
= ЕЕ 4 


1 
-2т0е+э: 


2. 


< 1 
За Е -тХ 
т 1 —х> 
х— ха" 
| 27 
*) Через п! обозначается произведение 


натуральных чисел от | до п. нмеющих 
одинаковую четностьса. Нап- 
ример, 8!-=2.4.6.8, 9"=1.3.5.7.9. 


п 
4. \ НЕМ! 
Г 
55 Панас. 
в=1 
6. а. - (в, -- а, + @4+ 0 @. 0х 
ха +... т а -0@. |... @—-0<х 
Х @п = (@ + | (@ +0... @ + 0-1 


сч 1 


1 ЕЕ 
& —=1 


(Ем) — 


Пе. 1 
т (м- Ее) 


ь] хк. Е! 
р. = ето П.. 


ый хп +1 (п + 1) х 


Е ЕО ТИХ 
а—1 


8. ЕО 


| Ро.Р-..-`РЕФАча — 
| т {Ру -Е 91). -.-- -Фича Г ФА+а) 
а Вар... Рв 

(21 Е 91)... (п Е 9) ° 


(Здесь {рь) и (94) — две последовательностн 

н Ро = 

К сожалению, указанный способ го- 

дится только в Том случае, когда 
п 


в сумме \ В, слагаемые $, не за- 
= 

висят от п. В следующем пункте мы 

будем доказывать равенства, в ко- 

торых слагаемые зависят от пл. 


2. Метод «туда-назад» 


Название этого метода (но не сам 
метод) — выдумка авторов. Историки 
математики утверждают, что именно 
с его помощью маленький Гаусс 
удивил своего школьного учителя, 
быстро найдя сумму натуральных 
чисел от | до 100. Покажем приме- 
нение метода «туда-назад» на при- 
мерах. 
Докажем, что для нечетного п 

я Ри 

Х (—-1* Ис = 

А =0 
Запишем сумму $, двумя способами 


пт Гота а Е 
иены 07 


2 «Кваит» № 10 


(туда), 


5 ур о: 
ами с+ 
Е С 


В нашей сумме перед ]/ С" знак ми- 


нус, Потому что п нечетио. Сложим 
два полученных выражения: 


25. = (Уа- Ис.) ы 
Ис р ое 
+(-у&-И“). 
Легко сообразить, что в каждой 
скобке стоит нуль, так как СТ = 


п -— 71 


==С, . Поэтому 25,-=0, откуда 


п = 


Еще пример: 


(назал). 


21 4-1 (1% _ б 
ТЕ Ей 
вт (Ста) 
Действуем аналогично: 
1 | 
5 = —— —. р] + ... 
ы (Сич) * (Си++) 
| 
— эс Чуда), 
(Си: о 
= + : + 
п ит... 
* {62 ве бы" 
1 
(назад). 


р 
ба" 


Складывая эти выражения и учиты- 


вая, что Сан ру =- сыт. “, нолучаем 
25, =0. Отсюда $, 

А вот более о но и бо- 
лее интересный пример на эту же 


тему: 


(—-14 п! 


я +--1"). 8 


№ =0 


Решить эту задачу так же про- 


сто, как две предыдущие, не удает- 
м] 
я {(—1 

ся. Обозначим а через $„. 


Е=0 я 
Если п нечетно, вы без труда дока: 
жете, что $, =0. Случай же четно- 
го п сведем к нечетному. Проследн- 
те внимательно, как это делается. 
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Обозначим У Се 
дам С 


Е =0 
Занишем Т„ двумя способами: 


д 1 


через ТГ». 


зад). 
Складывая, получаем 2Т, = (п?) 
| | | ` 
ИНЬ п 2) х 
| га с" ре - (п--2) 
ко. © Е: стороны, 
У (ИЕ Ом — 8)! 


п! 


Т» = 
(п + 


Е=0 
= п+1) (1 — $141). 
Но так как $14, 0 (п + 1 нечетно), 


Т.-п-+ 1. Мы уже доказали, что 
Ку = о У Значит, СЯ = ав 


п 2) 

Осталось заметить, что - о (1 
0, п нечетно. 

2{п.. 1) 

п-т 2 


И ‚ п четно. 


Доказательство равенства 
| п-т 
< 1! ы 1 2 
УЕ У рь 9 
к] 
сложнее всех предыдущих, 
и самое поучительное. 


но оно 


Введем следующие обозначения: 
= | #1 
№] Ь] хх 
с РЕ РЕ 
#--0 м ни ь 

п--| хе 2 

оп+1 ре р - Ри 

-21 

Сиачала по методу «туда-назад» 


дважды занишем сумму 


| 2 п-- | 
есь ОЕ 
Са С. Си 


(туда), 


О 


к а назад). 
мы 


Сложим эти равенства: 2Ё,= (п -. 2) х 
п 
х \ Е = (п-- 2) р». Значит, О, = 
им С 
#=0 ия 
за 


т -*5Е,. Теперь, проделав вык- 
ладки, аналогичные тем, которые 
мы провели ири решенин предыду- 
щей задачи, выразим Е„ через Они. 

п 
Е1 
А именно, Е, -- р — -=(п+1х 
# =0 п 


= (а 1) (Виа — О, и 


м 
х у ст 
Х=о п -- 1 
мы можем выразить 0,„., через Да: 


2 
В» = на Би па "+ Пн — 
— 1), откуда 


Эи+1 == 1 + п О: 


Теперь, пользуясь методом мате- 
матической нндукции, докажем, что 
О, =: Ё, при всех целых п >> 0. Лег- 
ко видеть, что О, =1и Ру = #1. Пред- 
положим, что О, = ,. Тогда а 


$--2 $542 
та ЕО 2 во ^ 
ь 5-2 5-21 =. 
++ г 2т- та 
) 
ка М а их _ 
2—7 жы Ё 2572 ды Ё 
=] А==} 
= Ру. 


Значит, О,„= Е, при 
п =0. Задача решена. 

Доказав равенства (8) и (9), мы 
решили задачу М47О («Квант», 1977, 
№ 10). Равенство (9) позволяет пред- 
ложить новое решение задачи М434 
(«Квант», 1977, № 12). 


эсех целых 


ы 

< 2 р; 

п Зил 4, 
ЕТ 


взаимно просты. Обозначим через 
у(п) наибольшую степень числа 2, 
на которую делится р,„. Докажем, 


что у (п) = .2 


п! 
Из (9) У = > он 1 


Раза 


Зи 1-1 
п 


9741 
о м —- или РА — 
п-т! = С 4, 


. По- 


ры 


Ра 
-1 


этому 


1 л 
м —_—. Отсюда №". 
5 С . 9 п! 
1 и—1 п 


Х (и ПИ — 2)! -- 21 (м — 3)! + 
+... Нм- 1. В п! число 2 вхо- 


дит в степени |-=|+|-+] о 


-., 2 
п 


2 4 


<5+-1+ ...<я. В М(п-А- 
—1)! оно входит в степени, большей 
‚ГЕ п —1 в п— 1 
а + += 


—1= "8 . Значит у (п) > 3 ь 
Упражнення 
Докажите равенства: 
я 
ю. Ут. ! 
К => 0 
п п 
ЗАЁ ами % 5 
и. У Ес = 2 п. У 
Е=0 &=0 
— пз2"-3. 
‹. п 
к). 
ыы р & (Си) 7:2 от 
#=0 
[о 
Зе 3 
в У* (С) =— 4 См + Хх 
А=0 


Ну, а как же действовать, если 
сумму надо вычислить? Иногда это 
удается сделать методом «туда-на- 
зад». Но есть и другие. методы. 


3. Сравнение коэффициентов 


Этот метод — один из наиболее пло- 
дотворных. Мы надеемся, что вы по 


достоинству оцените его красоту и 


изящество. Основой метода является 
Теорема. Если для двух много- 
членов 


Нх) = ах" + а:х" 1+... На, ах-аа, 
вх) = Бы" Вх"... бы + 
+ 6» 


[(а) = 2 (4) при всех аЕВ, то т=п 


и 06 = 940, 6, =а,,..., би =. 


Эта теорема мгновенно получает- 
ся, если предварительно будет дока- 
зана 


Лемма. Если для многочлена 
В (х) = С сх"... + С х-С, 


й (а) =0 при любом ас В, 
СЬ=С = ... = Си -б=0. 

Доказательство. Прн- 
меним индукцию по [- При Ё[- 0 


9» 


то 


утверждение очевидно. Предположим 
теперь, что наше утверждение верно 
при всех { < $ — 1*). Докажем, что 
тогда оно верно и для [ = $. Пусть 


В (х) = Сы +С.ж-1+...-+ 
+ Си х- С. 


Тогда 25й (4) —# (24) = 0 при лю- 
бом 4 е В, в степень многочлена 
2% (х) — 1 (2х) меньше $. Поэтому 
по предположению индукции все 
его коэффициенты равны нулю, т. е. 


(25 — 2 -1С = , 
(2 —2:—2)С,=0, ... 


гыаИ я —ПС; =0 
Следовательно. С, = С. Зы. 98 
= С, = 0. Тогда, конечно, и С, - = 0. 
Лемма доказана. 

В качестве первой иллюстрации 
установим еще раз равенство (4). 
Рассмотрим многочлеи 
ЕЕ ЕЕ 

ИХ ... + аж ® 


Коэффициент при х' п этом многочле- 
не по формуле Ньютона («Алгебра и 
начала анализа 9», п. 9) равен 

‚и | 
С Са ...-- Сим = 


п 


! 
АС ьа. 
А— 


С другой стороны, последовательность 


1+ х). (1-х), .... + хм 
— это геометрическая  прогрессия. 
Поэтому 
1 , 
НИ = 4х)" — |. 


Снова применяя формулу Ньютона, 
получаем 


Г = = +х)"-П= 


= К» 1 
Значит, коэффициент при х’ равен 
С!" '. По теореме получаем (4). 


Найдем У |С»)". 
ко 


Рассмотрим 


*) Это — форма метода математической 
нидукцин, отличная от той, которая изло- 
жена п учебинке. Опа называется возврат- 
ной индукцией. 
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многочлен 
Г =а+х” += 
В Се 
А 


+) х 
а. 

- + С). 
Коэффициент при х” в этом произ- 


п 
к)? 
ведении равен, очевидно, ры а. 


С другой стороны, [(х} = О к х). 
Коэффициент при х” в нем равен 
п. По теореме получаем, что 


м к}? 
ьх (8 =Сэи: 
К = 0 
С в [72 
Ё км 0 
Прн решении предыдущей задачи мы 
рассматривали многочлен  [(х) = 
= (1-х) (х + 1)”. Здесь же, по-ви- 
димому, надо взять похожий много- 
член, но чтобы в нем знаки у ко- 
эффициентов чередовались. Давайте 
попробуем рассмотреть многочлен 
в (ху (х— 1)" = (1+ Сах- 
1 мт 
.. + Сих" ") ( О.И & 
тЕлуСА 
Коэффициент при х” в этом произ- 
* (—1* (С;". С 
кг 0 
другой стороны, # (х) = (1+ х)" и 
— 1" = (—1"1—%)" = (- 0х 
пл 
хх (- 
Е —=0 
фициенты при нечетных степенях х 
равны 0. Поэтому, если п нечетио, 
то коэффициент при х” равен 0. Ес- 
ли же п четно, то коэффициент при 


Теперь найдем 


Е 


ведении равен 


1)“ Сх?". В этой сумме коэф- 


х” равен (—1" | С: = (—1)?С?. 
Итак, № (—1* (С)? = 


#=0 
0, п нечетно, 


= п. п. 
(—1)? 6 ‚ п четно. 
Упражнения 
х_@ 
14. Найдите сумму = ЕЕГ (©. 
2741. | 
вет: а 
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15. Обозначим через ВА коэффициент 
при х* в миогочлене (1 -- х-+- х2)7. Найдите 


р) 
сумму У (=) (Ответ: В". ) 
р 


На первый взгляд этот метод вы- 
глядит очень искусственным, пото- 
му что кажется непонятным, как же 
научиться выбирать нужный много- 
член. К сожалению, в этой статье 
мы не можем более подробно оста- 
навливаться на этом вопросе. 

Тем не менее мы думаем, что, 
решив предложенные упражнения, 
вы сможете самостоятельно решать 
аналогичные задачи. 


4. Преобразование Абеля 
Пусть нам дана сумма $, =а,6, + 


+ аб. +... +а,6,, где а, а,,.-., ал, 
Ь,, 6.,..., 6, — две последователь- 
ности. Обозначим суммы 6,, В, + 


-6.,..-, а В о 
ственно, через В, В.,..., В». Ц. 


УХ акб, можно преобразовать так: 
йе 1 


ь абь =а,В, + а. (В. — В.) + .. „++ 
в==1 

а Вы Ви -,) == (а, —а,) В. + 
-Е (а, — аз) В. +... +(21-1 —а,)В,—-+ 
п-—! 
УХ и-аны) В, + @,Вл 
# = 1 


ии „В =” 


(10) 


Это преобразование называют лре- 
образованием Абеля (о замечатель- 
ном порвежском математике Нильсе 
Хенрике Абеле см. в «Кванте» № 5 
за 1976 год). 
Воспользовавшись ипреобразова- 
и 
\ #—1 
и 
Е—1 


Положим в тождестве (10) а; —1, 


нием Абеля, найдем сумму 


ны без Собь 1. 6, 
-=9,..., „= Я Тогда Ву к — 
а - =а,-:—@, = 
= —-1. Поэтому 

п! Г. 
У в — = 
Ред ыы 9—1 


п — <“ 

о Г 

&=0 

9" —1 —1 4 
Е 
7—1 па" 

л | 


Упражнення 


Преобразованнем Абеля найднте: 


Ш 
Е 
А 


я 
17. ‚> в.${т Вх. 


п 
18. У Е? .созйх. 


0, если п = 22-1, 


(9—1) + р 
ы 0-6, если п == 9. 
—") + я 
21. У (—1^4 (С = 
9" —1 &=0 
{9—1 
со, если п == 9%, 
о ВБР, еслн п= 21-1. 
И ОРЕ 


(30! 


2 
{— 1-3 и ‚ если п= 2, 


(— 042+ 0 


(ЗЕ! 
(п › 


если и = 2Е- |. 


=! 
Докажите равенства: 23. Пусть (аи) — арнфметическая прог- 
2—1 рессия с разностью 4. Тогда 
19 { — 2/^Е и 
: # з ал +, 
кто (С2и—1) И - 
а Си 
’ 2п А—0 
4п? | У (--0^ и 
= — Е . п- 
28-1 = (С) иго (@, + @п+). если п четно, 
п = 
к (п 1? 
20. У (— 1) (С) = аз если п нечетно. 
К = 0 
а 
дело лишь с приближенно придать  вполие — точный 
Законный равными  геометрическимн смысл  сформулированным 
величииами Это обстоя-  теоремам, освободив нх от 
вопрос тельство подсказывает есте- ‹ иеопределениого понятня 
ственный вопрос, сохраняют «почти». (Не исключено, 


В планнметрни доказыва- 
ются следующие две взаи- 
мообратные теоремы: 

Теорема 1. Против 
равных углов треугольника 
всегда лежат равные сторо- 
ны. 

Теорема 2. Против 
равных сторон треугольника 
всегда лежат равные углы. 

Между тем, в практн- 
ческих иприменениях геомет- 
рии не имеет смысла гово- 
рить о строгом (точном) 
равенстве сторои или уг. 
лов — там прнходнтся нметь 


ли силу приведенные теоре- 
мы после нижеследующей 
нх модификации: 
Теорема 1". Против 
почти равных углов треу- 
гольника всегда лежат и 
почти равные стороны. 
Теорема 2”. Против 
почти равных сторон треу- 
гольника всегда лежат и 
почти равные углы. 
Однако  фнгурнрующее 
п этнх двух формулировках 
слово «почти» в наше вре- 


мя чуждо языку матема- 
тика *). Итак, прежде чем 
пытаться ответить на по- 


ставленный вопрос, следует 


что сделать это можно раз- 
ными способами, например. 
с помощью понятия преде- 
ла или как-либо иначе.) 
Предлагаем нашим чи: 
тателям сделать это. 


Ю. Гайдук 
(г. Харьков) 


*) Оно употребляется сейчас 
лншь как составная часть ис- 
многих математических терми- 
нов. например. «почти всс». 
«почти Всюду», «почти период». 
но в каждом случае в строго 
определенном смысле. 
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Этот раздел ведется у нас 
нз номера в номер © момента 
основання журнала. — Пуб- 
ликуемые в нем задачи не 
стандартны, но для их ре- 
шения не требуется знаний, 
выходящих за рамки нынеш- 
ней школьной ‘программы. 
Наиболее трудные задачи 
отмечены звездочкой. После 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто её 
предложнл. Разумеется, не все 
задачи публикуются впервые. 
Рещения задач из этого но- 
мера можно присылать не 
позднее | декабря 1978 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35. Б. Ордынка 21/16, 
редакция журнала «Квант», 
Задачинк «Кванта». После 
адреса на  коиверте напн- 
шите номера задач, решеиня 
которых вы посылаете (на- 
пример: «М526, №527» илн 
«Ф538»). Решения задач по 
каждому нз предметов (ма- 
тематнке и физике), а также 
новые задачи просьба присы- 
лать в отдельных конвертах. 
Решения задач из разных но- 
меров журнала также прнсы- 
лайте в разных конвертах. 
В пнсьмо вложите конверт 
< написанным на нем ва- 
шим адресом (а этом кон- 
верте вы получите результа- 
ты проверки решеннй). Ус- 
ловня оригинальных задач, 
предлагаемых для публика- 
цин, присылайте в двух эк- 
земплярах вместе с вашими 
решениями этнх задач (на 


коивертё пометьте: «Задач- 
ник «Кванта», новая задача 
по физике» нли «... новая 


задача по математнке»}. В на- 
чале каждого письма про- 
сим указывать ваше нмя, 
фамилию, номер школы н 
класс, в котором вы учитесь. 
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задачние 


ибанта 


Задачи 
М526—М530; Ф538 —Ф542 


№М526. а) Докажите, что площадь выпуклого четы- 
рехугольника равна 

 ф 14-е | 

5 с пре чину” оО ати тра 

4 . 
где а, В, си 4 — длины последовательных сторон 
четырехугольника, ф›— величина угла между его 
диагоналями, $590?. 


6) Можно лн найти площадь 5$, зная а, №, си 4, 
если ф- 90? 
У. Алла 


М527. Нустьх,, х., ..., ха = действительные чис- 
ла, 0<х,<1!. Докажите, что величина 
хх, +... +, + хи 
— Хо... Хи, ХаХ 

не превосходит 

а) 1 при п=3; 

6) 2 при л=4; 

в)* [1/2] при любом п>3. 


В. Батырев, ученик 10 класса 


М528. На каждой клетке шахматной доски стоит 
по фишке (рис. 1). Фишки нужно переставить так, 
чтобы расстоянне между каждой парой фншек не 
уменьшилось по сравнению с расстоянием между 
ними при первоначальном расположении. Сколь- 
кими способами это можно сделать? {Расстоянием 
между фишками считается расстояние между цент- 
рами клеток, которые они занимают.) 


М. Бершадский 


М529. а) Многоугольник М” — образ выпуклого 
многоугольника М при гомотетин с коэффициентом 
^-—1/.. Докажите, что сущ-ствует параллельный 
перенос Т такой, что Т (М'’)М. 

6) При каких коэффиниентах гомотетии < 0 
верно аналогичное утверждение для выпуклого 
многогранника М в пространстве? 


Н. Нецветаев 


М530. На прямоугольном листё бумаги в клетку 
некоторые клетки закрашены в черный цвет. Затем 
происходит одновременное перекрашивание всех 
клеток листа по следующему правилу: клетка, 
имевшая четное число черных соседей, становится 
белой, а имевшая нечетное число черных соседей — 
черной. (Соседями считаются клетки, имеющие 
общую сторону.) 

а) Докажите, что если множество В черных клеток 
при перекрашивании не изменяется (рис. 2, а) 
то в В четное число клеток. 

6) Пусть при перекрашивании множество В, черных 


клеток переходит в В., В, в В.. ..., В, — 
в В,, а В, -—- снова в В,: Докажите, что общее 
число черных клеток в множествах В,, В., ..., В, 
четно. 


Р. Измайлов, ученик 10 класса 

$538. Тяжелая веревка подвешена в точках А и В 

(рис. 3). Абсолютное значение силы натяжения 

веревки в точке С равно 20 Н. Найти массу веревки. 

И. Слободецкий 

$539. На рисунке 4 показаны два замкнутых тер- 

модинамических цикла, провеженных © идеальным 

одноатомным газом: 1-2->3-4—] и 1-»>5—6— 

4-1. У какого из циклов коэффициент полезного 
действия выше? Во сколько раз? 

А. Зильберман 
$540. Две катушки с индуктивностями 2: н СД, 
соединены параллельно. Какими будут максималь- 
ные токи в катушках, если параллельно им под- 
ключить конденсатор с емкостью С (рис. 5), пред- 
варительно заряженный до напряжения И? 

О. Савченко 


Рис. 6. 


$541. Промежуток искрового генератора (рис. 6) 
отрегулирован ина напряжение и, а сопротивленне 
Р резистора подобрано таким, чтобы происходило 
п разрядов в секунду. Определить среднюю мощ- 
ность, выделяющуюся на резисторе, еслн во время 
разряда коиденсатор успевает полностью разря- 
дниться. 

П. Зубков 
$542. Как изменится скорость истечения газа из 
баллона через неболышое отверстие, если темпе- 
ратуру газа увеличить в 4 раза, а давление — 
в 8 раз? 
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№476. 2) Докажите, что 
если вершины выпуклого п- 
угольника лежат в узлах 
клетчатой бумаги, а внутри 
в на гго сторонах других 
узлов нет. то п<Я. 

6) Писть пространство риз- 
бито тремя семействами па- 
раллельных плоскостей на 
одинаковые кубики. Вершины 
кубиков назовем узлаии. До- 
кажите, что ебли все п 
вершин выпуклого многогран- 
ника лежат в узлах. а на 
его ребрах, гранях и внутри 
иногогранника других узлов 
нет. то п58. 


М477. Лан 
с цезыми 
такой, что для каждого на- 


многочлен Р(х) 
коэффициентами 


турального Хх выполндется 
неравенство" Р(х)^>х. Опре- 
Оглам последовательность 
{2н } следующим образом: Ву== 

1, биз, =Р(Бь) для ВЕ. 
Известно. что для любого 
натурального Ч найдется 
член последовательности 
{6}, Велящийся на 4. Дока- 
жите. что Р(х) = х-+ [. 
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Решения задач 
М476—М481, М483, М484; Ф493—Ф497 


а) Допустим, что, напротив, п>> 5. Введем на плоскости 
систему координат так, чтобы координатные оси являлись 
линиями клетчатой бумагн и сторона клетки равнялась 
едннице. Тогда две целочисленные координаты будут 
иметь точки, лежащие в узлах клетчатой бумаги, и толь- 
ко они. Около каждой вершины л-угольника напишем 
две буквы. На первом месте напишем 9, если первая коор- 
дината вершины четная, и Н — в противном случае; 
соответственно, на втором месте напишем 4, если вторая 
координата вершины четная, и Н, если она нечетная 
{на рисунке 1 вершнны, около которых написаны разные 
пары букв, покрашены п разиые цвета). Так как всего 
имеется только четыре различные пары из букв Ч и Н, 
а п-> 5. найдутся две вершины А н В многоугольника, 
около которых написаны одинаковые наборы букв. Пусть 
А = (и: и), В = (ха; и). Середина С отрезка АВ лежит 
внутри миогоугольника или на его стороне (поскольку 
многоугольник выпуклый). Так как х: И хз имеют одинако- 


х1 Хо 
вую четность, то абсцисса точки С, равная р. ь 
число иелое; аиалогично, С нымеет целочисленную 


ординату. Следовательно. точка С лежит в узле клет- 
чатой бумаги. Получили противоречие. 

6) Рассуждение проводится аналогично предыдущему 
случаю с той лишь разницей, что около каждой вершины 
многогранинка мы нишем, в зависимостн от четности 
ес координат, тот или иной набор из букв Чи Н длинны 3. 
Чнело всевозможных таких наборов равно 8, н если чис- 
ло вершни многогранника больше 8, то найдутся две вер- 
шины многогранника, около которых записаны одинако- 
вые наборы букв. 

Решение этой задачи — характерный пример прн- 
менения так называемого «принцизая Дирнхле», .о-кото- 
ром рассказывалось в «Кванте»-(1971, № 7. статья А. Ор- 
лова «Принции Дирихле» и 1977, № 2, статья В. Болтян- 
ского «Шесть зайцев в Пятн клетках»): если в п клетках 
сидит п |+ 1 заяц, то хотя бы в одной клетке сидят 
два зайца. 


а 


Заметим сначала, что если целые числа х и у дают одина- 
ковые остатки при делении на иатуральное число 4, 
то Р(х) и Р (и) также дают одинаковые остатки при 
делении на 4. Это следует из того. что при подстановке х 
и уп многочлен Р соответствующие члены будут давать 
одинаковые остатки при делении на 4. (В самом деле, 
х* — у* при любом натуральном А делится на к — у, 
поскольку  хё — ий = (х — и) (ХЕ ху | ху | 
+ ... - у: следовательно, если х — И лелится на 4, 
то ХК — ий — тоже.) 

Пусть Р (5) отличен от х -- 1. Поскольку последова- 
тельность {6} — из натуральных чисел. и Ро х 
для каждого натурального х, при некотором натуральном 
п будет 6.4, > 6, -- 1. Возьмем минимальное такое п. 
Имеем: 6, =, 6, = 2. .... би = п, биы > п-- |1. Поло- 
жнм 4 =65,., —1. Остаткн от деления членов нашей 
последовательности на 4 вначале будут равны 1.2, ..., м, 
а затем, в силу сделанного замечания н выбора а, они бу- 
дут периодически повторяться: 6„., даст и остатке 1, 
6 и+2 даст, ..., Боп даст п. Бану: — снова } ит. д. Ми одни 
из членов последовательности, вопреки условню задачи, 
ие будет делиться на 4. Поэтому Р (х) = х- 1. 


№478. В полейоольном тур- 
нир" каждые две кооглиды 
сыгрияи по одному матчу. 
а} Докажите. что если для 
аюбых двух казана найдется 
третья, которая выиграла 
у эвих двух. то число команд 
нс меныше семи. 

6) Построите пример такого 
турнира семи команд. 

в) Докажите. что екли дая 
яюдых трех команд нипдется 
такая, которея выиграла у 
этих трех. то число команд 
не меныие 15. 


№479. 


Существуют — ли 
а)шесть, 6) 1000 таких раз- 


личных катиуральных чисел, 
что дадя любых двух ан 
#3 них сумма а — 6 делится 
на разность и — 5? 


№380. — Последовательность 
Сп строится по следующему 
правилу: <= 2, Си 
= [3с,/2] для п=1*). До- 
кажите, что 

а) в этой последоватгльности 
бесконечно много четных ци- 


*) Здесь 
часто числа х. 


{х| — целая 


а} Рассматриная произвольную команду А вместе с одной 
из команд 8. которой Л проиграла. мы видим, что В долж- 
на проаграть хотя бы одной команде из числа выиграв- 
ших у А. Иными словами, все команды, выигравшие 
у А. пронгралн хотя бы по одному матчу в играх друг 
с другом. Значит, число комаид. выигравших у А. не 
меньше трех. Но среди всех наших команд должиа най- 
тись команда. которая выиграла не меньше матчей, чем 
пронграла (иначе общее число побед было бы меньше 
общего чнела поражений). Эта команда не менее трех раз 
нронгрывала и ме менее трех раз выигрывала, что воз- 
можно лишь в случае, когда число команд не меньше 
семи. 

6) Сопоставим кажлой из команд вершину вынуклого 
семиугольннка. Победу команды А над командой В обо- 
значим стрелкой, пронеденной из точки А п точку В. 
Наш рисунок 2 показывает возможность удовлетворить 


условиям задачи. 

в} Пусть команда А выиграла ие меньше встреч, 
чем иронграла. Провезяя выполнение условия задачи 
для всевозможимх троек, составленных из команды А 


п двух команд. выйгравшнх у нее. мы видим. что коман- 
ды, победившие А. образуют множество, удовлетворяю- 
щее условию задачи а). Следовательно, нх не меньше 


семи. Команда А ие менее семи нстре’ выиграла н че 
менее семи проиграла: следовательно, всего в турнире 
участвовало не менее 15 команд. 


Аевлогичным образом легко докалать. что если (при 
данном т) для любых т команд найдется такая, которая 
вм всем не проиграла, то число команд не меньше 
"11| - а» (последовательность а -3. ш: -Т. 
@з—=15, ... узовлетворяет соотношеиню аи+, ^ Зав = И. 


Автору неизвестно, является ли эта оценка точной при 
всех т. 

Ф 

а) Существуют. Например. числа 168, 170. ПТЬ 17% 


174, 180. 
6) Сушествуют. Покажем, как можно строить сколь угодно 


длинные наборы таких чисел. Пусть {а,. а. .... @} 
— набор из н натуральных чисел, удовлетворяющий 
условию задачи. Тогда п -- | чисел (аа... @н. 


аз -.- а, а|, .... Ч»... ан - аи! также будут удовлетво- 
рять условию. (В самом деле, 2аи. ... а» -- а;. очевидио, 
делится наа;, а 2а;а.... а» р а; г а; целится наа; — а). 
поскольку 2а; = (а; — ал — (а; — ая, на; = а; делится 
на а — а; п силу выббора набора {2т1. а... ....а„}.) Начн- 
ная с набора чисел, состоящего из одной единины, мы 
можем, многократно используя описанное преобразова- 
ние. получить нужные нам наборы любой длины: {1}, 
2. 42.3, 4} 124. 20097 25 и та. 

Но, как правильно заметили некоторые читатели. 
бесконечного миожества натуральных чисел, в котором 
сумма аюбых двух делится на нх разность, не существует, 


Ф 


Пункт а) является следствием пункта 6) в такой усилен- 
ной форме: носледовательность г». начиная с лю- 


бого места. ие является периодической. 
6) Предположим, что послеловательиость {@и!, на- 
чиная « некоторого места, периодическая, то есть что 


еи+Т = ©, при некотором натуральном Г для всех п, на- 
чиная се некоторого ^№. Это означает. что для любого 
п-> № числа Син Н С„+т имеют одинаковую четность. От- 
сюда следует. что 


К 3 3 З 
3 -|7 [=== ОВ 


9 


Сел п бесконечно много нечет- 
ных чисел: 
6) последонательность вы =. 


с 
=- (--1)"  нелериодическая: 
8) существует число } такое, 
что 


св — [(3/.)" #1 +. 


№481. В последовательности 
натуральных чисел @1. @», 
аз, --. Каждый чаен ан 
равен сумме квадратов цифр 
в десятичной записи числа 
ак (Е-=1). Докажите. что 
при любом а, в этой после- 
довательности встретится 
число | или число 89. 
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к 
и поэтому Сп+Т+1 — Сп +1 72° “Сп+т —- сп) & Но ясио, 
что не существует бесконечной последовательности целых 
чисел. в которой каждое число в полтора раза больше 
предыдущего. (В самом деле. если какой-то член последо- 
вательности имеет вид 2-х, гле г — нечетное число, то че- 
рез & 1 шагов после него мы должны былин бы встретить 
ЗЕ, 
член 


— число ие целое.) Противоречие. 
в) Легко проверить, что при любом п 


3 3 
Сич < 5 Сп, биз, — 122 -5- (61 — 1). 


Поэтому 
сп —1 Сп: —1 Сп+ Сп 
(2” < зат < урл < вау. 


сд —1 


Длина отрезка [я вв равна (2/3)", — она 


стремится к иулю прил — со, поэтому всё эти отрезки 

имеют единственную общую точку. Обозначим ее через 1. 

Из определения } следует, что (3/2)”у 6 (си — Е сл}. 

При этом равенство (3/2)^ $ -=см ни при каком № иевоз- 

можно: из него вытекало бы, что {(3/2)" у.-= с, при любом 
3 


целом п2^А, илн Сич, = —5 с" при любом целом п >> ^', 


что противоречит сказанному выше. Зиачит, [(3:2)йу] == 
= си — 1, что и требовалось доказать. 

В решении этой задачи мы воспользовались важным 
принципом стягивающихся отрезков, согла- 
сно которому последовательность вяоженных отрезков 


(а: 6,1 О [ах 65| 2 (аз; 80..., 


длина | а, -—6в| которых стремится к 0. всегда имеет 
единственную общую точку. При аксиоматическом изложе- 
нии теорин действительных чисел этот иринцин {или какой- 
либо ему эквивалентный} принимается за аксному. Он на- 
глядно выражает очевидное свойство «влотностих числовой 
оси, отсутствие в ней «дыр». Этот ипрницип можно дока- 
зать. исходя из теоремы Вейерштрасса о иределе моно- 
тонной ограниченной последовательности. 

В вашей задаче легко указать левые и правые концы 
п-го отрезка для нескольких первых п и тем самым при- 
ближенно вычислить \; например, с двумя знаками 
после запятой: } == 0,81. 

С. Конягин 


> 


Ясно, что сумма квадратоя цифр числа х — обозначим 
ее { (х) — для достаточно большого х значительно меньше 
самого числа х. Так. если х — четырехзначное число. 
то есть 15 х< 10%, то {{х) < 4.92 - 364 < "< х. 
Вообще, если 10715 х < ня 3. тт[о) < 81 < 
< 10"—. (Последнее неравенство легко доказать но ин- 
дукции: 8п < 107-1 > 8 (п - 1) - 8 — 81 < 10° 
+ 81 < 101.) Докажем, что п для любого трехзначного х 
также } (х) < х. Еслн первая цифра числа х равна р> 1, 
то } (х) < *- 2.81 162 -- д? < 1Ю0р (в этом нетрул- 
но убедиться для каждого р -= 2. 3, 4..... 9}. Если пер- 
вая цифра х равна |. а вторая 4, то (1-4 т 
+ 81 < 100 - 109 х для любого ч - 12.....9 


1-й разряд 
двузначного 
числа 


2.Й разряд 
двузначного 
чнсла 


о ера |9 [15 | 25 36 | 49 | 54 | в 
й Гера |5 | фм в ат | 30 | вв [ в 
2 ааа [93| 20 [29 [40 | 53 | вв | в5 
3 [о 13 [18 | 25 | 34 [45 | 58 [73 | во 
й фе] | 20] 23 | 32 | з1 | 52 | 65 | в0 | о 
5 | 25] 26 | 29 [34 | чё | 50 [ви | 24 | в | 106 
В | 36 [37 | 40 | 45 [52 [1 22 | 53 | 100 | мт 
: ве [5053 |5 [| в5 [24 | в5 | 98 | из | 130 
я 54 | 55] 68 | 73 ] во | в9 | 300 | из | 1зв | 143 
Е | ве | з2 [83 | во [97 [106] 17 | 1зо | 143 | тез 


Таким образом, для любого натурального числа а, 
в последовательности 


а, Ча, @;,..., ГД бт = {а}, .) 


встретится число, не превосходящее 99. Для двузиачных 
и однозначных чисе’ приходится излучать соответствую- 
щие им последовательностн (»} перебором. В вычисле- 
ниях помогает табличка, у которой на нереселенни 2-й 
строки ин {-го столбие стоит сумма # -- г — эта табличка 
помещена выше. Лая любого х= 99 будет } (х) < 162; 
таким образом. множество Х = {1, 2. ... 162} огображаегся 
и себя: 1(х) < 162 для всех х< 2. 

Как устроеий отображение } м! ожества Х. показано па 
рисхике 3: от каждого числа х надет стрелка к числу }(х) Из 


х@ Г ® „в 
= 


—. 


Ц (65) 
ее © (54) (45) 2% < 
4) 2) “а = ® 
=} 


Рис. 3. 


43 


№М483*). о) Докажите. что 
отношение квадрата радиуса 
вписанной окружности пря- 
моугольного треугольника к 
сумме квадратов длин меди- 
ан, проведенных из острых 
углов. не превосходит 120. 
6) Найдите наибольшее зна- 
чение, которое может при- 
нимать это отношение. 


*(Решеиве задачи М482 
будет опубликовано в сле- 
дующем номере журнала. 
44 


рисунка 3 видно, что для любого а; последователь- 
ность (*) либо войдет в «неподвижную точку» |: при иско- 
тором № получится ам = 1 (и тогда ам = @м+а = в»), 
либо попадет в «цикл» (период) ...-* 89-= 145 42-+ 
— 20— 4-— 16- 37- 58-» 89->... (Таким образом,’ чис- 
ло 83 в условии можно было бы заменить любым из семи 
остальных чисел этого цикла; 89 прнмечательно разве 
лишь тем, что к нему примыкает самая мощная «ветвь» 
на рнсуике.) Отсюда следует утверждеине задачи М481. 

Для апалогичной задачи, в которой вместо суммы 
квадратов цифр речь идет просто о сумме цифр, 
получается более простой результат: после нескольких 
применений отображення «х-— сумма цифр х» из чисел 
а:, кратных девяти, получится 9, а из любого числа а;, 
не кратного девяти, получится остаток от деления а, 
на 9. Таким образом, здесь имеется девять иеподвижных 
точек 1,2, ..., 9, и по а, сразу можно сказать, в какую 
низ них мы попадем. 

Разумеется, можно вместо { брать н другие функции 
скажем, сумму кубов, илн четвертых степеней цифр, ит. д. 
Для этих отображений также можно доказать, что { (х) < 
< х прн достаточно большом х, а значит, последователь- 
ности вида (+) рано или поздно входят п один из конеч- 
ного числа «циклов» — в частности, быть может, попа- 
дают в «цикл длины 1», то есть в неподвижиую точку. 
Хотя любители цифровых диковинок, возможно, полу- 
чат удовольствие, наткнувшись на такие неподвижные 
точки, как 1 -- 5% -- 33 = 153 (В. Панфилов) или № + 
- 6%* - 3% - 4% = 1634 (Г. Гуревич}, но искать здесь все 
циклы — дело довольно утомительное, даже если под ру- 
кой есть вычислительная машина. 


о 


Пусть а н $ — длины катетов треугольника, с = Ка? -{ $2— 
длина гипотенузы, г — радиус вписаниой окружности. По- 
скольку сумма квадратов длин медиан, о которой говорится 
в условии, равна 


Е] 
Ани зе 


в задаче требуется оценить отношение 422/553. Заметим, что 


= аф № аб < 
Пафее очь-умЕя 


поскольку аб < (а? | 5?)/2 на 8 > ИУ =. Отсюда 
получаем результат а): 


4г2 4 .й 
5 < 5% =. 


Более точная оценка (в ней используются неравенства @ -- 
6226 и с: = а2 4 6? > 206, обращающиеся в равен- 
ства при а == 5): 


Е, 226? г 9 о 
с* ^ ца--ь+ у а 52) 2126 + У205} 
НЕЕ ТРЕЯ 
_ 4а+уи2 ' 
откуда получаем результат 6): 
4? 1 _ 3—2 8 
ПЕ 7 И ПВН 


(приа = $ получаем равенство, то есть оценка — наилучшая}. 


№484. При каких п сущест- 
вует выпуклый  п-угольник. 
который можно’ ризрезать на 
несколько правильных много- 
угельников (не обязителоно 
одинаковых }? 


А [:} 
“и. 


Я 


Рис. 5. 


180'— 108" 


тт) <— — =36< 60* 


Рис. 6. 


Эта задача донускает и другие решения. использующие 
геометрические соображения. Приведем два решения, 

1°. Если продолжить Анагональ квадратика иа рисунке 4 
до пересечения с гнпотенузой. мы получим биссектрису пря- 
мого угла; обозначим её длину через #. Поэтому г--ир 21. 
Но биссектриса в любом треугольнике расположена между 
высотий В и медианой, длина которой п прямоугольном 
треугольшке с гипотенузой длины с равна 5/2. Отеюда 


г 7(1-Т 2) < (1/2. откуда получаем результат. 


2°. Зафиксируем отрезок АВ длины с. Пусть С — яюбая 


5 
точка полуокружности с днаметром [АВ] (тогда АСВ =90°) 
и М — центр вписанной окружности треугольника АВС. По- 


^^ 
скольку АМВ = 135°, точки М лежат па дуге в 90° с коица- 
мн А. В, а поэтому расстояние от М до прямой АВ (ра- 
днус г вписанной окружиости} будет нанбольшим. когда М 
попадает в середину этой дуги, Т. е. когда прямоугольный 
треугольинк АВС — равнобедренный. 
Н. Васильев 


Ф 


Мы сейчас докажем, что при 3 п< 12 таквке п-уголь- 
ники существуют. а при п 12 — нет. 

Обозначим разбиваемый л-угольник через М. Пра- 
вильный многоугольник, участвующий и разбнении М, 
назовем хорошим, если хотя бы одна из его вершин яв- 
ляется вершииой многоугольника М. 

{Лалее. говоря о многоугольниках разбиения, мы 
исегда под словом многоугольник будем подразумевать 
правильный многоугольник.) 

Наше доказательство будет состоять из иескольких 
пунктов. 

1°. Заметим, что в вершине многоугольника М может 

сходиться не более двух правильных многоугольников, 
причен это либо два треугольника. яибо треугольник 
н квадрат, либо треугольник и пятиугольник. 
° Это утверждение немедленио следует из того, что ве- 
личина каждого угла М меньше 180. а величина угла 
произвольного правильного многоугольника не меньше 
60°. и. кроме того. возможны только такие сочетания: 
60- + 60°. 60° - 90°. 60° - 108. 

На нашего замечания следует, что если правильный 
й-угольник с Е 6 примыкает к вершине многоугольника М. 
то гго стороны идут по сторонам М. 

2. Докажем, что правильный Е-угольник при # > 6 
не может быть хорошим. Предположим противное. То- 
гда, если он хороший и если все его вершины совпадают 
< вершниами М, то он совпадает с М. я мы предполагаем, 
что М разбит не менее чем нз два многоугольника. Если 
же найдутся две соседние вершины А и В Ё-угольника. 
одна из которых (А) является вершнной М, а другая 
{В) - вст (рис. 5). то при вершине В образуется угол, 
по величине меньший 60° (на рисунке 5 он заштрихован). 
который не можег быть заполнен углами правильных мно- 
гоугольников. Противоречне. 

3°. Так как правильный местиугольник можно раз- 
бить на правильные треугольники, будем считать. что 
и разбнении шестнугольники не участвуют. 

При таком условии мы получаем. что хорошими 
могут быть только треугольники. квадраты ин пяти- 
угольники. 

4. Докажем, что если п разбиении М есть хороший 
пятиугольник, то каждая его вершина лвляется верши- 
ной М. 

Прежде всего заметим, что вершиня хорошего пяти- 
угольцика (обазцачим его буквой П\} ие может быть виу- 
тренней точкой стороны ни многоугольника М, ни како- 
го-либо многоугольника разбнеиня (иначе при этой точке 
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Рис. 


Рис. 
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7. 


8. 


образовался бы «плохой» угол, не заполняемый правиль- 
ными многоугольниками — см. рисунки 6, а, 6). Поэтому 
каждая вершина П либо является вершиной М, либо ле- 
жит строго внутри А ин является общей вершиной еще 
каких-то многоугольников разбиения. 

Допустим, что нашлись две соседние вершнны П, 
одна из которых {А) — вершнна М, а другая (В) лежит 
строго внутри М. Покажем, что этого не может быть. 
В самом деле, поскольку В — общая вершина много- 
угольников. один из которых — пятиугольник, нам нуж- 
но заполнить правильными миогоугольниками угол в 
360°— 108° = 252”. Нетрудно сообразить, что четырьмя 
(и более) многоугольниками этот угол заполнить нельзя: 
четырех треугольников мало, а трех треугольников и 
одного квадрата уже много (4.60° == 240° < 252°; 3.60° -- 
-+ 90° = 270°>> 252°). Значит. угол в 252 можио по- 
пытаться заполнить двумя нли тремя многоугольникамн 
разбиения. 

Если многоугольников три, то один из них — обяза- 
тельно треугольник (3-90” == 270°> 252°}; поэтому в 
этом случае для заполнения двумя многоугольниками 
остается угол в 252° — 60° —= 192°. Пусть это — какие-то 
Е- и т-угольники. Тогда 


, 


180 (1 -+) -+ 180° ( ыы =)= 192 


2 7 30 
и еслн # = м, то > 45 ‚откуда А = > <5(н Е>3. 


60 
При А - 4 получаем т = -|3 -^ ие целое число; следова- 


тельно. квадрат в заполнении угла величиной 192° уча- 
ствовать не может. По той же причине ие может участво- 
вать в его заполнении н треугольник: прн # -= 3 получаем 


т -= -5`.Значит. угол в 192° «плохой», и, таким образом, 


угол п 2527 тремя многоугольниками заполнить нельзя. 
Если же многоугольииков два, то тогда 


180 (1 -*)- 180- (-=) - 259: (в < т), 


откуда 


Убедитесь самн, что в целых чнслах & т, “т 
это уравненне имеет только такие решения: А :-5, т = Ю 
иА.-4, т =20. Покажем, что ии одно из них не годится. 
Действительно, п вершине В к стороне [АВ] пятиуголь- 
ника ПЛ ине могут примыкать нн пятиугольник, ни десяти- 
угольник, ни двадцатиугольник (у них «плохие» внешине 
углы —72`. 36° и 18 соответственно}; значит, в вершине В 
к [48] должен примыкать квадрат. Легко понять, что 
тогда все прилегающие к {А8В] миогоугольники должны 
быть квадратами (рис. 7), что невозможно. поскольку 
величина «свободного» угла при вершине А меньше 72° < 
< 99°. 

Значнт, у хорошего пятнугольника не может быть 
вершины внутри М. Тем самым утверждение 4 доказано: 
если пятиугольник, участвующий в разбиеннии М. хороший, 
то все его вершины являются вершинами М. 

5 Легко понять, что к соседним сторонам хорошего 
пятиугольника многоугольники разбиения примыкать ие 
могут (иначе в общей вершине этих многоугольникон, 
являющейся. по доказанному, н вершиной вынукло- 
го А. сходилось бы не менее трех многоугольников. 
одии из которых — пятиугольник, и сумма величин углов 


Рис. 10. 


Рис. 12. 


а) 


б 


) 6} 


была бы ие меньше 108°--2.60°2>180?). Таким образом 
многоугольники разбиения могут примыкать только к 
несмежным сторонам хорошего пятиугольника. Пусть 
[48] — сторона пятиугольника Л. к которой примы- 
кают еще какне-то многоугольннкн разбнения (рис. 8). 
Пусть А, и В, — вторые концы сторон многоугольника М, 
выходящнх из вершин А ин В соответственно (А; и В, — 
не вершнны пятиугольиика ШП; возможно, что А, -= В}. 
Обозначим через С точку пересечення (АА,) с (ВВ). 
Тогда ДАСВ — правнльный треугольник, виутри кото- 
рого расположены все многоугольннки разбиения, лежа- 
щие выше [АВ] (если П расположен под [АВ], как 
на рисунке 8). 

6°. Докажем, что все многоугольники разбиения, ле- 
жащие внутри А АВС (рис. 8), являются треугольни- 
ками. 

Предположим противиое — пусть есть «не-треуголь- 
ники». (Будем считать, что сторона [АВ] горнзонтальна.) 
Рассмотрим ближайшую к [АВ] (самую низкую) вершину 
нс-треугольника; если таких вершин несколько, то ВОЗЬ- 
мем самую правую среди них. Обозначим эту «самую 
низкую и самую правую» вершину через О. Точка О не 
может лежать на стороне [АВ}: если «не-треугольннк» 
расположен так, как на рисунке 9, @, то один из 

180° — 90° й 
углов ве больше ——о — == 45°— «плохой»; еслн 


так, как на рисунке 9, б, и сне-треугольиике — 
«не-квадрат», то снова получается «плохой» угол (мы 
условились, что «не-треугольннк» — мн «не-шестнуголь- 
инк»); если же «не-треугольник» — квадрат, то справа 
к вершине О примыкает снова Квадрат (рис. 9, в). и, значит, 
вершина р — не самая правая. Точка О не может лежать 
н на сторонах [АА,] и [ВВ,] многоугольника М: концы 
А, н В, — не ближайшне к [АВ}. а если р — внутренняя 
точка | АД, ] или [ВВ.], то тогда «не-треугольник» Должен 
быть целнком расположен внутри угла в 60° (рнс. 10, а, 6). 
что невозможно. 

Итак, точка 2 — внутренняя точка областн АА, ...В, В 
многоугольника М. Поскольку все «не-треугольники», 
сходящиеся в О, должны располагаться ие ннже 
проходящей через ШБ горнзонтальной прямой, сумма 
нх углов при вершине Д не больше 180°. Значит, это либо 
двз квадрата, либо с вершиной в О есть только одии «не- 
треугольник». Если это два квадрата, то поскольку р — 
самая нижняя, они могут быть расположены только Го- 
ризонтально — так, как на рисунке 11; но тогда вершина 
Р — не самая правая средн вершии «не-треугольников». 
Если же «ие-треугольник» в О только один (например, 
Е-угольннк, Ё > 4. #36), а остальные многоуголь- 
ники разбиения — треугольники, то тогда 


2 
3607 — 180° (1 = +.) = 60-и 


Б 
(п — натуральное). Отсюда # = мс В натуральных 


числах это уравнение имеет такие решения: п = 4, # = 6; 


47 


АХ Н- р 
а} 


8) 
Рис. 13. Рис. 13, 
| П=5 п=б 
а} 6) о) 6) 
Рис. 15. Рис. 16. 
П= 7 П=8 
5) а} 
а} 5) 
Рнс. 17. Рис. 18. 
п=9 , п=®ю | 
а) 6) 
Рис. 19. Рнс. 20. 
П= 11 п = 12 
Рис. 21 Рис. 22. 


п=5, &=3 п = 6, & = 2; п=9, Е = 1. Ни одно нз 
инх нам ие подходит (у нас К > 4 нЁ-2 6). Полученное 
противоречне доказывает утверждение 6°: все многоуголь- 
ники разбиения, лежащие внутри А АВС, являются 
треугольниками. 

7`. Докажем, что если среди хороших многоугольни- 
ков найдется пятиугольник, то М имеет не более девяти 
сторон (то есть п 9). 

В самом деле, если А, 5 В, = С, тоу М углы при 
вершинах А, и В, равны по велнчиие 120° (в вершинах А, 


$493. Какое влияние оказы- 
вает „Луна на траекторию 
движения Земли вокруг Содн- 
ца? 


Рис. 23. 


Рис. 24. 


н 8, сходятся треугольники — один или два; один ни 
при Л,, ин прн 8, быть не может, поскольку в этом слу- 
чае сумма величин внешиих углов при вершинах А, 
и В, равна либо 360? — 2-60° -= 240°, либо 360? — 60° — 
— 120° =- 180°, а она должиа быть строго меньше 180%). 
Так как многоугольник М — выпуклый, это означает, 
что отрезок [А;8,] является его стороной. 

Таким образом, если в разбнении многоугольника М 
участвует хороший пятнугольник, то не более чем к двум 
сторонам этого пятиугольника может примыкать много- 
угольник. причем это либо правильный треугольвик, 
либо равиобедренная трапеция (рис. 19). Из этого следует 
утверждение 

8°. Докажем теперь, что еслн выпуклый многоуголь- 
ник М можно разбить на правильные многоугольники. 
то он имеет не более двенадцати сторен (то есть п 12). 
Предположнм противное: пусть м >> 12. Тогда из пунктов 
3’и 7’ следует, что среди хороших миогоугольников, уча- 
ствующих в разбиенин многоугольника М, есть только 
треугольннки н квадраты. Поэтому величина каждого 
его угла имеет вид 90° -- 60°т (&> 0, т-> 0, ВМ, 
те М} и делится на 30; поскольку 90° + 60°т < 
< 180°, величина каждого угла М ие больше 150°. Следо- 
вательно, величина каждого его виешиего угла не меньше 
30°. и тогда сумма всех его ввешиих углов не меньше 
13-30 > 360° — противоречие. 

Примеры разбиений миогоугольников с тремя, че- 
тырьмя, ..., двенадцатью сторонами приведены иа ри- 
сунках 13—22. 

С. Миронов 


Ф 


Как известно. под действием сил притяжения Луна и 
Земля вращаются вокруг некоторой точки Р (рис. 23). Центр 
Луны движется по окружности радиуса гд == 380 000 км, 
а центр Земли — по окружности радиуса гз== 4700 км. 


Под действием силы притяжения Солица система Земля — 
Луна вращается вокруг Солнца. При этом точка Р движет- 
ся по окружности радиуса Юз == 150.108 км. 

При различных положениях Луны центр Земли иа- 
ходится то с одиой стороны от траектории точки Р, то 
с другой. При движении вокруг Солица Земля «качается» 
около окружности лс Во. Прн этом максимальное 
отклонение центра Земли от центра Солнца равно К№ь -Е 

73 ‚ а минимальное отклонение равно Ао — гз - 


Луна совершает полный оборот вокруг Земли за вре- 
мя Тл= 27 суток 7 часов 43 мннуты И  секуйд 
(-=27,322 суток). За это же время Земля делает один обо- 
рот вокруг точки Р. Центр Земли проходит при этом путь 
$ = 27г3 л= 29 500 км, ви его линейная скорость п = 
= $/Гл == 12.5 мс немного превышает рекордную ско- 


рость человека (-=10 м/с). Линейная скорость орбиталь- 
ного движения точки Р равиа У = 30 км/с. 


Участок траекторин, проходимый точкой Р за срав- 
нительно иебольшое время, можио считать прямолиней- 
ным. (За одни сутки радиус-вектор точки Р поворачи- 


2 
вается на угол &= 365 == 0,99°, ни дугу, проходимую 


точкой Р, можио считать отрезком прямой.) Мнымн сло- 
вамя, скорость точки Р в течение небольшого иромежутка 
времени можно считать постоянной по иаправлению. В те- 
чение малого промежутка времени проекцню скоростк 
0 иа направление движения по основной траектории мож- 
но записать м виде = очпт («Ё-- Фо), где частота вра- 
щения ® = о/гз, а начальная фаза Фо связана лишь с вы- 
бором начала отсчета времени Ё. Модуль скорости центра 
Земли относительно Солица за малый промежуток време- 


$494. В схеме, изображенной 
на рисунке 26. Ю,:=90 Ом, 
Ю:- 300 Ом. Ю,* 60 Ом, 
[:=90 Г. Каковы значения 
В, п ЕЁ,. гсан через гальвано- 
метр С ток не идет независи- 
мо от того, подключен к клем- 
мана и 6 источник посто- 
янного или переменного тока? 


Рис. 26. 


Ф495. Три несмешивающиеся 
жидкости с плотностями Ру. 
р. м рэ заполняют замкнутую 
тонкую цилиндрическую труб- 
ку, образующиую кольцо, пло- 
скость которого вертикальна. 


ии меняется тоже по сниусоидальному закону (рис. 24): 


[| =у чо --У- чз (< | $0). 


Такны образом. п течевие малого промежутка вре- 
мепи траектория движения Земли вокруг Солнца пред- 
ставляет собой сниусоиду (участок сииусоиды). Всю же 
траекторию Земли за время полного оборота точки Р 
вокруг Солица приближенно можно представить как 
следуюншие лруг за другом последовахельные участки 
синусовды, «согнутые» в окружиость. Число колебзинй, 
совершаемых Землей около основной траекторни за один 
год. равно, очевидно, 1 год’Т д = 13,5. Так что через год 


центр Земли понадает уже ие в «прошлогоднес» поло- 
жение. 

Мы видим, что в движении Землн, если говорить точ- 
мо, нет повторяемости, то есть для движения Землн во- 
круг Солнца нельзя вяести понятия пернода обращения. 
С математвческой точки зрения периодично движение 
системы Земля — Луна как целого. 

На рисунке 25 схематически предсгавлеиа траектория 
движения центра Земли вокруг Солица. 

А. Дозоров 


Ф 


Тот факт, что через гальванометр ие ндет ток, означает, что по- 
теицналы и их фазы в точках си 4 одинаковы. Следовательно, 


Нап 
= —^——. Так как отношение 
Нат 


Исп 
Исп = Чан, Ист 7? Чат И 


Нет 
падений нанряжения на последовательных 
пропорциопально отношению 
участков, то 


участках цени 
полиых сопротивлений этих 


к, г к, 
и в -- Л у о? ° 


ИЛИ 
252 252 Зри 2р2 
ВВ; == Ю.К 4+ 6? (к: — 183) = 0. 
Это равеиство должно выполняться при любых значе- 


ннях @. Значит, коэффициент при ©? должен быть равен 
нулю, то есть 


[1 — 1268 =: 0, 
и следовательно, 
В1Юз — КЗ = 0. 


- В 1. 
(Нетрудно проверить, что п этом случае в. . В, так 
1 з 


что фазы потеициалов в точках с и 4 одннаковы.) 
Из последних уравиений находим: 


$Ф 


Давление впутри трубки в точках А и В одинаково; одниа- 
ково н Давление п точках Си Д. Это означает, что 


Ради = райна -- Рэя. 
Но Л; = № — №. Используя это соотношение, получим 
(рх — Рз) № = (фз — рз) В». (1) 


(рис. 27): Жидкость с пло- 
тностью ри заполняет дугу 
кольце с угдом @)., жидкость 
с паотностью р. — дугу с 
углом &»›. Какой угол @ об- 
ризует с вертикилью радиус 
кольци. проведенный к грани- 
це этих жидкостей? Поверх- 
ностными эффектами прене- 
бречь. 


Рис. 27. 


Ф496. В цилиндрический кон- 
денсатюор в точке А впускиет- 
ся слеска расходящийся пучок 
полажиительных понов с малым 
углом раствора тё (рис. 28). 
Все ионы в пучке нмеют оди- 
наковию энергию. Те ионы, 
у которых вектор скорости 
в точке А направлен перпен- 
дикуалярно АО. Явижутся по 
окружности радиуса Аб=то, 
концентрической с обкладко- 
жи конденсатора. Доказать. 
что пучок ионов будет фоку- 
сироваться в точке В такой, 


—^. ее 
что АОВ -- ЗГИ/?. Опреде- 


ать максимальную ширинку 


пучка. 


Фнс. 29. О 


Из рисумка видно: Я; = А с05 @ -- А с0$ (л—@ — @а,) = 
— Е [с & — с05 (@ а] и 1. = ЮВ са — 
— К с03 (@, —@), где Ю — раднус кольца. Подставляя 
эти выражения для й, ий, в равеиство (1), найдем 
(р: — 03) 60$ © — с0$ @ с0$ 2, Е чт т 0] = 

= (р. — 63) 160$ & — 0$ &. с0$ а — 5т а, зт 9], 
илн 
{1 — Рз) (1 — с05 0 -- 5 2, 4 @) = 

==(Рра — Йз) (1 —с05 @1 — 91 9 4 9). 

Решзя это уравнение, найдем 
(р, — 6») (1 — с0$@!) — (р. — р.) (1 — с0$ &:) 


гы :— 7.) по + (р: —Р.) па. з 


Ф 


Для того чтобы можно было изучить движение ионов, 
необходимо прежде всего выяснить. какая сила действует 
на иои в электростатическом поле цилиндрического кон. 
денсатора, то есть выяснить, какова напряженность элек- 
тростатнческого поля коиденсатори. 

Напряженность поля пропорциональна  плотностн 
снловых лнний. Если через дугу с едииичным углом иро- 
ходнт пл силовых линий, то через дугу с углом ф прохо- 
дит А = пф силовых линий. Плотность силовых линий, 
пересекающих дугу радиуса г, равна отношению числа АЛ 


п 
к длице гф дуги, то есть равиа —_— (рис. 29). 


Следовательно, напряженность поля конденсатора 


1 
пропорциональна ——: 


Е = вт Ь— 01$ - 


В таком поле на заряд 4, находящийся на расстоянии г 


от оси конденсатора, действует снла Г такая, что 
> 83 
Эта сила сообщает заряду ускорение а, равное по модулю 


[2 [5.5% 


где т — масса заряда. 

Обозцачим х отклоление иопа от основной траекто- 
рни ряднуса го (эта траектория показания на рисунке 28 
красной линией}. Тогда г= п --х, п 


о 


Рассмотрим движение этого нона п системе отсчета, вра- 
щающейся вокруг оси конденсатора так, что угловая ско- 
рость ее в каждый момент равиа угловой скоростн %& от- 
клонившегося нона. В этой системе ускорение уже 


= 
не равно а. так как все точки системы тоже движутся 
с нёкоторым ускорением относительно иеподвижной сн- 
стемы отсчета, связанной с осью конденсатора. Точка, 
находящаяся из расстоянии го -- х от оси, движется с цен- 
а} = ©? (и Г Х). 


тростремнтельным ускорепием 


Следовательно, во вращающейся системе отсчета ускоре- 
ние нона равно 


ме = — а ац = лота +90 тм. 
ЕН 


Из закона сохранения момента импульса следует, что 
ы Га 
т (го -- х0 —= тиб, 


где в,— угловая скорость нома в точке А. Она же равна 
и угловой скорости иона, движущегося по «красной» траек- 
- 


торин. Но центростремительное еконЕние] ао |-=@0*/, иону, 
движущемуся по «красной» траекторин радиуса го. сооб- 


щает сила Ё, равная по модулю —* ‚ поэтому 
п 
ь [2] 
то = ришщ= 5. 
тго тг 
Таким образом, 
ы 59 59 7 
@отк | = д о) ВЕС Е: = 
т (о 2х) тгб (ох) 
__54 [73 — (го +х)?] _ 89 (— 2х —х?] 
т (го -— <)? (0+9 ° ° 
При х <<ь 
- 64 
=—2— 
а 72 
Мы видим, что 
- ь 
ан а Ех, где & = = : 
Г: 


Как известно, при такой зависимости ускорения тела 
от смешения тело совершает гармонические колебания 
ры 


Я 
с пернодом Т = 2^ У -= ` Следовательно, ноны пучка, 


скорость которых в точке А составляет малый угол < со ско- 
ростью ионов, движущихся по основной траектории, бу- 
дут совершать относительно основной траектории радналь- 
ные гармонические колебания с периодом 


тг 
Т=2л 2549 


Этот период одинаков для всех ионов. Значит, после того 
как ноны попадают в конденсатор в точке А через време- 


Г 
на {1 -п-о (пе, 2,3, ...) ‚ все ноны будут оказывать- 


’ 
ся в одной в той же точке основной траекторин — будут 
фокусироваться. Нетрудно вайтн угол Фо между двумя 
последовательными фокусамн: 


т 59 / =8 л 
Фо - в - 0-5 = Л ] м 
0 


254 — ЗУ. 


^^ 
Таким образом, если АОВ =в/У2, то ионы будут фоку- 
сироваться в точке В. 

Найдем теперь макснмальвую ширину инузка. Для 
этого воспользуемся тем, что максимальное абсолютное 
значение скорости тела, совершающего гармонические 
колебания. и амплитуда хдах его колебаний связаны 


Рис. 30. 


$497.-Диск радиуса г, враща- 
ющийся с угловой скоростью 


«, бросают со скоростью у 
под углом © к горизонту. Пло- 
скость диска в0 время его 
движения остается верти- 
кальной. Найти радиус кри- 
визны траектории самой верх- 
ней точки диска в тот мо- 
мент, когда диск достигнет 
максимальной высоты своего 
подъема. 


соотношеннем 


ый 
[5 Вы — Хтах®, 


где @ = 21.Т — частота колебаний. В нашем случае 


| | равно значеиию радиальной проекции скоростн 
в точке А нона (рис. 30): 


> о | 2 4% 1 
О пах = | Фо М7 5 = 07% 51 = 0 27 09 


в: [2 
(так как @& мало, т 52-5). Поэтому 


2х 
ий + 


Следовательно, макснмальная ширнна @ пучка равна 


—5` 675% = Хтах 


оияГ 09 
4 = ЗАтах = — 5 = Е . 


% 


В тот момент, когда диск достигнет максимальной высоты 
своего подъема, скорость центра диска будет направлена 
горизонтально и ее абсолютное значение будет равно 


№ | с05$ &. Так как диск вращается вокруг своего центра 
с угловой скоростью ®, линейная скорость точек края 
диска в системе координат, движущейся горизонтально 
с той же скоростью, что и цептр диска, равиа @г, а их 
ускорение равно по модулю 6 и направлеио к центру 
Анскз. В системе координат, связаиной < землей, скорость 


> 
и самой верхней точки диска в тот момент, когда диск 
достнгаст максимальной высоты подъема, направлена 


- > 
горизонтально, н [ч|- [2| 05$ -[ г. Ускорение п 
этой точки п этот момент направлено вертикально, и 


> — 

ю | = о" ||. Следовательно, п этот момент точка 
движется по круговой траектории, радиус которой опре- 
деляется соотношеннем 


|2 |=. 


Отсюда 


|| 
| Н. Слободецкий 
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По странмцам школьных учебников 


А. Звонким 


Когда 
существует 
предел? 


Долгие годы мировой рекорд в беге 
на 100м держался на уровне 10,1с. 
Многие даже считали, что улучшить 
его невозможно. Но жизнь опроверг- 
ла пессимистов: сначала стометров- 
ку пробежали за 10,0, потом — 
за 9,9с. «Да есть ли вообще предел 
у рекордов?» — писали взволнован- 
ные спортивные комментаторы. 

Бедные комментаторы! Они не 
знали теоремы Вейерштрасса — нначе 
ответ был бы им очевиден. 


Монотонность 


Про иекоторую  последователь- 
ность (В„) один школьник написал в 
контрольной, что она — «неубываю- 
щая», а другой — что она «не убы- 


вающая». Ответ одного из школьни- 
ков учитель признал правильным, 
а другого — неправильным. Как 


это могло случиться? Поскольку по 
правилам грамматики частицу «не» 
можно писать с причастием как слит- 
но, так н раздельно — дело, конечно, 
в математике. Кто же из школьни- 


ков прав? Оказывается... впрочем, 
подождем с ответом. 
В п. 31 учебника «Алгебра и 


начала анализа 9*) даются определе- 
ния возрастающей, убывающей, не- 
возрастающей, неубывающей и мо- 
нотонной последовательности. Ес- 


*) В дальнейшем все ссылки — на эту 
кингу. 


ли возрастающие ип убывающие по- 
следовательностя объединить под 
названнем строго. монотонных. шесть 


перечисленных свойств будут 
находиться в логической взаимоза- 
висимости, указанной на  рисун- 
ках Ти 2. 


Если последовательность (х„) дей- 
ствительных чисел представить се- 
бе в виде точки, которая совершает 
прыжки ло числовой прямой, занимая 
по счету «раз!, «два, «три, 
положения Ху, Хь, Хз, ..., То строго 
монотонными будут те последователь- 
ности, которые всегда прыгают в 
одну сторону (убывающие — налево, 
возрастающие — направо}, а монотон- 
ными — те, которые либо прыгают 
в одну сторону, либо стоят на месте 
(например, невозрастающие последо- 
вательности прыгают налево или сто- 
ят на месте). Монотонной последо- 
вательностн из бесконечного количе- 
ства прыжков запрещается хотя бы 
два сделать в разные стороны. 

Упражнения 

|. Докажите. что последовательность 
(хз) тогда и только тогда является одно- 
временно невозрастающей и неубывающей, 
когда она-—ипостояиная (п, 19). 

2 Локажите. что последовательность 
ие чожет быть одновременно возрастающей 
и убывающей. 

Глядя на рисунок 2, легко сооб- 
разить, что из двух школьников, упо- 
мянутых в начале раздела, прав вто- 
рой (если бы прав был первый, т. е. 
если бы последовательность (В„) бы- 
ла неубывающей, то тогда был бы 
прав и второй — она была бы и «не 
убывающей», а сказано, что прав 
только один из них). Таким образом, 
поскольку первый не прав, последо- 
вательность (В„) — либо вообще не 
монотонная, либо невозрастающая, но 
не постоянная и не убывающая. 

У праж нения 

3. Прнведнте пример невозрастающей 
последовательности, не являющейся нн 
убывающей. ни постоянной. 

4. Пусть { — возрастающая (и. 36) 
чнсловая фуикция (п. 34). Зададнм после- 
довательность (хп} равенствами: 


ж фа, 

{ Хп > пи 
(а — мекоторое чнсло}. Докажите, что если 
х. > м, то последсвательнасть (ха} — 
возрастающая. п еслн х› < х!. то — хбы- 
вающая. 


В у 
см 
НУ НВ 
М 
Рис. 1, 
Ограниченность 


К понятию ограниченной после- 
довательности, введенному в учебни- 
ке (п. 26), полезно добавить еще два: 
последовательность (х„} называется 
ограниченной сверху, если. существу- 
ет такое число М, что для всех п 

х < М; 
последовательность (х„) 
ограниченной снизу, если существу- 
ет такое число т, что для всех п 

х, > т. 

Очевидно, последовательность (х„) 
тогда и только тогда является огра- 


ниченной, когда ома ограничена свер- 
ху и снизу. 


называется 


У пражнення 

‘5. Приведите четыре примера после- 
довательностей: ограниченной сверху, но 
не сннзу; ограннченной снизу, ио не свер- 
ху; не ограниченной ин сиизу, нн сверху; 
ограниченной н снизу, и сверху. 

6. Докажите. что любая пеубываю- 
щая последовательность ограничена сии- 
зу, любая невозрастающая — сверху. 


Существование предела 


В учебнике доказывается, что если 
последовательность имеет предел, 
то она ограничена (п. 26). Следова- 
тельно, если последовательность не 
ограничена, то она предела не имеет. 

Кроме того, в учебнике форму- 
лируется упомянутая в начале статьи 
теорема Вейерштрасса: 
если последовательность  монотонна 


и ограничена, то она имеет предел 
(п. 32). 


Монотонные 


Ситуация станет более ясной, если 
мы изобразим ее в виде таблицы. 
Любая последовательность обладает 
(знак -- в таблице ниже) или не об- 
ладает (знак —) каждым из двух 
свойств, указанных над «входными» 
столбцами таблицы. Таким образом, 
возникают четыре возможности. В 
трех случаях сформулированные 
выше теоремы позволяют утверждать 
существование (знак -- в хвыходном» 
столбие таблицы) или несущество- 
вание (знак —) предела. В четвертом 
случае (третья строка таблицы) ни- 
чего определенного сказать нельзя 
(см. упр. 7). 


Монотон- 
ность 


Ограничен- Существование 


предела 


Упражнения 


7. Приведите пример немонотонной 
ограннченной последовательности, имею- 
щей предел. н пример пемонотоиной огра- 
инченной последовательности, не нмеющей 
предела. 

8. Докажите, что последовательиость 


жи = 194+... +27 


не нмест предела. 
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Теорема Вейерштрасса спасает мно- 
гие математические рассуждения, ко- 
торые без нее оказались бы нестроги- 
мн. Сравним два рассуждения. 

Пример 1. Положим 


х= И Ире... а) 


(количество радикалов бесконечно). 
Заметим, что под первым радикалом 
стоит 24-х. Решая уравнение 


х=И 2-х, (2) 
получаем х=2. 
Пример 2. Положим 
х= 1+ 2+ 4-8 -+ 16 + 32 +... 
{количество слагаемых бесконечно). 
Заметим, что 


х=1-+2-+4+8-16+... = 
=1+214+2+4+8+...) = 


= |} - 2х. 
Решая уравнение 
х = 1+ 2%, 
получаем х=—1. 
Рассуждения аналогичны, од- 


нако во втором примере мы получили 
явную бессмыслицу. Попробуем спа- 
сти (сделать строгим) первое рассуж- 
дение. Для этого при помощи понятия 
предела придадим точный смысл «бе- 
сконечному выражению» (1). Рас- 
смотрим последовательность 


Хх: = и?, 
Е 2-х. 


Под выражением (1!) естественно по- 
нимать предел этой последователь- 
ности, если он существу- 
ет. Вот тут-то нам и поможет тео- 
рема Вейерштрасса. Легко прове- 
рить, что для всех п, во-первых, 
х,<2 (по индукции) и, во-вторых, 
х„>х,-—и (м. упр. 4). Значит, по 
теореме  Вейерштрасса последова- 
тельность (х„) имеет предел. Таким 
образом, обозначение х для выра- 
жения (1!) корректно. Из 
равенства х„-- Г 2-х,, _ пере- 
ходя к пределу, получаем (2). Рас- 
суждение примера | спасено *). 


*) По поводу осмысления «бесконечных 
выражений» см. также «Квант», 1977, № 10, 
с. 60 
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Второе рассуждение спасти та- 
ким путем невозможно (см. упр. 8). 


Вернемся к началу статьи. Так 
есть ли предел у рекордов? Каз алось 
бы, все ясно: — последователь ность 
рекордов, скажем, в беге на 100м, 
конечно, убывает (каждый следующий 
рекорд фиксирует меньшее время) 
н ограничена снизу (никто никогда 
не пробежит 100м за 0 секунд); зна- 
чит, по теореме Вейерштрасса она 
имеет предел. 

На самом деле, в применении ма- 
тематического аппарата к реальной 
(в данном случае, к спортивнон) 
жизни не все так просто, как это сз- 
глядит в предыдущем абзаце. Вот и 
у нас, конечно же, не все корректно. 
Что именно? Ожидаем ваших писем. 


Задачн 
} Является ли последователь ность 
хп = п: пл (ПЕ М} ограниченной? 


2. Докажите, что последовательность 
1 за 1 1 1 
дп = +... =— 
м п п 1 т +2 к + 4" 
имеет предел. 
3. Докажите, что послеловательность 
| 


пз 


1 1 
ха =1 +++... + 


нмеет предел. 
4. Докажите, что последовательность 


| | 
Ха =1 +++... + 


не нмеет предела. 
5. Чему равно число 


3/ 3 Е. рии рананинииты 
| 5+ 6 Ре бр 2 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Сейчас отцу столько лет, 
сколько месяцев было сыну, когда 
отец был старше его в9 раз. Сколько 
лет сейчас отцу. если известно, что 
он сгарше сына на 26 лет 8 месяцев? 

2. Полный комплект косточек до- 
мино выложите. как показано на’ ри- 
сунке, так. чтобы косточки соирика- 
сались по правилам домино. и суммы 
очков в каждой букве были одинако- 
ВыМИ. 

3. Коробка конфет имеег форму 
прямоугольного нараллеленииеда 
{а — длина. Р — ширина, © — вы- 
сота коробки; коробка -- не куб!). 
Какой длины веревочки хватит. что- 
бы перевязать коробку обычным спо- 
собом (см. рисунок)? 

4. В магазин привезли платья 
трех разных фасонов и трех разных 
расцветок. Продавшица хочет выбрать 
для витрины Три платья так. чтобы 
были представлены все фасоны и все 
расцветки. Всегда ли она сможет это 
сделать? 


5 


В.Невгол 
Приключения 
Танся Л. фаадя 
толетяка 


Пайкфафта 


В этой статье обсуждаются две довольно 
любопытные и поучительные задачи по фнзике, 
условия которых взяты .нз литературных 
произведений. 
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сть у Эдгара По сравнительно 
малоизвестный фантастический 
- рассказ «Необыкновенное при- 
ключение некоего Ганса  Пфааля». 
Герой этого рассказа совершил уди- 
вительное открытие — получил нео- 
быкновенный газ, плотность которого 
в 37,4 раза меньше плотности водоро- 
да. Воздушный шар. наполненный та- 
ким газом, обладал невероятной подъ- 
емной снлой. С его помощью Ганс 
Пфааль . даже сумел добраться до 
Луны. 


То, что газа легче водорода в 
природе не существует, доказывать не 
станем — это общеизвестно. (А вы 
сможете объяснить, почему это не- 
возможно?) Но ие лишена интереса 
задача: если бы такой газ все-таки 
существовал, во сколько раз увели- 
чнл бы он подъемную силу воздушно- 
го шара (по сравнению с шаром, на- 
полненным водоролом)? 


Несмотря на несложность задачи, 
многие не сразу находят верный от- 
вет. Тут так и напрашивается «ло- 
гичный» вывод: — поскольку газ в 
37,4 раза легче водорода, то и подъ- 
смная сила его болыне во столько же 
раз. Возможно, на такое поспешное 
умозаключение читателей и рассчи- 
тывал Эдгар По, когда плеал свой 
рассказ. Вирочем, столь же вероят- 
но, что он н сам стал жертвой ошибоч- 
ного рассуждення, внешие столь ло- 
ГИчногО. 


Однако простейший расчет пока- 
зызаег, что вынгрыш в подъемной си- 
ле был бы таким ничтожным, что его 
можно вовсе ие принимать во вннма- 
ние. Проверим это. Для этого найдем 
подъемную силу воздулнного шара, 
наполненного водородом, и шара. на- 
полнениого газом Ганса Ифааля. 


Пусть объем воздушного шара ра- 


вен { м3. Плотность воздуха рав- 
на 0,00129 г/см, водорода — 


0.00009 г’см?, а газа Ганса Пфааля — 
0.0000024 г’смз. Напомним, что нодъ- 
емная сила воздушного шара —— это 
разность межлу выталкивающей сн- 
лой, равной силе тяжести воздуха, 
вытеснениого шаром. и силой тяжести 
газа внутри шара (оболочку шара 
будем считать невесомой). Тогда подъ- 
емная снла шара, наполненного водо- 
родом, равна приблизительно 12 Н, 


а шара с газом Ганса 
12:97 7 

Таким образом, выигрыш в подъ- 
емной силе всего-навсего около 0,3 5! 
Итог настолько ничтожный, что, оче- 
видно, Гансу Пфаалю (нли Эдгару 
По) не стоило и изобретать чудодейст- 
венный сверхлегкий газ, нарушая, к 
тому же, законы природы. (Справед- 
ливости ради заметим, что во времена 
Эдгара По таблица Менделеева еше 
не была составлена.) Вся беда — в 
небольшой силе тяжести водорода. 
Будь возможен газ даже в Тысячи 
раз легче водорода, он все равно не 
помог бы существенно увеличить подъ- 
емную силу воздушного шара. Пре- 
дел такого увеличения — те 0.9 Н, 
которые составляют силу тяжести 
самого водорода. 


Пфааля — 


спомним теперь популярный фан- 
тастический рассказ Г. Уэллса 
зу «Правда о Пайкрафте». Смешной 
толстяк Пайкрафт, страстно желая 
избавиться от лишнего веса, вынил 
таинственное индийское снадобье — 
и полностью потерял вес, в самом бук- 
вальном смысле! Целыми днямя летал 
он под потолком собственного кабни- 
нета, не выходя на улицу. дабы не 
упорхнуть ввысь, подобно воздушно- 
му шару. Так продолжалось до тех 
пор, нока Пайкрафту не посоветовали 
заказать себе специальный костюм 
со свинцовыми прокладками. В таком 
костюме. в тяжелых свинцовых баш- 
маках и с полным портфелем свинца 
в руках он. наконец. получил воз- 
можность вновь ходить по улицам, 
как все люди. 


Напрашивается вопрос — много 
ли понадобилось свинца,  что- 
бы Пайкрафт смог спокойно ходить но 
Земле? Сделаем несложный расчет. 
Предположим. толстяк Пайкрафтвесил 
1000 Н (его масса была 100 кг), тогда 
объем его тела можно считать равным 
0,1 мз, Лишенный веса, Пайкрафт как 
бы превратился в своеобразный воз- 
душный шар того же объема. «Подъ- 
емная» сила его составляла всего око- 
ло 1,3 Н! 

И туг мы видим, как тускнеет на- 
рисованная буйной фантазией писа- 
теля картина злоключений невесомого 
Пайкрафта! Даже в чювседневной 
своей одежде Пайкрафт вовсе не до.- 
жен был парить под потолком своего 
кабинета, а мог бы, хотя и не очень 
устойчиво, сидеть я кресле за пись- 
менным столом и даже осторожно хо- 
днть по комнате (избегая, правда. рез- 
ких движений). А свинцовый костюм 
н свинновые ботинки ему не понадо- 
бились бы вовсе — в обычной одеж- 
де, да еще взяв в руки тяжелый порт- 
фель, он мог бы ходить по улицам 
(конечно, остерегаясь сильного вет- 
ра!), не опасаясь взлететь в небеса. 

Как мы убедились. «летучесть» 
Пайкрафта и вызванные ею проблемы 
сильно преувеличены автором. Сомни- 
тельно, конечно. чтобы Уэллс не за- 
метил этого, когда писал свой рассказ. 
Скорее всего, он умышленно игнори- 
ровал полученные при расчете дан- 
ные. чтобы в более ярких ин вырази- 
тельных тонах представить комиче- 
ские злоключения бедного Пайкрафта. 
При этом автор, видимо. был уверен, 
что читатели, увлеченные орнгиналь- 
ным вымыслом, так и не заметят до- 
пущенных им преувелнченнй. 
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Непересекающиеся 
тропинки 


Представьте себе, что вам 
нужно ироложить тропинки, 
соеднияющие попарно А то- 
чек. причем сделать это так. 
чтобы тропинки между собой 
не пересекались. Для каких 
Е это можно сделать? Как бы 
вы ни старались, если эти 
точки лежат на плоскостн или 
на сфере. то больше четырех 
точек соединить таким обра- 
зом не удастся. Правда, до- 
казать это строго довольно 
сложно. 

Вот еще похожая задз- 
ча — про домики и колодцы: 


Рис. 1. 


нужно соедннить три домика 
н три колодна так, чтобы 
каждый домик был соедннен 
© Каждым колодцем и тро- 
пинки ие пересекались. Окз- 
зывается. этого тоже сделать 
нельзя (рис. 1. 2). 

Но то. что нельзя сделать 
на плоскостн п на сфере, уда- 
стея осуществить, если точки 
лежат на других поверх- 
ностях. Возьмем, например, 
тор — так математикн иазы- 
вают поверхность бублика. 
На торе удается попарно сое- 
дннить даже семь точек. Лег- 


ко решить из нем н задачу о 
домиках н колодцах. Эту 
вторую задачу сделайте само- 
стоятельно. а первая раце- 
на... на первой странице 
обложки. Вот правила, по 
которым нарисованы  тро- 
пинки на обложке. Серый 
квадрат — это дырка. обла- 
дающая волшебным — свой- 
ством: если тронинка подо- 
шла к одной из ее сторон. то 
носле этого она продолжается 


на противоположной  сторо- 
не дырки (рис. 3). 
Но все-таки.  причеч 


здесь тор? Объясним это. 
Прежде всего заметим. что с 
точки зрения тровинок ие 
важно. аккуратный» — тор 
или нет (рис. 4.5). Теперь 


представьте себе. что рису- 
нок с первон страницы об- 


ложки сделан ис на синей 
плоскости, и на синей сфере 
(см рис. на с. 60 на нем про- 
зелена еше одиа тропиика, 
идущая по снней области; на 
обложке она не показана). 
Затем из сферы вырезан се- 
рый «квадрат». и противо- 
положные стороны образо- 
взвшейся ‚, дыркя склеены- 
При этом действительно полу- 
чится тор (рис. 6). И на 
этом торе семь точек сое: 
динены  непересекающимися 


® 


© 


Рис. 6. 


Рис. 7. 

тропинками. Придумайте — аналогич- 
Постарайтесь решить на  цые правила рисования на 

торе задачу про четыре до-  кренделе (рис. 7). 

мика и четыре колодца. Г. Макаров 


Практмкум абитуриента 


Г. Перевалов 


Что значит 
«для Любого $»? 


Вот какой случай произошел в прош- 
лом году на вступительном экзамене 
ю математике в одном из вузов. 


0б одной ошибке 


Абитуриенту Сереже К. досталась 
теорема о пределе суммы двух схо- 
дящихся числовых последовательно- 


стей. 

«Пусть, -— сказал Сережа, — 
Итх, аи Иту, ==6. Тогда для 
п-о2 п->-с 


любого положительного числа е най- 
дется номер п, такой. что для всех 
п> пл, будет выполняться неравен- 
ство р, —а|<е. А так как в — 
любое положительнюе число, то вме- 


е 
сто # можно взять ——, И для п >И: 


мы получим неравенство 
# 
|х,„—@|<-5. (1) 


Аналогично, найдется номер п. та- 
кой, что для всех п > п. будет вы- 
полняться неравенство и. —6|< 
<. В силу произвольности # >> 0, 


2 
мы п здесь вместо в возьмем = и 


2 
неравенство 


у. 65 -. (2) 


получим Для п >И, 


Наибольшее из чисел п, и п. 
обозначим через № Тогда для всех 
п_)>М будут выполняться как нера- 
венство (1), так п неравенство (2), 
и потому для этих нп 
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|» 4- у„) — @+5) | = 
= | (хи - @) + (у — 5) 1х, —а4|-+ 
+61 < 5 +-5-=е. 


Так как # > 0 — произвольное число, 
из полученного неравенства следует, 
что 
т (ха + и) = = 
п-о ; й 
== Итх, =. ИТ ул. 
п- со п-с 
Теорема доказана». 
А Наташе М. была предложена 
что Ит 


бл —-2 
задача: доказать, =5. 
п>-о 
«Для решения задачи, — сказала 


Наташа, — надо взять любое поло- 
жительное число #в и найти номер № 


такой, что для всех п >М выпол- 
няется неравенство 
51 —2 
55| <  @ 


Так как = >0— любое положитель- 
ное число, то вместо него возьмем, 
например, число 0,1. Решаем нера- 
венство 

5п —2 
— 


— 5 |< 041 (4) 


Сначала преобразуем выражение под 
знаком модуля 


= -5|= | 51 —2—5л 
п п 


Неравенство (4) перепишется в виде 
2 
= < 0,1 ’ 


откуда п >> 20. Поэтому за № можно 
взять число 20. Тогда для п> М 

— 20 будет выполняться неравенство 
(4), а значит, и неравеиство (3). Сле- 
довательно, чнсло 5 является преде- 
лом последовательности х„ — В 
что и требовалось доказать». 

И Сережа и Наташа думали. что 
отвечают правильно. Но экзаменато- 
ры почему-то были недовольны. 

Проверьте, пожалуйста, — обра- 
щается один из них к Наташе, — 
будет ли выполняться неравенство (3) 


для п >> 20, если в = 0.0013 
стала ВЫЧИСЛЯТЬ. 

— Возьмем какое-нибудь п >> 20, 
например, п = 21. Получим 


5.21—2 
—#_—8|= 


Наташа 


[№ —5|= 


2 


— Сравните полученное число с 
числом Е = 0,001. 

— Число 0,09 больше 0,001, то 
есть [ха —5| >> 0,001. 

— А это противоречит неравенст- 
ву (3). В чем дело? 


В чем дело? 


Наташа считала, что найденный но- 
мер М№ = 20 годится для всех = >> 0. 
А оказалось, что он обеспечивает не- 
обходимую «бдизость» членов послело- 
вательности (х„)к числу 5 только для 
чисел Е >> 0,1. Для чисел же 0< 
<< 0,1 он уже «мал». Например, 
ДЛЯ Е = 0,001 за номер № можно взять 
натуральное число 2000. Действи- 
тельно, 


5-2001 —2 


|= 


[ Хао! — 5|= 
—__2_ 
2001 


что меныше 0,001. Другими словами, 
неравенство |х„ — 5 | < 0,001 будет 
выполняться для всех п > М = 2000. 

Аналогичную ошибку сделал и 
Сережа. Ведь номер п, или п, не может 
быть, вообще говоря”). одним и тем 


& 
жен ДЛяЕИ ДЛЯ-о. 


— 0,0009, 


Откуда взялась 


ошибка? Из неправильного толкова- 
ния определения предела последова- 
тельности. Напомним его («Алгебра 
и начала анализа 9», н. 21). 

Число а называется пределом по- 
следовательности (х„), если для лю- 
бого положительного числа в найдется 
такое натуральное число №, что при 
всех п_> М выполняется неравен- 
ство 

к,—@|< Е. (5) 


Фразу «любое положительное чис- 
ло г» Сережа и Наташа поняли как 
«все положительные числа», то есть 


*) См. ииже замечание 2. 


считали. что для всех положительных 
чисел существует один номер М та- 
кой, что для п > М выполняется не- 
равенство (5). 

Что это не так, мы уже виделн на 
примере  последовательности х„ = 

51—22 
Е: Для = =0,1 в качестве но- 
мера № годится 20.адля 2--0,001 этот 
номер уже «мал», для него годится 
2000. а для е = 0.000001 — № 
== 2 000 000. 

Для данной последовательности 
номер № зависит от числа в, то есть 
для каждого => О следует на- 
ходить «свой» номер № такой. что 
для п> М выполняется неравен- 
ство (5). Таким образом, фраза «для 
любого положительного числа # най- 
дется № не означает, что найдется №. 
пригодное для всех положительных 
чисел, а только для одного, произ- 
вольно взятого из множества всех 
положительных действительных чи- 
сел. = — это произвольно выбранное 
число! Поэтому после того, как вы- 
брано №, изменять = нельзя, как бы 
нам этого ни хотелось. 


Какими должны быть рассуждения 
Сережи и Наташи 


Пусть Е — произвольное положитель- 
ное число. Так как Иштх,=а, то 


п-о 


= [В 
по числ {а не по числу 2!) най- 
< и } 


дется номер п, такой, что для всех 


п>ш выполняется неравенство 
= 
[х» — а] < 2. . (6) 
Аналогично. так как Итиу, =, то 
пъ-© 


= 
29. 
что для п_> п, будет выполняться 
неравенство 


по числу найдется такой номер п., 


(7) 


Пусть № — наибольшее из чисел пл, 
и м,. Тогда для всех п_> А будут 
выполняться оба неравенства (6) и 
{7). п потому для этих п 


х„-+ уд) {а са Ь) ] = 
= |х,— а + м,—6|<ь, 
откуда следует, что Ит (хгу,) = 


пс 
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= ав = Их, — Иту,„. Теорема до- 
п-ъс по 
казана. 

Ошибка Наташи заключается в 
том, что для числа в она взяла кон- 
кретное значение 0,1 ин от неравен- 
ства (3) перешла к неравенству (4). 
ЕЙ надо было просто решить неравен- 
ство (3). рассматривая к как пара- 
метр. Решая неравенство (3), полу- 


чим «в, откуда п>-——. В каче- 


стве номера Л возьмем какое-нибудь 
натуральное число не меныцее, чем 


-= , то есть М =. Тогда для всех 
п_>М будет выполняться неравенство 
(3). Найденный таким образом номер 
М зависит от Е. Для каждого конкрет- 
ного значения # теперь уже легко на- 
ходится «свой» номер №. Например, 
для г -- 0,1 можно взять М == 20, 
для & — 0,001 — М = 2000, ит. д. 

Замечание 1. При отыска- 
нин номера М№ нет нужды находить 
минимальный номер, важно лишь ука- 
зать какой-нибудь, начиная с кото- 
рого будет выполняться неравенство 


(5). Поэтому отыскание его можно. 


производить «грубо», «прикидкой». 
Покажем это на примере. 

Пусть требуется доказать, что 
з пз 
т 16 =0. Пусть г > 0 — про- 


Но - 


извольное число. Для отыскания М 
надо решить неравенство 


п? па 
16 О ев < 


Но это неравенство громоздко. По- 
этому делаем прикидку: отбрасываем 
В знаменателе дробн слагаемое 16, 


обь : аменяем й 
др ит: заменяем другой 
пз . 

= =-з`, Которая, очевидно, боль- 


ше первой, н решаем неравенство 


= <. (9) 
1 
У= 


число А’ выбрать больше 


Отсюда п > 


„Если натуральное 


| 
— ‚ то есть 
в 
1 
м туд, то неравенство (9) будет 
= 
выполняться для всех п > №. Тогда 
ы 


для п>М и подавно будет выпол- 
няться неравенство (8}. Таким обра- 
зом, требуемое равенство доказано. 

Замечание 2. Не следует, 
однако, думать. что № обязательно 
меняется при изменении г. Например, 
для постоянных последовательностей 
выбор номера № вообще не зависит от 
числа = >> 0. Действительно, пусть 
хп == с, гдес — постоянное число. Тог- 


да Итх, =с. Докажем это; пусть 
’ п-о 
Е > 0 — произвольное число. Най- 


дем номер М такой, чтобы для всех 
п> М выполнялось — неравенство 
к, —Я <е. Но это неравенство 
всегда справедливо, так как |х„— 
—с | = 0. Поэтому зачисло № можно 
взять любое натуральное число, в 
частности 1. 


Упражнения 


!. Докажите, что 


Зп +1 _3. 
Е 0 
Найдите № для е—=0,1; 0,05; 0,001: 0,0002. 
. Зп—| 
о 2— Зп о 


Найдите № для ==0,5; 0,04; 0,0001. 
1 
Ит Е =0. 
Ме 5 


2. Найдите пределы следующих по- 
следовательностей: 


ара 
а) 0; 1;0; 5; 0; ;..-; 9; 2; 
6) 0,2; 0.22; 0,222; .... 0,22...2; ... 
—— 
п 
в) яп 1, зп 22°, ..., Ям л®, ... 
Г) 3 Зе: Зы. 
д) хи = 0—1)". 
5т и 
е) хп = ы 
— у 
ж) ны 


п 


ХИ Всесоюзная олимпиада 
ШКОЛЬНИКОВ 


Н. Розов, М. Смолянский 


Олимпиада 
по математике 


С 13 по 18 апреля в Ташкенте состоял- 
ся заключительный тур ХИ Всесо- 
юзной олимпиады школьников по ма- 
тематике. В нем приняло участие 
153 школьника: победители респуб- 
ликанскнх олимпиад и ребята, полу- 
чившие дипломы Г и. П степени на 
заключительном туре ХТ Всесоюзной 
олиампиады. В заключительном туре 
прннимала также участие команда 
учащихся ПТУ (3 человека) — побе- 
дители олимпиады профессионально- 
технических училнщ Ленинграда — 


ин команда хозяев олимпиады — 
школьники Ташкента (3 человека). 

Всего в заключительном туре со- 
ревновались 38  восьмиклассников, 


63 девятиклассника и 52 десятиклас- 
сника. 

Торжественное открытие заклю- 
чительного тура происходило 13 ап- 
реля в актовом зале Президиума 
`Академии наук Узбекской ССР. 
Председатель оргкомитета замести- 
тель министра просвещения Узбек- 
ской ССР В. В. Барыльников по- 
здравил участников заключительно- 
го тура олимпиады с началом сорев- 
нований. С напутственным словом 
выступили председатель жюри олим- 
пиады академик А. Н. Колмогоров, 
заместитель председателя жюри ви- 
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це-президент АН УзССР. председа- 
тель Верховного Совета УзССР ака- 
демик С. Х. Сираждинов, секретарь 
ЦК ЛКСМ Узбекистана Ш. Н. Мах- 
мудова и другне товарищи. 

Участники олимпиады возложи- 
ли цветы к памятнику В. И. Ленина 
н могиле Неизвестного солдата. 
Юные математнкн приняли участие 
в традиционном коммунистнческом 
субботнике. 

Заключительный этап олимпна- 
ды проводился в два тура, которые 
состоялись 14 и 15 апреля. 

Ниже мы приводим условия за- 
дач по математике, предлагавшихся 
на ХИ Всесоюзной олимпиаде. 


Задачи 
Первый 
8 класс 
1. Обозначим через ал целое число, 

ближайшее к "п. Найдите сумму 


} 1 1 | 
аа 


день 


@ловь ° 


2. Виутри четырехугольника АВСР 
отмечена точка М такая. что АВМДО — 
а Докажите, что если 

„7`Щщ м 


СВМ = СОМ, то АСР = ВСМ. 

3. Докажите. что ни при каком на- 
туральном т число 1978” — | не делится 
на 10007 — {. 

4. На плоскости задано конечное мно- 
жество точек К,. К нему добавляются все 
точки, которые можно получить симметрич- 
ным отражением одной точки этого множе- 
ства относительно другой. Полученное мно- 
жество обозначается через К:. Аналогич- 
но, из множества К: получается Кз, из 
К. = Кз ит. д. 

а) Пусть множество Ку состоит нз 
двух точек А и Я на расстоянии 1. Прн 
каком наименьшем п в множестве Ки 


найдется точка, находящаяся на расстоя- 
нни 1000 от точки А? 

6) Пусть К. состоит из трех вершин 
правильного треугольника площади 1. 
Найдите плошадь нанменьшего выпукло- 
го миогоугольника, содержащего миоже- 
ство К„ (для каждого п = 1,2, ...). 


9 класс 


1. См. задачу № 1 для 8-го класса. 

2. См. задачу № 2 для 8-го класса. 

3. Даны две кучки спичек. Вначале 
я одной кучке т спичек, в другой — п 
спичек, пхп. Двое игроков по очередн 
берут из кучки спички. За один ход нг- 
рок берет из одной кучки любое (отличное 
от нуля) число спичек. кратное числу 
спичек в другой кучке. Выигрывает и!- 
рок. взявший последнюю спичку п одной 
из кучек. 

а) Докажнте, что еслн т>2л, то иг- 
рок, делающий первый ход, может обеспе- 
чить себе выигрыш. 

6) При каких а верио следующее ут- 
верждение: еслн т> ап, то игрок, дела- 
ющий первый ход, может обеспечить се- 
бе выигрыш? 

4. Докажите, что существует беско- 
нечная ограниченная последовательность 
{х„} такая, что для любых различных т 
м # выполнено неравенство 


| 
[хи — хк | >> т— |. 


10 класс 


1. Пусть [(х)-= № —х- 1. Дока- 
жите, что для любого натурального 71> | 
числа 


т, р (т), Г (т)), ГЕО (т), -.. 


попарио взаимно просты. 

2. Докажите, что существует такое 
число А, что в график функции у = А зтх 
можно вписать не менее 1978 попарно 
неконгруэнтных квадратов. (Квадрат назы- 
вается впнсанным, если все его вершины 
прннадлежат графику.) 

3. Пусть Ко — множество из четырех 
точек, являющихся вершинами правиль- 
ного тетраэдра единичного объема. К мио- 
жеству К, добавляются все точки, кото- 
рые можно получить симметричным от- 
ражением одной точки этого миожества 
относительно другой. Получениое мно- 
жество обозначается через К,. Аналогич- 
но из множества К, получается миожест- 
во К,, из К, — Кант. д. 

а) Рассмотрим нанменьший  выпук- 
лый миогогранник, содержащий все точки 
множества К!. Сколько и каких граней у 
этого многогранника? 

6) Чему равен объем этого многогран- 
инка? 

в) Найдите объем нанмеиьшего выпук- 
лого многогранника, содержащего мно- 
жество К, (При каждом п = 2,3, ...). 

4. См. задачу № 4 для 9-го класса. 
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Второй день 


8 класс 


5. Три автомата печатают на карточ- 
ках пары натуральных чисел. Автоматы 
работают следующим образом. Первый 
автомат, прочитан карточку (а; 5). выдает 
новую карточку (а-- 1; ВБ 1!); второй, 
прочитав карточку (а; $), выдает карточ- 

а Ь 
ку (+: 3) (он 
да а и 6 четные); третий антомат по 
двум карточкам (а; 5} и (5; с) выдает кар- 
точку (а; ©). 

Пусть первоначально имеется одна 
карточка с парой чисел (5; 19). Можно 
ли, используя автоматы в любом порядке, 
получить карточку а) (1; 50)? 6) (1; 100}? 

в) Пусть первоначально имеется од- 
на карточка (а; 68), а<ь, а мы хотим по- 
лучить карточку (1; п). При какнх п это 
можно сделать? 

6. В окружность раднуса Ю вписан 
п-угольник площади $. На каждой сто- 
роне п-угольника отмечено по точке. До- 
кажите, что периметр п-угольинка с вер- 
шинами п отмеченных точках ие меньше 
25! 8. 

7. Фишка стоит п углу шахматной 
доски размером п Х п клеток. Каждый 
нз двух играющих по очереди нередвигает 
ее на соседнее поле (нмеющее общую сто- 
рону с Тем. на котором стоит фишка}. 
Второй раз ходнть на поле. где фишка 
уже побывала, нельзя. Пронгрывает тот, 
кому некуда ходить. 

а) Докажите, что еслн и четво, то 
начинающий игру может добиться выиг- 
рыша, а если п нечетно, то вынгрывает 
второй. 

6) Кто выиграет. если первоначаль- 
но фишка стоит не на угловом поле, а на 
соседнем с иим? 

8. На плоскости задано несколько 
непересекающихся отрезков. никакие два 
из которых не лежат на одной прямой. 
Мы хотим провестн еще несколько отрез- 
ков, соединяющих коицы данных отрезков, 
так, чтобы все отрезкн вместе образовали 
одну несамопересекающуюся ломаную. 
Всегда ли это можно сделать? 


работает только, ког- 


9 класс 


5. См. задачу № В для 8-го класса. 

6. См. задачу № 6 для 8-го класса. 

7. Числа х;. Хз... Хл принадлежат 
отрезку [а; 8}, где 0«а<ь. Докажите 
неравенство 


их... +жм)х 
и 1 {а-- 5)? 
х(;; т; а аш 


8. Дано простое число р>3. Рассмот- 
рим на координатной плоскости множество 
М. состоящее из таких точек с целыми 
координатамн (х;у), что О=х <р 
0<иу«р. Докажите, что можно отметить р 
различных точек множества М так. что- 
бы никакне четыре из иих не лежали в 
вершинах параллелограмма и никакие 
трн из них не лежали на одной прячой. 


п?. 


10 класс 


5. См. задачу № 5 для 8-го класса. 

6. Докажите, что для любого тетра- 
эдра существуют такие две плоскости, 
что отношение площадей проекций тетра- 
эдра на эти плоскости не меньше |2. 

7. Рассмотрим п чисел ал, а, ..., @п- 


Положим 
ры а. (для ВИ 2, ...), 
С = (1—6) + (а. — 6.) +... 

-.- 4 (@в — 61)®, 
= — в @— в... 

--. + @ — 61)3. 


Докажите неравенства Ср =2С. 
8. Рассмотрим последовательность чн- 


сел х„ -= (1+ У8-- ИЗ)". Каждое из них 
приводнтся к виду 


И Я А 


Где бл, Гл, $п, #п— Целые числа. Найднте 
пределы 
. ь 5п : п 
Пт —, Ит Тит , 
пс п по 9" п-о 9 


9. См. задачу № 8 для 9-го класса. 


Как участники соревнования спра- 
вились с этими задачами, видно из 
приведенной таблицы. К сожалению, 
некоторые задачи оказались довольно 
трудными. Так, у восьмиклассников 
с задачей № 2 справились только 


З= 


Таблица 
5 
= 
>я Номера задач 
МЕ 
| 
8 класс 
1 23 да 46 ба 56 5в 67а 768 
4 | 15 21 26 2 241 47424 
Е 8 00 Бэозроти и 
= 200 0Б 0241122 
3 класс 
1 2 За 36 4 5 678 
| 44 9172 0 2323 э6 
|113 0 2 2 О 14 1 1 0 
= о 1 13 5 И 41 
10 класс 
| 23а 363в 4 56 7 89 
+ | 42 12291 | 1235 61? 
+] 24232 0! 270 
| оаэ 25 4а 90 
два школьника, с задачей №3 — 
один школьник и с задачей №8-- 


четыре школьника. 
Никто из девятиклассников не 
решил задачи № 4 и только два че- 


ловека полностью решилн задачу 
№ 36. 
Среди десятиклассников  залачи 


№№ Зв и 4 полностью решили толь- 


Восьмиклассники,.  награж- 
денные Дипломами 1 степе- 
нн (слеза направо): Ю. Тка- 
ченко. А. Бадннский, А. Раз- 
боров. А. Боричев. 
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В. Синцов. награжденный 
специальным призом нашего 
журнала. И. Захаревич. 


ко по одному участнику, 
№ 9 — два школьника. 

А ведь в заключительном туре 
приняли участие школьники- 
победители республиканских — олим- 
пнад, то есть «математический 
цвет». 


а задачу 


Нужно отметить большой и заслу- 
женный успех школьников из Москвы 
и ФМШ № 18 при МГУ. Они получили 
все дипломы | степени по 10 классам, 
2 диплома | степени по 9 классам 
(из 4-х) и | диплом 1 степени по 
8 классам (из 4-х), а также много 
дипломов 2 и 3 степени по всем клас- 
сам. 


Тот, кто внимательно следит за 
проведением Всесоюзных — олимпи- 
ад, сразу заметит, что в этом году, 
в отличие от прошлых лет, оба тура 
заключительного этана олимпиады 
проходили подряд (14 и 15 апреля). 
При таком порядке проведения 
соревнований возникает ряд труд- 
ностей. Разбор всех задач, проводи- 
мый жюри с участниками заключите- 
льного тура, прошел мало  про- 
дуктивно. Трудно и утомительно и 
для членов жюри, п для слушате- 
лей внимательно следить за разбором 


ва направо): С. Хлебутии. 


Девятиклассиики, награжденные Дипломами 1 степени (сле- 


И. Рудковский, И. Лысенок. 


12—13 сложных задач. К недостат- 
кам проведения олимпиады следует 
отнести и то, что у членов жюри прак- 
тически не было времени для встреч 
со школьниками. А ведь эти встречи 
ЯВЛЯЮТСЯ чрезвычайно важным эле- 
ментом олимпиады. 

Очень живо и интересно в этом го- 
ду прошла встреча участников заклю- 
чительного тура с редколлегией наше- 
го журнала. На встрече присутство- 
вал академик А. Н. Колмогоров. 
Зам. главного редактора журнала 
М. Л. Смолянский рассказал участ- 
никам встречи о творческих планах 
редакции, о статьях, которые будут 
напечатаны в ближайших номерах 
журнала, а затем члены редколлегии 
А. Н. Колмогоров, В. Г. Болтянский, 
Л. Г. Макар-Лиманов, Н. Х. Розов, 
А. П. Савин рассказали о различных 
статьях журнала и предложнлн учас- 
тникам ряд интересных задач для 


` самостоятельного решения. 


Торжественное закрытие олимпиа- 
ды состоялось 18 апреля в актовом 
зале Ташкентского педагогического 
института им. Низами. Заместитель 
председателя жюри Н. Х. Розов за- 
чнтал решение жюри. Но итогам со- 
ревнований участникам  заключи- 


Е 


тельного этапа ХИ Всесоюзной олим- 
пиады было присуждено 11 дипломов 
первой степени (4 диплома по 8 клас- 
сам, 4 диплома по 9 классам и 3 дипло- 
ма по 10 классам), 32 диплома второй 
степени (11 — по 8 классам, 10 — 
по 9 классам ин 11| — по 10 классам) 
н 24 диплома третьей степени (4 — 
по 8 кяассам, 9 — по 9 классам, {| — 
по 10 классам); кроме того, 80 участ- 
ннков были награждены похвальны- 
ми отзывами. 

Имена победителей мы публику- 
ем на с. 82. 

Особо отмечая успешное выступ- 
ление на олимпнаде школьников из 
города Ангарска, жюри прнсудило 
Ангарскому городскому отделу на- 
родного образовання специальный 
приз. 

Многне участники получили спе- 
циальные призы. установленные раз- 
лнчнымн организациями и предприя- 
тиями Узбекистана. 

Специальным призом журнала 
«Квант» был награжден ученик 
8 класса Вадим Синцов (пос. Ком- 
сомольский Тюменской области). 

За успехи в олнампнаде годовой 
подпиской на 1979 год на журнал 
«Квант» награждены: 

учащнеся 8 классов: 

1. Братченко Светлана (Красно- 
дарский край); 


Десятиклассники,  награж- 
денные Дипломами | степе- 
ни (слева направо): В. Галь- 
пернн. В. Книжник, И. Лих- 
твнен. 


2. Лучко Юрий 
обл.): 

3. Файсман Александр (Ташкент); 

учащиеся 9 классов: 

4. Абдуганиев Абдували (Ташкент- 
ская обл.); 

5. Ирматов Анвар (Наманган); 

6. Щербаков Сергей (Ленинград). 

В этом году олимпиада была орга- 
низована очень хорошо. Ребята езди- 
ли на экскурсии, ходили в театры, 
участвовали в коммунистическом суб- 
ботнике. Необходнмо отметить боль- 
шую работу по организации олим- 
пнады, проведенную работниками 
органов народного образования и 
математиками Узбекистана. За от- 
личное проведение олимпнады ред- 
коллегия журнала наградила годо- 
вой подпиской на «Квант» замести- 
теля председателя жюри олимпнады 
вице-президента АН УзССР акаде- 
мика С. Х. Снраждинова, рес- 
публиканскую школу-интернат юных 
математиков и физиков Ташкента 
(директор С. А. Атаметов), за- 
местителя председателя жюри Т. А. 
Азларова и члена оргкомитета 
А. Б. Воронову: 

Подводя итоги олимпиады. хоте- 
лось бы остановиться на некоторых 
вопросах, требующих своего разре- 
шения. Представнтели профессно- 
нально-технических училищ зареко- 


(Гродненская 
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мепдовали себя как полноправные 
участники олимпиады. Поэтому бы- 
ло бы естественно, чтобы министер- 
ство просвещения СССР и Государ- 
ственный Комитет Совета Минист- 
ров СССР по професснонально-технн- 
ческому образованню установили 
официальный статут участия в олим- 
пиаде команды професснонально- 
технических училищ подобно тому, 
как это сделано для учащихся школ 
Министерства путей  сообщення 
СССР. 

Более тщательного планирова- 
ния требует учебная часть програм- 
мы олимпиады, чтобы школьники 
могли не только соревноваться в ре- 
шении задач, но н прослушать лек- 
ции ведущих ученых по математике, 
узнать новое и интересное о своей 
любимой науке, получить необходн- 
мые консультации, иметь возмож- 
ность побеседовать с членами жюрн. 
Возможно, для этого стоит вернуть- 
ся к старой форме олимпнады — 
проведению только одного тура, ко- 
торый полезно было бы дополнить 
личными собеседованиями с участ- 
никамн. 

Заслуживает внимания предло- 
жение о введенин специального 
Диплома участника олимпиады, ко- 
торый вручается всем участникам 
олимпиады. Это значительно повы- 
сит авторитет самого факта выхода 
учащегося в заключительный тур 
Всесоюзной олимпнады. 

Наконец, было бы полезно отме- 
чать спецнальными грамотами не 
только победителей олимпнады, ино 
и нх воспитателей — учителей мате- 
матнки. 


Задачи 


олимпиады 
по математике 


В этом году только две задачи заключн- 
тельного тура ХП Всесоюзной олимпиады 
по математике ие вошли в Задачник «Кван- 
та». (Условия задач см. на с. 65—67.) 
Ниже приводятся решения этих задач. 


9 класс 
Задача 8. 

Рассмотрим р точек с координатамн 
(#: й), где: = 0.1,2,...р— 1, а через 
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Й обозначен остаток от делення на р. 
Еслн некоторые три точки (а; а*), (5; 62), 
(с; с) нз этого набора лежат на одной 


прямой, то векторы (6—а; 5—1) н ((—5; 
с— 6) коллинеарны, откуда (6—а) (с*— 
— 61) = (52— а?) (с—6). По определению # 
отсюда следует, что (6—а) (1—5?) — (5*— 
— а?) (С—65) делится на р. Следовательно, 
(6—а) (с—5) Е -+ 9—1 а)] = (6Ы—а)х 
Хх (с—В) (с—а) делится на р. Поскольку 
р — простое число, это возможно только 
в том случае, когда одна из скобок делится 
на р. Но каждая из них меньше р. По- 
этому одна из скобок равна нулю, м не- 
которые две точкн нз выбранных трех 
совпадают. 

Аналогично показывается, что четыре 
различные точки из нашего набора ие могут 
лежать в вершинах параллелограмма. Дейст- 
вительно, пусть точки (а; а?), (6;67), (с; 3), 
(4; 4?) лежат в вершинах параллелограмма. 
Тогда векторы (6 —а; 53 — 21) и (4—с; 
4? — с) равны. Отсюда 65 а=4—с ни 
число 5 — а? — (4 — с) ={-Ра) (4—<) — 
— ао а-д=ю-+а- чо — 
— 6) делится на р. Но тогда делится нар и 
(6 -- а) — (4-- с), откуда на р делится н 
(а) — а-- + 6 а) — (4-6 =260— 
—4)— противоречие. 

10 класс 
Задача 7, 


Рассмотрим наряду с С мн ВР числа 
Са = (а: — 61) - (а, — 6)... + (@1 —6 4)? 
и В: = (а, — 9) (@— в -... Ра - 
— 61) (: = 1,2...). Тогда С ==С,, Р=р,л. 
Докажем, что последовательностн О; — С: 
п 2С, —Б;: — неубывающие. Поскольку 
С, =2, =0, нз этого будет следовать ре- 


шение задачи. Заметим, что В =е1 + 


аз +... +а? —2ы (а, а, +... а) + 

12 = а? 22+... + а? — 202 446? = 

=а? -+ а? +-...-- а? — 162. Поэтому ВБ: += 

О 

=. СЕ (@н1 — +1. Отсюда 

9+1 — С. = В Са 1 ив 
+82-—е-+0 5, в — (2141 — 6141) = 

=В:— С++ Ев, — 7+ 
НОО, — ны = 
=О;: —С1+ +, — 81) > В. — С: 


(здесь использовано равенство а;+1==(1--1) х 
ХЬ1+! — №0. Аналогично, 2С1+1 — Ва+1 = 
= Сич + (С: — Б:.1) = СЕ РР ФН: — 
— 61 С: — Еф 1 — 61° = 20: — 
— О: + (#й—1 6:1 —8}>2С,—В.. 


Л. Лиманов 


Т. Петрова 


Олимпиада 
по физике 


Проходившая в этом году ХИ Вее- 
союзная олимпиада школьников была 
посвящена 60-летню ВЛКСМ. 
Заключительный этап олимпиады 
по физнке проходнл в столице Турк- 
менской ССР городе Ашхабаде. Его 
участииками. были 138 учащихся: 
39 восьмиклассников, 50 девятиклас- 
сников н 49 десятиклассников. Все 
онн — победнтелн районных, город- 
ских, областных и республиканских 
олимпнад 1978 года или победители 
предыдущей Всесоюзной олимпнады. 
Открытне заключительного этапа 
олимпнады состоялось 13 апреля в 
городском Дворце пиомеров. С тея- 
лым приветственным словом к участ- 
никам обратилась мннистр народного 
образования Туркменской вер 
Б. Пальванова. Больших успехов в 
предстоящей олимпийской борьбе и в 
дальнейших занятиях любимым де- 
лом — физикой — пожелал ребятам 
председатель жюри олимпнады вице- 
презнлент Академин наук ТССР док- 
тор  физико-математических наук 
О. Овезгельдыев. От имени комсо- 
мольцев республики успехов на олим- 
пиаде пожелала участникам секре- 
тарь ИК ЛКСМ ТССР Ж. Чарыева. 
Представитель Мннистерства просве- 
щения СССР М. Грабиленков в своем 
приветствин выразил уверенность, что 
творческая работа на олЛиминадах, 
целеустремленность, с которой ребята 
готовятся к этим конкурсам. песом- 


ненно помогут им в дальнейшей жиз- 
нн, в труде. 

Первый тур заключительного эта- 
ца олиминады — теоретический — 
состоялся 14 апреля. Участникам бы- 
Ли предложены следующие задачи: 


8 класс 


1. Маятиик представляет собой лег- 
кий стержень длины { с грузом массы М 
на конце (рнс. 1). К другому концу при- 
креплена легкая цилиндрическая втулка 
< внутренннм радиусом Ю, надетая на 
вращающуюся горизонтальную ось. Ко- 
эффициент трения между втулкой и осью 
и. Определить угол отклонения стержня 
от вертикали ва равновесии. 

2. На графике (рнс. 2) приведена за- 
внсимость тока через автомобнльную лам- 
почку от напряжения на ией. Лампочку 
подключают к источнику постояниого на- 
пряжения ( = 10 В последовательно с со- 
противлением ВЮ = 4 Ом. Определить мощ- 
ность лампочки. 

3. Снаряд разрывается в некоторой 
точке траектории на два осколка. На ри- 
сунке 3, сделанном в определеином мас- 
штабе, крестиками отмечены положения 
снаряда и одного из осколков через после- 
довательные равные промежуткн време- 
нн. Найдите положения второго осколка 
в соответствующие моменты времени, ес- 
ли известно, что он находится в точке В 
в тот момент, когда первый осколок иа- 
ходнтся в точке А. Стрелкой на рисунке 
показано направление ускорення свобод- 
ного падения. Опишите ваш способ по- 
строения. 

4. В дне цилиндрической кастрюлн 
площади 5: просверлнлин дырку площадн 
$2 н вставнлн в нее пластмассовую трубку 
{рис. 4). Масса кастрюлн с трубкой рав- 
на М. Кастрюля стоит на ровном листе 
резины дном вверх. Сверху з трубку ос- 
торожно наливают воду. До какого уров- 
ня можно налнть воду, чтобы она не вы- 
текала снизу? 


3 кзасе 


1. Гейзеры могут рассматриваться как 
большие подземные резервуары, иапол- 


Рис. 4. 
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Рис. 5. Рис. 


неиные грунтовой водой и прогреваемые 
земным теплом (рис. 5). Выход нз ннх на 
поверхность землн осуществляется через 
узкий канал, который в «спокойный» пе- 
риод практически полностью заполнен 
водой. Считая, что «активный» период 
наступает, когда закнпает вода п подзем- 
ном резервуаре, и что во время нзвержения 
канал заполнен только паром, который 
выбрасывается наружу, оценить, какую 
часть воды теряет резервуар гейзера во 
время одного извержения. Глубина ка- 
нала А = 90 м; удельная теплота испаре- 
ния воды [= 2,26.108 Дж/кг; удельная 
теплоемкость воды с = 4,2.103 Дж/(кг.К). 
График зависимости давления насыщен- 
ного водяного пара от температуры дан 
на рисунке 6. 

2. Модель вертолета. изготовленная 
в 1710 натуральной величины, удержива- 
ется в воздухе при мощиости мотора 30 Вт. 
Какой должна быть минимальная мощ- 
ность двигателя вертолета, изготовлен- 
ного из тех же материалов, что и модель? 

3. В схеме, показанной на рисунке 7, 
3. д. с. батареи & = 100 В, ее внутреннее 
сопротивление г = 100 Ом; емкость кон- 
денсатора С = 200 мкФ н сопротивление 
нагревателя А = 10 Ом. Ключ К переклю- 
чается между контактами «а» п «б» | = 
= 10 раз в секунду. При подключении его 
к клемме ‹а» конденсатор успевает пол- 
ностью зарядиться, а при подключенни 
к клемме *«б» — полностью разрядиться. 
Чему равен коэффициент полезного дей- 
ствия схемы? Во сколько раз он выше, 
чем при непосредственном подключении 
нагревателя к батарее? 


ЕТ 


140 


180 Е.С 


6. Рис. 7. 


4. На рисунке 8 приведеи график за- 
висимости напряжения на разрядиом про- 
межутке дугового разряда от тока. Дугу 
подключают к источиику Постоянного на- 
пряжения последовательно с резистором. 
Прн каком максимальном значении сопро- 
тивления резистора дуга может гореть при 
иапряженин источника = 85 В? 

5. Колба термоса объемом | литр от- 
качана до давления р = 10-8 атм (при 
комнатной температуре). Оценить время, 
в течение которого чай в таком термосе 
остынет с 90°С до 70°С. Площадь поверх- 
ностн колбы $ = 600 см. Удельная теп- 
лоемкость воды с = 4,2.103 Дж/(кг.К); 
уннверсальная газовая постоянная В = 
= 8,3 Дж/)К.моль). Утечку тепла через 
пробку не учитывать. 


10 класс 


См. задачу 1 для В класса. 

2. См. задачу 5 для 9 класса. 

3. При увелнченин тока напряжение 
на разрядном промежутке дугового раз- 
ряда уменьшается, стремясь при больших 
токах к некоторому постоянному значе- 
нию. Дугу включили в сеть последователь- 
но с некоторым балластным резистором. 
Вольтамперная характеристнка (то есть 
зависимость напряження от У для та- 
кой цепи показана на рисунке 9.1). По- 
стройте вольтамперную характеристику ду- 
ги без балластного резистора. 2) Исполь- 
зуя полученный вами графнк, определите 
максимальное сопротивленне балластного 
резистора, при котором дуга может гореть 
при напряжении источника Ш = 85 В. 


Рис. И. 


4. В схеме, изображенной иа рисунке 
10, э- д. с. батареи &, больше, чем &.. 
Определить заряд, который протечет через 
батарею #5, при замыканин ключа К. по- 
лагая, что внутренние сопротнвления обеях 
батарей и сонротивление катушкн равны 


нулю. Диод Д) считать идеальным (его 
прямюе сопротивление равно нулю, 0б- 
ратное — бесконечно велнко). Конденса- 


тор С до замыкания ключа был незаряжен. 

5. Мепользуя фотографию, сделанную 
для рекламного плаката (рнс. 11). опре- 
делите: 1) Фокусное расстояние объектива 
фотоаппарата. 2) На каком расстояини от 
ладоней рук располагался объектив при 
фотографированни? 3) Размер рыбы, пой- 
манной рыбаком. 4) Днаметр объектива, 
предполагая, что размытие деталей изоб- 
ражениия иа фотография ие превосходит 
0.2 мм. Объектнв фотоанпарата рассмат- 
ривать как тонкую линзу. 


На решение задач восьмиклассни- 
кам отводилось 4 часа. а девятиклас- 
сникам и десятиклассникам — 5 ча- 
сов. 

Сразу после того, как участинки 
олнмипады сдали свон работы, к их 
проверке приступили члены жюри. 
В составе жюри — ученые Академии 
наук СССР, Академии педагогических 
наук СССР, Сибирского отделения 
АН СССР, преподавателн Московско- 
го физико-технического пистнтута, 
Московского, „ Новосибирского и 
Туркменского государственных уни- 
верситетов. 

Еще до проверки работ члены 
жюри высказали свое мнение отиоси- 
тельно сравнительной трудности задач 
теоретического тура. Результаты про- 
верки показали, что мнение жюрн сов- 
пало с мненнем самих участников. Наи- 
более трудной для восьмиклассников 
оказалась задача 1; ее смогли решить 
только В участников. Самой легкой 
оказалась задача 4. У девятиклассни- 
ков наибольшие затруднения вызвала 
задача 2; ее правильно решили 22 уча- 
стиика. Нанболылее число верных ре- 


шений было по задаче 4. Для десяти- 
классников самой трудной была за: 
дача 4: с цей  сиравилнсь только 
10 участников. Самой легкой оказа- 
лась задача 3. 

Задачи теоретического тура вклю- 
чены в Задачник «Кванта» (№№ 7, 8 
за этот год). так что каждый желаю- 
щий может проверить себя. померять- 
ся силами с олимпийцами. Лишь 
задача 4 для 8 класса ие вошла в За- 
дачник «Кванта». Вот ее решение. 


Вода не будет вытекать снизу до тех 
пор. пока кастрюля не начнет всплывать. 
На кастрюлю действуют две силы: 


ть 
снла тяжести МЕ. направленная вертн- 


= 
кально вниз, м сила Р давления на дно 
кастрюли со стороны воды, направленная 
вертикально вверх. Снла давлення по аб- 
солютной велнчине равна 


| (5: —5.). 


где р — давление воды на уровне дна каст- 
рюли, Ё — высота уровня воды в трубке. 

Значение Ай. прин котором кастрюля 
начнет всилывать, определяется условнем 


фо м, 
откуда 
г 
р (51 — $) * 


Очевидно, что задача будет иметь решение, 
еслн #=Н, 


16 апреля в лабораториях физи- 
ческого факультета Туркменского 
государственного  уннверситета про- 
ходил экспериментальный тур олим- 
пиады. Каждому участнику предла- 
галось две задачи. Вот условия этих 
задач. 


В каасс 

1. Определите отношение плотностей 
жидкостей. 

Оборудоваине:  рычаг-линей- 
ка. два груза. два сосуда © различными 
жидкостями, штатнв с муфтой п лапкой. 

2. Проверьте экспернментально вы- 
полиенне закона сохранения импульса 
при столкновеннн движущегося шара г 
неподвижным. установленным на горизон- 
тальном участке лотка. Эбъясните полу- 
ченные результаты. 

Оборудование: штатив & муф- 
той п лапкой, набор из двух пластмассо- 
вых п двух стальных шаров © заданными 
массами, лоток дугообразный. листы бе- 
лок и копировальной бумаги, линейка 
масштабная. 


9 класс 
1. Проверьте экспериментально вы- 
полненне законов сохранения кмцульси и 
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Рис. 12. 


энергии прн столкновении движущегося 
шара с неподвижным, установленным на 
горизонтальном участке лотка. Объясни- 
те полученные результаты. 
Оборудованне: штатив с муф- 
той и лапкой, набор из двух алюмнниевых, 
одного стального н двух пластмассовых 
шаров с заданными массами, лоток дуго- 
образиый, листы белой н копировальной 
бумаги, линейка масштабная. 
2. Определите схему «черного ящиказ, 
содержащего 3 одинаковых резистора н 
диода, и сопротнвления резнсторов. 
Оборудование: коробочка г 
тремя выводами, омметр, диод (такой же, 
как в коробочке). 


10 класс 


1. Определите параметры элементов в 
предложенной вам электрической цепи 
(рис. 12). 

Оборудование: электрическая 
цепь, состоящая из двух конденсаторов н 
катушки нндуктнвностн, авометр. звуко- 
вой генератор, соединительные провода. 

2. Определите оптнческую схему «чер- 
ного ящика» и возможные параметры оп- 
тических элементов, находящихся п нем. 

Оборудование: коробочка с 
шестью отверстиями, линейка масштаб- 
ная, 4 булавки. подъемный столик, бу- 
мага. 


В этом номере журнала помещена 
статья В. Орлова, в которой приводят- 
ся решения экспериментальных  за- 
дач н дается анализ выполнения ра- 
бот участниками олимпнады. Олна- 
ко советуем вам, прежде чем читать 
статью В. Орлова, попробовать самим 
решить эти задачи. Безусловно, ваши 
учителя физики помогут вам достать 
нужное оборудование в физическом 
кабинете и приготовить все необхо- 
димое для проведення эксперимента. 
Попытайтесь! 

Проверив экспериментальные ра- 
боты участников олимпнады, жю- 
рн подвело итоги. 18 апреля на тор- 
жественном  закрытни олимпиады 
председатель Центрального жюрн 
та 


олимпнады по физике профессор Мо- 
сковского физико-технического ин- 
ститута С. Козел объявил резуль- 
таты. 

Имена победителей, получивших 
Дниломы 1, П и Ш стенени, приведе- 
ны на странице 83 этого номера жур- 
нала. 

Многне участники олимпиады на- 
граждены различными грамотами н 
призами. Грамоты Центрального 
оргкомитета Всесоюзной олимпнады 
получили 42 участника. 

Спецнальные призы присуждены 
С. —Мигинскому (Новосибирск) — 
за лучшее решение задач теоретиче- 
ского тура, А. Товмасяни (Ереван), 
К. Кленину (Саратов) и Д. Ковриги- 
ну (Ломоносов) — за лучшее выпол- 
нение работ экспериментального тура. 

Редколлегия н редакция журнала 
«Квант» учредили специальный 
приз — подшивку журнала с авто- 
графом главного редактора акаде- 
мика И. Киконна. В этом году этот 


приз получил семиклассник из Го- 
меля А. Ляпин. выступивший за 
8 класс. 

ХИ Всесоюзная олимпиада 


школьников по физнке закончилась. 
Участники ее надолго запомнят го- 
степриимство Туркменской земли, 
теплые встречн с учеными Туркме- 
нии, ее славными, добрыми людьми. 
Хозяева олимииады — ученые Турк- 
мении, комсомольцы, все, кто помо- 
гал в ее проведении. — сделали очень 
многое, чтобы олимпиада прошла ус- 
пешно. Не только рабочие часы, но н 
досуг школьников был организован 
интересно. В этом большую роль сыг- 
рал комитет комиссаров, созданный 
ЦК ЛКСМ  Туркменин. 

Через год — ХШ Всесоюзная 
олимпиада. М вы сможете стать ее 
участинками. Для этого надо много 
работать. работать систематически, 
целеустремленно. Желаем успехов! 


Победители олимпиады по физике, получив- 
шие Дипломы 1 степени: А. Морозов, В. Яко- 
венко (во втором ряду), Е. Пономарев, 
М. Гаврилов. М. Светлов, В. Бикташев, 
С. Мигинский, А. Ляпин, М. Севрюк. 


О. Кунингас, получивший Диплом 1 степени, 
за выполнением экспериментальной задачи. 


Мдет экспернмеит 


Врученне наград и призов. 
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В: Орлов 


Экспериментальные 
задачи олимпиады 
по физике 


16 апреля в лабораториях физического фа- 
культета Туркменского государственного уни- 
верситета проходил экспериментальный тур 
заключительного этапа Х И Всесоюзной олим- 
пиады  кольииков по физике. Каждому 
участнику предлагалось решить две экспери- 
ментальные задачи. Решення и анализ вы- 
полнения этих задач участниками олимпиа- 
ды приводятся ниже. 


8 класс 
Задача \. Определите отноше- 
ние плотностей жидкостей. 
Оборудование: рычаг-линсйка, 
два груза, два сосуда с различными 
жидкостями. штатив с муфтой и лап- 
кой. (В качестве грузов нспользова- 
лись алюминиевый кубик массой 
100 г ин стальная гирька массой 100 г; 
в качестве жидкостей — подкрашен- 
ная вода и раствор соли.} 


Решенне. Метод сравнения 
плотностей жидкостей основан на 
зависимости абсолютных значений 


Ел, и Р^, архимедовых снл от плот- 
ностей р, ир, жидкостей, в которые 
погружают груз объемом У: 

Ел, = р:У8, РА, = р. ИВ. 
Отсюда следует, что 


01 ы А. ь 
22 й А, 
Уравновеснв грузы на рычаге, 


устанавливаем, что массы грузов одн- 
наковы. 
Опустив 


алюминиевый кубик в 


| | 


4 


Рис. 1. 
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первую жидкость (рнс. 1, а), уравно- 
вещиваем грузы на рычаге: 


(та — РА,) [ = тац- (1) 


Заменив сосуд < жидкостью, не 
меняя плеча [, вновь уравновеши- 
ваем грузы (рис. 1, 6): 


\тЕ —Р^А,) 1 = твЬ. (2) 
Из условий (1) н (2) находим 


——_к а У——Ыы =. 
. 


ВА #1. 2» 1—1 
Относительная погрешность измере- 
ния отношения р:/р» равна 
Фрыр» — 1—1 87-1, Е 
в, В ЯВ 
к 0 00%, (3) 
Е = 


где В. п Г: Я — абсолютиые погрешно- 


сти нзмерения длин плеч. 
От чего зависит значение величины 
? Значения Ау, мун я определяются 


р, /ра' 

точностью — нзмерительного инструмента 
(линейкн). Мз выражеиня (3) видно, что 
чем меньше различие в длинах [мн Ц, # 
и (5, тем больше относительная погреш- 
ность измерений. Отсюда следует, что для 
повышения точности измерений следовало 
в сосуды с жидкостями опускать нменно 
алюминиевый кубнк, и не стальную гирь- 
ку, так как вследствие большего объема 
кубика на него будет действовать большая 
архимедова сила, что, в свою очередь, 
приведет к большему различню длин Е, Ц 
и (5. С этой же целью длину плеча { следо- 
вало выбнрать макснмально большой для 
данного рычага. Производнть несколько 
опытов с различнымн плечамн рычага, 
опускать в жндкости оба груза поочеред- 
но, ин затем усреднять результат смысла 
не имело, так как это заведомо ухудшало 
точность измерений. Часть учеников при 
переносе груза низ одной жидкостн в дру- 

о 


=> 
гую изменяла плечо / силы тие -Р Е). 
Это приводило к более сложной расчетной 
формуле, к дополнительным погрешностям 
измерений, увеличивало вероятность рас- 
четных ошнбок. 

1 в 


— пы 


> 
тв 


6) 


Рис. 2. 


Задача 2. Проверьте эксперимен- 
тально выполнение закона сохранения 
импульса при столкновении Овижу- 
щегося шара с неподвижным, установ- 
ленным на горизонтальном участке 
лотка. Объясните полученные ре- 
зультаты. 

Оборудование: штатив с муфтой 
н лапкой, лоток дугообразный, па- 
бор из двух пластмассовых и двух 
стальных шаров с заданнымн масса- 
ми, листы белой и копировальной 
бумаги, линейка масштабная. 

Решение. Простейшая мето- 
дика выполнения эксперимента за- 
ключается в следующем. С помощью 
листов белой н копировальной бумаги 
фиксируется место падения шара ирн 
его скатывании по свободному лотку 
и измеряется дальность полета $ 
шара (рис. 2, а). Начальная ско- 
рость шара к моменту начала свобод- 
ного полета равна и=5'Ё, где # — 
время падения шара. 

Поставив на горизонтальный уча- 
сток лотка второй шар, измеряем 
дальности полета $: и $». обонх ша- 
ров после их столкновения (рис. 2, 6). 
Скорости шаров после столкновения 
равны и:= $5$,/Ё и 5.=$»"1. Так как 
время падения шаров во всех опытах 
одинаково, для проверкн закона со- 
хранення импульса достаточно про- 
верить выполнение — соотношения 


т5 = т 5$, + т.$.. (*) 
где т, и т, — массы сталкивающих- 
ся шаров. 


Для того чтобы сделать вывод о 
выполнимостн или невыполнимостн 
закона сохранения импульса в этом 
эксперименте, следовало сравнить 
относительные погрешности измере- 
ний расстояний (5, 53,, 52) с отно- 


сительным отклоненлем левой и пра- 
вой частей выражения (*). 

Относительная погрешность ° из- 
мерения ` дальносгн полета Е = 
= (#-/5) 100% (й5— абсолютная по- 
грешность). Следовательно. для 
уменьшения значения #5 нужно пол- 
бнрать условия эксперимента так, 
чтобы значение $ было максимально 
велико. С этой целью лоток следова- 
ло поднять на всю высоту штатива. а 
нар отпускать с верхней точки лотка. 

Для пластмассовых шаров, ска- 
тывающихся с лотка, отклонение ле- 
вой и правой частей выражения (*) 
оказывалось существеино большим 
погрешностей измерений — импульс 
шаров после удара возрастал! Прн- 
чина невыполнения закона сохране- 
ния импульса в данном случае заклю- 
чается в том, что шёр при скатывании 
с лотка вращается. При столкновении 
пластмассовых шаров одинаковых 
масс движущийся шар в момент 
удара останавливается. — полностью 
передавая свой импульс второму 
шару. Однако за счет энергни вра- 
щательного движения, запасеиной 
прн скатываняи, первый шар снова 
начинает двигаться по горнзонтально- 
му участку лотка. Вследствие этого 
правая часть (*) оказывается больше, 
чем того требовал бы закон сохра- 
нения импульса. 

Для стальных шаров закон сохра- 
нения нмпульса в пределах погреш- 
ностей измерений выполняется. так 
как -гладкие стальные шары соскаль- 


зывают с лотка. 

Эта задача оказалась для восьмнклас- 
сннков значительно трудиее первой. Толь- 
ко треть из ннх выбрала простейшую ме- 
тоднку выполнения эксперимента, приво- 
дящую к расчетной формуле (*). Многие 
учащиеся измеряли высоту падения ша- 
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ра М, вычисляли время падения шара 
(= У2Н/е него скорость в = 5/УЭВ/в. 
Подобный путь прнводил к увеличению 
погрешностей измереннй. 

Большинство учеников не рассчиты- 
вало погрешностей нзмерений и отклоне- 
ння левой н правой частей (»). достигаю- 
щие 10—15%. объясняли ошибками из- 
мерений (в то время как ошибки измерений 
при оптнмальных услозиях проведения 
опыта не превышали 5%}. Очень досадно, 
что некоторые ребята, обнаружив эти 
значительные отклонения, просто «подог- 
нали» результаты Лишь немногие обра- 
тняи внимание на факт возрастания нм- 
пульса шаров после удара, но не смогли 
его объяснить. 

9 класс 

Задача!1. Проверьте эксперимен- 
тально выполнение законов сохране- 
ния импульса и энергии при столкно- 
вении движущегося шара с неподвиж- 
ным, установленным на горизонталь- 
ном участке лотка. Объясните по- 
лученные результаты. 

Оборудование: штатив с муфтой 
и лапкой, набор из двух алюминие- 
вых, одного стального н двух пласт- 
массовых шаров с заданными масса- 
мн, лоток дугообразный, листы белой 


и конировальной бумаги, линейка 
масштабная. 
Решенне. Та же методика, 


что и в задаче 2 для 8-х классов, прн- 
водит к следующим расчетным форму- 
лам (рис. 2,6): для проверки закона 
сохранения импульса — 

т = 1%, - т.5,, (*) 
для проверки закона сохранения энер- 
гии — 


т: 5? = т! $ + т2$2. (жж) 


Однако эти выражения получены в 
приближении «шар — матернальная 
точка», которое в условиях данной 
задачи было не всегда корректно. 
В зависимости от материала шара 
н качества его обработки, шар иро- 
ходит различные путн в режнмах 
скольжения и качения. Чем болыше 
проскальзывание шара при его двн- 
женин по лотку, тем лучше выпол- 
няются законы сохранения импульса 
и энергии в этом опыте. Наибольшее 
проскальзывание было у стального 
шарика, нанменьшее — у алюминие- 
вого. В этом легко было убедиться, 
отпуская с одной н ТОЙ же высоты 
стальной, пластмассовый и алюми- 
ниевый шары. Стальной шар ири 
этом летит существенно дальше дру- 


гих — болыная часть его потениналь- 
ной энергии превращается в кинети- 
ческую энергию ноступательного двн- 


жения. 

Основные замечания по выполнению 
этой работы. в основном, Те же, что и п за- 
даче 2 для 8-х классов Однако. еслн рас- 
хождения п выполнении закона сохране- 
ния импульса (в форме (®)) достигали 
10—15%, то расхождения в выполнении 
закона сохранения энергии (в форме (**)) 
достигали 40% и более (!). И даже такне 
отклонения не смутили многих учеников, 
которые пытались «подогнать» свои ре- 
зультаты под незыблемые законы сохра- 
нення. 

Лишь немногие ученики. поставив 
серию опытов, сумели качественно объяс- 
нить отклонения в выполнении закоиов 
сохранения импульса и энергии вращением 
шара. Один ученик — Олег Ющук (145-я 
средняя школа Г. Киева), сделав правиль- 
ный вывод о причинах невыполнения за- 
кона сохранения энергин (в форме (**)), 
сумел количественно определить долю Ё 
первоначальной (потенцнальной) эиергии 
скатывающегося шара, переходящей в Ки- 
нетическую энергию вращения: 


Евр. _ ТЕ то"/2 


и тай — тип , 


(3) 


где й — высота скатывания шара (рис. 3), 
и — скорость его поступательного движе- 


ния, определяемая выражением 
5 5 
т - у © 
Из выражений (3) и {4} следует 
тей — та5?/4Н $2 
Е —. о = 1— ЗА : 


Опыты показали, что для стального шара 
коэффициент А мал и близок к 0,1 (прак- 
тически отсутствует качение; при полном 
проскальзыванин вся потенциальная энер- 
гия шара превращается в кинетическую 
энергию поступательного двнжения). Для 
пластмассового шара # = 0,3—0,35. Для 
злюминиевого # == 0,4 {качение без про- 
скальзывания) 

Полный количественный расчет эк- 
спернмента с учетом вращательного дви- 
жения учащиеся 8—9 классов не проводи- 
лн. но это и не требовалось_`Важнее было 
«честно» провести опыты и дать объяснение 
полученным результатам, подтверждая 
свои объяснення контрольнымн опытами. 
Задача 2. Определите схему 
«черного ящика», содержащего 3 оди- 
наковых резистора и 2 диода, м со- 
противления резисторов. 

Оборудование: коробочка с тремя 
выводами, омметр, днод (такой же, 
как в коробочке). 

Решенне. Измерения сопро- 
тивленнй с помощью омметра (поло- 
жение его переключателя «Хх 1000) 


1 
Рис. 3. 


при подключении его к двум попарно 
различным выводам дали следующие 
значения: 


К. = 2 кОм, Ю» = 30 кОм, 
К,з = 8 кОм, Юз, = 45 кОм, 
Юз = 8,5 кОм, Юз» = 15 кОм. 


Сопротивление участка /—2 с под- 
ключенным к нему «пробным» дно- 
дом оказалось равным 4 кОм. 

Анализ результатов измерений по- 
зволяет сделать следующие выводы. 

а) На участке /—2 цепи включены 
днод и параллельно ему резистор (ре- 
зисторы?) с сопротивлением 30 кОм. 
Сопротивление диода в прямом на- 
правленни К; -* 2 кОм. 

6) На участке 2—8 цепи включен 
резистор с сопротивлением 15 кОм 
и параллельно ему — диод н рези- 


стор (15 кОм). Сопротивление Взз 
участка 2—3 с последовательно под- 
ключенным к нему «пробным» дио- 
дом оказалось равным 12,5 кОм: 
Кьз = Юз: + Ка = 12,5 кОм, откуда 
д =12,5 кОм- 8,5 кОм =4 кОм. 
Правильность вывода 6) подтверждает 
прямая проверка: Каз = 8,5 кОм. 
Этот результат позволяет уточ- 
нить вывод а): на участке 1—2 па- 
раллельно с диодом включены два ре- 
зистора с сопротивлением по 15 кОм. 
в) Значенне Ю;„ = 45 кОм го- 
ворит о том. что в направлении 3—1 
дноды закрыты и в цепи «работают» 
три последовательно включенных ре- 
зистора с сопротивлениями во 15 кОм. 
Схема, заключенная в «черный 
ящик», — такая, как на рисунке 3. 


Определить схему «черного ящика» 
удалось только 10 учащимся. Во многих ра- 
ботах повторялась одна и та же ошибка, 
связанная с неверным нзмереннем сопро- 
тнивления днода. Так как диод — нелиней- 
ный элемент, его сопротивление сушествен- 
Но нзменяется в зависимостн от величины 
протекающего тока. Следовательно, обяза- 
тельно нужно было измерять сопротивление 


Рис. 4. 


диода в поямом иаправлении при полдклю- 
чении сго последовательно к различным 
клеммам «черного ящнка». Такие измерения 
давали различные значення АЮд в завнси- 
мости от режнма, я котором производились 
нзмерення (В,—= 2 кОм, К 2—3 = 
=- 4 кОм). 


10 класс 

Задача]. Определите параметры 
элементов в предложенной вам элект- 
рической цепи. 

Оборудование: электрическая 
цепь, состоящая из двух конденсато- 
ров и катушки индуктивности (рис. 4), 
авометр, звуковой генератор, соеди- 


нительные провода. 

Решение. Наиболее удачную 
методику измерения, позволившую 
правнльно определить все пара- 
метры схемы, предложил Дмитрий 
Ковригин — ученик 1-й средней 
школы г. Ломоносова Ленинград- 


ской области. Выделим основные эта- 
пы этой методики. 

а) Определение емкости 
сатора С.,. 

Генератор подключаем к клеммам 
1—2, измеряем прн частоте х, напря- 
жение (, на конденсаторе С, с по- 
мощью авометра. Затем авометр в ре- 
жиме амперметра включаем последо- 
вательно с конденсатором С,, генера- 
тор подключаем и клеммам 1—2, 
измеряем силу тока / (рис. 5. а). 
Зная частоту изменения тока (ча- 
стоту генератора) х,. определяем С,: 

| 
= ——-— = \ м 
Хх. 0.2, С, С, 


} 2лУиЛ . 


конден- 


Эти измерення следовало проводить 
при низких частотах, так как при вы- 
соких частотах генератор закорачи- 
вается малым сопротивлением Хс, 
конденсатора С, и уменышается вы- 
ходное напряжение генератора (нз- 
меняется (/,). Чтобы быть уверенным, 
что этого не происходит. надо по- 
строить график зависимости [!(у) п 
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Рис. 5. 


убедиться, что частота \,, при которой 
измерялось значение (,, соответст- 
вует линейному участку графика 
Г (%). 

6) Определение индуктивности [ 
и емкости С.. 

Подключаем генератор к клеммам 
2—3 и авометр в качестве ампермет- 
ра (рис. 5, 6). Изменением частоты ге- 
нератора добиваемся минимальной 
силы тока в цепи. Частота хр, при 
которой наступает резонанс, связа- 
на с параметрами контура: 


, 1 
Е 
Замыкаем клеммы 1—8, включаем 
авометр в качестве амперметра, под- 
ключаем генератор к клеммам 2 — 
(1, 3) (рис. 5, в). Изменяя частоту ге- 
нератора, находим резонансную часто- 
ту \р: 
= 1 


Ур —— р. 
21 УР (С С») 
Найденные значения частот \р и 
Ур позволяют рассчитать Ё и С.. 


в) Активное — сопротивление ка- 
тушки {потери на меди) легко изме- 
ряется с помощью авометра, подклю- 
ченного в режиме омметра к клем- 
мам 2—3. 

Прн данной методике амперметр 
служит лишь индикатором для обна- 
ружения минимума тока. Прямые из- 
мерения силы тока и напряжения не 
проводятся, что существенно умень- 
шает погрешности измерений (сопро- 
тивление амперметра порядка 
0,5 кОм). Кроме того, частоты ур и 
У измеряются при малых токах, 
вследствие чего напряжение на выхо- 
де генератора практически не изме- 
няется. Велнчина индуктивности ка- 


тушки (медный провод, намотанный 
на ферритовое кольцо) при данной 
методике также не изменяется. 

Значительная часть десятиклассинков 
предложила «лобовое» решение задачи: 
решенне системы уравнений в комплекс- 
ных амплитудах дЛя двух пронзвольных 
значений токов н иапряжеинй. Однако 
этот метод оказался совсем непригодным. 
Большие погрешности при определении 
снлы тока и напряження с помощью одного 
авометра и сложные расчеты привели к 
грубейшим ошибкам в измерении емкостн 
кондеисатора С; (до 1000 мкФ!) н нндук- 
тивности Ё (до 11 000 Г!). Самым непри- 
ятным является тот факт, ЧТО ЭТИ невероят- 
ные значення не вызвали уднвлення ре- 
бят. Очень многие ученики пытались 
производить усреднение результатов, по- 
лученных при различных условиях. Эта 
операция не имеет иикакого смысла, нбо 
усредненяем можно убрать лишь случай- 
ную ошибку измерений, а не систематн- 
ческую, вызванную несовершенством ме- 
тоднкн выполнення работы. 

Были предложены и другне способы 
определения параметров цепи. Однако все 
они по точностя измерений значительно 
уступают описанному нами выше методу. 


Задача 2. Определите  оптиче- 
скую схему «черного ящика» и воз- 
можные — параметры — оптических 
элементов, находящихся в нем. 
Оборудование: коробочка с шестью 
отверстиями, линейка масштабная, 
4 булавки. подъемный столик, бумага. 


1 1, 
| В 


Рнс. 7. 


Решение. 
находилось вогнуто-выпуклое ‹ зер- 
кало с радиусами кривизны Ю, — 
= Ю. = 21 см (рнс. 6). 

В том, что в коробочке находится 
- зеркало, легко можно убедиться, гля- 
дя в отверстия /. 2. 3 сначала при 
открытых отверстиях 4, 5, 6, а затем 
при закрытых и не обнаруживая ника- 
ких изменений при этом. , 

Стандаргным решением явилось 
построение хода падающих н отражен- 
ных от зеркала лучей. Для этого с 
помощью булавок отмечались направ- 
ления, но которым через одно отвер- 
стие были видны два других отзер- 
стня. Пересечение соответствующих 
направлений (снние линии на рисун- 
ке 7) дает положение трех точек зер- 
кала с одной стороны и трех точек 
зеркала с другой. Биссектрисы углов 
между надающим и отраженным луча- 
ми дают положение периендикуля- 
ров к поверхности зеркала, пересече- 
ние перпендикуляров — центр кри- 
визны. Измерение расстояния от цент- 
ра кривизны до поверхности зеркала 
дает искомую величину радиуса зер- 
кала. 

Описанная методика выполнения 
работы дает тем болыпую точность, 
чем меньше раднус кривизны зеркаль- 
ной поверхности. В данном случае 
радиус кривизны был довольно боль- 
шой, и поэтому необходимо было точ- 
но выполнять построение хода лучей. 


В «черном ящике» 


С этой работой уснешно справились 
только 13 десятиклассников из 49. Основ- 
ной ошнбкой, которая не позволнла полу- 
чить правильную оптическую схему «чер- 
ного ящика», был небрежно сделанный 
чертеж с построением хода лучей. 


Удачную методику определення оп- 
тического центра зеркал выбралн Сер - 
гей Мигинскнй (145-я средняя 
школа Новосибирска) и Е звгений По- 
номарев (82-я средняя школа п. Чер- 
ноголовка Московской области). После 
того как стандартным методом были най- 
дены точки зеркальной поверхностн, оп- 
ределялись направления (красные линни 
на рнсунке 7). по которым были видны 
те же отверстня, через которые производн- 
лось наблюденне. С этой целью булавка 
ставилась таким образом. чтобы нзобра- 
жение булавки, сама булавка, отверстне 
н глаз находились на одной прямой. Это 
возможно, если луч проходит через опти- 
ческнй центр зеркала. Сделав подобные 
построения из других двух отверстий, по- 
лучаем оптнческий центр зеркала в месте 
пересечения построенных прямых. Из ри- 
сунка 7 видно, что в одном случае этн пря- 
мые сходятся (вогнутое зеркало), а в дру- 
гом расходятся (выпуклое. зеркало}. з- 
мерение расстояний от полученных то- 
чек О, н О, до зеркала дает искомые 
значения радиусов кривизны зеркальных 
поверхностей. Олнсанный метод прямого 
определеиня оптического центра зеркаль- 
ных поверхностей дает большую по срав- 
нению со стандартной методикой точность 
при малой кривизне этнх поверхностей. 
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Победители ХИ Всесоюзной олимпиады 
Школьников 


Математика 


Днпломы 1 стеленн 


по 8 классам получили 


Балинский А. (Львов, с. ш. № Ц). 
Боричев А. (Леиннград. ФМШ № 45), 
Разборов А. (Москва. с. ш. № 2}. 
Ткаченко Ю. (Киев‚ ФМШ № 145}; 


по 9 классам — 


Захаревич Н. 


„Лысенок И. (Москва. ФМШ № 18). 


Рудковский И. (Киев, ФМШ при КГУ). 
Хлебутин С. (Москва_ ФМШ № 18); 
по 10 классам — 


Гальперин В. (Москва, с. ш. № 57), 
Книжник В. (Москва, с. ш. № 2), 
„Лихтинен И. (Москва ФМШ № 18). 


Дипломы # степенн 


по 8 


Авербах Н. 
Артюшкин И. 
Братченко С. (х. 


классам получили 


(Челябинск, с. ш. 
(Пенза. с. ш. № 16), 


дарского края}, 

Васплевский С. (Ашхабад. п. Фирюза. с. 
ш. № 30}. 

Добров Б. (Ангарск. с. ш. № 1}, 


Лавров П. {Ленииград, с. ш. № 207). 
Лацис С. (Стучка, с. ш. № 2), 
„Тернер „1. (Вильнюс. <. ш. № 8). 


„Лучко Ю. (д. Словатичи Гродненской обл). 


Риухадзе К. (Обнинск, с. ш. № |: 


(Ленинград. ФМШ № 45}, 


№ 121). 


Бойко-Понура Красно- 


по 9 класса м— 


Буякевич А. (с. Родинское Донецкой обл.. 
с. ш №8. 

Измайлов Р. (Баку, с. ш. № 134}, 

Канепс Я. (Рига, с. ш №2), 


Карагуаян Г. (Ереван, ФМШ № 1}. 
Касаковские Я. (Рига, с. ш. № 1). 
Кордюков Ю. (Серов. с. ш. № 14}, 
„Ляховец А. (Москва. ФМШ № 18). 
Нестеренко Н. (Новосибирск. — № 165}. 
Новосельцева Т. (Москва. с. №7. 
Суворова Н. (Новосибирск, ФМШ № 165}. 
Аютть Урмас (Ныо) 


по 10 класса м— 


Аронов Б. {Саратон. ©. ш. № 13), 
Бугаенко В. (Киев. ФМШ при КГУ}, 
Жердев А. (Славянск. с. ш. № 5). 
Изюмченко М. (Москва. ФМШ № 18). 
Корчинов С. (Ангарск. с. щ. № 19), 
Ктитарее Д. (Дубна Московской обл.. с. 
ш. № 8). 


Лисничук Л. (Васвльевекая с. ш. № 8). 
Нейман В. (Ленинград. ФМШ № 45). 
Оревков С. (Москва. с. ш. № 57). 


Харенко С. 4Ангарск. с- ш. № 10). 
Якубович Д. (Ленинград. ФМШ № 45}. 
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Владимиров Н. (Куибышев, ©. ш. № 144), 
Попелюхин А. (Киев. ФМШ при КГУ), 
Родченко В. (Киев. ФМШ при КГУ). 
Синцов В. (п. Комсомольский Тюменской 
обл.. с. ш. № 1); 


ино 9 классам 

Амброладяе М. (Тбилнси. ФМШ им. Кома- 
рова). 

оО С. (Анмнтровград, ©. ш. № 25}. 


Долинский С. (Целиноград. с. ш. № И) 
Иванов Ю. (Ленинрад, с. ш. № 30}, 
Кузьмин Е. (Череповец, с. ш. № 4), 
Лиманаускас В. (Вильиюс. с. ш. № 40}, 
Облаков И. (Ленинград. ФМШ № 45}. 
Ротару В. (с. Сесены Молдавской ССР), 
Убайдуллаев Р. (Ташкент, с. ш. № 5}; 


по 10 классам 


Бахтин В. (Воронеж, с. ш. № 58), 
Гохберг А. (Москва, с. ш. № 57). 
Комолова Э. (Ташкентская обл.. свх. Сверд- 
лова), 

Коган А. (Донецк, с. ш. № 13), 
Мамедов Г. (Баку, с. ш. № 160), 
Надежин Д. (Курган, с. ш. № 47), 
Ненашев А. (Ленниград, ФМШ_ № 45}, 
Озола 3. (Рига, с. ш. № 1 


Остров Г. (Барановичи, с. и. № 16), 
Шейдвассер О. (Оренбург, с. ш. № 2), 
Шулембае Д. (Алма-Ата, РФМШ). 
Физика 

Дипломы |} степенн 

по 8 классам получили 
Кунингас О. (Таллин, с. щ. № \. 


Ляпин А. (Гомель. с. ш. № 33. 7 кл.). 
Светлов М. (Пермь. с. ш. № 725}; 


по 9 классам 


Гаврилов М. 
обл.. с. ш. 
Севрюк М. (Москва, с. ш, 


(п. Черноголовка Московской 
82). 


№2): 


по [0 классам— 


Бикташев В. (Новосибирск. ФМШ № 165), 
Мигинский С. (Новосибирск, ФМШ № 165}. 
Морозов А. (Москва, ©. ш. № 179). 
Пономарев Е. (п. Черноголовка Московской 
обл.. с. ш. № 82), 

Яковенко В. (Киев_ ФМШ № 145). 


Дипломы И степени 


по Вы классам получили 
Заневский А. (Ленинград, с- 
Китаев А. (Воронеж. с. ш. № 58}, 
Обинцов А. (Москва, с. ш. № 2), 

Перлов А. (Кнев, ФМШ № 145), 
Пивоваров В. (Красноярск, с. ш. № 10}; 


ш. № 12. 


по 9 Кклассам— 


Васильев А. (Чебоксары. ФМШ №2). 
АМирлин А. (Ленниград. ФМШ № 45}. 
Чикин Д. (Москва_ ФМШ № 18), 
Шптилькии С. (Москва. ФМШ № 18}, 


Ющук 0. (Киев. ФМШ № 145), 
Ясонов И. (Москва. ФМШ № 18); 
по 10 класса м— 


Забродин А. (в. Черноголовка Московской 


обл.. с- ш. № 82). 

Макушок Ю. (Минск. с. ш. № 75). 
Снышляев В. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Шептовецкий А. (Москьа. с. ш. № 2). 
Динломы ИТ степени 

но 8 классам получили 

Долганов А. {Ленинграл, ФМШ № 45). 
Погосов А. (Ташкент. с. ш. № 10). 

Усов В. (Томск, с, ш. № 6). 

Устинов Е. (Калининград. с. ш. № 43). 


Чичинов А. (п. Красногорск Янгиабадского 
р-па УзССР. с. ш. № 8). 
Юшкийтис Р. (Вильнюс, ©. ш. № 9): 


но 9 классам— 


И 5. 
обл.. с- 
Бараз „Л. о с. ш. № 9}, 
Батыршин Ш. (Ленинград. ФМЩ № 45}, 
Гордиенко С. (Смолевичи, с. ш. № 3), 
Зудин Е. (Александров. с. ш. № 4). 
Кленин К. (Саратов, с. и. № 13). 
Кривицкий В. (Харьков. с. ш. № 77), 
Ульмасов Т. (Душанбе, с. ш. № 8). 
Фрадкин Я. (Уфа, с. ш. № 14), 
Цыпин М. (Москва. с. ш. № 2); 


{Ленинск Клзыл-Ордниской 
№ 222). 


по 10 классам- 


Вайсбурд И. (Томск. с. ш. . 
Водостоев Д. (Воронеж, с. Ре № 15). 


Клишко В. (Внниица, с. ш. № 2). 
Ковригин Д. (Ломоносов. с. ш. №1 
Киинир „Л. (Астрахань. с. ш. № 1), 


Нестеренко А. (Повосибнрск, ФМШ № 165}. 
Пикшрис Р. (Вильнюс, с. ш. № 22). 
Ханелес А. (Самарканд. с. ш. № 67). 


Список читателей, 
приславших 
правильные решения 
задач из 

Задачника «Кванта» 


В этом номере мы публикуем фамилнн тех, 
кто прислал правильные решення задач 
№М476—М495 и Ф478—Ф492 (жирные циф- 
ры после фамилий — последине цифры но- 
меров решенных задач). 


Математика 


Большниство читателей. приславших ре- 
шение задач М481, М488а). решилк нх верно. 
Остальные задачн решилн: К. Абдухали- 
ков (Алма-Ата) 78, 80а), 83. 88. 89. 91; 
А. Агагв (с. Покровка АзССР) 79а), 83, 86, 
91. 93; Л. Агиев (с. Зарнава АзССР} 83. 
886). е): С. Азнабаев (Новотроник} 89, 91; 
В. Айриян (Раздан) 91, 93; Г. Аксуям 
(Евпатория) 91. $3, 94; Ф. Алиев (Баку) 91; 
Е. Альтерман (Львов) 80а), 6), 86. 88, 
91. 93; К. Аминмов (Казань) 91; {1. Анев 
(НРБ) 89: И. Аполонский (Жуковский) 86; 
И. Артюшкин (Пенза) 91; К. Архангель- 
ский (Киев) 76, 88е}, 91, 92; Р. Атангулов 
{<с. Юлдыбаево БАССР) 83; ИН. Ахметов 
(Москва) 86. 87. 886). в): А. Бадалян 
{пос. Берл АрССР) 83, 84, 86. 886), в), д). 
89. 91; Б. Байгакалов (Алма-Ата) 886), в); 
К. Бакланов (Тула) 89: А. Балинский 
(с. Дубляны Львовской обл.) 76, 80а), 6), 
852), б), 86.886}, 89: В. Батырев (Москва) 82, 
83. 85а) — в). 88, 89, 91—93, 94а); Б. Бе- 
гун (Москва) 89, 91; А. Бекжаное (Алма- 
Ата) 91; 
Таны КазССР) 91; Ю. Беляев (Ленинград) 
91; М. Бествина (СФРЮ) 18, 80а), в), 
85а) —д). 86, 88. 89; //. Бовсуновский (с. Пу- 
Тиловнчи Жнтомирской обл.) 83, 91; 
Г. Бокк (Воронеж) 85а) — д). 91, 83; 
О. Боконов (Кобрни) 91, 93: В. Болотни- 
хоз (Харьков) 76. 83, 89, 91; А. Боричев 
(Ленинград) 9. 93; И. Бородин (Соли- 
камск) 91; А. Бржезинска (ПНР) 88. 89. 
91: А. Броварник (Кривой Рог) 91; С. Бу- 
га (Ульяновск) 86, 87. 886). в). 89. 93; 
Б. Вайсберг (Обнинск) 86, 886}. в), 91; 
А. Васильев (Саратов) 83. 858) — в), 86. 
866}. в), 89. 91. 94а); В. Виноградов (Казань) 
87. 886), в): И. Власов (Мичуринск) 91; 
Д. Восо (и!о Лиепа ЛатССР) 91; А. Га- 
яенко (Пенза) 91; Э. Гасаное (Али-Байрам- 
лы) 91; Э. Гасанов (Тауз) 91; К. Гедалин 
(Тбилиси) 91; М. Гальперин (Ленинград) 
83. 84; А. Гельфеат (Рнга) 80а); А. Гиль- 
ман (Москва) 84, 85а) — в). 86, 886), в). 
89, 91—93, 94а); Ю. Глухов (Щелково} 91; 
О. Головинская (Кнев) 91; В. Голубенко 
(Черкесск) 9; 0. Гордиенко (Павлодар} 
89, 91, 93: Г. Грабарник (Ташкент) 86, 
88д). е} 89, 91, 92. 93; В. Григоров (Моск- 
ва) 86, 87, 886). в). 89: Н. Гринберг (Киев) 
91; С. Гришечкин (Москва) 76—80; 
Д. Грязнов (Днепропетровск) 83, 85а) — 
84 


(Москва) 78а). 6); Е. Коган 


3. Бектембоева {с. Коммунизм. 


в); В. Губа (Вологдв) 78, 79, 80а}, 82, 
83, 85а), д), 86—93, 94а), 95а); А. Дацен- 
ко (Харьков) 91; А. Дедков (Омск) 1786), 
79, 80а); В. Джалоян (с. Чишан АрССР) 
886. в), д). 89, 93; М. Джафаров (Киро- 
вабад) 886), е), 91; В. Димантман (Баку) 
91; О. Дмитриев (Саратов) 83, 85а). 6), 
86. 886). в), 89, 91. 94а}; А. Дороговцев 
{Киев} 83, 84, 89, 91; А. Дорошенко (Пермь) 
89, 91; Ю. Дудко (Симферополь) 91; 
И. Ермилов (Красноярск) 89, 91; С. Же. 
лезовский (Саратов) 78; Н. Жернаков (Зо- 
лотоноша Черкасской обл.) 91, 93; В. Жи- 
заев (Тащкент) 78, 83, 84, 86, 88, 91, 93; 
В. Забелин (Саратов) 786), 83; Р. Заб- 
тоцкн (ПНР) 92; И. Зверович (Минск) 
80а) — в), 83; Е. Зимонов (Алма-Ата) 78а), 
б). 79а), 80а), в). 86, 89. 94а); М. Златоустов- 
ский (с. Правая Хава Воронежской обл.) 
83, 89, 91; Я. Золотарев (Ташкент) 76а), 
78а). 6), 80а); Е. Зубова (Пермь) 78; 
М. Нбрагимов (Шуша) 91; О. Ижболдин 
(Ленинград) 91—93; Р. Измайлов (Баку) 
76—80; 84, 89, 91, 93; И. Искендеров 
(С. Нюсиюс НахАССР) 886), в), 91; А. Ис- 
маилов (с. Чайра-суллу АзССР) 91; 
Ф. Кабдыкаиров (Алма-Ата) 80а). 83, 85а), 
6}, 86, 886). в), 91—93; Я. Канелс (Лиел- 
варде ЛатССР) 91, 94а); А. Каплан (Сум- 
гант) 83, 91. 94а); Ю. Каплуноз (Москва) 
86, 886). в). 89; Г. Карагулян (Ереван) 
91, 93; Ч. Карибов (с. Вандам АзССР) 91; 
П. Каталымов (Алма-Ата) 83. 886), в); 
А. Кац (Ташкент) 77—79. 80а). 83. 94: 
Г. Квернадзе (Тбилиси) 91; И. Кевхшиви- 
ли (Тбилиси) 186, 792}, 91. А. Келарев 
(Свердловск) 83, 91. 92. 94; А. Керимов 
{Диепропет- 
ровск) 91; Н. Коган (Харьков) 886), в), 
89; А. Колдашов (Тбилисн} 91; С. Кол- 
паков (Москва) 802). 6), 83. 85а} — в}, 91; 
И. Коростишевский (Орск) 91; И. Коха- 
новский (Фрунзе) 89. 91; О. Кравец (Во- 
ронеж) 886), в), д}, е). 91; В. Крикихин 
{Махачкала) 91; О. Кружалов (с. Воскре- 
сенское Тульской обл.) 83, 87, 886), в), 91; 
0. Крылов (В. Устюг) 86: В. Крюкова 
(п. Оронгой БурАССР) 91; 0. Кузичкин 
(Муром} 886), в); С. Кузнецов (Ангарск) 
18а). 6), 82, 83, 85а; — д). 86. 87, 89, 
91. 92; Е. Кузьмин (Череповец) 76а), 
78а), 6}. 79, 802), 82, 83, 886), в). 89, 
91. 93. 94; П. Кулаков (Ангарск) 83; 
А. Килеско (Донецк} 77, 78а). 6), 79, 80а), 
83, 85а) — д), 86, 88, 89: Кулябин (п. Уг- 
леуральский Пермской обл.) 78а), 6); 
Д. Купчинский (Павлодар) 91, 93; 
В. Ландер (Одесса) 91; Е. Лапин (Алма- 
Ата} 886), в), 91, 93; Ю. Лапуста (Терно- 
поль) 9, 94; А. Левитов (Москва) 93, 
94а). 95а)’ в); Р. Лейлус (Вильнюс) 9; 
А. „Липин (Ленинград) 91; А. „Логинов 
(Ташкент) 91: И. Лозицкий (Ганцевнчн) 
886), в), д). е): А. /7омтатидэе (Тбиз +) 
89, 91; А. Ляховец (Краснодар) 78. 82, 
83. 86, 88. 89, 91; А. Мадоян (Ереван) 
83а); Ю. Макаров (Ленинград) 88в), 89, 
91. 93, 94. 95а), в); А. Мамиконян (свх. 
Ханджян АрССР) 83, 886}: М. Марьяно- 
вич (СФРЮ) 91; В. Матчишин (Целино- 
град) 93: В. Машевский (Одесса) 9; 
М. Межуева (Челябинск) 91; Р. Мешойрер 


(Москва) 77, 78. 80а). 83, 86, 88 6). в), 
89, 91, 93, 942); Г. Микаелян (Кафана) 
76; А. Миндлин (Саратов) 886), в), А, 
89: Д. Миндлин (Ташкент) 78, 79, ВЗ, 
86, 88, 89, 91, 93; А. Мерлин (Ленинград) 
76—79, 80а), 6); А. Молотовщиков (Тей- 
ково) 83; Б. Монхоо (Улан-Батор) 91; 
С. Морейно (Москва) 91; В. Морштейн 
(Харьков) 93; О. Мурсакулийев (Сназань) 
89; Б. Надеждин (Долгопрудный) 86, 88, 
89, 91, 93, 942); Т. Наджафов (Нахнче- 
вань) 886), в), д). 91; О. Намазов (с. Фах- 
рало ГССР) 9; Л. Натопов (Москва) 
89: Б. Наткович (Тбилиси) 89; Н. Несте- 
ренко (Новосибирск) 85а)-—д); М. Нудель- 
ман (Москва) 76—18, 80а), 82, 83. 85а} — 
в); А. Нурсеитов (Азма-Ата) 91; И. 0б- 
лаков (Ленинград) 76, 78а),` 6), 78а), 
80а), в); А. Опарин (Горькнй) 78а), 6) 80а), 
82, 83, 88, 91, 92, 94а); С. Осенний (Киев) 
91; В. Остапенко (Алма-Ата) 78а). 6); 
И. Петренко (Потн) 86, 89: С. Печенкин 
(Алма-Ата) 91; В. Подругина (Ангарск) 
91, 93; И. Пономарев (Пенза) 86; А. По- 
пелюхин (Киев) 76, 91; В. Потебня (Внн- 
ница) 91; Д. Привальский (Москва) 91; 
С. Пузанов (Одинцово) 91; Г. Пунинский 
(Бобруйск) 76, 78: Г. Пуричамиашвили 
(Тбилиси) 91; В. Радченко (Киев) 91; 
3. Райхштейн (Ярославль) 77—79, 80а), 
6), 83, 86, 87—89, 91—93; В. Решетников 
{Муром) 9Е Н. Рибарска (НРБ) 77, 18, 
80а): В. Романовский (Н. Двор Гроднен- 
ской обл.) 76. 78а), 80а); Н. Риубинштейч 
(Леиннград) 91; Г. Рыбкин (Смоленск) 91; 
А. Саблин (Москва) 76—79, 80а); И. Са- 
венков (Лысые горы Саратовской обл.) 
786), 80а). 886). в), 89, 91; С. Савченко 
(Херсон) 91; С. Сазонов (Уфа) 83; М. Са- 
лахли (с. Сарачло ГССР) 93; С. Самедов 
(с. Зарнава АзССР) 91; А. Сарчимелия 
(Тбилиси) 76—79; С. Севастюк (Невин- 
номыск) 83, 85а), в); М. Севрюк (Москва) 
76а), 77—80, 82, 83, 84, 85а) —д), 86, 
88—92, 94; П. Селиванов (Семипалатинск) 
91; С. Семенякин (Кнев) 91; А. Сивацкий 
(Ленинград) 86, 89, 91—93. 94а); С. Си- 
доренко (Брянск) 91; В. Скричевский (Ки- 
ев) 91; В. Смелянский {Москва) 91; 93; 
А. Смыслов (Конаково) 91; О. Сободев 
(Свердловск) 86, 89: Ю. Солдатенко 
(Пинск) 78а), 6); А. Сромин (Ленинград) 
86, 886), в), 91; С. Стадниченко (Пенза) 
80а), 83, 85в), 89, 91; М. Стрешинский 
(Донецк) 91; М. Стриунинский (Северо- 
донецк) 91, 93; Г. Субоч (д. Нарочь Мнн- 
ской обл.) 78а); Ф. Сухочев {Ташкент) 86, 
884), е), 89, 91—93; В. Сытенко (Минск) 
86, 91; О. Тавчень (Минск) 86, 91: Э. Тад- 
жиларов (Тбилисн) 86, 88; А. Тартаков- 
ский (Москва) 76а). 77—79, 80а), 6}, 
82. 83, 84, 85а) —д); К. Таталян (Ере- 
ван) 76а), 78а). 6), 79а), 80а), 86, 89, 980. 
94а); А. Татевосян (с. Ншаван АрССР) 
83; И. Тилешов {Алма-Ата) 83, 886, в), 91; 
С. Тихомиров (Москва) 89, 91; М. То- 
росян (Ереван) 91; В. Трофимов (Москва) 
76—79, 80а), в), 82, 83; Ю. Трофимчик 
(п. г. т. Калиновка Винннцкой обл.) 89, 
91; И. Троянов (Москва) 92; О. Трушин 
(Кострома) 91; К. Туйтеев (с. Ходжейлн 
ККАССР) 91; Г. Тюрин (Курск) 83; 


Д. Тэн-Чагай (Алма-Ата) 98; Р. Убайдил- 
лаев ИН 84, 88. 91, 93; А. Удавив- 
хин (Йошкар-Ола) 83. 886, 886), в). 89, 91; 
В. Уманский (Баку) 86, 886}, в), д), 91, 94; 
М. Фоддеев (Ленинград} 76, 786), 80а), в): 
Н. Федин (Омск) 786), 83; А. Филонов; 
{Якутск) 98; Б. Филь (Львов) 83: Г. Фир- 
сова (Ленинград) 76а). 78а), 6), 802), 83, 
85а) —г). 886). в), 89, 91, 93, 94а); Хари- 
тонов (Старая Русса) 78а, 6): С. Хосид 
(Алма-Ата) 86. 886), в}, 91. 93; Ю. Цер- 
ковский (Москва) 766), 77, 78а), в); 3. Ци- 
хистави (Телави) 83: П. Чеботарев (Моск- 
ва) 76. 78а), 6), 80а), 86, 91; Е. Чегирев 
(п. Кадошкина МорАССР) 91; И. Черная 
(Леннкград) 91; В. Шарафян (Ереваи) 91; 
В. Шенкарь (Кнев) 78а),6); А. Шихкеримов 
(Сумгант) 9 В. Шматенко (Ангарск) 83, 
85а). в) — д). 886), в), д), е), 89,91; Д. Шулем- 
баев (Алма-Ата) 85а) — я); Ф. Эрдман (ГДР) 
786}; Н. Эркенов (Пенза) 78а), в), 91: 
Й. Якунин (Ленинград) 91; И. Яремко 
{п. Долгое Закарпатской обл.) 91; Я. Яро- 
шенко (с. Устивица Полтавской обл.) 
886, в). 91; Н. Ясинская (с. Мазуровка 
Вииницкой обл.) 83. 


Физнка 


Почти все читателя. приславшие решения 
Задач $478 —Ф492, справнлись с задача- 
ми Ф481, Ф483 к $491. Остальные задачн 
правнльно решилн: М. Абдуллов (Баку) 
87; К. Акопян (Ереван) 79, 85; А. Алек- 
сеев (Гомель) 88; М. Алексеев (Обиниск) 
80; Л. Анисимов (Раменское) 89, 90; 
А. Антонян (Ереван) 79: А. Арутюнян 
(Ленинакая) 78, 79; А. Баргуев (Улан- 
Удэ) 84; А. Барзыкин (п. Черноголовка 
Московской обл.) 78—80, 87, 88, 90, 92; 
Г. Баскаков (Южно-Сахалинск) 90; В. Бо- 
яотников (Харьков) 79, 82: Д. Василевич 
(Ленннград) 79; С. Веселянский (Харьков) 
79, 82; А. Владимиров (Ленннград) 86; 
В. Гаврилов (Орск) 80. 82; М. Гаврилов 
(п. Черноголовка Московской обл.) 78— 


. 80, 82; В. Гаврилюк (Староконстантинов) 


90; О. Ганболд (Улаи-Батор, МНР) 90: 
В. Гаркавый {Лида) 79, 80, 82, 88—90; 
Ю. Гернер (Ангарск) 92: Ю. Горбунов 
(Курск) 78—80; О. Гребенчиков (Уфа) 90: 
С. Дереченник (по Межиречье Гроднен- 
ской обл.) 87, 90: С. Дынник (Тараклия) 
90, 92; А. Заболотских (Чусовой) 87: 
А. Забродин (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 78—80. 84—90, 92: Е. Иванов 
(Долгопрудный) 78—80, 84. 86—60; 7. Ка- 
кабадзе (Тбилиси) 78, 79, ва. 86, 88, 89: 
Я. Калейдзидис (Чимкент) 82, 84, 86, 88— 
90; А. Карнаухов (п. Кутана ЯАССР) 18, 
79; И. Кевхишвили (Тбилиси) 86, 87: 
В. Кобелев (Щигры) 79. 80, В. Ко- 
мов (Александров) 80, 82, 85, 86, 89, 
92: А. Коробейников (Балашов) 89; 
И. Коротков (Волгоград) 86, 89, 90: 
Г. Корчемский (Кишинев) 82. 85, 87; 
В. Костур (Киев) 88—90; В. Костусян 
(Запорожье) 85. 86, 89; Краджян 
(Ереван) 82, 89; А. Кулрын (Москва) 
82. 88; Г. Кухтина (Киев) 92: Л. Кушнир 
(Астрахань) 78, 82; В. Лашкин (Киев) 82, 
86, 88, 90; А. Левченко (Свердловск) 79, 


(Окончание см. на с. 91) 


Рецензим, библиография 


Новые книги 


В этом номере мы публикуем 
краткне аннотации на вы- 
ходящне в 1\ квартале книгн 
по математнке н физнке, 
доступные и интересные на- 
шим читателям. 


Математика 


Издательство «Наука» 


1. Кокстер Г. С. М.., 
Грейтцер С. Л. Новые 
встречи г геометрией. Пере- 
вод к англ. Объем 13 л., ти- 
раж 50000 экз., ц. 87 к. 

Эта кннга знакомит чи- 
тателя к краснвейшими ре- 
зультатами н методамн гео- 
метрии, открытыми как в 
древностн. так н в более позд- 
нее время. В ней содержатся 
н результаты, — непосредст- 
венно примыкающие к школь- 
ному курсу геометрин (ок- 
ружность девяти точек, тео- 
рема Чевы. геометрическне 
преобразования). и идеи, при- 
‚водящие к инверсивной н 
проективной геометриям. 

Кинга чрезвычайно 
удачно расширяет и допол- 
няет школьную программу по 
геометрнн. Поэтому «Новые 
встречн с геометрией» явятся 
прекрасным пособием для ра- 
боты школьных математнче- 
скнх кружков, тем более, что 
после каждого раздела име- 
ется большое количество за- 
дач. 

Одну из глав этой кннги 
мы публиковали в ‘`«Кван- 
те» — см. «Квант № 7, 
статью «Задача о зфех кув- 
шинах». 

Простое и доступное из- 


ложенне делает кннгу ин- 
тересной широкому кругу 
читателей, которые смогут. 


благодаря ей, познакомиться 
с красотой н богатством идей 
геометрии. 
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Издательство «Просвещенне» 


2. Виленкин Н. Я. 
Функции в природе п технике. 
Объем 10 л.. тираж 100 000 
экз., ц. 30 к. 

В книге рассказывается 
о различиых  прнложеннях 
элементарных функций, изу- 
чаемых и школе, о развитии 
и ирнмененнн . дифференци- 
ального п интегрального нс- 
числений, о том, как мате- 


матики нщут оптимальные 
решення задач. 
Кннга будет полезна 


учашнимся старших классов. 
желающим больше узнать об 
изучаемых в школе функци- 
ях. 


Фнзнка 


Издательство «Наука» 


1.  Кнтайгород- 
скнй А. И. Физика для 
всех. Фотоны и ядра. Объем 
10 л., тираж 200000 экз.. 
ц. 38 к. 

Кннга задумана как за- 
ключительная часть «Физни- 
ки для всех» Л. Д. Ландау 
и А, И. Китайгородского. 
неоднократно нздававшейся 
в иашей стране и переведен- 
ной на многие языки мнра. 
В кннге изложены основные 
сведения, касающиеся элек- 
тромагнитных волн,  тепло- 
вого излучения, учения о 
спектрах; приведены прн- 
меры нанболее расиростра- 
ненных лазеров; много вни- 
мання уделено ядерной фи- 
зике. Отдельные разделы но- 
священы механике быстрых 
движений (специальная  те- 
ория относительности} нп 
движению малых частни (вол- 
новая механнка). 

2. Шаскольская 
М. П. Кристаллы. Объем 
Ю л.. тираж 100000 экз.. 
ц. 38 к. 

3. Шаскольская 
М. П. Очерки о свойствах 
кристаллов. Объем 10 л.. 
тираж 100 000 экз., ц. 38 к. 

Эти кииги представляют 
собой отдельные части пол- 
ностью  переработаниого п 
расширенного нздання кнн- 
ги «Кристаллы», нздававшей- 
ся в 1944 к 1957 годах. 

В первой книге расска- 
зывается о росте кристаллов 
в природе — под землей. в 
глубннах морей, в пещерах, 


н минеральных месторожде- 
ниях. в облаках — и о вы- 
ращнвання кристаллов в ла- 
бораторниях. Во второй кни- 
ге — о структуре кристал- 
лов н о влиянии структуры на 
свойства кристаллов. 

Простая п заниматель- 
ная форма изложення дела- 
ет книги доступными и нн- 
тереснымн для миогих чи- 
тателей. Их с интересом про- 
чтут школьники старших 
классов. 

4. Тимофеев А. В. 
Роботы и искусственный ин- 
теллект. Объем 10 л., тнраж 
100 000 экз., ц. 38 к. 

В книге рассматривают- 
ся различные функцнональ- 
ные схемы роботов и совре- 
меиное состояние проблемы 
моделировання интеллекта. 
Дается представление © прнн- 
цнпах, алгорнтмах н сред- 
ствах очувствлення ин управ- 
ления роботами. Особое вни- 
мание уделяется проблеме 
создания элементов интел- 
лекта роботов. Обсуждаются 
зопросы прнменення роботов 
н систем искусственного нн- 
теллекта в промышленности, 
в космических и подводных 
нсследованиях. 

5. Казютинский 
В. В.. Комаров В. И. 
Взрывающаяся Вселенная. 
Объем 16 л.. тнраж 50 000 
экз., ц. 70 к. 

В книге рассматривают- 
ся основиые вехн революции 
в современной астрономиче- 
ской науке, те острые споры 
н дискуссии. которыми со- 
провождается рождение но- 
вых представлений о Все- 
ленной. связанных с откры- 
тиями последних лет: актив- 
ностью ядер галактик, ква- 


зарзми, пульсарами. ччер- 
нымн дырами». Авторы де- 
лают попытку ВЫЯСНИТЬ 


причины, которые приводят 
к тому. что в ряде случаев 
одним н тем же астрономиче- 
ским фактам даются противо- 
положные научные — истол- 
кования. Рассматривается 
также вопрос о том. какой 
вклад вносит новая картина 
Вселенной в научное мнро- 
воззрение- 

Киига, написанная живо 
п интересно, рассчитана на 
широкий круг читателей, ин- 
тересующихся современной 
астрономией. 

6. Лишевский В. П. 
Популярная механика. Объ- 


ем В л., тираж 50 000 экз., 
ц. ЗОк. 

Книга  посвяшена тео- 
ретической механике. В ней 
на отдельных примерах в 
популярной и занимательной 
форме рассматриваются 0с- 
новные законы этой науки — 
теоретической базы всей тех- 
никя. 


7. Ирина В. Р., 
Новнков А. А. В мире 
научной интуиции. Объем 


10 л,. тираж 30000 экз.. 
ц. 65 к. 

В книге рассматриваются 
процессы научного  творче- 
ства, обусловленные дей- 
ствнем интунции. Уднвн- 
тельные, неожнданные, под- 
час трудно объяснимые воз- 
можности этой важной 0со- 
бенности человеческого ра- 
зума раскрываются на кон- 
кретных примерах из областн 
фнзнки. 

8. Смирнов Г. Д. 
Управление космическими ап- 
паратами. Объем 10 л., 
Тираж 25 000 экз., ц. 65 к. 

Развитие = ракетно-кос- 
мической техники потребо- 
вало форсированной разра- 
ботки методов. средств и 
систем  управлення косми- 
ческимн аппаратамн раз- 
лнчных типов. Об этой новой 
областн техники и расска- 
зывается в книге. 

9. ФнлоновнчС. Р. 
„Эучи, волны, кванты. Объем 
10 л., тираж 30000 экз., 
ц. 65 к. 

Книга посвящена исто- 
рии оптики — одного из нан- 
более развнтых разделов со- 
временной физики. Показано 
влняние оптическнх исследо- 
ваний на развитие другнх 


дннамики, теорни относитель- 
ности, квантовой механикн). 
Отражена история прнклад- 
ной  оптнкн, история соз- 
дання оптических приборов. 
Издательство «Мнр» 

10. Тригг Дж. Л. 
Занимательные вехи в эк- 
спериментальной физике. Пе- 
ревод к англ. Объем 22 л., 
тнраж 30 000 экз.. ц. р. 
70 к. 

Исторня открытия 
сверхпроводимости н сверх- 
текучестн, создание первого 
транзистора и первого ла- 
зера, основные экспернмен- 
ты в областн атомной н ядер- 
ной фнзикн — таков вкратце 
круг вопросов, рассматрнва- 


емых известным ‚ американ- 
скнм ученым Джорджем 
Л. Триггом. 


Популярная и одновре- 
менно строго научная форма 
изложения, богатый фактиче- 
ский и нллюстративный ма- 
тернал привлекут к книге 
внимание широкого круга чи- 
тателей. 


Издательство «Просвещение» 


1. Школьникам 6 — с0- 
временной физике. Физика 
сложных систем. Соста- 
витель Угаров В. А. 
Объем 12 л., тираж 100 000 
экз.. ц. 57 к. 

Предлагаемая книга 
предназначена школьникам 
старших классов, интере- 
сукщцимся физикой. Она по- 
может им углубить п рас- 
ширять полученные и школе 
знания, даст много новых 
сведений из современной фн- 
знки. В княге содержится де- 
вять рассказов на различные 


переходы», «Квазичастнцы и 
фотоны». «Излученне частиц, 
движущихся быстрее света» 
н др. 

12. Ланге В. Н. Фн- 
Зические парадоксы п софизмы. 
Изданне 3-е. переработанное. 
Объем 8 л., тираж 100 000 
экз., ц. 25 К. 

Книга содержит различ- 
вые по тематнке и степенн 
трудноств занимательные 
задачи, парадоксы, софизмы 
по всем разделам школьного 
курса физики. Все задачи 
имеют краткне решения. 

13. Елнсеев А. А. 
Б. С. Якоби. Объем ВБ я.. 
тнраж 80000 экз., ц. 20 к. 

В книге рассказывается 
а жизнн, научной и обще- 


ственной деятельности вы- 
дающегося изобретателя, 
ниженера н физика Б. С. 
Якоби. 


«Атомиздат» 


14. Шелест В. П. 
Новый криг (структура эле- 
ментарных частиц). Объем 
6 л.. тнраж 100 000 экз., 
ц. 30 к. 

Уже много лет физнкни 
изучают мельчайшие  час- 
тнцы вещества, — которые 
принято называть  элемен- 
тарнымн. Но оказывается, 
эти частицы совсем ме эле- 
ментарные. а очень сложные. 
В последние годы (в резуль- 
тате серни важных открытий 
экспериментаторов ин работ 


теоретиков) стало ясно. что 
у этнх частиц иеобычная 
структура, и разнообразне 


их намного больше, чем пред- 
полагалось. 
И. Клумова, 


областей физики (электро- актуальные темы: «Фазовые М. Смолянский 
Символическин рия занимается доказатель- Существует уже нема- 
ством нли опровержением ло книг, посвященных изло- 

формулируемых в рамках жению различных разделов 

ЯЗЫК этой теорнн утверждений. математической логики. Сре- 
Но как, собственно. ус- ди них имеются книги, ко- 

математики троены математические ут- торые либо непосредственно 
зерждения? Каковы те за- адресованы, лябо вполие до- 

коны и правила, по которым ступиы  старшеклассннкам. 

В математике приходится мы рассуждаем — выводнм Остановимся коротко на 


иметь дело с различного рода 
утверждениямн. Не- 
которые из них удается до- 
казать {с помощью тех 
нли нных рассуждений, опи- 
раясь на определенные ис- 
ходные утверждения). дру- 
гие — удается ол Р о- 
вергниуть. В сущности, 
всякая математическая тео- 


однн утверждения из дру- 
гнх? Этимн вопросамн в8- 
нимается спецнальная ма- 
тематнческая наука. назы- 
ваемая математической ло- 
гикой. Знакомство с этой на- 
укой — важное —н увлека- 
тельное дело, помогающее 
проннкнуть в дух современ- 
ной математики. 


двух таких книжках, вы- 
шедших в носледние годы: 


А. ДД. Кутасов. 
« Злементы математической 
з0гиких (М., «Просвешение», 
1977, 62 стр.). 


С. ЛП. Эдельман, 
«Математическая логика» 
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(М.. «Высшая школа», 1975, 
170 стр.). 

Первая из этих книг 
написана специально для уча- 
щихся 9-10 классов. В ией 
рассказывается о начальных 
понятиях математической 
логикн. о ее символическом 
языке н его выразительных 
возможностях. Автор. они- 
раясь на удачно нодобран- 
ные примеры. весьма просто 
и доходчиво освещает такие 
воиросы. как необходимые п 
достаточные условия. вза- 
нино обратные п взаимно 
противоположные утверж- 
дення. Значительное вии- 
мание уделяется так назы- 
ваемым утверждениям 06- 
щности. объясняется. как 
такне утверждения доказы- 
ваются с помощью принципа 
математической индукции п 
как оин опровергаются ла 
контриримерах. 

Читателя, несомненно. 
заинтересуют  рассматривас- 
мые в книге приложения сим- 
волической логики, в частно- 
сти — решение традиционных 
для популярной математи- 
кин ологических» задач. 

Вот одна из таких задач: 

Брауну. Джонсу и Сми- 
лу предъявлено обвинение в 
соучастии м ограблении банка. 
Похитители скрылись на 
поджидавшем их автомобиле. 
На следствии Браун пока- 
зал. что преступники были 
на синем  «Бьюикеь, Джонс 
сказал, что это был черный 
«Крайслер». а Смит утвер- 
ждил. что это бы «Форд 
Аустанг» и ни в коем слу- 
чае не синий. Стало извест- 
но. что. желая запутать 
следствие. каждый из них 
указал правильно либо толь- 
ко марку машины, либо толь- 
ко ее цвет. Какого цвета был 
автомобиль п какой марки? 

Оказывается, ответ на 
этот вопрос можно попросту 
«вычислить». Как именио это 


сделать —  нодробно объ- 
ясняется в киигс. 
Важным = достоинством 


книги Кутасова являются по- 
мещенные в ней задачи. Часть 
из них разобрана. другие 
предназначены для сахюстоя- 
тельнаго решения и снабже- 
ны подробными указаниями и 
ответами. 

Тогда как книга Ку- 
тасона посвящена почти нс- 
ключителыю структу- 
ре математических утвер- 
ждений и наннсана  совер- 
шенно элементарно, книга 
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ЗАМЕНЫ | 
МАТЕМ АТИЧЕСКВЙ 


ЛОГИКИ 


Элдельмана идет значительно 
дальше ин потребует от чи- 
тателя серьезных усилий (но 
не предварительных зна- 


ний). Здесь тоже — ни при- 
том более подробно — рас- 
сматрнвается язык, на ко- 
тором формулируются ма- 
тематические утверждения, 
но сверх этого изучаются 
важнейиие  понятня  логи- 
ческого следствия. вывода и 
доказательства. Основное 
внимание уделено анализу и 
формальному описанию тех 
средств, г помощью которых 
из одннх утверждений раз- 
решается выводить дру- 
гие. 

Рассмотрим для примера 
такое незамысловатое  рас- 
суждение: Всякий ромб яв- 
ляется — параллелограммом. 
фигура АВСР — ромб; зна- 
чит. фигура АВСО — па- 


раллглограмм. Из книги 
Эдельмана читатель узнает. 
что данное рассуждение по- 
лучается как частный случай 
некоторой общей схемы рас- 
суждений и Что всякое ма- 
тематическое доказательство 
сводится, но существу, к по- 
следовательному исполь- 
зованию  нескодькнх такнх 
схем. 

В книге Эдельмана бо- 
лее детально, чем п книге 
Кутасова. освещается воп- 
рос п применении символиче- 
ского языка м конструнро- 
ванию так называемых пе- 
реключательных схем. Рас- 
сматривается. иапример, за- 
дача об управлении мотором 
лифта при спуске с какого- 
нибудь этажа на первый. 
Приведение мотора в дей- 
ствне зависит от целого ряда 
условий (закрыты лин дверн 
шахты па обоих этажах н 
двери кабины. находится ли 
пассажнр в кабине. нажата 
ли кнопка спуска и кабине, 
нажата ли кнопка вызова на 
первом этаже}. В книге со- 
ставляется формула. учиты- 
вающая нсе эти условия. в 
строится соотнетствующая пе- 
реключательная схема. 

Терпеливый и вдумчи- 
вый школьник мог бы п при- 
ициле начать знакомство с 
математической логикой не- 
посредственно по — книге 
Эдельмана. Однако проще 
изучить сперва более эле- 
ментарную и легко чнтаемую 
кингу Кутасова. Тем. кого 
заинтересует предмет, кнн- 
гу Эдельмана можно реко- 
мекдовать как сравнитель- 
ио доступное и вместе г тем 
достаточно основательное вве- 
дение и «серьезную» мате- 
матическую логику. 

Конечно. рекомендуемые 
здесь книги нельзя признать 
совершенно - безупречнымн. 
На ваш взгляд. например, 
в книге Кутасова не всегда 
удачно пролуманы  обозна- 
чения. а п книге Эдельмана 
желательно было бы увели- 
чить число упражнений (059- 
бенно в важной третьей гла- 
ве). Надо полагать. авторы 
будут стараться улучшить 
свон пособия в следующих нз- 
даниях. В целом. однако. 
каждая из книг представляет 
собой доброкачественное, ос- 


нонанное на должном педа- 
гогаческом опыте. введение 
в предмет. 


Ф. Леонидов 


Информация 


[Х праздник 
юных математиков 
в Батуми 


С 4 по 9 ноября 1977 года в 
Батуми проходила очередная 
математическая конферен- 
ция  школьинков. Эта Кон- 
ференция стала замечатель- 
ной традицией. Кроме ба- 
тумских школьников в ней 
приняли участие почти 150 
школьников из Тбилиси, Су- 
хуми п других городов Гру- 
зии, из Баку. Еревана, Кие- 
ва, Москвы н Рнги. На кои. 
ференции было нрочитано 28 
докладов. Пять из них были 
отмечены спецнальными гра- 
мотами оргкомитета н жюри. 
Кроме этого еще десять до- 
кладов были отмечены как 
нитересные- 

Доклады были самые раз- 
ные: в одних ребята расска- 
зывали © собственных ис- 
слелованиях. и других —о 
том, что они прочнталн и 
книгах или о <Кванте». Обыч- 
но после доклада кто-нибудь 
из членов жюрн выходил к 
доске, комментнровал доклад, 
говорил п близких вопро- 
сах, 

Некоторые доклады были 
посвящены ие решенным до 
конца задачам. Например, в 
докладе А. Алексеева (Моск- 
ва, 18° интернат) рассматрн- 
валась такая игра. 

Играют 0вог. Оны по оче. 
реди вписывакии в таблицу 
ЗХ 3 нисла от 1 до 9 (каждое 
„число должно быть исполь- 
зовано). Когда таблица за- 
полнена, подсчитывают две 
суммы: сумму $1 произве- 
дений по стоабцом и сумму 
$2 произведений по строкам. 
Есзи 5: > $.. выцгерынвет 
начинаений игру, если $ « 
< $> — вынгрывает второй 
церок. 

Докладчик  неследовал 
нгру с помощью электронной 
вычислительной машины н 
научил ЭВМ выигрывать. Оз- 


` 


нако он не сумел доказать, 
что найденная им стратегия 
приводит к победе всегда. 
Может быть. вам удастся при- 
думать стратегию и доказагь 
про нес, что онз наверняка 
приводит к победе? 

Чрезвычайно большой 
интерес вызвал у участинков 
п многочнеленных зрителей 
математнческнй КВН. Первое 
место вн нем заняла команда 
19-й московской школы, вто- 
рое — 208-й киевской школы 
п третье — команда 57-й мос- 
ковской школы. В конкурсе 
канитанов победнл москвич 
Витя Гальперин (57 школа). 
победитель всесоюзных н 
международной олимпнад_ Он 
сумел вынграгь по олимний- 
ской системе у остальцых 
капитанов п такую игру: 

Из трех куч камней зи 
один ход можно либо взять 
несколько камней из одной 
кучи. либо равное число кам- 
ней из двух куч. Играют двое. 
Вынгрывает иерок. взявииий 
последний камень. 

Быстрее всех удалось 
ему п расцепить карандаш с 
веревкой и пиджак. не раз- 
рывая веревки п ие ломая 
карандаша (см. рисунок). По- 
пробуйте разобраться с этой 
головоломкой. Заодно — по- 
пытайтесь, взяв за конщя 


‘кусок бичевки п не выпуская 


нх затем ил рук. завязать ма 
ием узел. 

Приятно отметить. что 
конференция. в которой ис- 
сколько лет назад прини- 
мали участве только иколь- 
ннкн Закавказья. стала те- 
перь практически  нсесоюз- 
ной. Это произошло благо- 
даря энергин н энтузиазму 
Батумского горкома КИСС. 
Аджарского обкома п город- 
ского комитета ВЛКСМ. чя- 
инстерства просвещения Лд- 
жарской АССР, Совета проф- 
союза Аджарии. Аджарекого 
отделения общества «Зна- 
нне» н других республикан- 
ских и городских органила- 
цнй ин таких энтузнастов. как 
учитель математики батуч- 
ской школы № 7 М Жгеити. 

Мы надеемся. что гео 
графия битумекого  иразл- 
ника математики в ближай- 
шне годы сне более расши- 
рится. Хотелось бы. чтобы 
число городов, проводящих 
подобные конференции. тоже 
увеличилось. 

Жлем ваших писем с 
рассказами о таких встречах 
иольинков. Л. Макароа 
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Математика — 
будущему рабочему 


Кем быть, посвятить 


свою 
жизнь, куда пойти учиться —- с эти- 


чему 


ми вопросами сталкивается каждый 
молодой человек на пороге самостоя- 
тельной жизни. Многие, решая эти 
вопросы, поступают после 8 класса в 
професснонально-технические учи- 
лища, где вместе со средним образо- 
ванием получают рабочую специаль- 
ность. Например. я Ленинграде число 
учащихся в ПТУ уже сейчас превы- 
шает число учеников 9—10 классов. 
В современвых ПТУ прекрасные ка- 
бинеты, лаборатории. читальные за- 
лы — одним словом все. что иеобхо- 
димо для получения полноценного 
общего образования. Конечно, каби- 
неты и оборудование —. не самое глав- 
ное. Сейчас много делается для того, 
чтобы хорошие традиции, накопленные 
нашей школой, перенести в ПТУ. 
«Квант» уже писал об олимпиадах по 
математике и физике для учащихся 
ПТУ. в течение трех лет организую- 
щихся в Ленинграде. Дважды коман- 
да учащихся профтехучилищ высту- 
пала на заключительном туре Все- 
союзной математической олимпиады. 
В этом году большая групна выпуск- 
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ников ПТУ Ленинграда рекомендова- 
на к поступленню на дневные отделе- 
ння вузов. Во многих училищах рабо- 
тают математические и физические 
кружки, проходят недели математики. 
перед ребятами выступают с лекция- 
ми научные сотрудники и иренодава- 
тели институтов. 

Иногда задают вопрос --- зачем бу- 
дущему рабочему трудные математи- 
ческие понятия, задачи, кружки, 
олимпиады? Мы не будем пространно 
агитировать за занятия математнкой. 
Просто хочется сказать о том гро- 
мадном удовлетворении, которое по- 
лучает человек, дзя которого матема- 
тика становится другом и необходи- 
мым снутником. Таких людей средн 
учащихся ПТУ становится все боль- 
ше и больше, и журнал «Квант» бу- 
дет рад помочь им п общении с нашей 
древней и вечно молодой наукой. 

В феврале этого года в Ленин- 
граде состоялась. ставшая традици- 
онной, ГУ физико-математическая 
олимпиада учащихся  профтехучи- 
лищ; впервые была проведена олним- 
пнада и по химии. Олимпиада проходи- 
ла в два тура. В первом туре олим- 
пиады участвовали ночти все учащие- 
ся 149 ПТУ города и области. Вто- 
рой, заключительный тур, организа- 
ЦИЮ которого Я этом году взял на се- 
бя ЛЭТИ, собрая около 500 победи- 
телей первого тура. В течение четы- 
рех часов решали задачи. затем ак- 
тивно участвовали в разборе решений 


этих задач. Завершился этот день 
праздничным вечером в Доме культу- 
ры учащихся профтехобразования, где 
победителям были вручены дипломы, 
грамоты и многочисленные призы. 

Ниже мы приводим тексты неко- 
торых задач по математике Ленин- 
градской олимпиады профтехучилищ. 


1 курс 

1. Длины оснований равнобочной тра- 
чеции — 4 см н 8 см, а длнна боковой сто- 
роны — 5 см. Какую сторону пересекает 
бнссектриса угла прн большем основанин: 
меньшее основание или боковую сторону? 

2. Сколько корней имеет уравнение 
х? -- ах -- В = 0, если известно, что 100 
-- 10а + р < 65? 

3. Дан куб с ребром |. Доказать, что 
сумма расстояний от любой точки внутри 


куба до всех вершин не меньше 4 У/ 3. 

4. Стальную плитку размером 
60 см Хх 85 см обвелн карандашом на 
бумаге. Найднте центр полученного пря- 
моугольника, нмея лишь эту плитку и 
карандаш. 

5. Дама сдавала в багаж рюкзак, че- 
модан, саквояж и корзнну. Чемодан весит 
больше, чем рюкзак; саквояж н рюкзак 
вместе весят больше, чем две остальные 
вещи, а корзнна и саквояж вместе весят 
столько же, сколько чемодан и рюкзак. 
Какая ‘из вещей самая тяжелая, а какая 
самая легкая? 


Н курс 

1. В окружности проведена хорда, 
стягивающая дугу п 120°. Можно ли про- 
вести через середнну этой хорды другую 


хорду, делящуюся в точке пересечения 
хорд в отношении 1: 4? 

2. Существуют ли такне числа п н В, 
что область значеннй функцнн 


у=а-ь |2 (с0$ х-- $т х) 
совпадает с отрезком [—3; 15]? 
3. В прямоугольнике АВСО сторона 
АВ втрое меньше стороны АД. Сторона АР 


точкамн КнР а г три О 
энтные части К] = | КР | = |РЬ|)- 
Ч 1 ре 


Найти тангенс суммы углов ВРА и ВРА.- 
Какой вывод можно сделать о сумме уг- 
О—ю5ц и 2 


лов ВКА, ВРА и ВРА? 

4. Доказать, что в любом шестизнач- 
ном чнсле можно так переставить цифры, 
чтобы сумма первых трех цифр отличалась 
от суммы последних трех цифр меньше, 
чем на 10. 


ИЕ курс 
1. Сколько корней имеет уравнение 


ха = И? 

2. Человек стонт иа заснеженном по- 
ле на расстояннн А от прямолннейного 
асфальтнрованного шоссе. Его скорость 
прн Двнженни по снегу вдвое меньше ско- 
рости на асфальте. Какое расстояние че- 
ловек должен пробежать по снегу так, 
чтобы как можно быстрее добраться до 
некоторой {достаточно далеко расположен- 
ной) точки на шоссе? 

3. Доказать, что прн всех х>2 вы- 
полнено неравенство: 5%> 3х -{ 4^. 

4. Существует лн многогранник, нмею- 
щнй 35 ребер? 


М. Башмаков, Т. Братусь, С. Поздняков 


(Начало см. на с. 84) 


82, 86, 87, 90: Д. Людмирский (Киев) 
79, 82, 84, 86—90, 92; Т. Макиенко (Дне- 
ПЕ 79, 90; С. Мартынов (Бел- 


город-Днестровский) 86; С. Медведев 
{Москва) 79, 89. 90; В. Микулов (Павло- 
град) 90; А. Мирлин (Ленннград) 79; 


Н. Миронов (Кашин) 88, 92; А. Михеев 
(Пермь) 87—89: А. Мкртчян (Ленина- 
кан} 78, 79, 82; А. Могильнер (Свердловск) 
86. 90; И. Молчанов (Киев) 78, 79, 90; 
5. Наткович (Тбилиси) 90; В. Невмер- 
жицкий (с. Левковичи Житомнрской обл.) 
79, 86, 87, 90; Г. Нечаева (Курск) 79, 90; 
А. Никитенков (Великие Луки) 78—80, 
82, 84—90, 92; В. Никитин (Запорожье) 
92; Д. Оглоблин (Иркутск) 90; А. Опа- 
рин (Горький) 82, 86, 89, 90, 92; К. Ора- 
зов (р/ц Кызыл-Атрек ТССР) 78, 84; 
В. Остапенко (Алма-Ата) 78, 90; Г. Па- 


велкина (Кнев) 90; В. Переверзев (с. Лукья- 
новка Омской обл.) 86. 90; С. Пивницкий 
(Внклинн, ПНР) 90, 92; Е. Пономарев 
(п. Черноголовка Московской обл.) 85— 
90, 92; Д. Попов (Чусовой) 82, 87; А. Ро- 
дин (Великне Лукн) 88, 90; /7. Рожанский 
(Москва) 84—88; И. Романов (Москва) 85; 
А. Ряр (Новосибирск) 87; Д. Самедов (Ма- 
саллы) 90; Г. Сизых (Ангарск) 92; В. Смыш- 
ляев (Ленинград) 84, 85, 88—90; С. Стар- 
ков (Белебей) 89, 92; А. Сторожев (Ак- 
тюбинск} 78; Р. Султанов (Ташкент) 85, 
87; В. Токарев А 90; О. Тру- 
шин (Кострома) 89; Н. Федин (Омск) 
85, 88—90. 92; А. Фомин (Новосибирск) 
87, 90, 92; Ю. Хомяков (Белорецк) 89; 
А. Чекмиэов (Краснодар) 90; В. Ша- 
нин (Небит-Даг) 90; Д. Шафер (Ленинград) 
86 —88; Н. Шестопал (Киев) 85, 86, 89, 
90, 92: И. Шляхова (Лобия) 88, 89, 92; 
Ф. Эрдманн (Цейти, ГДР) 79; М. Э$- 
роимский (Ленинград) 92; Д. Юрьев (Моск- 
ва) 87; Ю. Янчук (п/о Иваиополь Жнто- 
мирской обл.) 80. 


Т. Уоолкер, А. Слек 


Откуда 
взялся «ОН»? 


Даже случайные  свндетелн 
лрофессионального разгово- 
ра физиков могут заметить, 
что разговор пестрит сло- 
вами, оканчивающимися на 
«он»: фотон. фонон, электрон, 
магнон и т. д- 

Каково происхождение 
этих слов? Кто был их *изо- 
бретателем»? Кто ввел их в 
обиход? 

Термин «электрон» (для 
обозначення носнтеля элек- 
трического заряда} появнлся 
в 1891 году. Это слово про- 
нсходит от греческого 
ЦАРИТроу, что означает «ян- 
тарь». 

В 1920 году появилось 
слово «протон». которое про- 
исходит от лоютов. озна- 
чающего «первый». Переход 
ОТ 0» К $» в конце сло- 
ва был продиктован желанием 
согласовать новый термнн со 
словом «электрон». 

В 1921 году возникло на- 
званне «нейтрон»: — соеди- 
нение слова «нейтральный» с 
окончанием в стиле электрона 
н протона. 

В 30-е годы наблюдалось 
некоторое отступление от 
традиции в  нанменованин 
частнц — появились  терми- 
ны «мезотрон» и «познтрон». 


Эта статья — сокращенный 
перевод работы американ- 
ских авторов, опубликован- 
ной в Американском физи- 
ческом журиале (Атепсап 
дюигпа! ог РЫ$ю$5, 1970, 
т. 38}. Перевод п подготов- 
ка к публикации В. Чернева, 
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От первого названия физики 
впоследствии отказались, вто- 
рое было сохранено. Для 05- 
разования этих слов от «элек- 
трона» было отделено звуко- 
сочетание «трон», п качестве 
корней использовались гре- 
ческое  пеЕбор («средний») 
и латинское ромИу\и$ («по- 
ложительный»} . 

Сочетанне «трон» иыне 
определяется как суффикс, 


подчеркивающинй принад- 
лежность предмета к прн- 
борам (например, «цикло- 
трои» н другие названия для 
ускорителей частиц). Оно ве- 
дет свою родословную, по-вн- 
днмому. от старого шотланд- 
ского слова фгоп, одно из 
значений которого — «прибор 
для  взвешивання», 

Термив «мезотрон» вско- 
ре был заменен термином 
«мезон», м теперь «он» явля- 
ется традиционным суффик- 
сом. служашнм для всего 
спектра частиц в физике. 

Проследим историю на- 


именования некоторых час- 
тиц, фигурирующих в фи- 
зике. 

Электрон 


Имя ирландского физика Ге- 
орга Джонстона Стонн не 
часто упоминается п совре- 
менных работах по физике. 
Однако он еще в 1874 году 
постулнровал, что должны 
существовать «определен- 
ные количества  электриче- 
ства», величнну которых он 
определил из опытов по элек- 


‘тролнзу. В 1891 году Стони 


предложил название для этих 
частнц: «Автор обращал внн- 
мание на существование оп- 
ределенных количеств элек- 
трнчества п 1874 году... Этн 
заряды, которые удобно на- 
звать электронами, не могут 
быть отделены от атома, они 
проявляются, когда атомы 
химически связываются». 
Стонн никак не мог по- 
казать. что электроиы суще“ 
ствуют на самом деле; скорее 
он продемонстрировал, что 
они должны существовать. 
Существование — электрона, 
как частицы, оыло доказано 
Томсоном в 1897 году. 


Нейтрон и протон 


был открыт в 
Дж. Чэдвиком. 


Нейтрон 
1932 году 


Чэдвик указывает, что на- 
звание открытой им частицы 
принадлежит Резерфорду, н 
цитирует лекцию Резерфорда, 
чнтанную в 1920 году в Ко- 
ролевском обществе в Лон- 
доне. В этой лекцин Резер- 
форд предсказывает сущест- 
вование некой иейтральной 
частицы. состоящей из тес- 
но связаиных ядра водорода 
и электроиа. Однако он не 
использует названия «ней- 
трон». Ни одна из работ 
Резерфорда за 1920—1981 го- 
ды не содержит этого слова. 
Мы думаем, что название 
«нейтрон» было однажды 
предложено Резерфордом в 
лабораторин, и слово это 
прнжилось, но и лнтературе 
оно появилось впервые в 
1921 году. 

Резерфорд также пред- 
ложил слово «протон». Это 
произошло на собраннн Брни- 
танской ассоцнации в 1920 
году. Отчет об этом собрании 
гласнт: «Показано. что эле- 
менты могут рассматриваться 
состоящими из водородных 
ядер нли «протонов», как нх 
назвал сэр Эрнест Резер- 


форд». 


Фотон 


Это слово используется для 
описания  корпускулярных 
свойств  электромагиитного 
поля. Автором такой кон- 
цепции большинство Ффизн- 
ков, вероятно, считает Эйн- 
штейна.  Многне книги по 
современной физике ссыла- 
ются на знаменитую статью 
Эйнштейна 1905 года о фото- 
эффекте, в которой он писал: 
«Согласно сделанному здесь 
предположению, энергня пуч- 
ка света, вышедшего из не- 
которой точкн, не распре- 
деляется непрерывно во все 
возрастающем пространстве, 
а складывается нз коиечного 
числа локализованиых в про- 
странстве неделимых кван- 


тов энергни, поглощаемых 
илн возникающих только це- 


„ЛНКОМ». 


Однако Эйнштейн не нс- 
лользовал термин «фотон» в 
своей статье. Он был введен 
в физнку гораздо позднее, в 
1926 году. 

Но кем же именно введен 
этот термин? 

Выпуск журнала «Ма- 
Чите» («Природа») от 18 де- 


кабря 1926 года содержит 
статью Льюиса «Сохраненне 
фотонов», в которой это сло- 
во вводится впервые: «Я беру 
на себя смелость ввестн для 
этого гипотетического  но- 
вого атома, который ие явля- 
ется светом. но играет су- 
щественную роль в любом 
процессе нзлучепия, назва- 
ние «фотон». 


Фонон 


Квант энергин эвуковых волн 


в кристалле, представление 
о котором ввел советский 


физик И. Е. Тамм, получил 
свое название по прямой 
аналогни с фотоном. 

Кто же дал ему это на- 
звание? 

Оно было предложено со- 
ветскним физиком Я. И. Френ- 
келем в книге «Волновая ме- 
ханнка» (1932 г.): «Так же, 
как и в случае света и элек- 
тронов, можно сопоставить 
звуковые волны с некоторого 
рода частицами, которые мы 
будем называть «фононами», 
и заменить изучение тепло- 
вых колебаний, образующих 
этн волны. изучением соот- 
ветствующих фононов». 


От редакцим 


Окончание «оню в названим 
элементарных частиц стало 
уже традицией. После «ме- 
зоновю, ч«гиперонов» и дру- 
гих частиц, открытых в по- 
следнее время, эта тради- 
ция была перенесена на 
названия не самих частиц, 
а особых состояний частиц, 
взаимодействующих с излу- 
чением или другими части- 
цами. Так появились «экси- 


тонх, ч«поляроню, чмагнон», 
«плазмон», ч«вакансионю и 
т. д. 


Мы не будем здесь касать- 
ся этих «частиц», иначе нам 
пришлось бы рассказывать 
2 всей современной физике, 
что невозможно. 
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Ответы, указания, решення 


Суммы и произведения 


28 — 


1 
— ВЕ р 
19. Преобразуйте У ее 
#0 (Си 1) 


двумя способами: по методу «туда — назад» 
н основываясь на соотношенин 


27 Са _1-= #0 СЗ ' 
20—22. Получите соотношения между раз- 


я 
{(2*? 
личиыми суммамн вила ‚> { — 1947 (Сп 
= 


для {=0,1,2,3,4,5, пользуясь методом 


«туда — назад» и соотношеннем (п -г 1) С® =- 
Е &+-1 
= (+ О СиЕ. 


Задачи наших читателей 
(см. «Квант» № 9, с. 32) 


1. Указание. Возьмем на 
дннатной плоскостн точки 


Мь (Е; УЕ) &=0,1...., п). 
Тогда ° 
[МА Мь |= У 2—2 У@—ПЁ, 


а 1МоМ» = Ил {п -- 1). 


2. а) Нет (рассмотрите остаток от деления 
А на 9); 6) 954; в) 2961. 3870, 5823, 7642, 


коор- 


9108 (плругих автор не знает); г) два 
9876 5432Ю и 987654321; е) М№М>3 
3. Указание. Каждый член последо- 


вательностн. начиная со второго, равеи 
$.($— И, где $, — сумма (или произве- 
дение) всех предыдущих членов. 


Когда существует предел? 


1. Указаине. На отрезках 


[А фоля; фол | (#62) зтх >. 
Ответ. Не является. 


2. Последовательность (х») — 


убывающая, поскольку Хр — Хи < 0. 
у 1 1 | 

3. казанне. < рты. 
| > 

4. Указанне. Докажите, что 1-- 5 -- 
1 | а т 

Г” 3 + р + от ат 9. 

5. Ответ. 2. 

«Квант» для младшнх школьннков 


{см. «Квант» № 9) 
1. Условия задачи сокращенно можно 
записать так: 
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Па-8 (1) +1 (4); 

2) В-»$ (3) + а (2); 

3) >< (5) -- В 0) 

{&. Ви }-— буквы греческого алфавита: 
@и — зальфа», а «бета» и } — чгамма»). 

Из 1-го условия видно, что задачн 
«Беты» сложнее задач «Гаммыз, нбо их 
решено меньше. Следовательно, по слож- 
ности задач Ву (значок >> в данном слу- 
чае означает «сильнее»). Аналогично, из 
2-го условия делаем вывод, что а>у. а 
из 3-го — что В>а. Итак, по сложности 
составленных задач В>а>у. Следователь- 
но, в первом конкурсе команда «Бета» 
получила @ балла, а команда «Альфа» — 
1 балл. 

Сравнивая условня 1} н 2), виднм, что 
«Альфа» решила больше задач «Гаммы», 
чем «Бета». Следовательно, по уменню ре- 
щать задачи >В. Сравнивая условия 9) 
и 3). делаем вывод, что у>В, а сравни- 
вая условия 1) и 3), получаем, что “>. 

5 


Итак, по умению решать задачн и>у 
«Альфа» получила 2 балла, «Гамма» — 
балл. 


После двух конкурсов у «Альфы» 
3 балла, у «Беты» — 2 балла ну «Гаммы»— 
1 балл. Следовательно, на 1-м месте «Аль- 
фа». затем следуют «Бета» ин «Гамма». 
2. Два решения: КОЛЯ = 1974 и 


КОЛЯ = 4827. 
3: Табличка 1 устрсена так: 625=5%, 
8 — 81, 216 = 6?. поэтому недостающее 


чнсло — это 49 — 72, 
В табличке 2 восемь чнсел попарно 


равны: 3 =0.8; 4 =0.125; 3 == 
23 4 
=; т =0.(36), такчто лншнее чис- 
4 
ло — 5. 
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класс) или работы (профессия, специальность), круг интересов (ма- 
тематика, физика) 


2. Сколько лет вы читаете «Квант»? 


3. Сколько человек читают ваши номера «Кванта»? — 

4. Материалы каких рубрик журнала вас больше всего интересуют и до- 
ступны для вас (подчеркните красным)? Какие не интересуют или 
не нравятся (подчеркните черным)? 
Общие статьи; «Математический кружок»; «Математический прак- 
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5. Назовите 2—3 лучшие статьи (за 1977—1978 годы) из разных рубрик 


журнала 


6. Недавно в журнале появилась новая рубрика «По страницам тиваль- 


ных учебников». Доступны ли вам материалы этой рубрики? 


Помогают ли они вам? 


На какие еще Амы вы 


хотели бы видеть статьи под этой рубрикой? 


9; 


7. В Задачнике «Кванта» иже опубликовано более 1000 задач по мате- 


матике и физике. Понятны ли вам решения этих задач? — 
Мы хотели бы получить ваши оценки этих задач по 7-балльной си- 
стеме (!— совсем плохая задача..., 7 — одна из лучших оригиналь- 
ных задач). Пришлите нам (на отдельном листе) оценки тех задач, 
которые вам запомнились. 


8. Нравится ли вам оформление журнала? 


Какие статьи оформлены по вашему мнению хорошо 


плохо 


9. Статьи на какие темы вы хотели бы видеть в журнале в 1979 году? 


Математика 


Физика 


Дополнительные замечания —- 
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ЧТО ВЫПУКЛО, А ЧТО ВОГНУТО? 


В некоторых случаях определить это легко, а в некоторых не- 
возможно. Глаз по-прежнему будет видеть то «горку», то «впа- 
дннку», На этом рисунке замечательному голландскому худож- 
нику М. Эшеру удалось «поймать» этн неустойчивости. 


Угопок. ‘коллекционера 


офор 00+ 
КОСМИЧЕСКАЯ «ЧАЙКА; 


ч 
_“ 


ПОЧТА СССР 


#4 


15 лет назад ‘мир узнал 
имя первой. женщины-кос: 
‘монавта; 46 -нюня 4963 го- 
-да < космодрома Банконур 
стартовал‘ космический -`ко- 
рабль. «Восток-6»  пылоти. 
руемый Валентыноя Влады- 
мировной Терешковой. Ее 
позывные: былн: «Я ‚— ‘чай- 
кзю Двумя днями раньше 
на. корабле «Восток-5» в 
космос поднялся ее мапар- 
ннк Валерий — Федорович 
Быковскмя.. Полет. Валентн- 
ны- Терешковой продолжал- 
‚<я 7% час’ за это ‚время 
«Восток-6ю совершил 
48. оборотов вокруг. Зем- 
лм; пролетев в. ‘космосе 
около. двух. миллмонов кн: 
плометров. 

В результате этого полета 
была получена ценная ме 
дико-бнологическая -ннфор- 
мацня: ‘о ‘ловедемнн  чело- 
зека в сложных космиче, 
‚скнх’ условиях, под. влмя: 
нием. перегрузок, внбрацин 
н невесомости. `Как н пред] 


полагалн ученые полет СЕЗКОУЗГОУЕМ$ КО 


ь ПОЧТА СССР 


подтвердил, ‘что органнзм 
женщины- обладает боль т 
‚шнмы резервамм; ‘позволя- 
ющимн. ‘успешно. преодоле 

зать. ‘трудностм; < которыми 
сопряжен- лолет человека 

в космос 

Полет, еще продолжался, а 
советская. ‘почта уже вы- 
пустмла в обращение. марку 

© портретом Терешковой. 

В последующне годы. выш- 

по. более -трндцатм марок, 
почтовых. блоков н` других 
советских филателистиче- 

скых — материзлов, посвя- 
щенных этому <обытню 


Более ста марок м почто ЭААЕНТИМА ТЕРЕШКОВА 
вых блоков на эту же тему >] её “че. иаивьс 
выпущено почтовыми ве- т г \ 
домствами другых стран. 

Мы прнводим_ здесь_-не- 

сколько. марок СССР м -с0- 

цналистических стран; рас: | 

сказывающнх о поденге \ м Г 

Валентнны Терешковой. 


В _-Ридов рлкауточ М В ВОЕСАВ!А 


Цена 30 коп. 


Индекс 70465 


Этот рисунок саставлем из четырех матиче. 
ских квадратов 5Ж5. Напоминаем. что маги- 
ческим навывастся квадраг. У которого оди- 
наковы суммы чисел. стоящих п строках. 
столбцах п днагоналях. Набор из четырех 


квадратов замечателей тем. что суммы Чи- 
сел. стоящих п ‹однонменных» клетках этнх 
квадратов. оаннаковы. 

Сумеете ли вы найтн набор из трех магиче- 
ских квадратов с таким же свойствам? 


Б. Кривошеев 
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Е. Бланк 


Линейные 
и нелинейные 
физические системы 


Явления, происходящие в физиче- 
ских системах, количественно опи- 
сываются уравнениямн, — выражаю- 
щими функциональные зависимости 
между различными физическими ве- 
личинами. Характер этих зависимо- 
стей может быть самым разнообраз- 
ным. Значительную группу средн них 
составляют линейные зависимости ти- 
па и={Кх) =ах- 6, гдеа и 6 считаются 
постоянными. Очень часто соответ- 
ствующим подбором системы отсче- 
та, системы координат илн начальных 
условий — зависимость такого вида 
можно свести к прямой пропорцио- 
нальностн. 

Прнмеров инрямой пропорцнональ- 
ной зависимости между физическими 
величинами очень много. Так связа- 
ны между собой модуль силы упру- 


—- 
гости и величина деформации: |Ё |= 
=Ах; заряд конденсатора и напряже- 
ние на нем: 9=СИ; напряжение на 
концах проводника н сила тока, те- 


ЦВ 
ы Во сопя > Еч 


0 п 


С = соп1 (вр 


#1=ЮГ: по- 
индукции, пронизы- 
вающий контур, и снла тока в кон- 
туре Ф-=1./ ин т. д. Коэффициенты 
пропорциональности в этих форму- 
лах — жесткость #, емкость С, 
сопротивленне К, индуктивность 


кущего по проводнику: 
ток магнитной 


[. —постоянные величины, которые 
характеризуют свойства данной 
системы. 


Когда свойства физической систе- 
мы (например, сопротивление цепи) 
не зависят от ее состояния (от тока, 
текущего мо цепи}, говорят, что 
система лннейна. В линейных снсте- 
мах соблюдается принципи суперио- 
зиции: в результате нескольких одно- 
временных воздействий система ири- 
ходит в такое же состояние, как если 
бы эти воздействия следовали по- 
рознь одно за другим. Иными слова- 
ми, результат какого-либо одного воз- 
действня в присутствии другого (или 
других) оказывается такнм же, как 
если бы это другое воздействие отсут- 
ствовало. Так, наиример, если в ре- 
зультате действия груза массы т, 
удлннение пружины равно ху, а в ре- 
зультате действня груза массы т, 
удлинение равно х., то подвешенные 
к нружнне оба груза (т, +т.,) вызо- 
вут удлинение х,--х». 

На рисунке | приведены графики 
зависимостн падения напряження на 
резисторе с иостоянным сопротивле- 
нием от тока (вольтамиерная харак- 
теристика резистора, рис. 1, а), за- 
ряда конденсатора с постоянной ем- 
костью от напряжения на его плас- 
тинах (кулонвольтная характеристи- 
ка конденсатора, рис. 1, 6), потока 
магнитной индукции через контур с 


ф.вз ь 
Г. = с0й$1- 1$ 7 


постоянной нндуктивностью от тока 
(веберамперная характеристика ка- 
тушки, рис. 1, 6). Это — прямые лн- 
нии; угол наклона каждой из них к 
оси абсцисс определяется, соответ- 
ственно, величнной Ю, С или Ё. 
Нетрудно найти, что Ю=И,!'/=—45 а, 


@— Ч =в В, 1=Фи 1 = \. Эле- 
менты физических систем, характе- 
ристики которых задаются графиче- 


ски прямымн линиями. часто назы- 
вают линейными. 

Однако мы знаем, что многие по- 
стоянные характеристнки физнческих 
систем остаются действительно по- 
стоянными лишь в определенных ус- 
ловнях — при определенных огра- 
ничениях на величину воздействия. 
Так, коэффициент жесткости пружи- 
ны Ё постоянен линь прин небольших 
значеннях амилитуды смещепия; со- 
противленние проводника гри боль- 
ших токах начинает завнсеть от ве- 
личины тока (при болыших токах про- 
водник сильно нагревается, а сопро- 
тнвление его, как известно, зависит 
от температуры). Если в конденсато- 
ре используется днэлектрик, днэлект- 
рическая проницаемость которого за- 
висит от напряженностн элекгриче- 
ского поля, создаваемого зарядами 
пластин, то емкость такого конден- 
сатора уже не есть постоянная вели» 
чина. И индуктивность катушки мо- 
жет зависеть от тока, текущего по об- 
мотке, еслн сердечник слелан из фер- 
ромагнетнка — матернала, ‘’ магнит- 
ная проницаемость которого завн- 
синт от индукции магнитного поля, 
создаваемого током, текущим но об- 
мотке. 

Характеристики таких элементов 
уже не линейные; поэтому подобные 
элементы называют нелинейными, а 
содержащие’ нх снстемы — нелиней- 
ными системами. Таким образом, 
нелинейные системы — это системы, 
свойства которых (например, сопро- 
тивление цепи) зависят от состояния 
системы (от тока, текущего но цепн). 

Как «появляется» эта нелиней- 
ность, проще всего понять из такого 
примера. При значигельных дефор- 
мациях закон Гука. как иззестно, на- 
рушается; величина жесткости А 
пачинает зависеть от величины сме- 
щения. В тех пределах, когда смеще- 
ине не намного превышает «упругое» 
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(то максимальное смещение, которое 
приводит еще к упругим деформаци- 
ям), эту зависимость можио с хоро- 
шим приближением записать в внде 
&=ах--Ь. Тогда сила упругостн ока- 
зывается связанной с величиной сме- 


> 
щения соотношением |Ё |=: (ах В)х— 
==ах?-- 6х, то есть явно нелинейной 
зависимостью. 

Расчет электрических ценей, со- 
держащих нелинейные элементы, ча- 
ще всего производится графнческим 
способом. Разберем в качестве ириме- 
ра такую простую задачу. На рисун- 
ке 2 приведена схема нелинейной си- 
стемы. содержащей днод и лампу на- 
каливания, вольтамперные хз- 
рактеристикн которых заданы на ри- 
сунке 3. Цепь подключена к нсточни- 
ку постоянного нанряжения И=2В. 
Какова снла тока в цепи? 

Поскольку лампа и диод соедине- 
ны последовательно, при данном зна- 
ченин тока в цепи падение напряже- 
ния на ее концах равно сумме паде- 
ний напряжений на диоде и на ламне. 
Воспользовавшись этим, построим 
вольтамперную характеристику всей 
цепи (черная линия на рисунке 3). 
Теперь легко найти, что при И=2 В 
сила тока равна 0,13 А. 


иг) Нелинейные электрические н маг- 
нитные системы находят широкое при- 
мененне в технике. Генераторы неза- 
А А Им, тухающих колебаний, модуляторы и 
ый детекторы колебаний, преобразовате- 

ли частоты и Т. п. — устройства, 
принципиально осуществимые только 
на нелинейных элементах. 

Поясним, например, необходи- 
мость нелинейных — элементов для 
осуществления амплитудной ‹ моду- 
ляции колебаний. Как известно. при 
амплитудной модуляцин амплитуда 
высокочастотных колебаний должна 
изменяться в соответствии с измене- 
ннем величины напряжения полезного 
сигнала, нанример, сигнала звуковой 
частоты. Независимо от конкретной 
схемы, деталей. из которых она`состо- 
ит, модулятор можио представить как 
некий нелинейный „ резистор — ре- 
зистор, сопротивленние которого за- 
висит от напряжения управляющего 
(полезного) сигнала: с уменьшением 
этого напряжения сопротивление на- 
растает. Если резистор подключен к 
источнику переменного напряжения 
высокой (несущей) частоты, то коле- 
бания тока в резисторе повторяют ко- 
лебания «сигнала» от источинка 
(рис. 4. а). Если теперь на резистор 
подавать дополнительно переменное 
напряжение нязкой частоты’ (иолез- 
ный снгнал), то сопротивление резис- 
тора начинает «колебаться» с той же 
низкой частотой (рис: 4, 6), и в ре- 
зультате этого амплитуда колебаний 
тока в резисторе будет увеличиваться 
при уменьшенин сопротивления и 
уменышаться при его увеличении. 
Иными словами, амплитуда  колеба- 
ний несущей частоты будет я свою 
очередь «колебаться», следуя изме- 
нению величины полезного сигнала 
(рис. 4. 8). Е 

Ясно, что линейный резистор не 
обеспечил бы модуляцин высокочас- 
тотных колебаний: в том режиме, ко- 
торый мы описали, результирующие 
колебания тока в резисторе представ- 
ляли бы собой суперпозицию высоко- 
частотных и низкочастотных колеба- 
ний, и амплитуда высокочастотных 
колебаний оставалась бы неизменной 
(рис. 5). 

В Задачнике «Кванта» в этом но- 
мере журнала помещена задача Ф546. 
Рис. 4. Схема, которая приведена в этой за- 


1=4(1) +5) 


Рис, 5. 


даче, — это принципиальная схема 
устройства магнитного усилителя. 
Магнитные усилители — еще один 
пример применения нелинейных эле- 
ментов в технике. Задача Ф546 до- 
вольно трудная. Мы облегчим чита- 
телю ее решение следующей подсказ- 
кой: в магнитных усилителях «рабо- - 
тает» нелинейная зависимость ин- 
дуктивности катушки с ферромаг- 
нитным сердечником от тока. 

В заключение следует отметить, 
что, строго говоря, все физические 
системы являются нелинейными, ес- 
ли пределы изменения нх состояний 
не ограничены. Это мы внделн в ме- 
ханических системах — при боль- 
ших деформациях, в электромагнит- 
ных — при больших токах (напряже-. 
ниях). Однако нередко даже в облас- 
ти малых изменений состояния снсте- 
мы ее приходится рассматривать как 
нелинейную. Так, сила сухого тре- 
ния изменяется скачком прн нзмене- 
нни знака скорости, сила тока в про- 
водниках с односторонней ироводи- 
мостью изменяется нелинейно прн 
изменении знака напряжения. 


Упражнения 


1. На горнзонтальной плоскостн из- 
ходится ящик массой т= 10 кг. Макснмаль- 


5 
ная сила трения покоя | =35 Н. На 
ящик могут действовать две взаимно пер- 


пендикулярные снлы [Е] = 30Н н 


[Е, = 40Н, лежащие в горнзонтальной 
плоскости. Опишите движеине ящика в 
случаях, когда на него действуют: а) толь- 


ко снла ЁР,; 6) только сила Ро; в) обе 
силы одновременно. 


2. Лампа н диод, вольтамперные ха- 
рактеристикн которых приведены на рисун- 
ке 3, соедннены параллельно. Ток в нераз- 
ветвленной частн цепи /==0,15 А. Опре- 
делите графнчески токи в лампе /див 
диоде /д. 


3. Резистор с сопротивлением 6 Ом 
и нелннейное сопротивленне, вольтампер- 
ная характеристика которого опнсываегся 
зависимостью (0=2УТ, соединены по- 
следовательно и подключены к источиику 
напряжения И=4В. Рассчитайте без по- 
строениня графиков снлу тока в цепи. 


А. Геронимус 


Сравнения 
по простому 
модулю 


В статье «Сравнения и классы выче- 
тов» *) было рассмотрено множество 
ЕР» классов вычетов по модулю т 
и были определены три операции — 
сложения, вычитания ин умножения 
классов. Там было доказано, что в 
случае, когда модуль сравиения — 
простое число, можно определить и де- 
ление на любой ненулевой класс. 
Благодаря этому сравнения по просто- 
му модулю обладают рядом интерес- 
ных и тонких свойств, которымн срав- 
нения по произвольному модулю не 
обладают. Мы познакомимся здесь 
с некоторыми такими свойствами. В 
дальнейшем мы будем все время счи- 
тать, что модуль — простое число; 
чтобы не забывать об этом, мы будем 
обозначать его через р. 


Существование первообразного кория 


Назовем порядком класса вычетов 
аЕеЕ, наименьшее натуральное чис- 


ло Ё, для которого а*=1. В конце 
статьи «Сравнения ин классы вычетов» 
было сказано, что в множестве Ё»› 
существует класс, порядок которого 
равен р 1. Класс с таким свойством 
называется первообразным корнем. 
Теорема о существовании такого клас- 
са была впервые доказана Лежанд- 
ром (1752—1833). Приведем доказа- 
тельство теоремы Лежанд- 
ра, близкое к доказательству само- 
го Лежаидра. 


*) См. «Квант» № 10. 


Докажем сначала, что если по- 


рядки [ и т двух классов а и 5 вза- 
имно просты, то порядок произведе- 


ния аб равен м. Действительно, 
(а5}" = — а" . "= (а')” . (5”)' = ] (так 
кака =Гиф"=1). Порядок клас- 


са аб должен быть поэтому делите- 
лем числа [п. Обозначим его через 
Рт', где Р-— делитель [, а т’ — де- 
литель т (Ги т взвимно просты!) *). 
Итак, 


— 


Е 
Ав 


= (25)""" -Т. 
Возведем обе части этого равенства 
в такую степень и ‚Что ЕР’ = 1. По- 


лучим тогда (а')”`.Б”” =1, а так как 
1 — порядок С" —=1 и потому 
>" =. Значит, т’ делится на т 


(порядок 65), но { взаимно просто с 
т, а т’ — делитель т, поэтому и = 
= т, аналогично [= {; наше утверж- 
дение доказано. 

Перейдем теперь непосредственно 
к теореме. 


Рассмотрим класс @а с наиболь- 
шим возможиым порядком №. Мы 
хотим доказать, что это и есть пер- 
вообразный корень. Для этого доста- 
точно убедиться, что любой другой 
класс 6 является степенью а, Пред- 


положим, что порядок 5 равен п. 
Возможны два случая. 
1) № делится на п. Рассмотрим п 


классов а" "при 0< < п.Все очи яв- 


ляются различными корнями степени п 
из единицы, т. е. решениями уравнения 
х"—1=0 (проверьте). Класс 6 
также является корнем степени п 
из единицы по определению порядка. 
В приложении к этой статье мы дока- 
жем, что у любого многочлена степе- 
ни п с коэффициентами из _Ёр и, в 


частности, у многочлена х "| не 


может быть болыше, чем пл корней. 
Поэтому $ есть один из элементов 
а*М", то есть является степенью а. 

2) М не делится на п. Пусть г — 
нанбольший общий делитель М и п. 


*) Возможность такого представления 
произвольного числа {т следует из Основной 
теоремы арифметики. доказанной в приложс- 
нии к этой статье. 


Порядок класса 6’ равен п/г (про- 
верьте). Числа № и п/" взаимно про- 


сты. Поэтому порядок класса аб’ 
равен М№-л/г >> №. Это противоречит 
максимальности №. Второй случай 
невозможен. 

Теорема о существовании перво- 
образного корня доказана. 


Гипотеза Артина 


Приведенное доказательство не кон- 
структивно: мы не можем указать яв- 
но, какой именно из вычетов 1, ... 
.... р-1 является первообразным кор- 
нем по модулю р. 

Американский математик Э. Ар- 
тин (1898—1962) высказал такую ги- 
потезу: если целое число п не явля- 
ется полным квадратом, то существу- 
ет бесконечно много простых чисел р, 
для которых класс вычетов по то4 р, 
содержащий п, является первообраз- 
ным корнем по то р. Эта гипотеза 
до сих поп не доказана, Если бы мы 
могли явно указать первообразные 
корни по п1о$ р для всех р, было бы 
легко выяснить, верна ли эта гипо- 
теза. (Проверьте, что если п==т? 
для какого-нибудь т, то простых 
чисел >>2, о которых говорится в 
гипотезе, вовсе не существует.) 


Извлеченне корней 


Теорема Лежандра позволяет выяс- 
нить, когда в множестве ЁЕ› можно 
извлечь корни. 

Корнем степени п из класса выче- 
тов [9 естественно назвать такой класс 
х, что хп =5. 

Пусть а — какой-нибудь  перво- 
образный корень в Р,. и 
такое натуральное число К, что 6 =а* 
Если в соотношении х"=Ь заменить 
хна а’ то его можно перепи- 


сать в виде а” =а” нли а" —* =1. 
Из последнего соотношения видно, 
что уп-—Ё делится на р 1. 
Эта делимость равносильна 
дующему . равенству 
Ерагий = К. 


сле- 
в множестве 


Обратно, если т в множестве Р»_ 
является решением уравнения ‘уп= в: 


то а" является корнем 
Ь(вР,). 

Таким образом, задачу об извле- 
чении корней в множестве Ё› мы свели 
к задаче о деленин в множестве Ё»_1. 

В статье «Сравнения и классы вы- 
четов» было указано, что если 4 — 
наибольший общий делитель чисел 
пир—1н А делится на 4, то у урав- 
нения ул = Ё имеется ровно 4 реше- 
ний; если же — не делится, то у урав- 
нения ул = Ё вовсе нет решений. 

Теперь вопрос о корнях степени 
й из класса вычетов № выяснен пол- 
ностью: 

Теорема. Если индекс*) Е 
класса 6 Е Е› делится на наибольший 
общий делитель 4 чисел п и р 1, то 
существуют 4 различных корней сте- 
пени п из класса 6, в противном слу- 
чае из класса 6 нельзя извлечь корня 
степени п. 

Пример: р=И. 

Выпишем все степени класса 2 в 
множестве Ё,1. В таблице | в первой 
строчке выписан показатель степени 
р. а во второй — 2* **). Видно, что 


Таблица 1 


степени п из 


г 3 


+ 


получаются все 10 ненулевых клас- 


сов по п1об 11. Значит, 2 — первооб- 
разный корень, а числа в первой 


строчке — нидексы (но основанию 2) 
классов во второй строчке. 

Изучим вопрос об извлечении ку- 
бического корня. В этом случае 4=1; 
значит, у каждого класса должен 
быть один кубический корень. Возь- 


*) Напомним (см. ‚ «Квант» № 10, с. 8). 
что индексом класса $ по основанию а (где 
а — первообразный корень) иазывается по- 
казатель степени, в которую нужио возвести 
а, чтобы получить 5. В формулнровке теоре- 
мы не существенно, какой первообразный 
корень выбран. 

**) Проще всего вычнслять степенн двой- 
ки (или другого элемента) последовательно: 
2% = 2.2 #—1; сначала же возводить 2 в сте- 
пень А, а потом приводить по то4 11 — дело 
более трудоемкое. 


мем, например, класс 3. Его ин- 
декс равен 8. Нам нужно решить 


уравнение Зу=8 в множестве Ен. 
Будем умножать все классы в Р» на 
3 (табл. 2). Из таблицы вилно, что от- 


Таблица 2 


вет — 6, значит, в множестве Ру) 
26-9 — кубический корень из 3. Дей- 
ствительно, ‹ 93=3. 

Пусть теперь п=5, тогда 4=5 и 
из всех классов, кроме классов Ги 


10 (с индексами 10 и 5). корень сте- 
пени 5 не извлекается. Найдем снача- 


ла корни степени 5 из |. Легко сооб- 
разить, что это все классы с четными 
нндексамн. (Действительно, класс 
с четным индексом г равён 92; 
(02)з = (97° =Т в силу малой тео- 
ремы Ферма для р = 1.) Таких 
классов ровно половина, пять 
штук — это 1.3, 4. 5и9. По теореме 
в множестве Ё;; и должно быть 
пять корней степени 5 из 1. 

Займемся теперь корнями степе- 
ни 5 из 10. Один такой корень виден 
из таблицы — это 9, действительно, 
25 = 10. Чтобы получить все корни, 
нужно умножить 9 на все корни сте- 
пени 5 из 1, которые мы уже нашли. 
Действительно,  еслн х’=1, то 
(2х)° = 95-х? = 10.1 = 16. От- 
вет: классы 2, 6, 7, 8, Ш, то есть 
все классы с нечетными индексами. 
То, что 10 — корень степени 5 из 
самого себя, не удивительно — ведь 
10 = -1. 

Квадратичные вычеты 
н невычеты 


Рассмотрим теперь частный случай — 
нзвлечение квадратных корней. 
Прежде всего нужно рассмотреть на- 
ибольший общий делитель 4 чисел 2 
ир-—1. Если р =, то 4 = 1; если 
р>2, то р нечетно. значит, р—1 
четно и 4=-2. Рассмотрим случай 


нечетного р (случай р=2 вы легко 
исследуете сами). Мы выяснили, что 
из класса с четным индексом можно 
извлечь квадратный корень (при- 
чем их будет два для каждого клас- 
са), а из класса с нечетным индек- 
сом нельзя извлечь квадратного кор- 
ня. Классы с четными индексами на- 
зываются квадратичными вычетами, 
а с нечетными нидексами — квадра- 
тичными невычетами. Так как среди 
всевозможных значений индекса от 


р— 


1 
1 до р! имеется 5 четных чисел 


—1 
н -Р 5— нечетных чисел, то среди р—1 


ненулевых классов квадратичных вы- 
четов и квадратичных невычетов по- 
ровну. Интересно еще, что произведе- 
ние вычета на вычет или невычета 
на невычет дает квадратичный вы- 
чет, а произведение квадратичного 
вычета на невычет дает  невычет. 
Это следует из того, что при перемно- 
жении классов их индексы склады- 
ваются. Аналогичные утверждения 
справедливы и для частного. Напри- 
мер, частное от деления невычета 
на  невычет — обязательно квадра- 
тичный — вычет. 

Обратимся снова к р=1!. Квад- 
ратичные вычеты — это элементы с 
четными индексами, то есть всевоз- 


можные корни степени 5 из 1, а 
квадратичные невычеты — это эле- 
менты с нечетнымн индексами, то есть 


все корни степени 5 из —Т. Такая 
скрытая симметрия имеет место для 
всех р, а не только для 11*”). 


Рациональные и иррациональные 
классы вычетов 


Итак, не из всех классов можио из- 
влечь корень. Например, квадрат- 
ный корень, как мы убедились, мож- 
но извлечь только из половины нену- 
левых классов. 

Такое явление имеет место и для 
обычных чисел. Вам хорошо извест- 
но, что в области рациональных чн- 
сел из числа 2, например, нельзя 
извлечь квадратного корня. Вы знае- 


*} О квадратнчиых вычетах и невычетах 
можно прочесть в «Кванте» № 1 за 1973 год 
(с. 2-9. 


те также, что если расширить мно- 
жество рациональных чисел и рас- 
смотреть множество В всех вещест- 
венных чисел, то в этом большем мно- 
жестве из числа 2 можно извлечь 
квадратный корень, и у? является 
чнслом из множества В,. только — 
иррациональным. 

Давайте постулим аналогичным 
образом н с классами вычетов. Для 
наглядности рассмотрим опять р= 11. 
Мы внделн, что класс 2 — квадра- 
тичный невычет, из него не извлека- 
ется квадратный корень. Построим 
большее множество С > Ё.а, в кото- 
ром будет существовать квадратный 
корень из класса 2, то есть такой 
элемент ©, что а? =8. 


Так же, как и прн геометрических 
построеннях, проведем анализ. Преж- 
де всего уточним постановку задачи. 
Чтобы равенство ©?=2 имело смысл, 
естественно считать, что для любой 
лары элементов множества С опреде- 
лено их произведение. — Потребуем 
также, чтобы была определена и сум- 
ма любых двух элементов в множест- 
ве С. В таком случае в С должны со- 
держаться всевозможные — двучлены 
а-4 &, гдеа, В ЕЁ... Оказывается, 
этого уже вполне достаточно. Мы мо- 
жем обычным образом определить 
сумму двучленов: @ м фа) + 
с + 4а) = _@-+5) = (6-+аа. На- 

пример, (Б-2а)-+9а“=5 

Прн умножении возннкают члены 
с @?. Мы будем заменять а’ на 2. 
Например, (3--7а)(5-2а)= 3.5- 
+@-5-2-3З)«-2. 7а* Ю-8а.. 

В множестве С столько элементов 
а- Фа, сколько существует пар а, 
Ъ ЕР, », то есть 112(= 121). Поэтому 
для него принято обозначение Ри». 
Не нужно путать это множестьо с мно- 
жеством Ё,.; классов вычетов по мо- 
дулю 121, в котором тоже 121 эле- 
мент. В отличие от ЁР;эь, В Рав Су- 
ществует частное от деления аа 
на с аа, если только с н 4 не равны 
одновременно нулю. Это утвержде- 
ние доказывается в два этапа. Снача- 
ла рассмотрим случай, когда 4— 9 
Легко провернть, что (а--5) : 
=а/с -(В/сда. Общий случай 


СВО- 


дится к этому, если умножить делн- 
мое и делитель на с—. Тогда при- 


дется делить на с*—94?. Этот эле- 
мент множества Ё:, огличен от ня, 


иначе бы мы нмели с*=942, 8 = 5), 


и 2 оказалось бы квадратичным выче- 
том вР,,. Поэтому деление возможно. 
В множестве Ра» извлекаются 


квадратные корни не только из 2, но и 
нз всех классов г ЕР... Действи- 
тельно, если Г — квадратичный вы- 
чет, квадратный корень извлекается 
уже в РЕ... Если же г — невычет. 
то, как мы видели раныше, частное 
от деления г на 8 является квадра- 
тичным вычетом и поэтому существу- 


ет такой класс $. что ато г--257. В таком 
случае ИЕ = 2.5? = за. 
Аналогичным образом можно 


постронть Ё}р: для пронзвольного р. 
В связн с извлечением корней более 
высокнх степеней возникают множест- 
ва Ёрз, Рр+ ит.д. В множестве Ё,„» 
есть первообразный корень, то есть 
элемент максимального возможного 
порядка р?—!. Интересно, что это 
утверждение мы фактнчески уже дока- 
зали: при доказательстве теоремы 
Лежандра мы использовали только 
существование четырех действий и 
конечность изучаемого множества. 

Задачи р 

1. Найти все первообразные корни 
в множестве Р\з. 

2. Уравнение 22--у?=0 нмеет решение 
п множестве К, (р>2), отличное от х-= 
=у=0, в том и только в том случае, когда 
остаток от деления р на 4 равен 1. 

3. Сколько решений у уравнения х2— 


—5х47=0 в множестве Е? ав Е? 

4. Сколько элементов являются ку- 
бами в Р,,, Рь, Ри» В Кр? #-ми степенями? 

5. Е первообразных корней в 
множестве Рр? 

6. Сколько элементов в множестве Гу» 
являются квадратами? 


Приложеине 


Основная теорема арифметики 


Любое натуральное число п> 2 может быть 
представлено в виде произведения простых 
множителей; с точностью 90 порядка мно- 
жителей такое представление единственно. 

А. Сначала методом математической 
индукции докажем существова - 
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няе представления. Для п=2, 3, 4 это 
очевидио. Рассмотрим теперь число п 
п предположнм, что все числа, меньшие 
п, могут быть разложены п произведение 
простых. Если п — простое число, то 
п=л — искомое представление. Еслк м — 
состависе число, то п=и;п,, причем ль, 
п.«и. ПИрнменив предположение индукции 
к числам п) и Пз, получим соотнетствующее 
представленне и для числа п. 

В. Единствениость нред- 
ставления доказывается сложнее. Вот одно 
кз возможных доказательств. Применим 
снова метод индукции. 

Для п=2, 3, 4 едииствеиность имеет 
место. Предположим, что оца нмеет место 
для всех чисел, меньших п. Предположим 
далее, что число п представляется в внде 
произведения простых двумя способами: 

п — Раз ..-Рь = 142. , - 9т. 

При этом равенство р;=9; невозмож- 
но, иначе, сократив на р;=9;}; обе части 
равенства, мы получили бы неединстиен- 


пость представления для меньшего числа 
[= п/р; = п.9. 
Предположим. что в обоих разложе- 


инях множнтелн записаны в порядке воз- 
растаиня (р: >Рр. в 24-1, 
кроме того. р, <9:- 

Рассмотрим число т = ПЧ - -- дт: 
Из р, <9: следует т«л. Число п— де- 
лнтсея на р. поэтому пр, ..-. в, 
где {; — простые числа. С другой стороны, 


п—т-- (91—21) 92... -9т= 7" --. Га 9... Чт 
(Где г:...7.—9:-—Р, — разложение числа 
9:—Р, на простые множители). Сравним 
эти два разложения числа пт на простые 
множители. р; 5г;. так как 9— р, пе де- 
лится ина р, (иначе бы 9, делилось на ру). 
Кроме того, р\5Ё9;. Такнм образом, мы 
получнли два разных разложения числа 
п—т<«л в пронзведение простых множн- 
телей. Это противоречит предположенню 
яндукции. 


Корни многочлена 


Докажем, что у многочлена степени л 
к коэффициентами из Ар ие может быть 
больше п понарно различных корней. 

‚Алн миогочленов степени один наше 
утверждение верно. Воспользуемся ин- 
дунцией. Предположим, что для многочле- 
нов  степенн меньшей п, утверждение 
верно. 

Пусть у мяогочлена Р‚(х)=х”--а,х"-1-- 
--...-Рап по крайией мере л попарно раз- 
лнчных корией ду, хь, .... Хи. Рассмотрим 
многочлен @л(х)= {х—х,)х—х,)...(х— п). 
Ясио, что у многочлена АЮ=-Р„— Ор сте- 
пень не больше п—1. причем х,. хо, ..., 
хл — его корни. Поэтому ВЮ должен тож- 
жественно равняться нулю. Следователь- 
но, Ра(х)= (х— хи) (х-—х:)...(х— хп), и кор- 
ней. отличающихся от д}, Хо, ..., Хл, У НЕ- 
го нет. 


Оказы-  ектирования 


сложных форм. 


конструкций 
из методов 


кнх конструкция. 
Строительство нается. один 
НИ моделнровання таких инон- 


мыльные пленки 


В настоящее время больиюе 
вниманне уделяется разра- 
ботке и внедрению вп прак- 
тнку строительства лег- 


струкций связан с .-. мыль- 
ными пленками. 

Как известио, именно 
мыльные илеккн очень ча- 
сто обралуют понерхности 
самой нркчудлияой формы 
и прн этом = наименьшей 
площадью. Вот почему 


моделириваине на мыльных 
иленках шнроко использу- 
ется на первой стадин про- 


На фотографии вы вк- 
днте фрагмент декоратив- 
ной компознцин, которая 
экспонировалась и лавяль- 
оне Сонетского Союза на 
Всемирной выставке 1975 го- 


` да. Композицию отличают 


орнгннальность формы, лег- 
кость. вызывающаи у зрн- 
теля ощущение незесомости, 
эфемериости. 

В. Колейчук 


Лаборатория «Кванта» 


П. Канаев 


Простые опыты 
С МыЛЬными 
пленками 

и пузырями 


Для опытов не требуется никакого 
сложного оборудования, поэтому их 
можно выполнять даже в домашиих 
условиях. 

Необходимые условня 
проведения 


успешного 
опытов — тщательная 
промывка нспользуемой стеклянной 
посуды и приготовление хорошего 
мыльного раствора. Лучше всего 
раствор готовить из разведенного в 
воде шампуня с добавлением неболь- 
и:ого количества чистого глицерина н 
крепкого нашатырного спирта. 

В качестве узкой трубочки для 
выдувания мыльных пузырей можно 
использовать пустой пластмассовый 
стержень от шарнковой авторучки со 
снятым металлическим наконечником. 
Пузыри лучше выдувать неболышних 
размеров и следить, чтобы на дне их 
не было капелек раствора. Если по- 
надобится пузырь оторвать от кон- 
ца трубкн, это легко сделать быстрым 
движением руки вертикально вверх. 

После того, как вы приготовите 
все необходимое и потренируетесь в 
выдуванни мыльных пузырей, прн- 
ступайте к конкретным опытам. 

1. Выдуйте мыльный пузырь, 
оторвите его от конца трубки и сразу 
же начните быстро двигаться назад — 
сначала прямо, затем отклоняясь то 
вправо, то влево. Пузырь будет все 
время следовать за вами! 

Такое поведение пузыря связано с 
тем, что при резком движении челове- 
ка между ним ин пузырем создается 
область пониженного давления воз- 


духа — сюда и устремляется 
ный пузырь. 

2. Возьмите широкую стеклянную 
трубку (днаметром не меньше 2 см). 
Вырежьте из фольги круг диаметром 
чуть больше диаметра трубки. Смо- 
чив фольгу мыльным раствором, прн- 
ложите ее к торцу трубки; другим 
концом трубку опускайте в глубокий 
сосуд с водой. Вскоре вы увидите, 
что «клапан» из фольги прноткрыва- 
ется — это «работает» образовавший- 
ся на торце трубки мыльный пузырь, 
раздувающийся под действием сжато- 
го воздуха в трубке. Чем глубже по- 
гружается трубка в воду, тем на боль- 
ций угол открывается «клапан». При 
некоторой глубине погружения этот 
угол становится равным 90° (рис. 11). 

3. Осторожно опустите мыльный 
пузырь на какую-нибудь плоскую 
смачиваемую поверхность (например, 
на воду. бумагу или стекло) — бла- 
годаря смачиванию нижняя часть пу- 
зыря растечется по поверхностн, н 
лузырь’ примет форму полуигара. | 

Теперь на проволочном кольце 
получите плоскую мыльную пленку 
н положите на нее мыльзый пузырь, 
диаметр которого приблизительно ра- 
вен диаметру кольма. Вы увидите, 
что и пузырь, и плоская пленка изме- 
нили свою форму — получилась двоя- 
ковыпуклая линза, обе половинки ко- 
торой симметричны — относительно 
плоскости проволочного кольца. 

4. Возьмите оправу очков без сте- 


мыль- 


кол и опустите ее в мыльный ра- 
створ — оправа затянется двумя 
п- ф 


Рис. 1. 


плоскими пленками. Если надеть та- 
кие очки, то окружающие предметы 
будут вндны в естественном виде: 
не будет ни увеличения, ни уменыне- 
„ ния, ни ослабления видимости. 

Видоизмените опыт. Снова затяни- 
те оправу пленками и, расположив их 
в горизонтальной плоскости, на каж- 
дую нз них опустите по мыльному 
пузырю (как в предыдущем опыте). 
Вы получите очки с двояковыпуклыми 
мыльными линзамн.- Но вот что уди- 
вительно: через такие необыкновен- 
ные очки окружающие предметы про- 
сматриваются без всяких изменений, 
как и в случае с плоскими пленками. 
Почему? 

Дело в том, что мыльные линзы, 
по существу, — воздушные, так как 
между тончайшимн  сферическими 
мыльными пленками находится воз- 
дух. Световые лучи, проходящие че- 
рез такую линзу, практически не пре- 
ломляются. 

5. Можете ли вы получить плос- 
кую мыльную пленку, в пробирке, 
‘причем именно не на свободном коице, 
а внутри пробирки? Попробуйте это 
сделать. Предлагаем вам два спосо- 
ба. 

а) Частнчно заполните пробирку 
водой. Возьмите полоску бумаги и, 
смочив ее мыльным раствором, про- 
зедите ею по торцу пробирки — то- 
рец затянется пленкой. Чтобы плен- 
ка вошла внутрь пробирки, наклони- 
те пробирку и сквозь пленку вылей- 
те часть воды. Сколько выльется во- 
ды по высоте, настолько и опустится 
пленка. 


Рис. 2. 
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6) В пробирку налейте немного 
воды и нагрейте ее до кипения с по- 
мощью свечи или спиртовки. Отод- 
винув нагреватель. затяните отвер- 
стие мыльной пленкой. Через неко- 
торое время вы увидите, что пленка 
будет постепенно опускаться вовнутрь 
пробирки. 


Объясняется это тем, что водяные 
пары при охлаждении конденсируют- 
ся, под пленкой создается разряже- 
нне, куда н устремляется пленка. 
Для ускорения процесса опускания 
пробирку можно охлаждать проточ- 
Ной ВОДОЙ. 

6. Вылуйте ва конце узкой тру- 
бочки мыльный пузырь. С помощью 
пластилина ирикрените свободный ко- 
нец трубочки к лапке штатива или к 
какой-либо горнзонтальной поперечи- 
не, расположенной на высоте при- 
мерно 20 см над поверхностью стола. 
С помощью медицииского шприца 
(нли другой узкой трубочки) можно на- 


качивать воздух в пузырь или выка- 


чивать его. Будут ли происходить ис- 
кажения формы пузыря? 


Конечно, нет — это-непосредствен- 
но следует из закона Паскаля. 


7. Возьмите стеклянную баноч- 
ку высотой 60 мм и наполните ее на 
* мыльным раствором. Закройте 
баночку пробкой, куда вставлены 
два электрода нз медной проволоки 
диаметром 1—2 мм и длиной 80 мм 
(рис. 2). Нижние концы электродов 
должны доходить до дна, но не сопрн- 
касаться с ним. Верхние концы согни- 
те под углом 90° и с помощью подво- 
дящих проводов подключите электро- 
ды к батарейке для карманного фона- 
ря. На катоде начнут выделяться не- 
большие пузырьки газа, которые, 
поднимаясь вверх, образуют на по- 
верхностн раствора пену. Какой газ 
заключен в пузырьках? Будут ли вы- 
деляться пузырьки, если вместо 
мыльного раствора в баночку налить 
спирт, глицерин, керосин? 

Чтобы ответить на этн вопросы, 
достаточно вспомнить, что при замы- 
кании электрической цеии происхо- 
дит электролиз воды, так что на като- 
де выделяется водород. А в спирте, 
глицерине и керосине пузырьки вооб- 
ще не возникнут, поскольку продукты 
электролиза совсем другие. 


Математический кружок 


› 2 
|8 


Л. Киурляндчик 


Высокие 
степени 


В этой статье мы будем сравнивать 
между собой числа. Постоянным бу- 
дет вопрос: какое из чисел больше? 
Кое-кто из вас может подумать: «Что 
тут спрашивать! Всем ясно, что де- 
сять болыше пяти, а сто меныне ты- 
сячи». Ну что же, прочитав эту за- 
метку, вы, вероятно, согласитесь, что 
ответ на этот вопрос бывает очень п 
очень непростым. 
Начнем с такой задачи. 
Задача |1. Какое число боль- 
231°° или 32°? 
Решение. Докажем, что о 
1 

ни 3100 — 

>32:*. Действительно, 2 =4? 


Поэтом у достаточно доказать. 
3100 


- > 2190 или что (3 ›)1°°->2.Но уже 


(3/.)2>2. так что (3’.)” и подавно 
больше 2. Из нашего решения видно, 
что 23'>32". Из этого факта (его 
нетрудно проверить и непосредствен- 
но) легко вывестн другое решенне 
задачи. 

Следующая 
сложнее. 

Задача 2. Какое число больше: 
50-6 или 7% 

Первое решение. 
жем, что 5—6 <7Ю. Так как 
510--60<2-6!", то достаточно дока- 
зать, что (?/,)1°>2. — Последнее не- 
равенство следует из неравенства 
Бернулли («Алгебра и начала аналн- 
за 9», п. 2): 


Тю ‚ро | 
(=) = (1+5) >1+0.5>2. 


ше: 


что 


задача чуть-чуть 


Дока- 


Второе решенне. 
что 53 -- 63 -= 341 < 343 = 73. 


Поэтому (7) зе (“) <1. Так 
=)" (99 


ЪЕ 


< 1. Значит, 


Заметим, 


7 
б^ < 716. 
Задача 3. Какое из десяти чи- 
сел 1, 2%, 38 4: 5% 63 7% 83 92, 
10: самое большое? 
Решение. Очевидно, что 99`>> 
}> 19. Докажем. что 3% больше 2%. 
Действительно, 3% - 9% >> 81.- 2 >> 
‚> 27. Теперь сравним 47 и 38: 47> 
ра 


> 38.> (=) >> 3. Осталось заметить, 


«65 


Итак, из первых четырех чисел са- 
мое большое 4*. 


получаем 


6 
+7) 
5ю 


> 1-7. > 3. 


`° Докажем теперь, что 4?>> 58 > 
> 6'> 7 >> 83 >> 9: > 101. Из 4&> 
> 5% > (+) <4н (+) = (=) < 


< 2? =4 следует 4? >> 58. 

Неравенства 5$ > 6° и 6*>> 7* до- 
казываются аналогично. . 

Неравенства 7* > 8 >> 9? >> 10! оче- 
ВИДНЫ - ; 

Таким образом, самое большое 
среди наших чисел — это 4*. В конце 
статьи мы еще раз вернемся к этой 
задаче и приведем менее «выкладоч- 
ное» решение. 


Задача 4. Какое число больше: 
17-9" 3"--...-Н97 или 107? 


Решение. Легко видеть, что 


ири маленьких мп 1 |2” |... 9" 
больше, чем 10”. Действительно, 
1-52-...-9>>10: 12-522 +3*+... 
. +9107; 
13-{-23--...—93>93 -|-83—729-1-512> 
2>1000== 103. 


Прежде чем рассматривать другие 
значения л, заметим, что если ири не- 
котором п "--2"-...--9*"< 10", то для 
всех п>>п тем более 1” г2”-... 
...5 97 < 0т. Действительно, при 
переходе к большим значениям нока- 


3 


зателей правая часть увеличивается в 
большее число раз, чем левая. 
Локажем теперь, что И-2"-|... 
..9°<5 107. 
Заметим, что 1*.|-27<37. Поэтому 
17-427--37<2.37<4? (последнее не- 
равенство можно обосновать при по- 


мощи неравенства Бернулли}. Тогда 
и 47<57 и так да- 
лее вплоть до 1'-27{...--87<2.8. 


Оказывается, верно также 2.81<9? 
и 2.9*<10*, но неравенство Бернулли 
здесь бессильно. Чтобы доказать эти 
неравенства, СО проверить, 


9 
что (-5- ) <> >, ‚ аэто мы предлагаем 


сделать непосредственным подсчетом. 
Итак. при п27 


17-1 оп +... 9” Км. 


Оказывается, 15-2°--3°-...--9°> 
>10$, поскольку 0,9$--0,8°--0,7 °>1 
(проверьте), а тогда и 11--2%-[-...-:-9> 
>10*. 

Чтобы завершить решение задачи, 
осталось выяснить, что болыне: 15-- 
-+2°+...--9% или 10°. Предлагаем 
вам сделать это самостоятельно. 

(Ответ. 10>18 4 28%+...-+9*.) 
Итак. 2+... 1-91" при | < п 
=5:; при п > б — «наоборот». 

В следующей задаче появляются 
очень высокие степени. 

Задача 5. Какое число больше: 


ых 3000 2аИ 


52 
Решение. Во-первых, 2° = 


4 
== 22° ры Так как 2" — 1024>>103 
и 26—64, а 2>>64000. 


Значит, 22? > 2°1 00°. С другой сто- 

о = 
< 1000'°° -1. 10001999; ...-5.1000'%® -— 

1000 

РОН 10001901 < р" Ра 210 010 | 

Так как 28829>219010, получаем 
222? 69: 28 1000 
2 >1-2--3°-- - 1000 о 


Как мы видим, 22°” п с ростом 
п очень быстро растет. Но п число 


29. 5-0 


22 


— 


также растет очень быст- 
п 
ро. Какое же из этих чисел боль- 
ше? 
.2 
| 


Зада ч а 6. ‚ Что болыше: 922” 


или 229 =". п} 


—— 
п 


Решение. Давайте для удобст- 
ва обозмачим 


> 
.-71 
2. 
2? | через ад, 


через 6;. 


Легко вычислить несколько первых 
значений а: а, =2, аа =4, а. = 16, а. = 
—=65 536. 6, -=4, однако уже 6, вручную 
подсчитать очень тяжело. Тем не ме- 
нее проверить, что а, < 6,, а<6,, 
а <6., ва < 6., совсем просто (сде- 
лайте это самостоятельно). 

Сравним а; и 6,. 

= Фа. Е 


- 265 536; {; = 49 92922 222. 
Докажем, что $, >а,. Действитель- 
но, 22222 >> 1024 -20, поэтому 
22 00922 р > (20)22 222 = 9222 220—> 265 536. 
Итак. при 1<п=5 имеем а, < 6). 
Давайте теперь сравним ав и 6: 


6 — 2% — 2:65 538. в. 22220022222? 


25 5% — очень большое чисто: 98° 536 >> 
2-0 8953 =. 1019659. Поэтому аи 


> 21019 65а № [ 9102 | 3019 657 > (1030) 1019 657 
н намного больше 6. Попробуем те- 
перь доказать, что а, > 6, прип > 6. 
Оценим Ь, сверху. Так как 22...2< 


—— 
п 


< 10", В, < (10*)®" = 10-97, В свою 
очередь, ‹ 10"-10” < (2*)^. 9" .. 

М 021." 925" Таким об. 
разом, 6, < 225". Поэтому достаточ- 


м доказать, что а,„_. >65" при 
26. Для п -Б это так: а, = 218> 
ры 5-6. Следовательно, а, = 24 >> 


> 24; >2.5:6>5.7: в -2% > 2а;> 
>2-5:7>5.8 и так далее. 
Задача решена полностью. 
Сейчас мы решим задачу М486 из 
Задачника «Кванта». 


Задача 7. Какое число больще: 


232° т или 323 } 1? 


Эту задачу можно решить многими 
способами. Приведем один из них. 
Решение. Для удобства обо- 


Ра 1 
значим 23”’° ) я через аз, а 323 р 
через 6,„. Заметим, что а. =2т; 
а == о, 


Легко видеть, что а, =2, 6, =3. 
Значит, 6, >а,. Далее а, = 23 -=8, 
= 32 == 9. Поэтому 6, > а». Посчи- 
таем а; и 6. а, = 22: = 512; 6, = 3а: = 
= 6561. Таким образом, 6. > а,. За- 
метим, что 6. > За.. Выведем из это- 
го, что а >36. Действительно, 
36. = 3. Заз << 24: .44, — 03а < 2: = 
=0а. Теперь легко понять, что и 
в общем случае из условия За, < 6, 
следует, что 36., < ана, а из усло- 
вия 36, < а, — что Зал: <. а. 
Действительно, пусть За, < 6,. 
Тогда 


Зои = 3. 39п < 2°п.4‘^ = 
— 231 08 = @лн. 
Если же 36, < а,, то За. =3.2° < 


< 3’ -3°т = 381 3%" =6,.:. Таким 
образом, мы получаем, что 6„>а,„ 
прн нечетных пи л=2 ина, >65, 
при четных п >> 4. 

Все предыдущие решения были 
основаны на счастливых догадках. 
Более скучный, но зато более универ- 
сальный подход — использование ло- 
гарифмов. Проиллюстрируем его на 
примере. 

Задача 8. Найти степень чет- 
верки, наиболее близкую к числу 


2100 + 3100 
Решенне. Во-первых, давайте 
попробуем оценить, во сколько раз 


число 3100 больше, чем 210%. Для это- 
го рассмотрим отношение этих чисел: 


3 \100 3 \2\50 50 
(2) =(=)) >> - 
= (2) (103) = 102. 
Значит, 2? составляет менее, чем 
0,000000000000001 от 31% 
Теперь нам ясно, что число 


21° 31° «практически» равно 31°. 
Значит, 4—3, где Е — искомая 


163 
степень. Поэтому #22100 а - По таб- 


лнце логарифмов находим, что 12 З= 
20,4771, |5 4—0.6021. Отсюда по- 
лучаем, что 2:79. 

Наши рассуждения нельзя счи- 
тать достаточными для доказатель- 
ства. Пока они позволили нам най- 
ти ответ лишь приблизительно. 


Приведем теперь строгое доказа- 
тельство того, что 419 -— искомая сте- 
пень. 


Мы знаем, что значения логариф- 
мов, приведенные в таблице В. М. 
Брадиса, нмеют погрешности, не 
превосходящие половины единицы 
разряда иоследией цифры. (См. 
В. М. Брадис «Четырехзначные мате- 
матические таблицы», с. 3.) 

Поэтому 0,47705< в 3<0,47715; 
0,60205< 16 4 < 0,60215. Отсюда 
непосредственно умпожая и округ- 
ляя в нужную сторону, 
получаем 47,5 < 796 4 < 47,6 и 
48,1 < 80 #4 < 48,2. в (210-31) 
оценим следующим образом: 


1 (21° + 31%) = 100 163 + 
+ ва (24 )°). 


Из в (1-1) °) < 151-+-10-1°) < 
< в (1--10-?)< 0,005 (последнее не- 
равенство при помощи таблиц) вы- 
водим 47,7<а (2°°-|-3'°)< 47,8. Та- 
ким образом, 15 (21° 3°) 79 | 4 
< 0,3, 80 5 4 — 15 (210 -|-310°) >> 0,3 и 
478 ближе к 21° 31°, чем 48°. 

Иногда для сравнения болышнх 
чисел удается, рассмотрев подходя- 
щую функцию, исиользовать мето- 
ды днфференциального исчисления. 

Подробный рассказ об этом не 
входит в наши намерения. Мы сиова 
ограничимся одним примером. 

В задаче 3 требовалось отыскать 
среди чисел ЕЙ-* (&=1, 2, 3, ..., 10) 
максимальное. 


Давайте рассмотрим функцию 
Ро ==хи- (х Е 10; с |. 
Посчитаем производную — этой 


функции. Для этого хИ-Х преобра- 
зуем так: хИ-х = &-ютх, Значит, 


Р (х) = ((и-—» =)! =еи!—2м хх 


х((11 — х) шх]" аки. 


Ясно, что зиак }’(х) совпадает со зна- 
ком выражения, стоящего в скобке. 


И 
Функция &(%)= —— -№ШМх —1 
на ]0; -+-со[ убывает, причем д (4) = 


=1,75 — м 4>>0, д (5)==1,2— ш5<0.. 


(Докажите эти неравенства, вос- 
пользовавшись тем, что 3>>е>2,5.} 
Поэтому существует такое х, Е М; 51, 
что на промежутке ]0; хь| функция / 
возрастает, а на [х,; ©< | — убывает. 
Значит, среди нашнх чисел самое 
болымое либо ] (4), либо } (5). Остает- 
ся выбрать большее из них. 
Задачи 

9. Какое чисзо больше: 

а) 1530 илн 30132 

6) 24° или 333? 

в} 10109 или 9Ии> 

1Ю. Какое число больше: 

а) 516 1 6201 726 или 8212 

6) 718-1157 или 6161 1682 


ь) 558” или 65° 
Новый 
калейдоскоп 


Наш читатель Б. Ивякии 
прислал ин редакцню сле- 
дующую задачу: разрезать 
правильный шеспицуголь- 
нак на 9 одинаковых частей. 

К задаче был прило- 
жеи ответ. ой изображен 
в центре первой страницы 
обложки нашего журнала: 
отрезками, соединяющими 
центр с вершинами, шести- 
угольник разбнт на трн 
ромба, каждый из которых 
разделен на трн паралле- 
лограмма. 

Когда я познакомился 
с этой задачей, то, есте- 
ственно, начал искать дру- 
гие решения. Довольно дол- 
го мне не удавалось нуж- 
ным образом разбить ше- 
стиугольннк, но. наконен, 
я нашел такое разбиение 
{оно изображено в верхней 
части рисунка на облож- 
ке). После этого мне за- 
хотелось «ношевелнть» Но- 
лученные  нятиугольникн. 
Результат оказался очень 
неожиданным —  требуе- 
мые разбиения шестнуголь- 
ника  носынались, как из 
рога изобилия. Пять нз 
них изображены на об- 
ложке журнала. 

Попробуем понять, что 
же происходит при таком 
«шевелении». — Рассмотрим 
один из пятнугольников, 
примыкающих к границе 
данного ‘шестнугольника, н 
немиого изменим его пра- 


^ 


16 


11. Расположить н порядке возрастания 
чнела 


2) 2100, 10050. 33°, у9уви9тв. 


ЕН! 
бу и. .1 978, 1010109, 


. 10 


12. Какое число больше: 


1 
> 


1 
Вэ п или 
а) = 
в 
й —- з п? 
3 
ВЕ —..3 
6) 2? | п-- 2 или 33 )} п? 


вую боковую — сторопу 
(рис. |1}. Если мы таким 
образом  наменим правые 
боковые стороны у всех 
пятнугольников, примы- 
кающих к граннце шестн- 
угольника, то автомати- 
чески изменятся и их ле- 
вые боковых стороны 
(рис. 16). Еслн теперь 
проделать такое же измене- 
нне боковых сторон у трех 
центральных нятнуголь- 
ников, То ошо повлечет из- 
мененне формы «основания» 
у трех внешних пятиуголь- 
ников (рис. [в). Если те- 
перь точно таким же об- 
разом изменить основания 
у остальных трех внешних 
пятнугольннков, то при 
этом точно такую же фюр- 
му примут и «основания» 
внутренних пятиуголь- 
ников. В результате все 
девять частей вновь ста- 
нут совершенно одинако- 
выми, н мы получаем новое 
разбнение шестиугольника 
на девять конгруэнтных ча- 
стей. Форма такого раз- 
биения может оказаться 
весьма причудливой. как 
это можно вндеть из рисун- 
ка на обложке журнала. 
Многоугольники одного из 
разбнеинй очень иохожи 
на зайчнков. 

Попробуйте сами по- 
экспериментировать с та- 
кими разбиениями. Если 
у вас нолучатся интерес- 
ные картинки, то присы- 
лайте нам. Лучшие картнн- 
кн мы онубликуем. 


А. Савин 


Центр 
тяжести 


полушария 


= Ч, т а 


22 века назад Архимед при- 
думал механический метод, 
с помощью которого впер- 
вые удалось найти объем 
шара и центр тяжести по- 
лушарня. Еще раньше Де- 
мокрит и Евдокс  уста- 
новили, что объем ко- 
нуса в три раза ‘меньше 
объема опнсанного цилинл- 
ра, а центр тяжести конуса 
делит его высоту п отноше- 
ний 3:1, считая от верши- 
ны. 

Докажем, что объем ша- 
ра в полтора раза меньше 
объема описанного цилиид- 
ра и что цеитр тяжести 
полушарня делит его вы- 
соту в отношении 3:5, счи- 
тая от центра шара. 

Рассмотрим шар и опи- 
санный около негс цилиндр. 
Плоскость рисунка 1 про- 
ХОДИТ через ось аилиндра, 
нанравленную горизонталь- 
но. Рассмотрим также конус 
к вершиной в центре шара О 
и основанием, общим с ос- 
нованием полуцилнидра. 

Проведем через  про- 
извольную точку А на оси 


Рис. 1. 


2 «Квант. М И 


полуцилиняра плоскость 
мх. пернендикулярную 
этой оси. В сеченин с ша- 
ром она даст круг радиуса 
АР, с конусом — круг ра- 
днуса АВ, к цилиндром — 
круг раднуса АЛМ=А. Тео- 
рема Пифагора гласит, что 
АР?-- д0:=ОР?е АМ", а 
так как угол при вершине 
конуса прямой и АО=АВ, 
АР?-|- А В*= АМ?. 

Взяв это соотношение 
п раз, усматриваем, что 
сечения шара и конуса в 
сумме имеют площадь, рав- 
ную сечению цилиндра: 

$ш -Е $к = $. (1) 

Так как (1!) верно для 
любой точки А на оси по- 
луцилиндра, из принципа 
Кавальерн («Алгебра п на- 
чала анализа 10», п. 197, 
или «Квант», 1977, № 2, 
с. 7, 10) находим, что объ- 
емы полушарих Ум и <о- 
пуса ИУн„ в сумме равны 


объему полуцилиндра И): 
Ут |+ Ук = Уц. {2) 
Рассмотрим теперь ось 

цилиндра как рычаг г се- 


рединой в центре О. Пе. 
ренесем сечение цилиндра 
в правую сторону рисунка 
в точку А’, симметричную 
точке А относительно цент- 
ра С. С помошью (2) уста- 
навливаем, что сечення ша- 
ра и конуса, подвешенные 
вместе в точке А, уравио- 
вешинвают сечение `цилинд- 
ра, подвешенное в точке АД’. 

Если теперь заполнить 
кругамн все сечення шара 
и конуса слева, а сечения 
полупилинара —<имметрич- 
но справа от точки О. то 
из равновесия каждых трех 
таких кругов следует, что 


полушарие и конус вме- 
сте уравновешивают —по- 
луцилиндр относительно 


центра О (рис. 2). 

Но центр тяжести по- 
луцилиндра находится на 
середкне С его оси, н кентр 
тяжести К конуса, как бы- 
ло упомянуто выше, на 
расстоянин ОК == (3/4) К от 
вершины. Пусть  гентр 
тяжести полушария будет 
в Точке Х. Тогда по пра- 
вилу рычага условие рав- 
новесия этих трех тел име- 
ет вид: 
1О0Х|.Уш ЯР |ок|- Ук = 

— ОСТ. Уы. 43) 

Но У„ - (1/3) Ин, а из 
соотношения между объема- 
мн (2) находим Уш Иц— 
— МИ, = (2/3) Уи, то есть 
объем полушария в полтора 
раза меньше объема опи- 
санного полуцилиндра. По- 
этому условие равновесия 
{3) принимает вид: 
(2х + (Ух 

Хх (3/4) В = Иц. (1/2) В. 

Отсюда получаем 

10Х| = (3/8) К, 
то есть цеитр тяжести но- 
лушария делит высоту по- 
лушария в отношеннр 3:5, 
считая от Центра шара. 

Как этим методом най- 
ти центр тяжести сегмента 
шара нли сегмента залип- 
соида, легко сообразит н 
сам читатель. 


А!. Мамикон 


От релакции: В 
№ 5 журнал «Квант» за 
1977 г. было опубликовано 
два решення задачи об объ- 
еме шара — «механическое» 
решенне Архимеда и гео- 
метрическое решение М. Ма- 
микона. Данная замстка яв- 
лнется логическим продолже- 
ннем этой статьи. 
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Этот раздел ведется у нас 
мз номера в номер с мо- 
мента основания журнала. 
Публикуемые в нем задачи 
не стандартны, но для их 
решения не требуется зна- 
ний, выходящих за рамки 
нынешней школьной  про- 
граммы. Намболее трудные 
задачи отмечены эвездоч- 
кой. 

Решения задач мз этого но- 
мера можно присылать не 
позднее 4 января 1979 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка 21/46, 
реданция журнала «Каанть. 
После адреса напишите на 
конверте номера задач, ре- 
шенмя которых вы посылае- 
те (например, «М531. №534н 
МИН и«Ф543»]. Решения за- 
дач по каждому мз пред- 
метов [математике м физи- 
ке]. а также новые задачи 
просьба присылать в от- 
дельных комвертах. Реше- 
ния задач мз разных номе- 
роз журмала также присы- 
пайте в разных конвертах. 
В лысьмо вложите конверт 
< написаниым на нем вз- 
шим адресом {в этом кон- 
верте вы получнте резуль- 
теты проверки решения]. 
Условия оригнинапьных за- 
дач, предлагаемых для пуб- 
ликации, присылайте в двух 
экземппярах вместе с ва- 
шимм решенмямм этих з8- 
дач [ма конверте пометьте: 
«Задачинк «Кванта», новая 
задача по физмке» млм 
«..мовая задача по матема- 
тмке»). После формупиров- 
ки задачи мы обычно ука- 
зываем, кто ве предложия. 
Разумеется, не все задачи 
публикуются впервые. 


задачник 
вванта 


Задачи 
М531—М535; Ф543—Ф547 


М531. Из пунктов А и В не одновременно выехали 
навстречу друг другу автомобилист и велосипедист. 
Встретившись в точке С, они тотчас развернулись 
и поехали обратно (с темн же скоростями). Доехав 
до своих пунктов А и В, они опять развернулись 
и второй.раз встретились в точке О; здесь они вновь 
развернулись, и т. д. В какой точке отрезка АВ 
произошла их 1978-я встреча? 

Н. Васильев 


М532. Положим а, -- Ий+ 1+ Ийянё, =И4п- 5. 
Докажите, что для любого натурального п 
а) [а„} = (6,1, где [>] — целая часть числах; 


| 

6) 0<6.—а< бя УЕ: 
М533*. Назовем выпуклый многоугольник 060- 
бым, если некоторые три его диагонали пересека- 
ются в одной точке. Докажите, что у каждого осо- 
бого семиугольника найдется вершина А, обладаю- 
щая таким свойством: для любого г >>0 вершину А 
можно сдвинуть на расстояние, меньшее г (не ме- 
няя остальных вершин), так, что полученный се- 
миугольннк будет неособым. 

В. Болтянский 


М534. Три прямые, параллельные сторонам тре- 
угольника АВС и проходящие через одну точку. 
отсекают от ^АВС трапеции. Три днагонали этих 
трапеций, не имеющие общих концов. делят тре- 
угольник на семь частей, из которых четыре — тре- 
угольники (рис. 1). Докажите, что сумма площа- 
дей трех из этих треугольников. прилежащих к 
сторонам ДАВС, равна площадн четвертого. 

В Косьянчиук 


М535. Пусть на плоскости задана система из трех 
бесконечных в обе стороны последовательностей 
точек А,, В, Си (индексы й, [и т пробегают все 
множество целых чисел). Назовем такую систему 
триграммой, если для любых # и т прямюй А„С„ 


Рис. 3. 


2+ 


принадлежит еще одна точка В,‚.„ этой системы, 

а) Проверьте, что система, изображенная на 
рисунке 2, является триграммой. 

6) Докажите, что для любых трех различных 
прямых а, В и с существует триграмма, для которой 
А, Еа, В. ЕЬ, С, Ес (при всех, [, т). 

в) Докажите, что если все точки д, вс. три- 
граммы лежат, соответственно, на прямых 2 Ижс, 
то все точки последовательности В; также лежат на 
одной прямой. 

Задачи 6) и в) советуем сначала решить для 
случая, когда прямые а и с параллельны. 

г) Придумайте ограниченную триграмму (все 
точки которой лежат в пределах некоторого круга). 

В. Батырез 


Ф543. На плоскую поверхность стеклянного полу- 
цилиндра падают под углом 45° световые лучи, ле- 
жащие в плоскости, перпендикулярной оси полуци- 
линдра. Из какой части боковой поверхности но- 
луцилнидра будут выходрть лучи Ре Показатель 
преломления стекла п. 

!! Международная олимпиада пс физике, 1968 г 
$544. Оценить скорость ракеты с космонавтом прн 
выходе из плотных слоев атмосферы. 
$545. Два воздушных пузырька раднусов г; = 
—= г, = Змм в баке с водой сливаются в один. Найти 
раднус получившегося пузырька сразу же после его 
образования и через большое время после этого, ес- 
ли теплопроводность воды невелика, а ее теплоем- 
кость очень большая. Считать, что пузырьки нахо- 
дятся вблизи поверхности воды. 

Журнал «К!.М» (Венорин) 
$546. Первичные обмотки двух одннаковых транс- 
форматоров соединяются последовательно друг с 
другом и с лампочкой, рассчитанной на наиряже- 
ние сети 220 В (рис. 3). Затем их подключают к 
источнику переменного тока с напряжением 220 В. 
При этом оказывается, что лампочка не горит. Если 
же затем вторичные обмотки трансформаторов (со- 
держащие болышое число витков) сэединить так, 
как показано на рисунке 3, и подключить их к 
источнику постояниого тока, то при увеличении 
напряжения источника от 0 до 30 В лампочка бу- 
дет гореть тем ярче, чем больше напряжение источ- 
ника. Объяснить описанный опыт. 

Е. Бланк 
Ф547. Фотографии шаровых сгустков светящейся 
плазмы, летящих равнозамедленио до остановки, 
нмеют вид полос длины Г. Максимальная ширина 
полос 4 < [. Расстояние между плазмой и объек- 
тивом фотоаппарата Ё, фокусное расстояние объек- 
тива Р. Минимальное время «засветки», необхо- 
димое для того, чтобы на фотографии появилось 
изображение, равно т. Определить ускорение сгуст- 
ков. Объектив фотоаппарата остается открытым до 


полной остановки сгустков. 
В. Сергиенко 
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Решения задач 


М482, М485, М487, №М489—М490; Ф498—Ф501 


М452. Сечение правильного 
тетраздра — четырехуголь- 

ник. Докажите, что пери- 
метр этого четырехугольника 
не меныие 2а. но меньшие За, 
где а — длина ребра тетра- 


эдра. 
А 


Докажем сначала, что периметр четырехугольника 
р» 2а. Развертка тетраэдра (рис.9,} изображена на рисун- 
хе =. При развертке контур четырехугольного сечения пре- 
вратился в красную ломаную К. К.. Видно, что периметр 
р будет равен 22 лишь тогда, когда секущая плоскость па- 
раляельна двум скрещивающимся ребрам тетраэдра, 
а во всех остальных случаях р > 2а. 

Доказательство неравенства р < За легче всего по- 
лучить, рассматривая сразу семейство сечений 
тетраэдра параллельными плоскостями. Пусть плоскость 
сечения перемещается параллельно самой себе; мы рас- 
сматриваем такой интервал значений ГЕ [Ь,; В.] (см. 
рис. 2}. что при В, < {< Ь. сечение остается четырех- 
угольником. а при # = В и {-= В, оно становится тре- 
угольннком (рис. 3). Длинна каждой стороиы сечения, 
а значит и периметр р сечения, будет линейной функцией 
от? : р (д = #-Нс (&, с — некоторые постоянные}. ЦНви- 
большее значение такая функция принимает на конизх 
отрезка [65,; 5]. когда сечение — треугольник. Но длива 
любого отрезка с концами на стороиах равностороннего 
треугольника не больще длины его стороны а. и поэтому 
р < 3. 

Н. Васильев, В. Произволов 


№385. а) Докажите, что 


нисло е заключено между чис- 
п 


1 
ламиаз = Ея] ил = 


ит 
= (1 +=) при аюбом 


натуральном п. 
6) Докажите, ито последо- 


1 ‘ 
вательность сл = ( 1-- РЕ ]х 
# 


| моноатояно 803- 


растает, а 


р \п 

х( м ) 
последователь- 
14 г 11 

ность 4, = ( +) | Ня 


\ 


\ 


монотонно убывает. 

8) Разделим отрезок (ат; Бп} 
на четыре равных по длине 
отрезка. В каком из чих 
лежит число е? 
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Рис. 3. 


а) Докажем, что последовательность (ал) МОНОТОИНО ВОЗ. 
растает. Действительно, 


АИ 


Соглаено неравенству Бернулан *), 


(1(-=) О № 


п? п п ›з 
откуда 


@п 


м. 
Яп-т 


Докажем теперь, что последовательность (5) монотонно 


*) Докажите его самостоятельно. См. также «Алгебра 
н начала анализа 9», п. 2. 


г) Разделим отрезок 
([ап:6 и | на восемь равных час- 
тей. В какой из них лежит е? 

9) А если отрезок [ап; би | 
разделить на 3 равных 
частей (в этой задаче инте- 
ресно получить ответ для 
достаточно больших п, на- 
пример, дяя п>2*)? ( Напом- 


. 1 \7 
ним, что е = ити) == 


л-Ф-с 
== 2,718..., — см.  ичебник 
«Алгебра и начала анализа 
10», пи. 109,3.) 


убывает. Имеем 


ве яыун/ " 


Вновь прнменяя неравенство Бернулли, 


а 


п? — | 


нолучим 


п+1 , | Г] 
Е] к п, 


Итал = 
пе 


Поскольку е= Ня, — из 


п-о 


доказанного 


следует, что 
ал <е< вл. 


д) Решим залачу д) — задачи 6}. в) и г) булут следо- 
вать из этого решения. 
Раздеанм отрезок [ап; 


Ь"] на 2^ равных частей. Длина 
одной такой части равна 


(и 


„| соответствует число 


я 5, — а р 
о 
Середине отрезка 


‚ т @ 
о" 


ап: 


1 р. рут 
- ( -- = (| -- г — @л. Легко видеть, 


что 2*-1-й из полученных отрезочкон ит правым концом 
число 4и. И левым концом — число (и -. аа — А = 


Чаде 


2—1 —] 
= (1+ = Е п “(+= (4 > 2). (При Ё -= 2 число Г. 


ав + 


совпадает с числом с» из пункта 6} задачн.) 

Докажем, что при достаточно больших л (а именно, 
прин л> 3-2^-2) число в лежит на 2*-1-м отрезочке длины А. 
Для этого достаточно ноказать, что ири таких п последо- 
вательность левых концов (ш) этого отрезочка монотонно 
возрастает. а последовательность {#Ё„) правых концов моно- 


[В 4). 


п-©> 


Иты = 
п-с© 


+зи—т)('- =} } 


тонно убывает {носкольку е = 


| бе: | ‘п и 
(1 за) (+=) == ай В а 
Аналогично неранеиству Бернулли, можно доказать 
более точное неравенство: 
(— Пл 


РАЙ» 1 ево 


(здесь п — натуральное, а й > 0); сделайте это самостоя- 


тельно. Из него 


з п пп — |) о 
(1-я ; м. тет ЗЕ: = 
213 -- 411 +п—2 


> 2т— ше 
21 


№М487. На данных окруж- 
ностях у: и 7, построить 
по хорде так, чтобы эти 
хорды были гомотетичны 


Поэтому 
Чт: _ 20—11 203 411 л—2 


аа Ра! аб пе о: = 
4п? -|- бл? — 218 — бп 2 

2 Зря беби 2 >| 

при любом пЕМ. Значит, последовательность (&л) монотонно 


убывает. 
Перейдем теперь к последовательности ({и). Имеем 


{ ; 2—1. | ; | ‚ 2—1 — | 
= | +2 = (1 - г |: (+ Ох 
| Г 2.-п-- О — а | \8 
ай: ) ]- п Иж [1 | 


п 1 | 
п}: | 
Но (Е — 1)7 = Е — па Ив при © й @— 1% 


(это неравенство доказывается аналогично  неравенству 
Бернулли). Поэтому 


т 2. п -- 25Ы— — | в. ("— 12 
т ит р т = = 
2. п-- 28-1 — | 2п: — 213 4. п? — п. 1 
т б- ПИТ" о 


Нас интересует. когда > 1. то есть когда 


1 


| 
("+ = А: (211 — 23 + и — 2+1) > 


[ 
а Е 2—#).2и*. 


Это неравенство эквивалентно неравенству 
3 \ 1 
>. п — | — 4. 9-®] д? -р 91-—К.д г 9—8 
2\-—К. пз [2 2 ) 2-5 —2—#>0, 


которое следует нз неравенства 


3 
2а-вния > [5 Е 2 из. 


| 
Таким образом, прил > 3.2? -1- -5_, Илим >3-2К—2, 


последовательность ({„) становится монотонно возрастающей. 
Из этого следует наше утвержденне: число г лежнт внутрн 
2%—1-го отрезочка длины А, если п> 3-92. 


с 
Из решения задачи д) следует, что УЖ, > 1. Пер- 


5 3 
вые же три члена этой последовательности: 5, 755“ 


13.23 
—3: очевидно, составляют возрастающую цепочку. 


Цтак, п задаче в} число г попадает во второй из четы- 
рех равных по длине отрезков, а в задачев) — в четвертый 
(для п>б). 

С. Голубев, Р. Ушаков 


Ф 


Пусть нам удалось построить нужную гомотетию Н н 
пусть Н (у.} пересекается г у. в точках В и С (рис. 4). 
Проведем в точке А общую к}. н Н (%,) касательную; 0бо0- 
значим через Р точку пересечения этой касательной с 


< заданным центром А, 
принадлежащим у, и что- 
бы длина хорды окрижно- 
сти ‘у равнялась заданной 
„величине а“). 


р 


№489. Даны три числа а. 


6. с. Построим три по- 
следователеност и {2п), 
(52), (сл), у которых 
а=а, &=Ь. &=е и 
—_ Ва ев 
@п+, — р 7] 
— бп @п_ 
Бич: = 2 г 
_ @& в 
бп+а — р] 


*, Решение задачн М486 
см. н статье Л. Курляндчи- 
Ка «Высокие стененн» 
!с. 13); решение задачн 
№488 будет озубликовано 
позже. 


{ВС). Из точки О проведем касательную ОЕ к охружиости 
Уг- Легко сообразить, что отрезки АВ и ДЕ имеют олина- 
ковую длину. (Действительно. из подобия треугольин- 
ков АВР и АСБ следует, что |АР |= 0С|. ЮВ | п 
из подобия треугольников ВОЁ и СРЕ — что РЕГ = 
— 10С}. 028 |-) Пусть. наоборот. нам удалось построить 
такую точку ПО, что отрезкн касательных РА и ОЁЕ к 
окружностям 7; и 1› равны по длине. Пусть О, -- центр 
2, а г. — ее радиус. Заметим, что все хорды окружности 
г длины и касаются концентрической с ^› окружчостн 13 ра- 
э 

днуса га = У = (-5-) (рнс. 5}. Проведя из точки В 
касательные к этой окружностн, получим два возможных 
положения хорды ВС окружности у (длинны а). {Еслна = 
== 2г., то хорда — единственная: ее мы получим. соеди- 
нив 2 с нентром 0,; больше же 2^, длина хорды а. разуме- 
ется, быть не может.) Соединив точки В м С с точкой А, 
получнм гомотетичную ВС хорду 8,С, окружиости 1 
(см. рис. 5. на этом рисунке изображено одно из решений). 

ктается постронть точку 0. Проведем через точку А 
перпендикуляр 7 к прямой {, касающейся н точке А ок- 


р ь 


Рис. 6. 


Рис. 7. 


ружности ,. Отложим на т отрезок АО длины г, (рис. 6}. 
Поскольку РА |= [РЕ]. треугольники АБО и ЕРО. 
конгруэнтны. так что точка Р равноудалена от точек О 
ни О.. Это дает возможность ее отыскать. если касательная {[ 
и середннный перпеиднкуляр п к отрезку ОО, пересекаются 
(хак на рисунке 6). Если же Ги п параллельны. то п ка. 
честве искомой хорды нужно взять отрезок параллельной { 


касательной к упомянутой выше окружности уз (рис. 7). 


-7. Лиманов 


Ф* 


В качестве пзводящего соображения рассмотрим вместо 
чисел а, 81. < точкн Ав Ви. С, 0 которых сиачала 
предположим. что они не лежат на одной прямой. Числам 
Яны. база. Силы! сопоставим середины Алчь. Вл, Спали СО- 
ответствующих сторои треугольника А„В„С»ь. Мы получим 
три последовательности точек на плоскости. Легко понять. 
что отрезки меднан треугольника А,В,С,. лежащие внут- 
ри АЛ.В.С.. являются меднанами в АЛ,В.С,. Поэтому 
почки пересечения медиан обонх треугольников совпадают. 
Отсюда ясно. что если вместо исходной задачн решать ана- 
логичную задачу для точек на плоскости. то соответствую- 
щий предел существует и совпадает гк точкой пересечения 
меднан исходного треугольника А,В,С: (и всех последую- 
цих треугольнихов). Эта точка есть центр тяжести снстемы 
трех исходных точек. 

Если исхолные точки лежат на одной нрямой. то спра: 
всдливость аналогичного утверждения следует из «сообра- 
жений непрерывности». Оша вытекает также из слелую- 
щего рассуждения. Если А’. В’. С’ — проекцин точек 
АД. В. С на коордннатную ось и а’, 5". с’— них координаты. 


для любого п=1, 9. 3, ... 
Докажите, что все эти 
три последовательности 
имеют общий — предел, и 
найдите его. 


М490. р — простое нечет- 
ное число. Дано р—1 целых 
чисел, не делящихся на р. 
Докажите, что, заменив нё- 
которые из этих чисея на 
противоположные. можно 
получить р—| чисел, сумма 
которых делится на р. 


то координата проскции центра тяжестн точек А, В, С 
на эту ось равна среднему арнфыетическому координат 
а’ + 5’ — с’ 


проекций исходных точек, т.е. Е] . (Заметим еще. 


что координата проекцин середины отрезка равна полу - 
сумме коордннат проекций концов отрезка.} Посколь- 
ку для любых трех точек а. 6. сна прямой можно 
ныбрать трн точки на плоскости, проекциями кото- 
рых служат точкн а. В. с, то из справедливости утвержде- 
иня на плоскости слелует его справедливость на прямой. 
Теперь легко дать аналитическое доказательство того, 
а--о--с 
3 


что число 4= является общим пределом 
указанных носледовательностей. Для этого, очевидно, 
Зостаточно показать, что | 

Ю, —4| =2 @.: — а в — 4] = 2 вы — 4], 

си — 4] = Спы1 — 

(< каждым шагом носледовательности вдвое приближают- 
ся к пределу). 

Заметим. что для любого п 


ис сп-Еа 
@л+1 Нина сы = + 
а -Б 
5 = + ви. 
а | [> 
Отсюда видно, что 4= ао для любого п 
Имеем: 
ас 24, —6—с 
А И ан — Ава |. ааа 
а о Зе ИВ р бт ба] _ 
о 3 |- ТЕЛ 3 — 
=2|а1— 4 |. 


Два другие равенства проверяются аналогично. 

В заключенне заметим следующее. Среднее арифмети- 
ческое двух чисел, рассматриваемое какоперзация, 
незссоциативно (т. е.. вообще говоря. 

а-6 в -:-с 
7 -с а- о 
2 9" $ : 


н среднее арифметическое трех чисел, вообще говоря. 
не выражается как конечная комбинация 
средних арифметических этих чисел. взятых по два 
(докажите это!). Тем не менее. как мы видели. используя 
предельный переход. среднее арифуетическое 
трех чисел через среднее - арифметическое двоек чисел 
выразить можно. Аналогичные предельные соотношения 
связывают средние арифметические & |- Ги & чисел для 
любого целого А 2 8. 


И. Биурмистрович 


$Ф 


Будем писать а 2=Ь, если числа а и 6 дают одинаковые 
остатки при делении на р (как известно, в этом случае го- 
ворят. что и сравнимо с 6 по модулю р — см. статью «Срав- 
нення и классы вычетов» п «Кванте» № 10). Тогда очевид- 
но, что если р — нечетное простое число, то суще- 
ствуег такое целое число $ 0%25«р-—|. что 
25 а; +-... | ар_, (продумайте это!.. 

Для доказательства нам понадобится лемма, которая 
однажды уже публиковалась = «Кванте» («Квант», 1971. 
№ 8, с. 43}: 


Ф498. Диаметр тонкостен- 
ного цилиндрического ста- 
кана равен Ч, высота — 
й. Стенки и дно стакана 
одинаковой толщины. В 
стакан наливают води. При 


каком уровне воды центр 
тяжести стакана с водой 
занимает наинизшее по- 
зожение? 

Р 

о 

а) 6) 
Рнс. 8 


Лемма. Пусть даны г целых чисел 5, В, ... 6, 
не делящихся на р; О г«р. р — простое. Тогда из 
этих чисел можно составить по крайней мере г — | сумм. 
дающих различные остатки при делении на р (ири этом 
разрешается брать сумму «пустого мпожества слагаемых». 
которая считается равной нулю. суммы «из одного слагае- 
мого», из двух, ... . из всех г слагаемых). 

Доказательство этой леммы мы приведем несколько 
ниже, п сейчас покажем, как с ес помощью решается наша 
задача. 

В силу леммы из чисел а}, .... ар: можно составить по 
крайней мере р сумм, дающих при делении на р различные 
остатки. Поскольку всего различных остатков при делении 
на р ровюо р итук: 0, 1. .р — 1. среди этнх сумм най- 
дется сумма, дающая при деленни на р остаток $. Пусть эта 
сумма м -.. ч: тогда От, -- --: -- ба == $. Возьмем 

Ч {3 


теперь все остальные чнсла. не вошедшие слагаемыми 
в сумму Я, -... Ч пусть это числа “ ар Ч 
Поскольку @1 -| ... Тарл ЕЕ 2$ на, ----- 4: 2=$. ПОлу- 


чаем. чтоа, +-.-- а; = $. Поменяв числа а; ве в 4: 
1 


ий ый п 
на протнвоноложные. получим число а; + .-.- Че. — 
1 


—а. —.--— т ‚ сравнимое с нулем по модулю р, то есть 


11 
делящееся на р. 

Для завершения решення задачи нам осталось дока- 
зать лемму. Слелаем это по индукцин. 

Прн г = 1 утверждение леммы очевидно. Предполо- 
жим. что оно верно для г 2% р —1 и неверно для 
г = й- В, и придем к протнворечию. Итак. пусть суммы 
из & слагаемых ви, В». . бк Аают прн деленни на р 
& -- Гразличных остатков 0. $1, ‚ $в. Гогда, поскольку 
после присоединения [9 количество различных 
сумм не должно увеличиваться, все суммы © Бум. 


$ + бы. --. ‚5 Т Вин о модулю р содержатся п 
множестве 10. 51. . 5}. Другими словами, если 
к любому элементу этого множества прибавить бут, 


то снова получится элемент того же множества. Таким 0б- 

разом. это множество заведомо содержит элементы 0, 

бал, Виза. ... ЦР — ИП Виа. Но ясно. что все эти эле- 

менты различны (по модулю р); разность {и — {ла == 

({ — 7 Был. где ОХ Е — | Х р. не может делиться на 

р. носкольку р — простое. Значит, множество {0. 51, ... 

... 58} содержит все р различиых элементов, хотя мы 
нредполагалн, что А г 1! р. Лемма доказана. 

Ф.’ Вайнштейн, 

В. Гальперин 


Ф 


Наннизшее положение центр тяжестн снстемы занимает 
тогда, когда он находнтся на уровне воды в стакане. Дей- 
ствительно. если уровень воды лежит ниже центра тяжести 
снстемы (точка Р на рисунке 8. &), то цеитр тяжести пони- 
жается ири доливании в стакан воды (нри этом увеличива- 
ется масса ниже центра тяжестн). Если же уровень воды 
лежит выше центра тяжести системы (рис. 8. 6), то центр 
тяжести опустится, еслн вылить из стакана воду, лежа- 
щую выше него. 

Найдем положение центра тяжести системы, когда он 
находится на минимальной высоте (рис. 9). Если центр 
тяжести системы (точка Р) находится на высоте у над дном 
стакана, то центр тяжести воды (точка Р\) находится на 
высоте 72 от дна. Центр тяжести боковых стенок стакана 
(точка Р.) находится на высоте В’. центр тяжести дна 
(точка Рз) — на дне. Обозначим через м, массу воды в ста- 
кане. через т. — массу стенок стакана и через т. — массу 
дна. Тогда 1 

(пу от зо ту = пу 2 г ть! 2 {*) 
{потенциальная энергия (т, т -|- тз) ву системы рав- 


25 


Рнс. 9. 


Ф499. Два стекаянных ша- 
ра радиусов г и В соедине- 
ны точкой дликной  стек- 
лянной трибкой и напол- 
нены воздухом. Посередине 
трибки находится капая 
ртути. Можно дц г по- 
мощью этого прибора изме- 
рять течператури окру- 
жающего воздуха? 


Ф500. На стслбе на высо- 
те В над землей висит 380- 
нок. На каком расстоянии 
от столба звук слышен гром- 
че всего, если скорость зацка 
равна с. п скорость ветра- 
дующего горизонтально. 
равна 2 


на сумме потенинальных энергий воды, стенок стакана и 
дна: тми! 2 -} тывй:2 + 0). 
Пусть р—плотность воды. масса единицы площади 


ла д 
стенок и дна.Тогда т. = —{ 0. та =: даАр, ть = № 


Используя этн выраження, получим из (*) следующее урав- 
нение для у: 

ар -- А (ВВ -- 2) у — 48 = 0. 
Это уравнение имеет только один положительный корень 


| вы. 
ч = вр ПИК 42 1 48 дар — р 44-Е 4). 


Ф 


Прибор сможет служить термометром. если объемы воз- 
духа Г: и И,. разделенные каплей ртутн, будут зависеть 
от температуры. 

Рассмотрим сначала, зависит ли У, от Т (ци У. от Т) 
при горизонтальном расположении прнбора. Если капля 
ртути находится в равновесии при температуре Т. то давле- 
ния слева й справа от нее должны быть одинаковы: р: = 
= р. Обозначим через т, н т, массы воздуха. соответст- 
венно, слева н справа от капли н через д — молярную мас- 
су возлуха. Тогда 


т т 
р. = пи, ВТ. р. = ру. ют, (1} 
так что при р; => р» имеем: 
т, тз У _ т 
у, р у. * сы и. в ть 


Мы видим, что при горизонтальном расположенни прибора 
ИИ. не зависит от Т. Сумма И, 1- У, тоже постоянна. Сле- 
довательно. нн У,, ин У, не зависят от температуры*). 
Термометром прибор служить ие может. 

Прн вертикальном расположении прибора давление 
нод каплей должно быть выше давления над пей, так чтобы 
выполнялось условие равновесия: 

р1$ — рз5 | тб. (2) 
тде т — масса канан. $ — площадь сечения трубки, р: 
и Р. — давления воздуха. соответственно, инже и выше 
капли. Подставляя в (2} выражения (1) для р: и ро, получим 


т т» три 
и Г - 


И так как У, - \, = сопя. ясно, что в этом случае как 
И,. так и У. зависят от температуры. Прибор может слу- 
жить термометром. 


Ф* 


Звук. излучаемый звонком, распространяется в внде сфе- 
рическнх волн. центр которых двнжется горизонтально со 


=> 

скоростью ветра | у|. Так как по мере увеличения 
радиуса волнового фронта интенсивность звука убывает, 
ясно, что громче всего звонок слышен в той точке на зем- 
ле. в которую звук попадает, нройдя минимальное расстоя- 
кие от центра сферической волны. Это — та точка, п кото- 
рой сферическая волна касается поверхности земли. Так 


*) В действительности при изменении темнературы меняется 
объем капли ртутн, н это приводит к изменению объемов И, 
и И.. Однако. поскольку объем капли ртути много меньше 
У: н Кь, этнм изменением можно пренебречь. 


Ф501. На краю стола вы- 
соты Н стоит шар радиу- 
са В. причем В«Н. Шар 
начинает соскаяьзывать со 
стола без трения. На ка- 
ком расстоянии от стола 
упадет шар? 


Рис. 10. 


как к моменту касання волновой фронт проходит расстоя- 
ние == с!, где { — время, через которое излученная волна 
коснется поверхности земли, то {-— В/с. За это время 
центр волны сместится по направлению ветра на расстоя- 


ние [=: > - А |5 [1с. На таком расстоянни от столба 
эвук и слышен громче всего. 


Ф 


До тех пор, пока шар соскальзывает со стола, касаясь его 
п точке А, центр тяжестн шара движется по окружностн 
раднуса К (расстояние между центром и точкой А все вре- 
мя равно К). При этом в каждый момент времени скорость 
центра тяжести (точки О) направлена перпендикулярно 
раднусу. проведенному в точку А; центростремительное 
ускорение точке О сообщают две снлы — сила тяжестн н 
сила реакции стола. В тот момент, когда шар отрывается 
от стола, сила реакции равна нулю. Значит. в этот момент 
центростремительное ускорение точке О сообщает только 
сила тяжестн, 

Пусть в момент отрыва шар касается стола. точкой Р 


(рис. 10), скорость точки О и этот момент равна ®. Соласно 
И закону Ньютона в этот момент (см. рис. 10) 


то? 
к 


{т — масса шара). Согласно закону сохранения энергин 


= 
ева 


тв = "+ тей = т ео 


Решая эти уравнения совместно. находим: 


сова 2, | = Ия. 


Итак, в момент отрыва от стола центр шара движется 


=> 


со скоростью и, проёкция которой на ось Х (см. рис. 10) рав- 
< о я Е > ы ть 
на = 5 ны и] яп а = 


== НИ - Ю.В дальнейшем шар лвижется как тело, 
брошенное под углом к горизонту с начальной скоростью 


и. Координаты х и у центра шара меняются со временем 


так: е в 
=: ыы = = У К. 


ыы . р: 2 [Ша ра 

и [4е. - УЗ, УМ я В+ = 
(мы считаем, что в т. момент координата {у с 
нулю, пренебрегая величиной й = А с0$@). В тот момент, 


когда шар касается земли, Хх = хиах. И=ЙН. Если это 
происходит через время + от момеита ты шара от сто- 


ла, то т 
Уз На- №8. 


ИУ Е), 


Следовательно, 


2 2 4 вН _ 4 = 
ох [= Уф ву. 


И. Слободецкий 


откуда 


#7 


По странмцам школьных учебнмков 


А. Звонкин 


Что такое хх? 


Число л впервые появляется в школе 
в 5 классе — в учебнике «Математн- 
ка 5» (п. 59), о нем говорится в учеб- 
нике «Геометрия 8» (п. 118) и в учеб- 
нике «Алгебра и начала анализа 9% 
(п. 33). Однако доказательства су- 
ществования числа п в этих учебни- 
ках нет. Мы приводим его в этой 
статье. 


Длина отрезка 


Длиной отрезка называется 
стояние между 
(«Геометрия б», нп. 7). 

На практике длины отрезков из- 
меряют с помощью измерительных 
приборов — линейки, рулетки ит. п. 
Теоретический анализ этого процесса 
приводит к математической конструк- 
Цин, называемой процессом измерения, 
и вполне заслужнвает отдельной 
статьн. 

Коротко говоря. процесс изме- 
рения состоит в следующем: 

1) выбирается произвольный от- 
резок — единица длины; 

2) единица длины откладывает- 
ся пизмеряемом отрезке 
столько раз, сколько можно; 

3) если при этом от измеряемого 
отрезка остается остаток, то еди- 
ннца длины делится на равные части 
и полученная часть единицы отклады- 
вается в остатке; 

4} и так далее. 

Самое интересное здесь скрыто в 
четвертом пункте. Оказывается, про- 
цесс измерения может кончиться за 


рас- 
его концами 
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конечное число шагов (в этом случае 
измеряемый отрезок нединица длины 
называются соизмеримыми), а может 
и продолжаться беско- 
нечно. 

Таким образом, даже при изме- 
рении длины отрезка может понадо- 
биться предельный пере- 
ход. Вполне естественно, что он 
будет необходим нам и при определе- 
нии длины окружности. При 
этом мы будем считать, что мы уже 
знаем, что такое длина отрезка и, тем 
самым, периметр много - 
угольника. 

Читатель может спросить: а 
нельзя ли измерить длину окружности 
следующим простым способом — об- 
мотать ее ниткой, затем нитку раз- 
вернуть и приложить к линейке? 
К сожалению. для превращения этого 
практического способа измерения в 
строгую математическую конструк- 
цию требуются довольно изысканные 
математические средства,  выходя- 
щие за рамки школьной программы. 


Плохие определения 
длины окружности 


Теорема может быть верной или не- 
верной — определение нн вер- 
ным, ни неверным быть не может. 
Определение может быть проти- 
воречивым (если не существует 
объектов,  удовлетврряющих ему), 
некорректным (если оно оп- 
ределяет не то, что мы хотели) и 
неудобным. 

Мы дадим сейчас несколько опре- 
делений длины окружности. Все опре- 
деления будут строиться по одной и 
той же схеме: тем или иным способом 
будет выбираться последовательность 
(П„) вписанных вокружность мно- 
гоугольников н длиной окружности 
будет называться 2. = Ит Ри, где Р„— 

п-> 
периметр многоугольника П». Друг 
от друга определения будут отличать- 
ся разным выбором последовательно 
(П,). 

Дадим сначала несколько пло- 
хих определений. 

«Определен не» 1. = 
= ИтР,,.- ге (П,) — произ- 


п>< 


22.2 = 


Рис. 1. 


вольная последовательность 
вписанных многоугольников. 

Это определение никуда не го- 
дится. Например, если при всех нп 
многоугольник П,„ —это один и тот 
же вписанный в окружность квад- 
рат, то (Р„) — постоянная после- 
довательность, и в качестве длины 
окружности у нас получится пери- 
метр виисанного квадрата. Если же 
в последовательности (П„) стоят по 
очереди квадраты и правильные 
треугольники, то последовательность 
(Р„) предела не имеет (докажите!). 

Обозначим через ф (п) число сто- 
рон многоугольцика П,, через ф(п) — 


длину его наибольшей стороны. 
«Определение» 2. [= ИтРи, 
п-> 


где (П,) — такая последовательность, 
что Итф (п) = {0 *). 

ИФ - 2 

Оказывается, ин это определение 
некорретно. На рисунке | изобра- 
жена последовательность (П„), удов- 
летворяющая «определению» 2 и та- 
кая, что ИтР,„ не совиадает с тем, 


п» 
что мы хотели бы считать длиной 
окружности. Нетрудно также по- 
стронть пример последовательности 
(П,), удовлетворяющей «определе- 


*) То есть $(л) становится скодь угодно 
большим. 


нию» 2. для которой ИтР, не су- 


я-с 
ществует (постройте!). 
«Определение» 3. Г -=ИтР), 


п-© 


где (П,„)— такая последовательность, 
что Итф (п) = +0 и Шпф(п)=0. 
п>-с Иа." 

К сожалению, и этот вариант не 
годится. На рисунке 2 изображена 
последовательность (П„), удовлетво- 
ряющая «онределению» 3 и такая, 
что ИшР, =0. Как и в «определе- 


я-с 


ниях» 1, 2, легко построить такую 

(1„), что ИтР„ не существует. 
д-®> ы 

Хорошие определения 

длины окружности 


Определение 4. 2 = ЦмрР,, 


п-ю 
где (П,„) — такая носледовательность, 
что прин всех п центр окружности 
лежит внутри П‚ и Итф (л) = оо, 


ИХ: 


- Итф(п).=0. 


п-® 

Можно доказать. что для любой 
(|,). удовлетворяющей определению 
3. ИтР, существует. причем он 


пъо 

не зависит от выбора исходной после- 
довательности (П„). Однако доказать 
это очень трудно. Поэтому определе- 
ние 4 неудобно. Кроме того, оно не- 
красиво: уж очень много в нем разно- 
родных требований. 


ЭОС 


Рис. 2. 
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Определение 5. [= ИтР., 


по 

где ПП, — правильный — внисанный 
п-угольник (ср. «Алгебра и начала 
анализа 9», и. 33). 

В отличие от определений 1—3, 
в данном случае предел действитель- 
но существует. Докажем это. 

Теорема. Последователь- 
ность (Р»ь) возрастает и ограничена. 

Доказательство мы разобъем на 
ряд шагов, которые представим в ви- 
де задач. При их решении важно обой- 
тись без тригонометрии, так как опре- 
деление тригонометрических функ- 
ций опирается на понятие длины ок- 
‘ружностн. 


Задачи 
1. Прямоугольные ОИС 
н АДС ичеют общий катет АС и ВАС 


—\Щ 
«ОАС. Локазать. что [АВ |< |АБ |. 
2. У прямоугольных РИ 
АВ А}В}С: гинотенузы АВ и А 
С н НЯ а 12 


конгруэнтны н ВАС< В, А,С,. Доказать, 
что |А:С, |< 1АС|. 


3. Острый центральный угол АОВ 
разделен радиусами ОМ,. ОМ., ..., ОМ; _, 
на А конгруэнтных частей (рис. 3). Точ- 


ка С —- проекция точки А на [ОВ]. точ- 
ка №; — проекция точки М; иа ЦАС] 
(= 1.2, ....# — 1). Доказать. что 

1А № 1< 1^: А. |< ..- < [А л-—С|. 

4. Локазать. что Ризл> Ри- 

5. Доказать, что если один выпук- 
лый многоугольник лежит внутри другого, 
то периметр внутреннего меньше, чем пе- 
рнметр внешнего. Покажнте. что без ус- 
ловня выпуклости это утиерждение ие- 
верно. 


Итак, последовательность (Р„) 
возрастает (задача 4} и ограничена 
(для любого п периметр Р„ меныше, 

`чем периметр описанного квад- 
‚рата — задача 5). По теореме Вей- 


еритрасса *) она имеет предел. Зна- 


чит. определение 5 корректно: лю- 
бая окружность имееи цединстяен- 


ную) длини. 


Число л 


Обозначим длину окружности через 
[.. ее днаметр — через 4, раднус — 
через г. длину сторовы иравильного 
винсанного п-угольника -- через ав. 


1 
Теорема. Отношение — оди- 


наково для всех окружностей. 


Поскольку 
ИтрР 
7 а” 
а а 55 
1 Р ._ па 
= р ИтР, = Ит = ИП И = 
п-<> с Ч п>со 2 
| и 
== 1 ( п] 
по 
достаточно доказать, что одинаково 


пт 
Я 
а это вытекает из подобия треуголь- 
ников, изображенных на рисунке 4. 
Вот это самое отношение длины 
окружности к диаметру и принято 
обозначать греческой буквой л. 
Буква л — первая буква гре. 
ческого слова  дерфернх 4«окруж- 
ность»). Впервые это обозначение ис- 
пользовал в 1706 году английский ма- 
тематик У. Джоис, но общепринятым 
оно стало после того. как его (начиная 
с 1736 года) стал систематически 
употреблять Л. Эйлер. 


для всех окружиостей отношенне 
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*) «Алгебра п начала анализа 9». п. 
р 


Рис. 4. 


Другие хорошие определения 


Разумеется. определение 5 не явля- 
ется единственно возможным. В оп- 
ределении 4 был указан эквивалент- 
ный варнант. Приведем еще не- 
сколько. 


Определение 6. Пусть 
А, — правильный описанный 
п-угольник, @„— его периметр; 


длиной окружности называется т О». 
п-<> 


Последовательность (0,„) являет- 
ся, конечно, убывающей. 

Определение 7. Длина ок- 
ружности — число ИтР.”: предел 

по 
последовательности периметров пра- 
вильных вписанных — 27-угольни- 
ков (И. — вписанный квадрат, П»з — 
правильный вписанный восьмиуголь- 
ник ит. д.). 

В данном случае монотонность 
последовательности пернметров оче- 
видна; однако само определение до- 
вольно искусственно — не понятно, 
откуда взялось 2”, получится ли тот 
же предел для Пзл. 

Особняком стонт 

Определение 8. Длина ок- 
ружности — это число, которое боль- 
ше периметра любого вписанного мно- 
гоугольника и меньше периметра лю- 
бого описанного многоугольника. 

Это очень хорошее определение. 
К сожаленню, доказательство сущест- 
вования такого числа опирается 
на теорему. отсутствующую в школь- 
ном курсе математики. Однако в пред- 
положении, что оно существует, мож- 
но доказать его единственность. 

* * 
* 

Определение — только первый 
шаг. Дальше надо заняться способа- 
ми вычисления числа л, его свойст- 
вами — но об этом нужен отдельный 
разговор. 

О числе л можно прочесть много 
интересного в книге Ф. Кымиан 
«История числа л» (М., «Наука», 
1971). 


Задачи 
наших 
читателей 


1. Доказать, что число 


24613377, 77246133 | 


246 
+ 13377 


делится на 190. 
2. Найти две послед- 
ние цифры числа 220%. 
А. Пуляев 
(г. Донецк) 
3. Доказать, что число 


а 
делится на Ш! при любых 
натуральных м н п 
С. Майзус 
(Г. Запорожье) 
. Доказать, что прн 
1{=0, 1, .., 292 


% в. Я 
ь т аи тх 


Ел 
р { 0 
Жсо5 р 3- 1 = 


М. Левин 
(г. Таллин) 
5. Площадь треуголь- 
инка равна $. Найти нан- 
меньшее зиаченне длины 
а) наибольшей сторо- 
иы; 
6) средней стороны. 
А. Халамайзер 
(г. Москва) 
6. Дана окружность п 
точки А и В на ней. На 
хорде АВ, как на основа- 
нни, строится равнобедрен- 
ный треугольник с вер- 
шиной на большей из двух 
дуг, стягиваемых хордой. 
На его боковой стороне 
опять строится равнобедрен- 
ный треугольник с вер- 
шиной на большей яз двух 
дуг, стягиваемых этой бо- 
ковой стороной, и т. д. До- 
казать, что эти равнобед- 
рениые треугольники ста- 
новятся все более близки- 
мн по форме к равносторон- 
нему треугольннку. 
Ре Э. ан 
(г. Куйбышев) 
7. Решить уравнение 


кучер З 20. 097. 


И. Михалкович 
(Мннская обл.) 
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Ниже мы публикуем две заметки о гармонических колебаниях. Гармонические 
колебания изучаются в начале 10 класса иа уроках математики («Алгебра и 
начала аилнза 10», $ 16). Но они интересны не только с математической точки 
зрения — мы часто встречаемся с ними в самых разиообразных процессах п 
природе и технике — не даром гармонические колебания изучаются н на уро- 
ках физики («Физика 10», $5, 6), в частности, в теме переменный электриче- 
ский лок. Именно этой теме посвящены обе заметки. Их объединяет н матема- 
тическое содержание: обе существенно опираются на так назывземые вектор- 
ные диаграммы гармонических колебания. 


Ж. Раббот 


Знаете ли вы, что 
226 вольт 


= 5” 


127 вольт 


В сети переменного тока, как вы зна-. 


ете, — напряжение 220 или 127 вольт. 
Оказывается, отношение 220 к 127 


с болыной точностью равно У 3. В этом 
легко убедиться, разделив «столби- 
ком» 220 на 127 и сравинв получен- 
ный результат 1,7322... со значением 
числа У 3. взятым из таблиц: 1.7391... 
В школьном физическом кабинете 
имеется ° напряжение 38 — мли 
220 вольт. Если и в этом случае вы- 
полиить деление. вновь получим 


`380:2202=1,73=У 3. 


Случайно лин это? 

Разобраться в этом нам поможет 
математика, точнее — результаты уп- 
ражнений 69, 70 из учебника «Ал- 
гебра н начала анализа |0». Напом- 
ним нужные нам понятия и резуль- 
таты: 

а) Пусть точка Р(Ё) движется по 
окружности раднуса А против часовой 


5 
стрелки так, что вектор ОР (1 рав- 
номерно вращается вокруг начала 
‚координат О. проходя за единицу 
времени ® радиан {®>>0). Тогда про- 
екция точки Р (1) на ось абецисс со- 
вермаег гармонические колебания с 
частотой ® н амилитудой А. Пусть 
в начальный момент временн #=0 


= 
вектор ОР (0) составлял с положи- 


_ же 
тельным направлением оси’ Ох угол 
{4 Е №: 2л[). Очевидно, вектор 


ОР (0) определяет амплитуду А= 
- > 
—=|ОР] п начальную фазу 4-=ОР (0); 

= 


Ох гармонического колебания. Этот 
вектор называется векторной диаграм- 
мой гармонического колебания. 

6) Сумма двух гармонических ко- 
лебаний одннаковой частоты — гар- 
моническое колебание той же часто- 
ты. Векторная диаграмма суммы двух 
гармонических колебаний (рис. 1) 
равна сумме векторных днаграмм этих 
колебаний *). Аналогично — для раз- 
ности (рис. 2). 

Вернемся теперь в нам физиче- 
ский кабинет. На расиределительном 
щитке имеется 4 клеммы: три «фазы» 
и «нуль». Напряжение на них пода- 
ется от трехфазного генератора элек- 
трического тока. Мы не будем останав- 
зиваться па работе трехфазного гене- 
ратора **). а лншь поясним отмечен- 
ный в заглавии нашей заметки факт 
с помощью векторных диаграмм. 

Зависимость от времени напря- 
жения между кажлой из трех зфаз» 
н «нулем» — гармоническое колеба- 
ние. Эти трн колебания имеют одну 


*) См. «Алгебра и начала внализа 10», 
п. 82, упр. 69. 70 и «Квант». 1976. № И, 
с. 44. См. также «Физика 10». $ 26. 

**} Об этам рассказамо в заметке Л. Зем- 
лякова и В. Орлова (с. 33). 


Рис. 2. 


и ту же частоту © п амнлитуду А. 
но так отличаются фазами, что кон- 
цы их векторных диаграмм образуют 
правильный треугольник (см. 
АР.Р.Р. на рис. 3). 

Напряжение между двумя «фа- 
зами» (например, между первой н 
второй) — тоже гармоническое коле- 
бание. Оно равно разности гармони- 
ческих колебаний, соответствующих 
этим фазам. Поэтому его векторная 
днаграмма — разность векторных дн- 


—— 

аграмм ОР, ин ОР. (рис. 3). Зна- 
чит, амплитуда 4А,› этого наиряже- 
ния равяа длине стороны правильно- 
го треугольника Р.Р.Р.. Амилитуда 
А » напряжения между «фазой» (ска- 
жем, нервой) и «нулем» — длина век- 


=— ” 
тора ОР, то есть ?/, высоты пра- 
вильного треугольника Р,Р.Р-. 
Таким образом, отношение ам- 
влитуды Аз к Аь равно отношению 


Рис. 3. 


длины стороны правильного треуголь- 
ника к *, его высоты. Но нослед- 
нее отношение, конечно, равно И 3*). 

Так как действующее значенне 
напряжения переменного тока про- 
порционально амплитуде напряжения, 
то поставленный нами вокрос исчер- 


иан-—-понятно, ночему 290/127 3. 


*) Мы доказали, что отношение реаль- 
вых папряжени и и электрической 


цепн в точиости равно УЗ. С другой 
220 ы 


127 
ближенно. Отсюда вытекает, 
первое  нанряженне п 
точности 220 В. то 


220 
127 В. а уз В. В реальной жесети случай- 


стороны. равно У 3 только 


при - 
что если 

нени равно в 
второе равно не 


ные отклонения напряжения все равно пре- 
220 Е. 
восходят [127 — 1/3 


А. Земляков, В. Орлов 


Трехфазный ток 


Промышленные генераторы (напри- 
мер те, что установлены на гидро- 
лектростанциях} дают на самом де- 
ле не просто переменный ток (т. е. 
ток, меняющийся по гармоническо- 
му закону #()-= А с0$ (®ё -Е $)). а 
ток с тремя разными фазами. В пер- 
вой части заметки мы расскажем, 
как получается такой «трехфазный» 
ток, а во второй — почему его це- 


лесообразно использовать в электро- 
двигателях. Как и в предыдущей 
заметке, злесь решакиную роль иг- 
рает тот же математический прием; 
сложенне векторных днаграмм гармо- 
нических колебаний. 


1. Генераторы тока 


Еслн проволочная рамка равномерно 
вращается в однородном магнитном 
поле, то поток магнитной индукции 
через рамку меняется по гармонц- 
ческому закону: 


== 
— (1) = (В.п)-5 = 8$ с0$ ®. 


где В — вектор магнитной индукции, 
$ — ограниченная рамкой площадь, 


переменного 


<> 
п — единичная нормаль к плоско» 
стн рамки, которая поворачивается 


с угловой скоростью ® и в момент 
—> 
времени { образует с вектором В 


угол ©йё мы считаем, что ось вра- 
щения рамки перпендикулярна век- 
— 


тору В (рис. 1). В результате дей- 
ствия силы Лоренца свободные заря- 
ды, движущиеся в поле вместе с рам- 
кой. начинают перемещаться вдоль 
проводииков рамки, в которой воз- 
никает ЭДС индукции, равная 


е = —$' (1 = оВ$ зт ФЁ 


Напряжение между коицами рамки 
также будет меняться по гармониче- 
скому закону. и в соответствующей 
замкнутой цепи возникает неремен- 
ный электрический ток: 


# (1) = 1 с0$ («ё $). 


Такова простейшая модель генератора 
переменного электрического тока (ср. 
«Физика 10», 6 21). 

В промышленных генераторах вра- 
щается не рамка, а магнитное поле, 
и ЭЛС создается в неподвижной об- 
мотке, причем на самом деле с раз у 
в трех одннаковых обмотках, рас- 
положенных под углом 120’ одна 
к другой (рис. 2). Это приводит к то- 
му, что получающиеся электрические 
колебания сдвинуты по фазе друг от- 
носительно друга на 2л.3 — напри- 
мер. для ЭДС индукции можно за- 
писать: 


6} =8 1 ФЕ, 


е.-28 мт (о -! = я 


3 
ие 4х 
| е;=8 “п (© —- 3) 
(объясните). = Соответствующая сн- 


стема токов называется трехфазной; 
она была предложена в 1888 году 
русским электротехником М. О. До- 
ливо-Добровольским и ныне приме- 
няется во всем мире. Зачем же нужна 
трехфазная система токов? Каковы 
ее пренмущества? 

Прежде всего объясним, как под- 
ключается нагрузка к трехфазному 
генератору. Если ко всем трем об- 
моткам подсоединить одинаковые на- 
трузки {рис. За), то амплитуда силы 
тока во всех трех ценях будет одна 


и та же: ча = — 
в = 160$ (®Ё- $), 


В = 1 оз (61+ Ф+ ‚| 
= 1соз (1-9-+-9"). 


Складывая эти гармонические ко- 
лебання с помощью векторных лна- 
грамм *) (рис. 4). получим: г, + 25 + 
+ г, =0. Поэтому, если провода Х. 
У нё2 объединить в один провод (как 
на рисунке 36). то сила тока в нем бу- 
дет равна нулю! Именно так и пере- 
дается ток от трехфазных геперато- 
ров — по трем линиям А, В, Си но 
нулевому проводу 0. При симметрич- 
ной нагрузке (как выше) нулевой 
провод не нужен, но если Нагрузка 
не снмметрична, как. например, в 
осветительной сети в домах (рис. 5}, 
то в нулевом проводе возникает не- 
болыной «комненсационный» ток. 

Главное пренмущество, которое да- 
ет трехфазная система токов, заклю- 
чается в простоте электрических ‘дви- 
гателей трехфазного тока, ирннцип 
действия которых мы сейчас рассмот- 
рим. 


2. Электродвигатели 
переменного тока 


Пусть по обмотке 2 течет переменный 
ток частоты 6. Тогда он создает пе- 
ременное магнитное поле, которое 
вблизн оси обмотки РЁ (рис. 6) при- 
близительно однородно и направлено 


вдоль п, причем иидукция поля так- 
- же меняется по гармоническому за- 
кону, так что можно записать век- 
тор индукции в виде 


=> > 
В = В со$ &ё-п. 


Если поместить около оси п замкну- 
тую металлическую рамку К © осью 
вращения, перпендикулярной п (рнс. 
6), то в рамке возникнет индукцион- 
ный ток. и на нее будут действовать 
силы Ампера (Физика 9», п. 120), 


*) См. «Физикз 10», $26; «Алгебра и иа- 
чала акализа 10», п. 82, упр. 69—70: «Квант», 
1976, № 11, ст. «Сложение гармонических 
колебаний». 


Рис. 8. 


= Вс (м [а ат ) 


УЗ ал 
- 2 Вс ) а 521 60$ (+ | 
ме | 
$ 
Ву | 
Рис. 3. 


„ЗВЕЗДА” 


О(Х.У. 2} 


„ТРЕУГОЛЬНИК ” 


нанравленные пер пендикулярно на- 
= 


правлению тока н вектору В. Эти 
снлы создают вращающий момент, 
поворачивающни рамку около ее оси. 
Однако в положении, когда рамка 
перпендикулярна оси п, этот вращаю- 
щий момент равен нулю: чтобы вра- 
щение началось, необходимо выве- 
сти рамку из этого положения — впо- 
следствии рамка будет проходить это 
положение по инерции, хотя и не- 
равномерно, но будет вращаться. Та- 
ков принцип работы электродвига- 
телей однофазного переменного тока. 

Оказывается, если подключить 
трехфазный ток к трем обмоткам, 
расноложенным под углом 120” од- 
на к другой, как показано на рисун- 
ке 7. то магнитное поле вблизи точки 9: 
пересечения осей симметрин обмоток 
постоянно по величине и будет равно: 
мерно ‚вращаться с угловой скоро- 
СТЬЮ ©). 

Чтобы обосновать это, найдем сум- 


му 9 о КИ векторов маг- 
нитной индукции, создаваемых тока- 
мн в обмотках АХ, ВУ, С: 


Вт = 
В, — В с0$ (ы +-)-п., 


В соз ®Ё- 11, 


В: -- В со$ [о -- 5%). *Пз. 

где л; — соответствующие единичные 
нормали. Введем на плоскости, иро- 
ходящей через осн обмоток, систему 
координат, направив. ось Ох вдоль 


- 


вектора п!; коордннаты векторов п, 
в этой системе будут (см. рис. 8) 
п, =(1; 0), 
ит 
п, = | Ной? 2 з 
— г 1 У3' 
„„=|-—=: “>: 


Используя формулы для векторов 
В, отсюда находим Е сум 
мы В, +В, В эВ: 


в = Всоз! —-;- Всоз [+ =) 


1 45 \ 
—— Всоз [© к 3) . 


Складывая гармонические колебання, 
записанные в правых частях этих 
формул, с помощью векторных дма- 
грамм (рис. 9), получаем: 


В, 3 Всоз в, 


х 


Ву =-- Всоз [и -3} = Ву 6. 


Следовательно, 


— 


В ы (Вх: В»: 
> р. . р] , 


т. е. вектор магнитной индукции сум- 
марного поля нмеет длину 38/2 и 
равномерно вращается с угловой ско- 
ростью ©. 

Если поместить в это вращающееся 
ноле замкнутую металлическую рам- 
ку (ротор) на оси, направленной 
вдоль оси. около которой вращается 
вектор магнитной индукции суммар- 
ного поля, то поток магнитной индук- 
цин через рамку будет меняться, 
н в рамке возникнет индукционный 
ток. Появляющиеся силы Ампера соз- 
дают вращающийся момент, который, 
как легко увидеть, используя пра- 
вило Ленца («Физика 9», п. 125), 
все время разгоняет рамку в направ- 
лении вращения магиитного поля. 
По мере приближения скорости вра- 
щения рамки к скорости вращения 
ноля момент сил, действующих на 
рамку, уменышается (объясиите). При 
достижении ротором угловой скоро- 


Активный одИЛеЯ НО 
бы одного 
эскадрон группы. 


кадрон ие может 
из трех 
деле, в ‹о- 
ставе эскадрона, 
ня. совершающего ход, дол- 


менее, чем 

В самом 

Группу коней. размещенных 
на бесконечной шахмагной 


го хода каждый из иих на- 

защитой хотя 
коня 
Очевидно. что эс: 


стн ® момент сил становится равным 
0; вследствие трения вращение ротора 
замедляется, вновь возвращающий мо- 
мент сил «подгоняетв» ротор, и так 
далее. В среднем ротор будет вра- 
щаться, несколько запаздывая по 
сравнению с нолем, асинхронно с 
ним — с меныней угловой скоростью. 
Электродвигатели такого типа на- 
зываются асинхронными. 

Трехфазный асинхронный двига- 
тель является симметричной нагруз- 
кой, поэтому для его питания доста- 
точно трехпроводной линии (см. п. 1). 
На инрактике обмотки двигателя под- 
ключают по схемам «звезды» или 
«треугольника», как показано на ри- 
сунке 10. Асинхронные двигатели 
просты в изготовлении и надежны в 
эксплуатации, поэтому большая часть 
(около 95%!) всех электродвигате- 
лей. используемых в нашей стране 
и за рубежом, относится к этому ти- 
пу. Первый трехфазный асинхронный 
двигатель был сконструнрован 
М. О. Доливо-Добровольским. 


Вопросы 

1. Сколько оборотов в минуту де- 
лает ротор асинхронного двигателя, 
если частота переменного тока рав- 
ра 50 гц, а запаздывание ротора по 
сравненню с магнитным полем в ско- 
рости вращения составляет 5%? 

2. Что произойдет, если после под- 
ключения асинхронного двигателя по 
схеме звезды или треугольника поме- 
нять друг с другом провода А и В? 

3. Как следует подключать об- 
мотки асинхронного двигателя. рас- 
считанного на напряжение 220 в, 
к сети трехфазного тока с напряже- 
ннями: а) 220 в, 127 в, 6) 380 в.220 в? 
(См. статью Ж. Раббота на с. 32.) 


ходе меняет цвет занимае- 
мого поля, можно утверж- 
вать. что обе упомянутые 
функции ие могут быть вы- 
полнены одним конем, Эс- 
кадрон назовем активным, 
если, перемещаясь по шах- 
матной доске, он может за- 
нять одним из свонх коней 


этой же 


СОСТОЯТЬ 
коней. 


кроме ко- 


доске. пазовем эскадроном. жен быть конь. зашишаю- любое наперед заданное по- 
если конями этой группы щий ого до совершения хо- ле. Найдите минимальный 
можно последовательно сде- да и после совершення активный эскадрон. 

лать бесконечное число хо- хода. Вспомнив п том, что 


дов так, чтобы после кажло- 


шахматный конь при своем 


В. Чаанов 
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«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. а) Докажите, что если к 
произвольному числу с нечетным ко- 
личеством цифр приписать его еще 
раз, то полученное число разделится 
на одиннадцать. 

6) Докажите, что если к произволь- 
ному числу приписать число, запи- 
санное теми же цифрами, но в о0б- 
ратном порядке, то полученное чис- 
яо также разделится на одиннадцать. 

2. При каких натуральных п чис- 
ло п*--п?--|1 является простым? 

3. Семь школьников решили за 
воскресенье обойти семь кинотеатров. 
В каждом кинотеатре восемь сеансов. 
В разных кинотеатрах сеансы начн- 
наются в одно и то же время. На каж- 
дый сеанс шестеро школьников шли 
вместе, а сельмой (не обязательно один 
ни тот же) шел в другой кинотеатр. 
К вечеру каждый школьник по- 
бывал в каждом кинотеатре. До- 
кажите, что в каждом кинотеатре 
был сеанс, на котором не присутство- 
вал ни один из этих школьников. 

4. Беседуя с гостями в конце 
1975 года, хозяин пошутил, что лю- 
ди часто не любят называть свой воз- 
раст. 

— Я бы, например, на вопрос о 
возрасте сказал, что мой возраст яв- 
ляется делителем моего года рожде- 
НИЯ. 

— Хоть я и значительно моложе, — 
сказал один из гостей,— но могу то 
же утверждать и о своем возрасте. 

Далее выяснилось, что сын хо- 
зяина мог сказать то же о себе в 
1961 году. а один из внуков, недавно 
получивший офицерское звание, — в 
1963. А вот покойный отец хозям- 
на мог бы сказать то же о себе в 
1962 году. 


В какие же годы родились назван- 
ные лица? 
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В. Касаткин 


Сообразительная 
Аня 


Поводом для этого рассказа послужил ло- 
клад, который сделала нынешним летом на 
траднционных сборах «Малой академнн на- 
ук» школьннков Крыма Аня Шаховская. 
Живет Аня в поселке Научный вблизи 
Бахчнсарая. (Сейчас она учнтся в восьмом 
классе. Аня на год моложе Малой акалде- 
мин — ей в этом году исполннлось 14 лет. 


Однажды летом, когда Аня была в ту- 
ристском лагере, ее назначили ответ- 
ственной за выдачу продуктов ту- 
ристам. 

— Смотри не ошибись, подсчиты- 
вай все верно, — напутствовал ее на- 
чальник лагеря, — вычислительной 
машнны У нас нет. 

— Не волнуйтесь, 
придумаю. 

И Аня придумала. В ближайшем 
магазине ей удалось раздобыть ча- 
шечные весы и несколько гирь. 

Утром все сбежались смотреть, 
как Аня отпускает крупу туристам. 


я что-нибудь 


К ‹ожалению, Ане удалось найти 
только .5 гирь — массой в | г, 3 г, 
Эг, 27 ги 81 г. Тем не менее Аня. 
по-видимому, не испытывала затруд- 
нений. Она ловко расставляла гири 
то на пустой чаше весов, то на чаше 
с пакетами крупы. При этом она де- 
лала какие-то непонятные, на пер- 
вый взгляд, запнси. Отпустив 35 г 


крупы, она записала: 1101; после взве- 
шивания 52 г появилась запись: 
11011; в следующую строчку она 
записала 11101 н сказала: 

— Все, последние 100 грамм н 
взвеснла. Работа закончена. 

После этого она взяла в руки счеты 
необычной конструкции и, загляды- 
вая в сделанные записи, начала быст- 
ро на них работать. Это было удиви- 
тельное зрелище. 

Через песколько минут Аня за- 
кончила вычисления и удовлетворен- 
но заметила: 

— Все верно, ни одной ошибки. 

Многочисленным зрителям захо- 
телось разобраться. как работала Аня. 
По их просьбе она рассказала: 

Мы привыкли к тому. что в лю- 
бой системе счисления для цифр ис- 
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пользуются только целые поло- 
жительные числа (и цифра 0). 
Можно, однако, представить себе 
систему счисления, в которой в ро- 
ли цифр будут использоваться и це- 
лые отрицательные числа. 


зались в моем распоряженин, были 
степенями тройки, я вспомнила о так 
называемой иравновешенной — троич- 
ной системе. 

Основанием системы является чис- 
ло 3. в роли цифр используются 
значки: |, Он |1 (читается: «единица 
с чертой»). Записи, которые я делала, 
и были записямн чисел в этой систе- 
ме. Вот как их надо понимать: 

110} =1.33-1.32-+0.31—1.3°==35, 

11011=1.3:—1.33--0.32— 1.3 

--1.3°=52. 
11101=1.3'-+1.33—1.32--0. 3+ 
- |. 3°= 100. 

Если я ставила гирю на чашу с 
крупой. то ее масса вычиталась, и 
прн записн я писала в разряде, со- 
ответствующем массе гири, цифру «1». 
Если мне нужно взвесить, напри- 
мер, 24 г, то на чашу весов без груза 
(без крупы) я положу гирю в 27 г, 
а на другую чашу — гирю в Згн 
запишу: 1010=1.33-50.32—-1.31-- 
--0.3"=-24. | 

Записи чисел в этой системе мо- 
гут начинаться и цифрой «1» — так 
записываются отрицательные числа. 
Пример: 

1 =--1.32-1.3—1.3°=--7. 

Над числами, записанными в 
уравновешенной  трончной системе 
счисления. нетрудно производить дей- 
ствия сложения н умножения. 

Вот как просто выглядят таблицы 
сложения и умножения цифр: 


Таблица сложення 


ЕВ 1 о 7 
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Таблица 


умножения 


Несколько примеров на сложение и 
умножение: 


[В 1 110 11 
2$: ео Е 
и о 
1 0 тие т 

Е 


—1 
—| 


Чтобы упростить работу, я ис- 
пользовала счеты, спениально при- 
думанные мною для сложения чнсел 
в уравновешенной троичной системе. 
Эти счеты изображены на рисунке 1. 
Главная особенность — вертнкаль- 
ная перегородка. слева от которой 
расположены «отрицательные» косточ- 
ки, = справа — «положительные». На 
рисунке 2 на счетах отложено число 


11101. Вторая особенность — чер- 
ные косточки скреплены друг с дру- 
гом. 

Научимся прибавлять на этих сче- 
тах единицу. Пусть нам нужно най- 
ти сумму 1-1. Как это делается, 
видно из рисунков 3, а — в. На ри- 
сунке 3, 6 скрепленные черные кос- 
точки придвинуты к уже отложенной 
косточке; поэтому, сбрасывая с про- 
волочки все три косточки вправо, 
мы должны на этой же проволочке 
отложить одну отрицательную кос- 
точку, а на следующей проволочке — 
одну «положительнук» косточку (она, 
как ей это и положено, заменяет сбро- 
шенные косточки первой проволоч- 
ки) — см. рис. 3, в. Результат мож- 
но проверить. заглянув в таблицу 
сяожепия цифр. Рассуждая анало- 
гично, можно научиться складывать 
отрицательные единицы. 


Заметим. что если на счетах есть 
но косточке с обеих сторои верти- 
кальной перегородки. то их следует 


сброснть: 1-5] -0. Небольшая тре- 
нировка — и вы научитесь пользо- 
ваться этими необычными счетами. 


Не думайте, что система -счисле- 
ния, о которой я вам рассказала, 
только  матемагическая забава. 
В СССР н Чехословакии построены 
ЭВМ. работающие на этой системе 
ечисления. Советская машнна на- 
зывается «Сетунь» (по имени подмос- 
ковной реки). Ее создали инженеры 
и математнки вычислительного цент- 


ра Московского университета. Нх ирн- 
влекли две особенности этой системы 
счисления: отсутствие «правил зна- 
ков» при выполнении арифметических 
действий над числами и простота но- 
лучения противоположного числа — 
число, противоположное данному, по- 
лучается, если каждую цифру 
данного числа заменить па «1» и на- 
оборот. 

За изобретенные счеты и хороший 
доклад об уравновешенной троичной 
системе Аню Шаховскую избрали дей- 
ствительным членом Малой академии 
наук. 
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Практикум абитурмента 


( 


И. Габович, П. Горниипейн 


Вооружившись 


методом 
координат 


О применении координатного метода 
к решепию геометрических задач в 
«Кваите» уже писалось *). В пастоя- 
щей статье затропуты новые аснекты 
этой важной темы. 

Задача 1 (МИЭМ, 1977 г.). 
Ири повороте координатной плоско- 
сти на угол а с центром в точке М 
точка А (1; 2) переходит в А, (6; 5), 
ав: 4) —вВ, (4; 5). Найти об- 
‚раз точки С (; 3}. Нити образ ее 
одной точки (по вашему усмотрению). 
Пашии величину угла & и координаты 
точки М. 

Решение, Отметим на коор- 

дннатной плоскости точки А, А, 
В, В, нС (рик. 1). Для определения 
координат (х: У) точки М восполь- 
зуется тем, что поворот является пе- 
ремещением и поэтому |МА |? =|МА 
и МВ |= МВ, |2, т. е. 
(х— 2х — Вы 5 
Цх— Е -+ и 4-х — 4) 4 (9:5). 
Решая эту систему. находим, что х-:2 
и 9556. 

Пусть Юм (С) - С,. Определим ко- 
ординаты (х,: у,) точки С,. Точка С, 
как нетрудно заметить, является се- 
реднной |АВ}, и поэтому ее образ — 
точка С, — является серединой 
1А,В,1. Учитывая это. получаем, 
что точка С, имеет координаты (5; 5). 

Определим теперь величину угла ©. 
Заметив. что абсциссы точек А н В 


>) № И за 1977 г. 
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одинаковы (1АВ]||Оу) и ординаты 
точек А; и В, одинаковы ([А,8,||| 
[| Ох), заключаем, что модуль угла 


поворота равен 


— 


1 
в: Так как поворот 


на 90°, совмещающий [МА] с [МА], 
направлен против часовой стрелки, 
с 1 

. я = 

Осталось найти образ еще одной 
точки («по нашему усмотрению»). Про- 
ще всего. конечно, взять точку М 
(2: 6). образ когорой совпадает с ней 
самой. Задача решена. 

Чтобы научиться решать подобные 
задачи (они часто попадаются па эк- 
заменах), вычислим образ еще одпой 
точки (0). 

ав 

Пусть р (3; № н Юм (В) = ЛЬ. 

Определим коордипаты (х; у) точки 


),. Для этого воспользуемся ра- 
венствами 
ИР, [== МР] и 
м ‚02, | ыы Нар й, 
равноснльными системе 
| (2 —х): -- (6 — у) = 26 (1) 


16 —-2+6-—и%5. 
Решая систему (1), находим 


ИТ 
[ 7 | тт 
Ех й 
у т ° 


Теперь необходимо выяснить, какое 
из полученных решений является 
координатами точки ),. Взглянув на 
чертеж, читатель сразу увидит, что 
правильным является первое реше- 
ние, а второе — постороннее. На эк- 
замене, однако, требуется строгое 
обоснование выбора правильно- 
го решения. Прежде чем привести 
это обоснование, выясним геометри- 
ческий смысл полученных решений 
н объясним, почему их двя. 

Первое уравнение системы (1) 
есть уравнение окружности с цент- 
ром в точке М и радиусом, равным 
[МО| (рис. 2). Второе уравнение сн- 
стемы (1}- уравнение окружности 
с центром в точке А, и радиусом, 
равным | АБ|. Вторая окружность 
пересекает первую в двух точках — 


Ц 


Е 47 
т. ыы 
0: (7; ТТ и Бу 77; п), одна из 
которых является образом точки О. 
{Если же точка Р принадлежит, на- 
пример, [/М4), то вторая окружность 
будет касаться первой, и мы полу- 
чим одно решение системы (1), ко- 
торое и будет искомым.) 

Ясно, что. ОМ. и ДМБ, — 
равнобедренные я лишь один из 


сы 
углов ОМР., ВМО, равен & (в на- 


2 


кой. Рассмотрим Л ОМО:. Найдем 
РБ! |: 


> д 
шей задаче @ -- Е Определим, ка- 


[ро=У ИЗ = 50. 
Пусть Р— середина [ОО,|, тогда 
[РЕ =-- У 58. Из ДОМЕ: 


Рид: Е 59 
зп ДОМЕ г ПРЕ: 088. 


в. “7 й 
БМЕ == —> Бмр, = =. 


Замечанне. Из двух точек, 
получающихся ири отысканин образа 
некоторой точки М (@; 6}, естественно 
выбрать для проверки ту, координаты 
которой «проще» (это облегчает вы- 
чнсления). Если выяснится, что выб- 
ранная для проверки точка дает нуж- 
ное решение. то она п является об- 
разом точки №. Еслн — не дает, то, 
естественно, образом точки` является 
вторая точка. 

Задача 2 (МФТИ, 1977 г.). На 
координатной плоскости расположен 
квадрат АВСО. Вершины А и В 
квадрата лежат на графике функции 
у—=х?. и вершины С и Р — на графи- 
ке функции у-х—4. Определить дли- 
ну стороны квадрата. 

Решение. На координатной 
плоскостн (рис. 3) изображены гра- 
фики функций у-=х?, у=х—4 и квад- 
рат АВСО. расположенный так, как 
указано в условии. Поскольку пря- 
мая у-—х—4 перпендикулярна пря- 
мой у==—-х, [АСИ | (Ох) и [ВО] | |(0%} 


. Пусть |АС|]=Ги А (ху; у), тогда: 


| [ { 
Со, Е ид; В [ж-+-; а = | 
р + >: у: —-2}- Найдем 1. Учи- 


тывая, что вершины Аи В лежат на гра- 
фике функции у=х?, а вершина О при- 
надлежнт графнку функции у-х—4, 
составляем систему: 


и= 1 
{ Е р 
ит =(жм+ =) = 
{ { 
ИЕ 4. 
|. 
2. {1 ‚ {\?2 
=— 1 + [м +) (2) 


Из второго уравиения системы (2) 
находим хуи: 


Найденное значение х, подставляем 
в последнее уравнение системы (2): 


ре т 9 
( 4 реа 2774 
откуда [1 =6 и [.=10. 
Таким образом, для стороны квад- 
рата мы получили два значения: 
ЗУ? и 5БУ5, т. е. задача имеет два 
решения (на рисунке 3 им соответ- 
ствуют два квадрата: красный и си- 
НИЙ). 
Задача3 (МГУ. физфак. 1977 г.). 
Длина ребра куба КЕММК. М.М, 
(КК, НЕЕ) ММ ИМ) рав- 
на 1. На ребре К1. взята точка А так, 
| 
- На 
ребре ММ, взята точка В так, что 


{ 
+5 —4, 


что длина отрезка КА равна 


длина отрезка МВ равна = . Через 


центр куба О и точки А и В проведе- 
на плоскость а. Точка Р — проекция 
вершины К, на плоскость а. Найти 
длину отрезка АР. 


Решение. Для решения этой 
задачи с помощью метода координат 
нет необходимости строить сеченне 
куба плоскостью @&. (Это сеченне, од- 
нако, изображено на рисунке 4, 
а ниже мы объясним, как его постро- 


44 


ить). В качестве системы координат 
мы возьмем систему [хуг, где оси 
[х, Гу. Ё2 направлены по [ЁК), 
[[М), И.Е.) соответственно. 

Треугольник АК.Р — прямо- 
угольный, так как [К,Р} | а по усло- 
виню. Поэтому 


[АР | = ИТАК, Р—[КРР. (3) 
Найдем координаты точек А, В, 
ОккК,: А а: 0; 0}; в (с: 1,5): 
1 1 1 
0(--; 2; 2) К, (1:08 1- 
Из ^КК,А находим |АК, |? = 
=1-е. Длину отрезка К.Р най- 


дем, как расстояние от точки К, до 
плоскости ©, воспользовавшись фор- 
мулой 
[ах -= бж 1-52 Ва| 
) К = = 4 
р( 1 ) Ут а , (4) 
где (хо: Ио; 2,} —координаты точки Ку, 
а числа а, 6, сп А— коэффициенты 
уравнения 


ах =- фу-с2 + 4-0, (5) 
определяющего плоскость & (см. 
«Квант», 1977 г., № 3, с. 38). 

Чтобы найти значения а, ф, сиё, 
подставим в уравнение (5) коордн- 
наты точек А, ВиО. Получим систему: 


З 
—@+4=0 


ь+-с+4-0 


@ Б с 
Нота 
Решая эту систему, находим: 
Ч К 5 
а = — 34:6 = — > Чнс = 4. 


Подставнв найденные значения а, 6 
исв (5), после элементариых преоб- 
разований получаем уравнение пло- 
скости @: 


8х 1- 9у—52—6=0. 
Теперь по формуле (4) определим 
[К.Р| = р(Кь; @) = 
__ 18-14 9.0—5-1—6] __3 
754+8я+25  9` 


Рис. 4. 


И, наконец, из (3) находим |АР| 


о бы В 
14Р1- У 5 -т-- У в. 
Замечание. Ма «чистовике» 


решения этой задачи приводить чер- 
теж не обязательно. Полезно, одна- 
ко, сделать чертеж на черновике. 
Ради большей наглядности мы прн- 
водим здесь построенне сечения дан- 
ного куба плоскостью @ (рнс. 4). 
Находим точку $, в которой прямая 
ОВ, нринадлежащая «, пересечет реб- 
ро КК,. [$А| — отрезок, по кото- 
рому а пересекает грапь КК,Ё., 2. 
Ясно, что а пересекает грань 
ММ, ММ по отрезку ВТ, параллель- 
ному [АЗ]. О=(ВТ) (ММ); очевид- 
но, Обаин О Е (КЕМ), (ЛО) =айП 
П(КЕМ); находим И=(АО) 0 (ЕМ). 


Теперь уже построение сечения не 
вызывает затрудиений. 
Задача 4 (МГУ,  мехмат, 


1977 г.}. Основанием пирамиды ЗАВС 
является ‘равносторонний треуголь- 
ник АВС, длина стороны которого 
равна У 5. Боковое ребро $С пер- 
пендикулярно плоскости основания и 
имеет длину 2. Найти величину уг- 
ла и расстояние между скрещиваю- 
ацимися прямыми, одна из которых 
проходит через точку $3 и середину 
ребра ВС, и другая проходит через 
точку С и середину ребро АВ. 


Решение *). $АВС (рис. 5) — 


*) В «Кванте». 1978 г., М 2. с. 59—69 
изложены два решения этой задачи: непо- 
средственно геометрическое и векторное. 


данная в условии пирамида. Точки Ё 
и Е — середины ребер ВС ин АВ со- 
ответственно. Введем систему коор- 
динат. .как показано на рисунке *), 
н определим координаты вершин пн- 


рамиды и точек Ён Ё: А (0: 42: 0}: 
В (276: 25; 01 (цабецисса точки 


В маходитея как высота равносторои- 
него треугольника из соотношения 
де ы 3 ‚где й — высота иа — сто- 
рона треугольника); С (0; 0:0); $ (0:0; 


2); Е (Уб: У2: а) и Е(У 6:3У2:0). 
Угол между скрещивающимися пря- 
мыми находится с помощью скаляр- 


— — 
пого умножения векторов 5Е и СЕ 
(см. «Квант», 1978, № 2, с. 60: он 


равен 


и: 

Для определения расстояння меж- 
ду скрещивающимися прямыми про- 
ведем в (АВС) через точку ЕЁ прямую. 
параллельную (СР); С — точка, в 
которой эта прямая пересекает сто- 
рону АВ. Очевидно, что координаты 


С будут [ор = о) (проверь- 


те’ самостоятельно). 

Пересекающиеся прямые $Е и 
ЕС (или, что то же, трн точки: 5%, 
Е, @) онределяют иекоторую пло- 


скость . 
ах + фу 1 са = 0, (6) 
которая параллелыга прямой СЁ (так 
как (ЕС) 1 (СЁ)) и содержит ($Е). 
Поэтому расстояние от любой точки 
(СР) до ($ЕС) равно расстоянию меж- 
ду скрещивающимися прямыми $5ЁЕ 
н”СР. 
Определим теперь значения коэф- 
фициентов а, 6, си 4 в уравнении (6). 


*) Здесь чертеж простой. п его целесо- 
образно привести в ччистовике» решеимя. 
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Рис. 5. 


Подставив в уравнение (6) координаты 
точек 5, Е и 0, получаем систему 


2 —-4-0 
У ба-+ у 25--а-0 
/5 52 
ЗВ ФТ В анне ок 
2 2 
нз которой находим: а = — р Ч: 
НТ Е 
6 - Е. ис —- 4. 
Подставив найденные значения 


а, бисв (6), после элементарных 
преобразований получаем уравнение 


У 6х —У 2,+22—4 20. 

В качестве произвольной точки 
прямой (СЁ) выберем точку С и он- 
ределим (аналогично тому, как мы 
зто сделали в предыдущей задаче) ее 
расстояние до (5ЕС): 


| ен 


р (с: (5Е0)) — у к 


62-4 3 

Итак, нскомое расстояние между 

скрещивающимися прямыми $Е и СЕ 
23 


равно —3—- 


Задача 5 (МФТИ, 1976 г.). 
Спюрона основания правильной тре- 
угольной пирамиды равна 2У 6 см, 
а высота—3 см. Вершина А куба 
АВСРА,В,С,О, находится в центре 
основания пирамиды, вершина С, -— 
на высоте пирамиды, а ребро СО 
лежит в плоскости одной из боковых 
граней. Найти длину ребра куба. 

Решение. Пусть ребро СО ку- 
ба лежит в гранн $МР (это не на- 
рушает общности). Введем систему 
координат Дху2, где оси Ах, Ау, Аг 
направлены по ребрам куба[АВ). 
[АР), [АА,) соответственно 
(рис. 6). Пусть |АВ|=т. Очевидно, 
-точка С имеет координаты (1; т; 0). 
Если длина днагонали куба равиа а, 


|8 
то его ребра нмеют длину ау». Из 


этого ин |$А]|- 3 легко вывести. что 
в выбранной нами системе координат 


точка $ имеет координаты (Уз: 
Уз: УЗ. 
Пусть 
ах + бу + ег + а=0. (7) 


Рис. 6. 


— уравнение плоскостн грани 5МР 
в выбранной нами системе координат. 
Так как ($МР) не проходит через 
начало координат, 4520. Коэффнин- 
енты в уравнении (7) определяются 
(как это уже делалось выше) из то- 
го, что точки С. Ри $ принадлежат 
плоскости (7). Имеем 


тать -а=0 
то 4 = 


У 3а+ УЗ + У Зе+ ао. 


Реная эту снстему, паходим 


а. 0,6 8 _ с УЗ—м а. 
т 


Подставив найденные значения ‘а, 
ф исв (7), приходим к уравнению 


УЗ - (п-—УЗ!:-тУЗ-0. 


Воспользовавшись формулой {4), най- 
дем расстояние от точкн А (0; 0; 0) 
до плоскости грани $МР: 


В ИЗ 
Рае — УЗ 
в т УЗ 
4 р т — Эт 3 16 

Определим теперь то же расето- 
яние другим способом. Проведем в 
гранн 5МР апофему 5К пирамиды 
и соеднним точку К с точкой А. 
В -$АК проведем 141|.14$К]}; 
[А — расстояние точки А до грапи 
5МР (обоснуйте!). 


(8) 


Так как данная 
вильная, 


А В 
Из Д$АК: 
5К|=УП, 


АИ= |5 А|-1АК| _ 3 У 
[$К| уп 
Приравняв полученное в (8) вы- 
ражение для р (А; ($МР)) найденно- 
му значению |АЁ|, получаем урав- 


нение 
_ЗУ2 


Уп. 


инрамида пра- 


тУЗ 
У": —2т УЗ -+6 
из которого и находим т: 
т= -- (2иИ2 — УЗ) см. 


Задачн 

1. (МГУ, физфак. 1977). Длина ребра 
куба АВСР А.В. С.0, (АА,МКВВ:) | (СС 
1(20,)) равна 1. На ребре АА, взята точ- 


1 
З. 
На ребре ВС взята точка ЁР так, что длина 


ка Е так, что длина отрезка АЁ равна 


1 
{ВЕ] равпа-д-. Через центр куба и точки Е 


ни Г проведена плоскость ©. Найтн расстояние 
от вершины В, до плоскости &. 

2. (МГУ, мехмат, 1977). Основаинем пн- 
рамилы — $ЗАВС является равнобедренный 
прямоугольный треугольник АВС, длина 


гипотенузы АВ которого равна 4/2. Бо- 
ковое ребро пирамиды $С перпендикулярио 
плоскостн основання и его длина равна 2. 
Найтн велнчину угла н расстояние между 
скрещивающимися прямыми, одна нз которых 
проходит через точку 5 н середнпу ребра АС, 
а другая проходит через точку С ин середнну 
ребра АВ 


3. (МФТИ. 1976). Сторона основания пра- 
внльпой треугольной призмы АВСА,В1С, 
равна 3 см, а высота 4 ИЗ см. Вершина пра- 
вильиого тетраэлра лежит на отрезке, сое- 
днняющем центры граней АВС ин 4,В.С,. 
Плоскость основання этого тетраэдра совпада- 
ет гс плоскостью основания АВС призмы, а 
плоскость одной из боковых граней проходит 
через диагональ АВ, боковой грани призмы, 
Найти длину ребра призмы. 


4. (МФТИ, 1977). Графики функций 
1 17 : 
ох Чиа 2х. рассматриваемые 


п первой координатной р (х>0; у> 
> 1). пересекаются в точках и В. Гипоте- 
нуза равнобедреиного прямоугольного треу- 
гольника перпендикулярна ось ОХ, две его 
вершнны лежат ва первом графике, а третья— 
ма отрезке АВ. Найти длины сторон треу- 
гольника. 

5. (НГУ. 1977). В основании вараллеле- 
пнпеда лежит параллелограмм АВСО, ост- 
рый угол А которого имеет величину 60°, 
длины сторон АВ н ВС равны, соответствен- 
но, п и 2а. Боковые ребра ААД:, ВВ\. СС. н 
ОО: параллелепипеда перпендикулярны пло- 
скости основания, их длина равна @. Через 
вершины А, В;н ДО, параллелелипедла прове- 
дена плоскость. Найти расстояние от вер- 
шины С до этой плоскости. 

6. (НГУ, 1977). Площадь прямоуголь- 
ника АВСО равна 48. длина днагонали рав- 
на 10. На плоскости выбрана точка О, уда- 
лециая от вершин В и О на одинаковое рас- 
стояние, равное 13. Найти расстояние от 
точки О до ближайшей вершины прямоуголь- 
ника. 

7. (НГУ, 1977). В основанин треугольной 
пирамиды ЗАВС лежит прямоугольный 
треугольник АВС. дликы катетов АВ ин 
АС которого равпы За н 4а соответственно. 
Ребро $А пирамиды перпенднкулярно пло- 
скостн осиования и имеет длину а. Через 
середнны ребер АВ, $С н точку. лежащую 
на ребре АС и удалениую от вершины „4 иа 
расстояние а. проведена плоскость. Опре- 
делить величину двуграиного угла, образо- 
ванного этой плоскостью п плоскостью осно- 
вания. 


а) *+ у 2. Найдите наименьшую 
** ет н наибольшую СКОРОСТЬ 
^^. в следующих ребусах: 
ыы а) СКО.Р=оСсТЬ: 
#+% 6) С-КОР=жОСТЬ: 
жж в) СКОР: ое 
исловы ее г) СКОР: ОСТ=Ь: 
Ч ы же д) С=КОРО : СТЬ. 


ребусы 


6) з»еэзе | 94 


3. Найдите паибольший 


+ [1554 ЗНАМЕНАТЕЛЬ,, если 
**в ЗНА 4. МЕНА =ТЕЛЬ. 

1. Поставьте вместо ыы (В примерах 2 и В одинако- 
звездочек цифры так, чтобы вы вым буквам соответствуют 
получились правильно вы- * одинаковые цифры.) 
полненные примеры на де- 
ление. Л. Мочалов В. Радунский 
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Л. Баканина 


( силах трения 


Многие школьннки, поступающие в 
вузы, часто испытывают затруднения 
при решенин задач, в которых дей- 
ствуют силы трения. 

Вспомним об основных особенно- 
стях спл так называемого сухого тре- 
ния — трення между двумя тверды- 
ми телами. Эти силы возникают всег- 
да при непосрелствениом соприкосно- 
вении тел, направлены вдоль поверх- 
ностн соприкосновения и действуют 
на каждое из соприкасающихся тел, 
причем действуют так, чтобы пре- 
пятствовать движению одного тела 
относительно другого — если это сн- 
лы трения скольжения, 
илн так, чтобы препятствовать само- 
му возникновению этого движения— 
если речь идет о силах трения 
покоя. 

Абсолютная величина снлы тре- 


- 


ния скольжения Ё\ур.с‹к. зависит от 
вида трущихся поверхностей н сн- 


— 
лы № нормального давления одного 
тела на другое: 
разв М. 
где и — коэффициент трення. 


Снла трення покоя Ёутр н. Всегда 
уравповешивает все остальные силы, 
действующие на тело вдоль поверх- 
ности соприкосновения. Ее абсолют- 
ная величина может прииимать лю- 
бые значения от нуля до некоторого 


максимального значения а, ар 
которое обычно считают равным 
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. превысить силу тяжести 


0 [Ель п < ра | 


При решении задач прежде все- 
го необходимо разобраться, с какими 
именно снламн трения — покоя илн 
скольжения — мы имеем дело. Рас- 
смотрим несколько конкретных за- 
дач. 

Задача 1. Ни горизонтальном 
столе лежит два бруска массой М‚= 
—7 жи М,- 10 ке, связанные нитью. 
Еще одна нить, привязанная к бриус- 
ку массой Му. переброшена через блок, 
укрепленный на краю стола, и к ней 
подвешен груз массой т={ кг (рис. !). 
Коэффициент трения между бруска- 
ми и столом и 0, Г. Определите на- 
тяжения обеих нитей и силы трения, 
действующие на каждый из брусков. 


ый 


Во-первых, выясним, будут двн- 
гаться бруски или нет. Они могут 
начать двигаться под действием силы 


натяжения Г, иравой питн, п 
по абсолютной везичине, 


она, 
не может 
{ груза мас- 
сон т: 


||| юн. 


Максимальное значение силы трения 
покоя для обоих брусков 


| тр. п. пах] >В ОМ, + М, С] 17Н. 


Так как |7 |<Ртр. в. вах бруски по- 
хоятся. Очевидно, что покоится и 
груз массой пт; следовательно, 


т т ||. ОН. 


Теперь рассмотрим ио отдельнос- 
ти бруски массой М; н М,. На 
правый брусок действуют снлы на- 


тяження нитей Т, п Т, и сила тре- 
ния Рура (Рис. 2)*). 


*) Нас интересуют только те силы. кото- 
рые лают горизонтальные проекции. отличные 
от нуля. 


> 
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Рнс. 2. 


Максимальное значение силы тре- 
ния 


| тр. 1 шах! = ВМ, [<] =7Н< 


<= юн, 


значит, одна только сила трения не 
может уравновесить брусок. Как 
только она достигнет своего нан- 
большего значения, натянется вто- 


рая нить—появится сила натяже- 
ния Т.. 
Первый брусок будет покоиться, ` 
если 
> - = 
У 5 |Ртр. 1 и [Г.|, 
где 


тр. | = Е тр. 1 ах! =71. 
Отсюда 
[Т>| =|Т|— тр. 1 ни =ЗН. 
На второй брусок действуют две 
> 
снлы: сила натяження нити Т. иси- 


ла трения Е (рис. 3): Поскольку 


> 


[м | : Ш 


Г: 
Рис. 3. ое 


> — 
[Е зр. 2 зах! — ВМ» 8] =10Н> 

>Г]-ЗН, 

сида трения Рур.2 может уравнове- 


сить силу Г»: 


Ра. = 1 = ЗН. 


Задача 9. Брусок лежит на 
доске. Доску приподнимают за один 
край. Как зависит абсолютная ве- 
личина силы трения, действующей 
на брусок, от угла наклона доски “а 
(рис. 4)? Коэффициент трения меж- 


Оу бруском и доской ий. масса брус- 
ка т. 

При достаточно малых углах 
наклона брусок покоится на доске. 


При этом сила трения покоя ЁЕтр. п. 


уравновешивает силу Ё —- составля- 
ющую силы тяжести бруска, нан- 
равленную вдоль наклонной плос- 
кости: 


Рис. 4. 


[Рть. ш.| = [|= м1 [8 та. 


С увеличением угла « сила тре- 
ния покоя растет, и при некотором 
угле а, она достигает своего макси- 
мального значения 


= тр. гк | —К М: 


[Рзр. аи | = 


= —> 
те [т 0% = ий [6 | с0$ 9. 
Отсюда 


ва, =ц, и [Еур. о тах| — 
[|- я 
ВР 
При дальнейшем увеличении угла 
@ тело скользит по доске, и сила 


трения является снлой трения сколь- 
жения: 


| ск. [ = |М = ит | с0$ @. 


График зависимости абсолютной ве- 
личины силы трения от угла наклона 


[тр 


- 


| тр.п.тах: 


О 

| 

| 

| 

| 
[6] м 
Рис. 5. 


о я 


доски а показан на рисунке 5: до 
угла а, сила трения возрастает по за- 
кону синуса, а дальше она убывает 
по закону косинуса. 
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1 СТР. ВАА 


ПИРИ 


Рнс. 6. 


Задача 3. Нрямоугольный бру- 
сок. размеры которого показаны на 
рисунке 6. тянут равномерно по го- 
ризонтальной плоскости за веревку, 
угол наклона которой < можно ме- 
нять. Коэффициент трения бруска 
о плоскость равен и. При какой вели- 
чине угла а брусок начнет приподни- 
матыя? 

Рассмотрим все силы, которые дей- 
ствуют на брусок. Это сила натяже- 


ния веревки Т, сила тяжести тир, 
снла реакцин опоры М (равиая по 


абсолютной величине силе нормаль- 
ного давления) н снла трения сколь- 


жения Р-р. ‹к. (Так как брусок дви- 
жется). При угле наклона @,, Когда 
брусок начиет прилодниматься, си- 


Рнс. 7. 


лы Ми А.» ск. проходят через точку 
А (рис. 7). 

Так как брусок движется равно- 
мерно и прямолинейно, сумма дей- 
ствующих на него сил и сумма момен- 
тов этих снл относительно любой 
осн должны быть равны нулю. Сле- 
ловательно, равны нулю сумма про- 
екиий всех сил на ось А: 


[Е ск. — |] С0$ © == 0 


ни сумма моментов сил относительно 
центра тяжести С: 


Ро [Рук 
ТР УИ бе - о 8 Ра сх. 7 
-| 6 
—1М|-5 =0. 
Из этих двух уравнений с учетом 


= м ‚ получаем 


того, что [Е чт. ск. 


| 
м, 


! 
ах = асе ыы Е =} 


Задача 4. Ребенок скатывает- 
ся с горки на санках. Высота горки 
Н=15 м, угол наклона к горизонту 
а—=30`, а коэффициент трения ли- 
нейно нарастает вдоль пути от д, =0 
у вершины горы д0 и.=0,4 у подно- 
жия. Какую скорость будут иметь 
санки у подножия горы? 

Так как абсолютная величина сн- 
лы трения скольжения при движении 
санок изменяется, а значит, движе- 
ние санок не будет равноускорен- 
ным, задачу проще и удобнее решать 
< помощью закона сохранения энер- 
гии: 

ти? 


тен” И. 


Здесь т т: — потенциальная энер- 
гия санок на вершине горы, 71972/2— 
их кинетическая энергия у подно- 
жия и А — работа против снлы тре- 


ния скольжения Ёур ск. - 


Для определения А  нарисуем 


график зависимости |Ртр. ск.| ОТ пути 
$ (рис. 8). У вершины горы 


МЕ тр. ск. 1| ь Вт |“ СО$ @ = 0, 
у подножия 


|Р тр. ск. 2] == Изт [6] 0$ %, 
весь путь 
5, = Я @. 


Работа А численно равна площади 


Рис. 8. 


заштрихованного треугольника на 
рисунке 8: 


в = 
А = 2 тр. ск. 2 |0 = 


= = пот |] Н ава. 


Тогда из закона сохранения энер- 


Рис. 9. 


гии получаем: 


м Узан(. 


_ мовы 
Аба |= 


214 м/с. 


Упражнения 


3. Брусок массой т, размеры которого 
показавы на рисунке 9, стоит на наклонной 
плоскости с углом наклона &. На брусок на- 


Головоломки 
вательными 


на суммы чисел 


н их квадратов 


квадратов: 


В каждой из фигур за- а) 
полните кружочки 
натуральными 
числами 1, 9. 3... так. 
бы были одннаковыми сум- 
мы чисел, а также суммы их 


— 
чинает действовать сила Р, параллельная 
наклонной плоскости. При каком абсолют- 
ном значении этой снлы брусок опрокинется? 
Известно, что соскальзывать с наклонной 
плоскости брусок при этом не будет. 


2. Какую работу нужно затратить, чтобы 
этащить сани с грузом (общей массой т= 
—=30 кг) на горку высотой Н=10 м? Угол 
наклона горки к горилонту @:= 30°, а коэф 
фициент трения между санями н горкой ли- 
нейно убывает вдоль путн от ц1==0,5 у под- 
ножия до ц›=0,! у вершины. 


3. Мешок с мукой сползает без начальной 
скоростн с высоты Н=2м по доске, накло- 
ненной под углом а== 45° к горизоиту. После 
спуска мешок попадает на горизонтальную 
поверхность. Коэффициент трения мешка о 
доску и горизонтальную поверхность в= 


—0.5. На каком расстоянии от конца доски 


‚мешок остановится? 


по сторонам 
уголеника; 
6) по окружностям; 
в) по треугольникам; 
г) по квадратам; 
д) но окружпостям н 
диаметрам. 


тре- 
последо- 


что- 


В. Долгов 
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В редакцию пришло письмо 
от нашего старого читателя 
Б. Ивякина. В нем он задает 
следующий вопрос: 

«В журнале было помещено 
несколько статей а счастли- 
вых билетах. Однако оконча- 
тельной формулы ни в одной 
из них не получено. Хотя 
мне ясно. что задать число 
счастливых 2п-значных билс- 
тов простой формулой нель- 
зя, мне все-таки кажется. что 
такая формула должна су- 
ществовать. Прав я илы 
нет?» 

Обычно мы не отвечаем на 
такие неопределенные вопро- 
сы. Однако Борису повез- 
ло — после получения его 
письма мы получили сразу 
Ова ответа на его вопрос. 
Мы думаем. что и другим 
читателям будет интересна 
содержащаяся в них фор- 
мула. 

(Напоминаем, что счастди- 
вым называется билет. у 


которого сумма первых трех 
цифр равна сумме послед- 
ких трех. } 


Слрашмзайте — отвечаем 


д 


Интегралом — 
по счастливым билетам! 


Много лин счастливых билетов? Часто ли они попада- 
ются? 

Этот вопрос уже обсуждался на страницах нашего 
журнала; было выяснено, что из миллиона билетов с шести- 
зпачными иомерами (от 000000 до 999999) счастливых — 
55 252. т. е. приблизительно одни из каждых 18 билетов 
является счастливым. 

Как водится у математнков, решалась и более общая 


задача — о количестве С.» счастливых 2п-зночных чи- 
сел (ясно; что под этим понимается; ` например, 
0035 120115 — счастливое десятизначное числа}. 


Явной формулы для С2„ установлено не было — были июо- 
лучены лишь рекуррентные соотношения («Квант», 1976, 
№12. с. 68}. 

Но вот в редакцию прнигли два письма. Первое присла- 
ли в феврале М. Мвацаканян ц А. Мезикяи. а второе — в 
марте -- Р. Айдагулов. И ц том, и в другом содержится 
одна н та же явная формула для С». Вот эта замечатель- 
ная формула: 


я 


$ -/ п Юх \2п 
Сат = и: Е 4х. (и) 


Интересно, что эта формула была получена совсем раз- 
ными методами: М. Миацаканян и А. Меликян пользуются 
производящими функциями (т. е. функциональным анали- 
зом}. в то время как Р. Айдагулов опирается иа метод трн- 
гонометрических сумм (аналитическая теорня чисел}. К со- 
жаленню. их доказательства. хотя и не сложные, все же 
эяходят за рамки школьной математики и не могут быть 
опубликованы п нашем журнале. Сейчас мы дадим элемен- 
тарное показзхельстяе формулы (1), — воспользовавшись 
рекуррентнымн соотношеннями. о которых говорилось вы- 
ие. Напомним их. 

Для этого обозначим через Р„ ($) количество т-знач- 
ных чисел (т ==1. 2. 3,...), сумма цифр каждого из кото- 
рых равна $. Таким образом, Рт(5) =0 прин $< 0 и $>9т. 
Очевидно, Ри (0) = 1. 

Так как пезизчное число е суммой инфр $ получается 
из (тп—Г)-значного числа с суммой цифр } (где 5—9 }=$) 
добавлением цифры $—|[, можно написать 

$ 


Рт ($) = \ Ри-, 0. 


1=$—9 


Это и есть соотношения. в которых говорнлось въиме. Иод- 
ставив в них 5-1 вместо $, после вычитания получим 


Рь (5+) —Ри с} =Ры {5 )—Ри-,($--3). {2) 


Как пользоваться этим соотношением для вычисления 
Ри (5)? Взгляните ча рис. |. Если пря фикенрованиом т 
известны все Р»_1($} (т. е. вся (т—1)-я строчка) и хотя 
бы один элемент Ры (55) т-й строчки, то формула (2} позмо- 
ляет. двигаясь вправо и влево, вычислить остальные элемен- 
ты т-й строчки (поясните!). Но для любого ги 


Ри (0) =1 >. 
н 

ГИ, если 0559, ы 

ВНЕ | 0. если $ «30 или $2>3. и 


Таким образом. формулы (2). (2'). (2”) позволяют вы- 
числить все числа Р„ ($). 

Возьмем теперь любое счастливое 2л-зизчное число п 
заменим последние п нифр их дополнениями до 9. Тогла по- 
лучится 2п-значное число, сумма цифр которого равна Эл. 
Легко поиять, что 


Сп = Руа (9п). {3) 


“Формула (3) дает возможность вычислить число Сол. 
Чтобы доказать (1). положим 


— Г п/ эт 10х \ 
Рт {$) = т | Ея с0$ (Эм — 2$) хах. (4) 
г р 
Оказывается. 
Ри ($) = Рю ($). (5) 


Из формул (3). (5) и (4) сразу следует (1). Таким об- 
разом. нам остается доказать (5). для чего достаточно про- 
верить, что числа Р„($} удовлетворяют равенствам (2}. 
(2'’). (27). Подставляя (4) в (2). получим соотвошение 


п - 
1 |( зт 10х 


л } япх 
0 


1 = КЛ 1 т --] 
— 25) х] “. == | ( ше | [с0$ (Эт — 9 — 25— 
о 


ос {9т — 25— 2} х— со$ (Эт — 


зах 


— 2) х— с0$ (д9т —9 — 25 -- 18) х] «| 


равносильное соотпошению 

>? Е а . 

‚/ 5т10х \т-—ТЕ т 10х | 2 
} эпох } мия (О 


— <0$ (9т — 2$) х] — !со$ (дм — 25—11) х— 
— 0$ (Эт — 2$ 4- 9) х}| 4х =0, 


которое верно (легко сосчитать, что тригопометрическое 
выражение в квадратной скобке тождественно равно нулю). 
Таким образом, рекуррентиое соотношение {2) для 


Ре ($) выполнено. Осталось проверить базис индукции (2’} 
н (2”). Второе из этих соотношений проверяется непосред- 
ственно (например, при 71=1 п $>9 подынтегральное вы- 
ражение преобразуется ни сумму косинусов углов кратных 
х). а вот (2”) доказывается ис так просто. н нам придется 
предпринять обходной маневр. 

Вспомним. что вместо (2’) достаточно проверить любое 


другое соотношенияе на и:-й строике. например Ри (107) = 0 


Это уже не сложное (но громоздкое) упражнение на ?рн- 
гонометрические преобразования, которое мы оставим чн- 
тателю. На этом доказательство формулы (5) заканчивается. 
Виимательный читатель. наверное, задал себе вопрос — 
‘откуда взялась формула (4)? Конечно, формально можно 
считать, что мы сс угадали так же. как мы «угадали» фор- 
мулу (И. На самом же деле формула (4). как и формула 
{1). была извлечена из письма М. Миацаканяна ин А. Ме- 
ликяна, т. е. использовался готовый результат. Ведь ваш 
метод доказательства, в отличие от метода Р. Айдагулова 
п метода М. Мнацаканяна н А. Меликяна. не дает возмож- 
ностн обиаружить формулу (И. а только позволяет 
проверить сс. 
В заключение предлагаем читателям доказать слелую- 
щее обобщение формулы (1) для числа счастливых 2лп-ззач. 
ных чисел в системе счисления по основанию &: 


п 
л 
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Рецензии, библмографмя 


] 


Царство 
смекалки 


В этом году в издательстве 
«Наука» была переиздана 
одна из старых и очень 
хороших русских популяр- 
ных кинг по математике, 
но которой учились и ко- 
лорую любили нашн де- 
ды — книга преподавателя 
гимназии Е. И. Игнатьева 
«В нарстве смекалки». 

Е. И. Игнатьева по пра- 
ву можно назвать класси- 
ком  занимательного мате- 
матического жанра. В сво- 
ей книге. первое издание 
которой вышло в 1908 го- 
ду, он собрад большое ко- 
личество разнообразных за- 
дач на  сообразительность 
по арнфметнке н геометрии. 
Второе издание кииги по- 
явнлось в 1911 году. С тех 
пор эта книга ие переизда- 
залась. Особенностью книги 
был ее литературный стяль, 
язык автора. Конечно. для 
настоящего издания иеко- 
торая трансформация задач 
и их условий была иеоб- 
ходима. Однако, все же 
хотелось бы, чтобы клас- 
сиков переиэдавалн более 
бережно — иначе неизбежна 
утрата аромата времени. 

За 10 лет популярная 
математическая литература. 
нзданная на русском язы- 
ке, сильно обогатилась, м 
теперь многне задачн из 
книгн Игнатьева — широко 
известны. Тем не менее 
эта книга, несомненно. 
представляет большой ин- 
терес н сейчас — н не толь- 
ко исторический. 

О целях книги. о том, 
как надо нзучать матема- 
тику н как надо учить 
математике, о роли задач 
на смекалку очень хорошо 
рассказал сам Игнатьев в 
своих  «Предисловияхь к 
первому и второму издаин- 
ям кинги. Ниже публику- 
ются отрывки из них. 


«Станет ли кто в наше 
время отрицать настоятель- 
ную необходимость самого 
широкого распростране- 
ния и популяризации ма- 
тематнческих знаний? Пер- 
воначальные — математиче- 
ские познания должны 
входить с самых ранних лет 
в наше образование и вос- 
питание. Само собой ра- 
зуместся при этом, что ум- 
ственную самодеятель- 
ность, собразнтельность 
н «смекалку» нельзя ни 
«вдолбнть», нн «вложить» 
ни п чью голову. Резуль- 
таты надежны лншь тогда, 
когда введение в область 
математических знаний со- 
вершается в легкой в при- 
ятной форме, на предме- 
тах и примерах обыден- 
ной и повседневной об- 
становкни, подобранных © 
надлежащим остроумием 
н завимательностью. 


« ` * 


Относительно мате- 
матики а нашем обществе 
еще до снх пор существуют 
самые страниые предрас- 
судки. Одни говорят, что 
заинматься математикой мо- 
гут только исключитель- 
ные. одаренные совсем осо- 
бымн способностями умы, 
другие утверждают, что 
для этого необходима 0осо- 
бая, так сказать, «матема- 
тнческая память» для за- 
помннания формул и т. д. 

Нельзя, конечно, 
спорить против того, что 
существуют умы с резко 
выраженными склонностя- 
ми к той или иной стороне 
умственнойдеятельности. Но 
точно так же никоим обра- 
зом нельзя утверждать, что 
существуют хотя  мало- 
мальскн иормальные умы, 
которые совсем не способ- 
ны К восприятию и полно- 
му усвоенню необходимых 
математических знаний, 
хотя бы, скажем, в разме- 
рах курса средней школы. 

Будем справедливы и 
иризнаем, наконец, что 
выражение «неспособея К 
математике» есть прежде 
всего горький продукт 
нашего неумения, а, по- 
жалуй, нногда м легко- 
мысленного нежелания по- 
ставить п семье и школе 
преподавание математн- 
кн ла должную высоту. 


Еще менее можно 
говорить п необходимости 
для математики какой-то 
особой, спецнальной памя` 
ти для запомннапия  (за- 
зубривання?) каких-то 
формул или правил, науку 
сознательной и последо- 
вательной логической мы- 
сли обращать п какой-то 
механический, бессозна- 
тельный процесс. А меж- 
ду тем, как далеко может 
заходить дело в этом отно- 
шении, свидетельствует из- 
вестный русский матема- 
тик В. П. Ермаков. Вот 
что, между прочим, сооб- 
щал он в одном нз своих 
докладов Кневскому фи- 
знко-математическому об- 
ществу- 

«Когда мне пришлось 
студентам читать инте- 
гральное исчисление, то в 
первый же год произошел 
эпизод. который навсегда 
сохранится в моей памяти. 

Прочитавши часть тео- 
рии, я для пояснения даю 
задачи. Я прошу студентов 
решать задачи в тетрадях. 
По мере решення я пншу 
полученные результаты на 
доске. Однажды для по- 
яснення способов пониже- 
иня биномизльных иН- 
тегралов я написал на до- 
ске подходящую задачу. 
Н вот вижу, что некоторые 
студенты вынимают из кар- 
манов какие-то тетрадки н 
смотрят в них. 

— Что это? 

— Общие формулы. 

— Зачем? -- 

— Нам прежннй про- 
фессор советовал иметь спи- 
сок общих формул и по не- 
му решать частные приме- 
ры. Ведь не станете же 
вы требовать, чтобы мы 
заучили на Память все со- 
рок общих формул. 

— Заучивать в мате- 
матике ннкаких формул не 
следует. Но я нахожу также 
неуместным пользованне 
справочными пособиями н 
нахождение интегралов по 
общим формулам ° подста- 
новкою н них данных зна- 
чений показателей н коэф- 
фицниентов. Ведь не г неба 
свалнлись к нам общие фор- 
мулы; для вывода их вы 
употребнли ряд рассужде- 
ний; применяйте те же 
рассуждення н частным при 
мерам. 


Таким образом оказа- 
лось возможным находить 
всякие нитегралы и без 
общих формул. Пришлось, 
впрочем, некоторые вы- 
кладки видоизменить так, 
чтобы оии непосредствен- 
но могли быть приложены 
к частным примерам. 

Получилась еще и та 
выгода, что ина каждом 
частном примере студенты 
повторяли все те же рассуж- 
дення, которые необходи- 
мы для вывода общей фор- 
мулы. От частого повто- 
рення приобретался навык, 
ив результате — быстрота 
решення задач. 

Этот эпизод заставил 
меня глубже вникнуть в 
сущность математики. 

В молодых летах и я 
обращал все внимание на 
конечные результаты. Раз- 
бнрая какое-нибудь до- 
Казательство, я заботился 
только о том, чтобы убе- 
диться в его строгости. Вот 
добрался до окоичательно- 
го результата, н доволь- 
ио! альше я старался 
помнить окончательные вы- 
воды, весь же процесс дока- 
зательства быстро испарял- 
ся. Но потом забывались н 
формулы, а часто эти фор- 
мулы оказывались — необ- 
ходимыми при дальнейших 
заиятнях. Что же остава- 
лось Делать? Собирать 
библиотеку нз справочных 
кииг? Но на это не хватало 
средств, да и не было по- 
мещения для библиотеки, 
Поневоле приходилось при- 
помннать самый процесс, 
при помощи которого вы- 
водилась та или иная фор- 
мула. Таким образом, вме- 
сто формул, мало-помалу 
я пришел к самим доказа- 
тельствам. Оказалось, что 
легче припоминть процесс 
математического мышлення, 
чем голые формулы. Да 
н мет надобности помнить 
целиком весь процесс мыш- 
ления, достаточно наметить 
этапные пункты, по кото- 
Ррым должиа идти наша 
мысль. И вот уже несколь- 
ко лет, как я твержу сво- 
им слушателям: в мате- 
матике следует помнить 
ке формулы, а процесс мыш- 
ления. [...] 

Если выражен процесс 
математического мышле- 
ния, то получение самих 
формул. является уже де- 
лом чисто механнческим. 


В механизме же алгебран- 
ческих действий ученики 
должны приобрести иавы- 
ки еще в средией школе. 

Я пришел к тому убеж- 
дению, что указанный мною 
прининп должен быть при- 


менен и в средней шко- 
Ле...» 
Продолжим мысль 


В. П. Ермакова и скажем: 
указанный прийцип — дол- 
жен в особенности лечь в 
основание иачального — 
как семейного, так и школь- 
ного — образования в об- 
ластн математических зна- 
ний. Не натаскивайте ни 
ребят, ин юношей на раз- 
личиых  стабличках» сло- 
жения, вычитания, умно- 
жения, на механическом за- 
поминаиии разных  «пра- 
вил» и формул, а прежде 
всего приучайте охотно 
и сознательно мыслить. Ос- 
тальное приложится. Не 
мучьте никого длиннейши- 
мн скучнейшими н меха- 
инческими  вычислениями 
н упражнениями, 

Когда оии понадобятся 
кому-либо в жизин, он 
их проделает сам, — да 
иа это нынче есть всякие 
счетные машины, таблицы 
н иные приспособления. 


Ф‹ % ь 


Пытаясь перенести чн- 
тателя п «царство смекал- 
Ки», мы, конечно, ие оболь- 
щаем себя надеждой, что 
смогли показать ему это 
царство во всей его пре- 
лести п полноте. Для этого 
понадобилась бы не одна 
такая книга: так велика 
н обширна область только 
тех отделов математнки, Ко- 
торые можно подвестн под 
общее заглавие «математн_ 
ческих нгр н развлечений» 


Чтобы читатели смогли оце- 
нить нестандартный харак- 
тер книги, мы публнкуем из 
нее две задачн вместе с ре- 
шеннямн самого Игнатьева. 


1. Как гусь с анстом 
задачу решалн 


„Летела стая гусей, а 
навстречу им летит один 
гусь ы говорит: «Здрав- 


ствуй, сто гусей!» А перед- 
ний старый гусь ему и от- 


вечает: «Нет, нас ме сто 
гусей! Вот, если П нас 
было еще столько, да еще 


полстолько, да еще чет- 
верть столько. да ты, гусь, 
то было бы сто еусей, а 
теперь... Вот и рассчитай- 
ка, сколько нас?» 

Решение. 
одинокий 


Полетел 
гусь дальше н 
задумался. В самом деле, 
сколько же товарищей- 
гусей он встретил? Думал 
он, думал и Е какой сто- 
роиы ий принимался, ни- 
как не мог этой задачи ре- 
шить. Вот увидел гусь на 
берегу пруда анста: ходит 


длииноногий и лягушек 
нщет. Аист — птица важ- 
ная и пользуется среди 


других птиц славой мате- 
матнка: по целым часам 
иногда неподвижно на од- 
ной ноге стоит и все дума- 
ет, видно, задачи решает, 
Обрадовался гусь, слетел 
в пруд, подплыл к ансту 
ин рассказал ему, как он 
стаю товарнщей встретил 
н какую ему гусь-вожак 
загадку задал, а он нн- 
как этой задачи решить 
не может, 

— Гм!... — откашлял- 
ся анст, — попробуем ре- 
шить. Только будь внн- 
мателен и старайся понять. 
Слышишь? 

— Слушаю и постара- 
юсь! — ответил гусь. 

— Ну вот. Как тебе 
сказали? Если бы к встреч- 
ным гусям прибавить еще 
столько, да еще полстоль- 
ко, да четверть столько, 
да тебя, гуся. то было бы 
стор Так? 

— Так! — ответил гусь. 

— Теперь смотри, — 
сказал анст. — Вот что 
я тебе начерчу здесь на 
прибрежном песке. 

Аист согнул шею и 
клювом провел черту, ря- 
дом такую же черту, по- 
том половину такой же 
черты, затем четверть чер- 
ты, да еще маленькую чер- 
точку, почти точку. 

Получилось то, что по- 
казано на рисунке 1. 
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Рис. 1. 


Гусь подплыл к само- 
му берегу, вышел, перева- 
ливаясь, на песок, посмот- 
рел, но ничего не понял. 

—Понимаешь? — спро- 
сил аст. 


— Нет еще! — ответил 
уныло гусь. 

— Эх, ты! Ну, вот 
смотри: как тебе сказали, — 
стая, да еще стая, да по- 
ловина стаи, да четверть 
стаи, да ты, гусь, — так 
я н нарнсовал;: черту. да 
еще черту, да полчерты, да 
четверь зтой черты, да еще 
маленькую точку, т. е. 
тебя. Понял? 

— Понял — 
= гусь. 

— Если к встреченной 
тобою стае прибазвнть еще 
стаю, да полстан, да чет- 
верть стан, да тебя, гуся, 
то сколько получится? 

— Сто гусей! 

— А без тебя сколько, 
значит, будет? 

— Девяносто девять. 

— Хорошо! — Откинем 
на нашем чертеже точ- 
ку, изображающую тебя, 
гуся, и обозначим, что ос- 
тается 99 гусей. 

Анст носом изобразил 
на песке то, что показано 
на рисунке 2. 


весело 
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Рис. 2. 


— Теперь _ сообразн- 
ха. — продолжал айст, — 
четверть стан да полстаи — 
сколько это будет четвер- 
тей? 

Гусь задумался. — по- 
смотрел на линии иа пе- 
ске в сказал: 

— Линия, изображаю- 
шая полстан, эдвое больше, 
чем линия четверти стаи, 
т.е. в половине заключа- 
ется две четверти. Значит, 
половина да четверть стаи— 
это все равно, что три чет- 


вертн стан! 

— Молодец! — похва- 
лил гуся аист. — Ну, ав 
целой стае сколько чет- 
вертей? 


— Конечно, четыре! — 
ответил гусь. 

— Так! Но мы имеем 
здесь стаю, да еще стаю. 
да полстан, да четверть 
стан, и это составит 99 гу- 
сея. Значит, если перевести 
все на четверти, то сколько 
всех четвертей будет? 

Гусь подумал н ответил 

— Стая — это все рав- 
но что 4 четверти стан, да 
еще стая — еще 4 четверти 
стаи, всего 8 четвертей; 
да в половине стая 2 чет- 
верти: всего 10 четвертей; 
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да еще четверть стан: всего 
|| четвертей стаи, и это 
составит 99 гусей. 

Так! — сказал анст. — 
Теперь скажн, что же ты, 
в конце концов, получил? 

— Я получил, — от- 
ветил гусь, — что п одни- 
надцати четвертях встречен- 
ной мною стан заключается 
99 гусей. 

— А, зиачит, в одной 
четверти стаи сколько гу- 
сей? 

Гусь поделил 99 иа 
И ин ответил: 

— В четверти стаи — 
9 гусей. 

— Ну. а п целой стае 
сколько? 

— В целой  заклю- 
частся четыре четвертн... 
Я встретил 36 гей — 
радостно воскликнул гусь. 

— Вот то-то и оио! — 
важно промолвил аист. — 
Сам, небось, не мог дойти!... 
Эх, ты... гусь! 


2. Крестьянин н черт 


Идет крестьянин и 
плачется: «Эхма! Жизнь 
моя горькая! Заела нужда 
совсем! Вот в кармане толь- 
ко месколько грошей мед- 
ных болтается, да и те 
сейчас нужно отдать. И 
как это у других бывает, 
что на всякие свои деньги 
они еще деньги получают? 
Право, хоть бы кто помочь 
мне захотель. 

Только успел зто ска- 


зать. как глядь, а перед 
ним черт стоит. 
— Что ж, — 2080- 


рит, — если хочешь, я 
тебе помогу. И это с06в- 
сем нетрудно. Вот ви- 
дишь этот мост через ре- 
ку? 

— Вижу! — говорит 
крестьянин, а сам заробел. 

— Ну, так стоит тебе 
перейти только через 
мост — у тебя будет вдвое 
больше денег, чем есть. Пе- 
рейдешь назад, опять ста- 
нет вдвое больше, чем было. 
ИН каждый роз, как ты бу- 
дешь переходить мост, у 
тебя будет ровно вдвое боль- 
ше денег, чем было д0 этого 


перехода. 

— Ой ли? — говорит 
крестьянин. 

— Верное слово! — уве- 
ряет черт. — Только, 


чур, иговор! За то, что я 
тебе удваиваю деньги, ты 


каждый раз, перейдя через 


мост, отдавай мне по 
24 копейки, Иначе ме со- 
гласен. 


— Ну, что же, это 
не беда! — говорит крестья- 
нин. Раз деньги все бу- 
дут удваиваться, так от- 
чего же 24 копейки тебе 
каждый раз не дать? Ну- 
ка, попробуем! 

Перешел он нерез мост 
один раз, посчитал деньги. 
Действительно, стало вдвое 
больше. Бросил он 94 ко- 
пейки черту и перешел че- 
рез мост второй раз. Опять 
денег стало вдвое больше, 
чем перед этим. Отсчи- 
тал он 24 копейки, отдал 
черту и перешел через мост 
8 третий раз. Денег стало 
снова вдвое больше. Но толь- 
ко и оказалось их ровнехонь- 
ко 24 копейки, которые по 
уговору он должен был 
отдать черту. Отдал он 
их и остался без копейки. 

Сколько же цу крестья- 
нина было денег сначала? 

Решение. Задача 
разрешается очень легко, 
еслн только решение ее 
начать с конца, приняв во 
внимание, что после треть- 
его перехода у крестьяин- 
на оказалось ровно 24 коп., 
которые он должен был 
отдать. 

В самом деле, если по- 
сле последнего перехода у 
крестьянина оказалось ров- 
но 24 коп., то, значит, пе- 
ред этим переходом у не- 
го было 12 коп. Но эти 
12 коп. получились после 
того, как ои отдал 24 коп... 
значит, всего денег у него 
было 36 коп. Следователь- 
но, второй переход он на- 
чал с 18 коп., аэтн [18 коп. 
получились у него после 
того, как он в первый раз 
перешел мост и отдал 
24 коп. Значит, всего после 
первого перехода у него 
было денег 18 да 24 коп., 
т.е. 42 коп. Отсюда ясно, 
что перед тем, как первый 
раз вступить иа мост, кре- 
стьянин имел в кармане 
21 коп. собственных денег. 

Прогадал крестьянин! 
Вндно, что на чужой с т 
всегда надо еще свой ум 
иметь. 


Ю. Юшина 


В лаборатории 
Вселенной 


Несколько лет назад из- 
вестный советский физик 
академик Л. А. Арцимович 
выстулнл в печатн со стать- 
ей «Будущее принадлежит 
астрофизике». а чем был 
основан подобный прогноз? 

Дело в том, Что на- 
учно-технический прогресс 
требует, все более широкого 
развертывания  фундамен- 
тальных научных нсследо- 
ваннй для изучения осно- 
вополагающих закономерно- 
стей окружающего нас 
мира. Одним нз важней- 
ших направлений таких ис- 
следований является нзу- 
чение строения материн на 
всех уровнях ее существо- 
вания — от злемеитарных 
частиц до гигантских  кос- 
мических миров Н их си- 
стем. Много в этом иа- 
правлении уже сделано, но 
еще больше предстонт сде- 
лать. 

Для того чтобы сегод- 
ня проникнуть в неизвест- 
ное, обычных  исследова- 
ний уже недостаточно: 
необходнмо изучать ма- 
терию в предельных, эк- 
стремальных состояниях. 
Температуры в десятки и 
сотни миллионов градусов; 
давления в десятки и сот- 
ин миллионов атмосфер; чу- 
довнщиые энергии, экви- 
валентные энергии взрыва 
термоядерного заряда с мас- 
сой, равной десяткам и сот- 
ням тысяч солнечных масс; 
колоссальные плотности в 
десятки н сотни миллиардов 
тонн вещества в кубиче- 
ском  саитиметре — вот 
тот далеко не полный пе- 
ечень явлений и условий, 
которые привлекают внн- 
мание современных физн- 
ков. 

Воспронзвестн  подоб- 
ные условия в земиых ла- 


бораторнях 
невозможно. 

Лабораторня, где та- 
кне условия реализуются, 
существует. Это — ла- 
боратория Вселенной. 
Здесь можно изучать такие 
физические процессы, та- 
кие  состояння матерни, 
такие источники энергии, 


практически 


которые обычным земным 
исследованням совершенно 
недоступны... 


«В «космической ла- 
боратории» можно иаблю- 
дать проявление гигантских 
сил тяготения, нсследовать 
вещество п условиях неосу- 
шествимых на Земле гра- 
вятационных и магнитных 
полей. Вместе с тем низуче- 
име мнра звезд н галактик 
обогащает нас новыми зиа- 
ннямн © строенин Вселен- 
ной, а это нмеет важное 
значение для формирова- 
ния научного мировоз- 
зрення...» — так пишет 
нзвестный популяризатор 
астрономнн Е. П. Левитан 
в своей новой кинге «Астро- 
физика — школьннкам» ®). 

Эта киига, как видно 
нз ее названия, адресована 
школьникам, интересую- 
щимся астрономней н фн- 
знкой, — эти две науки 
сегодия тесно связаны друг 
с другом. 

«Астрофизика — 
школьникам» — отнюдь не 
учебинк, она не повторяет 
школьного курса астроно- 
мин, хотя учитывает его 
построение ин его основные 
нден. Это — книга для чте- 
ния, причем углубленного, 
занитересованного, тре- 
бующего винмания н по- 
буждающего к размышле- 
ННЯМ. 

Кинга’ Левитана зна- 
комит читателя с основа- 
ми фундаментальных тео- 
рий н прииципов астрофизи- 
ки, с эволюцнионными идея- 
ми, которые буквально 
пронизывают современную 
астрофизику. В ней рас- 
сказывается о различных 
методах наблюдения ко- 
смических объектов н тео- 
ретических исследованн- 
ях, @ замечательных и во 
многом  меожидайных от- 
крытнях, находящихся на 
переднем крае астрофизн- 
кн ХХ века. 


*) М., 
1977. 


«Просвещение», 


В частности,  отдель- 
ные разделы книги посвя- 
щены активности ядер га- 
лактик, выбрасывающих 
огромные количества веще- 
ства н выделяющих колос- 
сальные количества энер- 
гии;  квазарам — поразн- 
тельным своеобразным объ- 
ектам, подобных которым 
ин астрономия, ни физика 
до недавиего времени не 
знали;  иейтрониым звез- 
дам (Пульсарам), обладаю- 
щим ядерной, плотностью, 
а также’ совершенно не- 
обычным объектам, «скон- 
струированным» › теорети- 
камни, — так называемым 
черным дырам, способным 
вбирать п себя окружаю- 
щее вещество ин, в то же 
время, не выпускать на- 
ружу ин частиц, ни элект- 
ромагнитных излучений. 

С интересом будет про- 
читана глава, посвященная 
геометрии Вселениой н 
структуре Метагалактикн, 
а также современным пред- 
ставленням о происхож- 
дении н эволюцин Вселен- 
ной. Это и есть передовая 
лнния современной астро- 
физики — открытня, кото- 
рые-удалось сделать и этой 
областн в последние деся- 
тилетия, еще требуют тео- 
ретического и философ- 
ского осмыслеиня. 

Одно из главных —до- 
стоннств книги Левитана 
состоит в том, что астроно- 
мическне знания препод- 
носятся читателю не как 
законченные нерушимые ис- 
тнны — наука о Вселен- 
ной представлена п ее раз- 
витин н становлении. Об- 
суждаются сложные и не- 
решенные проблемы, дис- 
куссионные вопросы, прн- 
водятся различные точки 
зрення, обрнсовываются пу- 
ти и перспективы дальней- 
ших исследований. 

Живо и интересно на- 
пнсанная книга,  иеболь- 
шая по объему, но весьма 
емкая по содержанию, . не- 
сомненио будет способство- 
вать более глубокому по- 
ниманию окружающего нас 
мира, современного состоя- 
ния иауки 0 Вселенной, 
формированню  дналектн- 
ко-матерналистнического мн- 
ровоззрення- 

В. Комаров 
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Информация 


при Якутском 
университете 


Якутия — это край злмазов, 
северного сияния н вечной 
мерзлоты. морозной зимней 
ночи ин ослепительного лет- 
него солица. В этот-то край 
шесть лет назад и приехал 
Исманл Шахбазович Алиев, 
кандидат физнко-математиче- 
ских иаук. ученик академика 
Апатолия Ивановича Маль- 
цева. Уже двадцать лет 
ои работает со студентами, а 
находит он нх... на школь- 
ной скамье, 

Сначала была летияя 
физнко-математическая шко` 
ла на берегу великой реки 
Лены. в одном из пригородов 
города Якутска. В нее летом 
1972 года собрались ребята 
более чем из тридцатн рай- 
онов Якутии. Целый месяц 
оин жили в здаини средией 
школы. отдыхали п работа- 
ли — группа стулентов ЯГУ 
проводила для иих олимпн- 
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ады. придумывала 
ные задачки. 
Победители олимпнал в 
летией школе н стали пер- 
выми учениками  Республи- 
каиской физико-математнче- 


интерес- 


ской школы (РФМШ) при 
Якутском  государствениом 
уннверситете. 


Директор школы Исма- 
нл  Шахбазович много рас- 
сказывал нам о своем учи- 
теле — Анатолии Ивановиче 
Мальцеве. мы все его очень 
полюбили и назвали себя 
«шкимцами», что означает «ре- 
бята из школы им. Мальцева». 

Школа-нитернат рас- 
положена в студенческом го- 
родке университета. Мы за- 
нямаем всего-навсего один 
этаж студенческого  обще- 
жития. В первый год суще- 
ствования в школе было все- 
го три класса: восьмой, де- 
вятый п десятый. Но первое 
же ныступление на Респуб- 
лнканской математической 


олимпнаде принесло команде 


ФМИ первое место. Этот ус- 
пех дал понять окружающим, 
что мы существуем ин нужны. 
С тех пор мы стараемся по- 
стоянно быть первыми. 

В газете «Молодежь 
Якутии» ежегодно печатаются 
задачи заочной  физнко-ма- 
тематической п химнческой 


олимпиады. которые прнду- 
мывают сами шкимцы и их 
наставники. По результатам 
этой олимимады и идет новый 
набор в РФМШ. Все наши 
ребята-фымышата  приезжа- 
ют из районов. из таежных 
наслегов, они впервые на- 
чннают жизнь без родных. в 
незнакомом городе. Основ- 
ная часть из них вообще 
нперные оказывается и го- 
роде. Все это. естественно, 
приводит к тому. что они на- 
чинают скучать. Но система 
воспитаиня, отношения мж- 
ду учениками п учителями, 
ригм жизни п пашей школе 
таковы. что к концу первого 
месяца ребята, увлекшись 
учебой, иногла даже забыва- 
ют послать весточку домой. 

Самое главное то. что в 
нашей школе ребят учат са- 
мостоятельно работать. мыс- 
лить, то есть делать свон соб- 
ствепные выводы из прочн- 
танного и услышанного. Про- 


грамма обучеиня по мате- 
матике включает некоторые 
вопросы, изучаемые в унн- 


верситете. Так’ниапример. чи- 
таются курсы «Теория чи- 
сел». «Теория Галуа», «Тео- 
рня графов». «Проективная 
геометрия»,  «Комбинатори- 
ка» и «Математическая логн- 
ка». В школе работает науч- 


№ Праздник «Посвящение 
В ШКИМЦЫ». 


< В физическом кабинете. 


У Летный лагерь. 
Старший друг рядом. 


ное общество учащихся, ко- 
торое мы называем ШНО — 
школьное научное общество. 
Кроме этого. в школе рабо- 
тает кружок «Квант». на ко- 
тором разбираются самые нн- 
тересные и трудные статьи из 
журнала. 

Это все учебные занятия. 
Но жизнь шкимцев разно- 
образна н интересна. У нас 
есть традиционные праздии- 
ки. которые придумали ре- 
бята первого выпуска н их 
учителя. Эти праздники очень 
своеобразны. Например, на 
праздник «Посвящение в 
щкямцы» приглашаются все 
выпускникн. преподаватели н 
тостн школы. Ребята кажядо- 
го класса выступают с орн- 
гннальными звхватываю- 
щними номерамн, п которых 
онн нспользуют всю свою 
выдумку, математическую н 
физическую — изобретатель- 
ность. Есть н ностоянный ио- 
мер концертной программы 
«Защита фантастического 
проекта». Это значит, что ре- 
бята из каждого класса долж- 
ны оридумать проект нашей 
будущшен — физнко-математи- 
ческой школы Якутии — 
какой она будет в 2000-х 
году. нли как будет выгля- 
деть ФМШ п подводном цар- 
стве нлн п космическом про- 
странстве, как будут про- 
ходить уроки, как будут вы- 
глядеть учебные классы н 
т. д: 

В конце праздинка ди- 
ректор школы вручает школь- 
ннкам ученические билеты. 
в которых нанечатана эмбле- 
ма нашей школы — знак 


конъюнкции, из которой, как 
лучи солнца. выходят стру- 
ны народного музыкального 
инструмента Якутни — хо- 
муса. Это символ того, что 


познавать глубниы матема- 
тнкн — все равно. что слу- 
шать прекрасную музыку. 


Наша школа еще совсем 
юная по сравнению с такими, 
можно сказать, ветеранамн, 
как Московская или Ново- 
сибирская ФМШ. Она по- 
хожа на молодой зелененький 
росточек великого знания, 
выросший на вечной мерз- 
лоте. М эмблема нашей шко- 
лы имеет цвет этого росточка. 
Этот удивительный цвет Ис. 
манл  Шахбазович назвал 
цветом математики — вечно 
юиой, постоянно развиваю- 
щейся науки. 

Самое замечательное и 
историн нашей школы то, что 
создавалась она молодежью, 
в стремительном порыве, к 
комсомольским задором. Сей- 
час РФМШ н молодежь Якут- 
ского университета взаимно 
обогащают и дополняют друг 
друга. Именно из-за такой 
взаимосвязи кафедра высшей 
алгебры н геометрии в Якут- 
ском университете, возглав - 
ляемая Исмаилом Шахбазо- 
вичем, ныне стала комсо- 
мольской. Это явнлось пер- 
вым результатом создания 
нашей РФМШ. 


В. Атласов. С. Зарипов, 


И. Карамышева. Г. Слепцова, 
Г. Чернецова 
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10 лет 
Омскому НОУ 


Омское городское научное 
общество учащихся было 
создано п 1968 году. База 
для функцнонирования это- 
го общества вполне доста- 
точная — в Омске сейчас 
|| вузов. В совет курато- 
ров НОУ входят пред- 
ставители горкома ВЛКСМ, 
гороно, областного совета 
молодых ученых, — област- 
ного совета по .научно- 
исследовательской — работе 
студентов. 

Основой Омского НОУ 
являются кружки При ка- 
федрах вузов, работаю- 
щие под руководством пре- 
подавателеи ин студентов 
(Как правило, в прошлом— 
членов НОУ). В послед- 
нее время появились новые 
формы работы: — вечерняя 
школа при ннституте ни- 
женеров железнодорож- 
ного транспорта,  «четвер- 
говая» математическая шко- 
ла прн университете, а так- 
же два математических 
кружка в школах № 88 
н № 18, запланирована 
организация летней мате- 
матической школы с уча- 
стием лекторов из омских 
вузов. Всего в секции ма- 
тематнкн НОУ работают 
примерно 700 школьников. 

Наиболее активным 
членам НОУ по окончании 
школы выдается  «направ- 
леиие-рекомеидация» — для 
поступлення в вуз. ({На- 
пример, в 1977 году только 
по секцин математики та- 
кнх рекомеидаций было вы- 
дано более 60.) Как по- 
казывает десятнлетний 
опыт, 90% из этих членов 
НОУ поступают В вузы 
Омска и становятся лучшн- 
ми студентами, а остальные 
поступают п ведущие вузы 
других городов. 

Таким образом, —Ом- 
ское НОУ дает школьни- 
кам города возможиость со- 
вершеиствовать свои зна- 
ния п нз6браиной области, 


6% 


прнобретать умення н на- 
выкн творческой, иаучно- 
исследовательской и нзобре- 
тательской _ деятельности. 
В апреле этого года со- 
стоялась 10-я конференция 
НОУ. Она началась впер- 
вые проводимой команд- 
ной олнмпнадой школ 
города по математике. На 
этой олимпнаде стонт ос- 
тановиться подробнее. 
Всюду уже стали тра- 
днцией «личные» олнмпниа- 
ды учащихся, на которых 
каждый Школьник —‹«бо- 
рется» сам за себя, — ре- 
шает набор нз 4—5 задач 
в однночку. Студенческие 
же олимпнады в Омске 
проводятся по командному 
прииципу: группа студен- 
тов вместе решает набор из 
15—20 задач. Такая форма 
работы ближе к той, ко- 
торая ждет выпускника ву- 
за п иаучно-нсследователь- 
ских институтах, лабора- 
ториях и т. п. И вот омичи 
решилн. посмотреть — я 
смогут лн школьники об- 
разовать пусть малень- 
кую, но самостоятельную 
«иаучно-исследовазтельскую 
лабораторию»? 
2-го апреля к 10 часам 
утра в актовом зале по- 
литехнического института 
собрались команды (по 
5 участников) более чем 
90 школ, прнчем некоторые 
школы прислали по две 
команды. Комацдам было 
предложено 18 задач п да- 
но 4 часа на нх решение. 
(Тексты большниства задач 
прнведены в конце статьн, 
после каждой задачи ука- 
зано, сколько очков ДА- 
валось за ее полное реше- 
ние и сколько команд эту 
задачу решили;  «расцен- 
ки» задач команды знали.) 
Все задачи не решила 
ин одна команда. Это вы- 
яснилось на следующий 
день, когда жюри олимпиа- 
ды, возглавляемое стар- 
шим преподавателем по- 
литехннческого института 
В. Н. Сергеевым н доцентом 
Омского уннверситета 
Г. Ш. Фрндманом, закон- 
чило проверку решений. 
На первое место вышла 
команда школы № 69 
(В. Буренков, Л. Иванова, 
С. Кокаулин, М. Лаикина 
п С. Степанов). Их работа 
произвела на жюри 0со- 


бенио прнятное впечатле- 
ние — ребята написалн 
решения не всех задач, но 
зато иаййисанные ими ре- 
шения былн верны. Такая 
способность критически оце- 
нить собственную работу — 
очень ценное качество нссле- 
дователя; оно наверняка 
пригодится ребятам в бу- 
дущем. 

Второе место заняла 
первая команда школы № 88 
(В. Киязева, ИН. Лоскутов, 
О. Лучко, С. Ресеичук н 
А. Фильков), а третье — 
первая команда школы № 92 
(Е. Каржавцев, В. Пан- 
фнлов, В. Нрасолов, Е. Ра- 
стопчинн В. Троцук). 
Вторые команды этих школ 
выступили менее удачно. 
Упомянем еще о четвертом 
месте. На нем иеожндан- 
ио оказалась «сборная» 
команда из двух школь- 
ников ({!) П. Михеева 
(школа № 77) н А. Мажо- 
рова (школа № 88). Эти 
ребята былин запаснымн в 
своих командах, а когда 
все пришли, они объеднни- 
лись п хкоманду» и написа- 
ли работу — как выяс- 
ннлось, удачно. 

3 апреля состоялось за- 
седание секция руководи- 
телей НОУ. - 'Собравшиеся 
говорили 0 том, что их 
волновало: как лучше го- 
товить подрастающее по- 
коленне к трудовой дея- 
тельностн, привнвать им 
навыки общественно —по- 
лезиой работы, как сде- 
лать нх достойными чле- 
нами нашего общества. Ру- 
ководителн секций расска- 
зали о работе за год, об- 
судилн планы иа будущее. 
Видимо, надо расширить 
рамки НОУ, привлечь к 
работе не только вузы, но 
н школы, иаучно-исследо- 
вательскне н конструктор- 
ские  учреждеиня. 

5 апреля на конферен- 
ции работала секция ма- 
тематнки. Было заслушано 
более 20 докладов,  подго- 
товленных учащимися я 
кружках при разных ву- 
зах города. Остановимся 
подробнее из докладе «Ма- 
тематнческне принципы по- 
строення  стереонзображе- 
ций» Е. Воробьевой (шко- 
Ла № 73). Леиа рассказала, 
как можно без стереофо- 
тоаппарата и моделей рас- 


счятывать 
реопары - к 


м создавать сте- 
изображением 
пространственных моделей 


многогранннков, — нагляд- 
ные объемные — иллюстра- 
цни к школьному курсу 
стереометрин. Затем всем 
присутствующим разда- 
ли очки с поляризаторами, 
н на алюминиевом экране 
через стереопроектор было 
продемонстрировано более 
36 снимков; “это вызвало 
бурную реакцию зала. 

По окончании работы 
секции состоялось  подве- 


дение итогов олимпиады, 
награждение команд школ- 
победителей, награжденне 
ДоКладчнков, выдача «на- 
правлений-рекомендаций» в 
вуз. Команда школы № 69, 
занявшая первое место п 
олимпиаде, получила пе- 
реходящни кубок горкома 
ВЛКСМ. первые три прн- 
зера олимпнады (комаиды 
школ №№ 69, 88 и 92) бы- 
ли награждены грамотами 
горкома ВЛКСМ и ...тор- 
тами. За активное участие 
Е конференцнн более 


На командной математической олимпнаде. 
Жюрн за работой. 


Кубок н торт получает команда школы 
№ 69 — победитель олнмпнады. 


Врученне премнй лучшим докладчикам. 


20 школьников были на- 
граждены дипломами об- 
кома ВЛКСМ, обкома проф- 
союза работинков просве- 
щения, высшей школы и 
научных учрежденнй, об- 
ластного совета по науч- 
ио-нсследовательской — ра- 
боте студентов. 

Премии «Кванта» (но- 
мера журнала с памятными 
надпнсями) по нтогам олим- 
пиады получили команда 
школы № 69 — единствей- 
ная, решившая задачу 
№ 1, комаида школы № 92— 


за едкиственное решение 


задачи № 10, а также 
П. Михеев н А. Мажо- 
ров — за смелость, настой- 


чивость и высокие резуль- 
таты. За активное участне 
а конференции такне же 
премии получили Е. Во- 
робьева, Н. Рыбнна (шко- 
ла № 125), С. Дорошевич 
(школа № 72) и ж.-д. шко- 
ла № 13. 


23 апреля в вузах Ом- 
ска прошли заседання ос- 
тальных секций юбилей- 
ной конференции НОУ. Уча- 
щнеся городских школ пред- 
ставилн еще 92 доклада по 
физической, меднцннской, 
биологической, ^ инжеиер- 
ной н др. тематике. Многне 
доклады были настоящими 
нсеследованнямн, семь до- 
кладов, подготовленных 
членами кружка прн Сн- 
бирском  автомобильно-до- 
рожном ниституте, были от- 
четами 06 исследоваииях 
работы двигателей. 


Нередко школьникн 
пробуют свой снлы сразу 
в нескольких кружках. 
Например, Е. улавко 
{школа № 112) сделала 
один доклад на тему «Оп- 
ределенне основных токснич- 
ных компоиентов в отрабо- 
таниых газах ДВС газо- 
хроматическим ° методом», 
а вместе со своей подру- 
гой Т. Кривопузковой — 
еще одни, по определенню 
содержания стронция в кар- 
тофеле н растеннях. Прн- 
менение удобрений в сель- 
ском хозяйстве полезно, од- 
нако вместе с удобрения- 
ми п почву попадают, в 
частностн, солн стронция, 
которые накапливаются в 
клубнях картофеля, в ра- 
стениях. пределить со- 
держание строиция позво- 
ляет спектральный ме- 
тод, нзвестный любому 
старшекласснику. Как кои- 
кретно это делается — и 
было рассказаио и показа- 
ино девушками, подготовнь- 
шими доклад в кружке прн 
сельскохозяйственном —ин- 
ституте- 


Куда пойдут дальше 
все эти ребята — они ре- 
шат сами. 
уверенным в том, что этот 
выбор. как и выбор сотен 
другнх активных членов на- 
учного общества учащих- 
ся Омска, будет осознан- 
ным. 


Но можно быть ° 


Задачи олнмпнады 


Г® = 

=... Построить 
ИТ х? 

график функции 


у— И ИС...Г 0...) 
в 


1. Пусть 
Хх 


{5 очков, 1! команда). 

2. сть в точках А, 
А.. ..., Ап сосредоточены 
электрические заряды, со- 
ответственно, 4, 9, 


....9 п. НО — некоторая точ- 
ка. В электростатнке вектор 
> ы — 
а= \ 0А 

Че 

фто | 
называют  дилольным мо- 
ментом системы зар ядов 


относительно точки О. По- 
казать, что если сумма за- 
рядов равна нулю, то дн- 
польный момент не завн- 
сит от выбора точкн О (3 оч- 
ка, 0 команд), 

3. Пусть рода 
-а,х-[...-Р ах — некото- 
рый многочлен шестой 
степени. Известно, что 
РЮ=Е(-#) для  Р=1, 
2, 3. Доказать, что } (х) — 
четная функция (3 очка, 
4 комыаиды). 

4. На сколько частей 
н как нужно разделить от- 
резок данной длнны а, что- 
бы произведеине длни всех 
полученных отрезков было 
ианбольшим? — (10 очков, 
2 команды). 

5. Пусть мил — на- 
туральные числа. Доказать 
что 

т;- п-=] 3 


та {7 п; Р т РЗ 


(2 очка, 0 команд). 

6. Доказать, что три 
иронзведення (1—а)6, (1— 
— 6) с, (1—с)а, составлен- 
иые из положительных 
чисел а<1, В<|, с<ЕЁ, не 
могут одновременно быть 
больше 1/4 (2 очка, 3 ко- 
манды). 

8. Найти множество то- 
чек на плоскостн, равно- 
удалениых от двух отрез- 
ков (—1< х< 4, у=0) ин 
([6=у=2, х=0). Рас- 
стояние до отрезка — рас- 
стоянне до ближайшей точ- 
кн отрезка (4 очка, 7 ко- 
манд). 

9. Найти остаток от де- 
ления многочлена 25123786 _|- 
- 221385 -|- х1384__ 3х? 82-|- 


-х?-—х? на многочлен х®— 
—1!(4 очка, 2 команды). 
10. Построить график 


функции уп (х-ЫМа (х-- 
-...)) (очков, ! ко- 
манда). 

11. Найтн объем фн- 
гуры, образованной при 


пересеченин двух круговых 
цилиндров раднуса ®, если 
их осн пересекаются друг 
с другом под прямым уг- 
лом {6 очков, ( команд). 

13. В равнобедренный 
треугольник с площадью 
$ вписанаокружность. Угол 
при вершине треугольнн- 
ка &. Прн каком & площадь 
вписанной окружности мак- 
снмальна? (3 очка, 3 ко- 
манды). 

14. Турист поднялся на 
гору, отдохиул там и слу- 
стился вннз по той же тро- 
пе. Подъем н отдых заня- 
ли больше суток, а все лу: 
тешествне меньше двух су- 
ток. Доказать, что есть 
место, на котором турист 
находился в одно и то же 
время суток (3 очка, 4 ко- 
манды). 

15. Решить уравнение 


(1/3 — 1) япзх -- 2 т 2х-- 
+2зтх =0 (5 очков, 
6 комаид). 

16. В ЕН 
трапеции АВСЬ углы А 
н ДР прямые, сторона АВ 
параллельна СО, длнны сто- 
рои |АВ|=а, |1СВ]|=Ь, 
АБ |=ес. На стороне АР 
взята точка М так, что угол 
СМП вдвое больше угла 
ВМА. В каком отношении 
точка М делит сторону АО? 
{5 очков, 4 комаиды). 

17. Решнть уравнение 


(еу-5- 


{2 очка, 52 команды). 

18. У трех геологов 
имеются 2 лошади. Рас- 
стоянне до лагеря 13,5 км. 
Как быстро они могут доб- 
раться до лагеря, еслн ско- 
рость человека 4 км/ч, а 
лошади 6 км/ч? (На одну ло- 
шадь вдвоем саднться нель- 
зя, лошадей без проводнн- 
ка пускать нельзя.) (5 оч- 
ков, 6 комаид). 


А. Виленкин 
Фото автора 


Ответы, указания, решення 


Высокне степени 


9 тв) 10239. Воспользуйтесь 


9 
неравенством (1 - =. <3. 


Что такое д? 

1. В АВР сторона АБ лежит против ту- 
ото угла. 2. Постройте угол САВ,, для кото- 
потоуза. + ВА В 


рого САВ, = С; А.Вь. Пусть (АВ,) П(СВ) = 
= Примените задачу 1. 3. Пусть Р; — 
проекция точки М; на [МизА:ц @ = 
= 1,2.....й — 2). Р‚_, — проекция точки 
Ми, на [ВС]. Прнимените задачу 2 к тре 
угольникам АМ, №, М; М.Р, М.М.Р.,...- 
Мь- Мь—1'Рь-е, Ми ВР... 4. Из зада- 
А 
| а .  Еслн 


2х 180? | 
АОВ = м ВЕТ-ЧИ, то АС =", 


чи 3 вытекает, что | АМ, |< 


а 
1№:С |= ты (а; — сторона многоугольни- 
@п 
а Яп+1 2 
ка Пз. В этом случае о —=5 ЕЕ 
А 
(© 


[АВ|+|ВС]>| АС] 
Рис. 1. 


5. Идея доказательства показана на рисунке 
1. При каждом «отрезании» периметр виеш- 
так как 


него многоугольннка уменьшается, 
ломаная заменяется отрезком. 


Рис. 2. 


Вооружившись методом коордимат 


© 
[-) 
> 

о 
+ 
>. 
о 
х 


> 


ОЕ т 
р Зе - 
5. аИ2. 


= 
- 5 И1345. 


7 Б 
. агссо$ 7. 


О снлах трення 
3. [| — = (2 наро). 


2-А= пан ( че вы ша) 


—4,5 КДж. 
1 
3.1 = н(--— чве )х 
Х (с05&— ияпа)? = 0,25 м. 


Задачн наших читателей 

р «Каант» № 9, с. 29) 

‚ Указание. 1976=8. 13. 19. 
2. Существуют; это те п только те числа, 
которые оканчиваются (в десятичной за- 
пнсн) одной нз четырех комбинаций цифр: 
2326, 4826, 7326 или 9826. 3. У каза- 
нне. Исходное число имеет вид Зя-2, 
полным квадратом не является. 4. (3), 
(6, 5, 4). (11). 


«Квант» для младших школьннков 

(см. «Квант», № 10) 

|. Отцу сейчас 40 лет. 

2. См. рисунок 2. 

3. Поскольку коробка — ше куб, 
можно счнтать, что а>в>с. После раз- 
вертки параллелепипеда задача сводится 


К такой плоской задаче для прямоуголь- 
вика со сторонами длины (а--с) и {6-Ес): 
отметить на сторонах прямоугольника 
по точке так, чтобы длина образовавшей- 
Решением 


ся ломаной была минимальной. 


Рнс. 3. 
А Е р 
О 
0 
В б Е а) [9 
Р 


В С Е 
Рис. 4. 


этой задачн является ломаная, звенья ко- 
торой параллельны днагоналям прямо- 
угольника, а длнна равна 


Е=2У @ Ро ео 

(см. рис. 3). 
ля решения исходной задачи не- 

обходимо, чтобы все звенья ломаной пере- 
секали границу ирямоугольннка со сто- 
ронами п н В. В этом случае должно вы- 
полияться следующее неравенство: 

аь> с? (докажите это!). 
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4. Если два разных фасона платьев — 
одной и той же расцветки, то продавщица 
не сможет составить витрину так, как ей 
бы хотелось. 


Математика — будущему рабочем 
(см. «Квант» № 19, с. 90) ь 
1 курс 


1. Биссектриса пересекает боковую 
сторону. 2. 2. 5. Самая легкая — корзина, 
самый тяжелый — саквояж. 


И курс 

1. Нельзя. 2. а=б, 6 = 4.5. 
ВИ курс | 

п Ве 

а - . Существует. 
Стомахион 


(см. «Квант» № 8) 
2. а) См. рис. 4, а: 


6) см. рнс. 4, 6; 
в) см. рис. 4, в. 
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А. Геронимус 


Диофантовы 
уравнения 
по простому 
модулю 


«Достопочтеннейший Дионисий, зная, 
что ты ревностно хочешь научиться 
решению задач, касающихся чисел, я 
попытался изложить природу их в 
могущество, начиная с тех основа- 
ний, на которых покоится эта на- 
ука. 
Может быть, этот предмет по- 
кажется тебе затруднительным, по- 
скольку ты еще с ним незнаком, а на- 
чинающие не склонны надеяться на 
успех. Но он станет тебе удобопо- 
нятным благодаря твоему усердию 
и моийм пояснениям, ибо страстная 
любовь к науке помогает быстро вос- 
принять учение». 

Таким посвящением открывается 
«Арифметика?» Диофанта Алексан- 
дрийского. 

В этой книге Диофант (он жил 
‘предположительно в 1Ш в.) сумми- 
ровал и расширил накопленный до 
него опыт решения неопределенных 
(т.е. с несколькими переменными) 
алгебраических уравнений в целых 
или рациональных числах. С тех 
пор эти уравнения стали иазываться 
диофантовыми. 

Вот примеры таких уравнений: 
= 22, х = + 59 +7. 

Интерес к днофантовым уравне- 
ниям связан, видимо, с самой приро- 
дой человека — сохранившиеся доку- 
менты обнаруживают его следы в глу- 
бине тысячелетий. Еще в Древием Ва- 
вилоне занимались поисками пифаго- 
ровых троек — целочисленных реше- 
ний уравнения х? -|+ 53 = 22. 
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«Арифметика» Диофанта легла в 
основу теории чисел нового времени. 
Со времен Ферма (ХУИ в.) диофан- 
товы уравнения стали предметом глу- 
боких исследований самых выдаю- 
щихся математиков ин неослабного ин- 
тереса всех любителей чисел, не усту- 
пающих в рвении достопочтенней- 
шему Дионисию. 

Росло и растет могущество задач, 
о котором говорится в посвящении. 
Теория диофантовых уравнений про- 
питалась связями едва ли не со все- 
ми областями современной матема- 
ТНКИ. 

Только в одном Диофант ошиб- 
ся — предмет не стал удобопонятным. 

Вероятно, последним, кто разде- 
лял эту надежду, был знаменитый не- 
мецкий математик Давид Гильберт. 
В 1900 году в докладе на Втором 
Международном конгрессе математи- 
ков он сформулировал 23 проблемы 
низ разных областей математики. Де- 
сятая проблема формулировалась так: 
указать способ, при помощи которого 
возможно после конечного числа опе- 
раций установить, разрешимо ли дан- 
ное диофантово уравнение в целых 
числах. 

Длительный период исследований 
завершился в 1969 году отрицатель- 
ным решением этой проблемы: оказа- 
лось, что общего способа, о котором 
говорится в ее формулировке, вообще 
не существует *). 

В связи с диофантовыми уравне- 
ниями ставились н более простые за- 
дачи. При их решении возникали 
очень красивые теории. О началах 
одной из них -— теории диофантовых 
уравнений по простому модулю .-— 
мы расскажем в этой статье. Чтобы 
этот рассказ был вам понятен, сове- 
туем перечитать статьи «Сравнения 
и классы вычетов» (№ 10) и «Сравне- 
ния по простому модулю» (№ 11). 


Переход 

к уравнениям по простому модулю 
Рассмотрим какое-нибудь днофанто- 
во уравнение. Предположим, что оно 
имеет решение, и рассмотрим вместо 


ы *) Подробнее об этом см «Квант». 1970, 
.\ г. 


входящих в решение чисел их классы 
вычетов по под р. Легко видеть, что 
полученный набор будет являться 
решением приведенного уравнения — 
уравнения, получающегося из дан- 
ного заменой каждого коэффициента 
на его класс вычетов по той р. По- 
этому необходимым условием сущест- 
вования решения у диофантова урав- 
нения является существование реше- 
ния приведенного уравнения по 
то@ р при всех р *). 

В этом разделе мы приведем два 
примера перехода к шо р, а в сле- 
дующем изучим диофантовы уравне- 
ния по п104 р (т. е. уравнения с коэф- 
фициентами в множесте ЁР›) сами 
по себе. Их теория гораздо проще, 
чем теория обычных диофантовых 
уравнений. Множество Ёр конечно, 
н установить, имеет ли данное дио- 
фантово уравнение решение, можно 
простым перебором. Поэтому не так 
удивительно, что для множества ЁРр 
имеются общие теоремы, гарантирую- 
щие существование решений. Мы 
сформулируем и обсудим эти теоремы 
в следующих разделах. 

Каковы целочисленные решения 
уравнения 


35х* -- 243 = 100 000? (1) 

Приведем это уравнение по 
то4 3. 35 ==2 (тод 3), 24 = 
== 0 (то4 3), 100 000 == 1 (то 3); 


поэтому по то4 3 уравнение (1) при- 
нимает вид 


24 — |. (2) 


2% при х Е Рз принимает значения 0 
и 2 (проверьте), поэтому у уравне- 


ния (2) нет решений, значит, нет 
решений и у уравнения (1). 
Равсмотрим пример посложнее: 
553 - 11%? + 132 = 0. (3) 


У этого уравнения есть одно очевид- 
ное решение: х = и = 2 = 0. Поста- 
раемся доказать, что других решений 
у него нет. 

Естественно рассмотреть уравне- 
ние (3) по модулю 5, 11 или 13.— 
тогда один из трех членов обратится 
в 0. Какой же именно модуль нам 
выбрать? 

*) О вычислениях «по модулю» говорится 
также в статье М. И. Башмакова 
{«Квант», 1971, № 3). 
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Ответить на этот вопрос нам по- 
может решенне задачи 4 статьи «Срав- 
нения по простому модулю». Из него 
следует, что в множествах РЁ; и Р,; 
все элементы являются кубами, а в 
множестве ЁР,;з только 5 элементов 
являются кубами. 

После приведення уравнения (3) по 
модулю 5 оно принимает вид 

у+32=0. (4) 
Поскольку любой элемент множества Рь 
является кубом и в Гь воэможно деленне, 
для любых а и Ь найдутся такие у н 2, 


что у3=а н 32=$. Поэтому в множестве 
Рь у уравнения (4) существует много не- 
нулевых решений (соответствующих па- 
рам а, 5, для которых а--5=0). Аналогнч- 
ный результат вереи и для Р\1. Поэтому 
у нас нет надежды, рассматривая уравие- 
ние (3) по модулю 5 илн 11, доказать, что 
оно имеет только нулевое решение. 


Рассмотрим уравнение (3) 
тоа 13: 


по 


5х8 + Пу? = 0. (5) 
В множестве Р,з кубами являются 


только элементы 0, |, 5, 8, [2. Соста- 
Вим таблицу. возможных значений 


выражения. 54а + ИВ, где а, БЕ 
Е {0, 1, 5, 8, 12}_ (в пересечении 


стоит сумма 5а + 15). Из таблицы 
видно, что единствениым решением 


уравнения (5) является х == у == 0. 
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Значит, для любого решения х., 
и, 2% Уравнения (3) хон у, делятся 
13: хо = 131, уо = 139.. Подста- 
вив эти выражения для хо нуов (3), 


мы получим 5-133%3 4- 11.1339 
+ 1320 = откуда 2, делится 
на 13: 2. — 132. Подставив и сокра- 
тив на 13°, получим БАН 
+1321 =0. Отсюда следует, что 
= 19: = Э. 2 = 92, 


н т д. Таким образом, х., У, 20 
делятся на любую степень 13, что воз- 
можно, только если ху = и, = 2, = 
= 0. 


Теоремы Шевалле и Варнинга 


Знание множества Р,. позволило нам 
сообразить, какой именно модуль 
сравнения стоит выбрать для иссле- 
дования уравнения (3). 

А что будет, если в уравнении 
не три переменные, а четыре или 
пять? Что будет, если степень урав- 
нения ›— не 3, а 4, 5 или 6? Чувст- 
вуется, Что ели число пере- 
менных увеличивается, то наши 
шансы доказать невозможность ре- 
шения исходного уравнения, рассмат- 
ривая его по какому-нибудь моду- 
лю, падают; если же увеличивается 


его степень -— растут. — Это 
интуитивное соображение можно 
уточнить. - 


Справедлива следующая замеча- 
тельная Теорема Шевалле: 
рассмотрим многочлен К (ху, х., ... 
...Х) С коэффициентами в множе- 
стве Ер; писть х, = х» = ... = х,= 
=0 — решение уравнения К (ж, 
х.,.... а) = 0; если степень много- 
члена ЕЮ (х,,Х., ..., Ха) меньше п, то 
у уравнения ВЮ (м, х.,...х,) = 0 
есть и ненулевое решение. 

Теорема Шевалле сразу следует 


из такой теоремы Варнин- 
га: если степень многочлена К (ха, 
х.,....^) @ коэффициентами из Ер 


меньше п, то число решений уравне- 
ния В (хи, хо, .... Х,) = О делится 
на р. 

Действительно, по теореме Вар- 
нинга число решений уравнения 
К (х,, хо, ..., Хь) = О равно 0 или 
> р. Но первый случай исключен, 
так как у уравнения есть нулевое 
решение. Значит, у него есть еще по 
крайней мере р,-— {| решение. 

Доказательство теоремы Варнин- 
га настолько просто и красиво, что 
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мы приведем его здесь, но сначала 
поговорим 


О некоторых суммах, равных нулю 


Чему равна сумма В, +8, +... +6, 
всех элементов множества Ё›? Ум- 
ножим все слагаемые на какой-ни- 
будь элемент а из Р», не равный би 1. 
Тогда сумма умножится на этот же 
элемент: аб, + аб, +... + аб, =а(В, + 


+6, +... +62). С другой стороны, 
прн умножении всех элементов мна- 
жества Кр на какой-нибудь элемент 


(520), мы снова получим все элемен- 
ты из _Ер; поэтому ГА +8. 4... + 
+ =аь, + ав, +.. ‚абь. Итак, 68. а-+ 
+$+.. +, =а (6, +6, +.. . +. 
Значит, 6, + 6+... 8 =0. 

А чему равна сумма 51 552+... + 


4-82 квадратов элементов  мно- 
жества ЕР? Умножим снова все его 
элементы на какой-нибудь элемент 
а (5-0, 1). Тогда сумма по тем же 
причинам, что и раньше, останется 
прежней: ‚ (@,)°+ (аб... ‚+ (@6,)*= 

= +82+.. ‚+65; с другой стороны 
(аа) (@Б) +... + (а) @ (1+ 
ый „8. Если 420,1, то “+ 
К-Ж. 

И вообще: если в множестве Рр 
найдется такой элемент а, что а^ = 
0,1, то сумма #-х степеней всех 
элементов из Ёр равна 0. 

Ясно, что если ‘а = 1 для перво- 
образного корня аиз Рр, то тем более 
$*—1 для всех остальных элементов 
65-0. Еслн а— первообразный ко- 
рень, то 2 =] в том и только в 


том случае, когда Ё делится на р — |. 
В частности, если О<#<р.—1, 


то а* == Ти сумма #-х степеней рав- 
на 0. Поскольку ОР 0Р-1 +12 --.7 


... Вр" = р-1, а ХР Х для 
х ЕРр (Малая теорема Ферма), мы 
нашли сумму А-х степеней элементов 
из Рр для любого Ё 52 0: 


1+8 +... = 
0, если 520 (тоё р— 1), 
р— 1, если Е=0(то4й р — 1) иЁ--0. 


Рассмотрим теперь некоторый од- 


ночлен ух. хи но все 
возможные упорядоченные наборы 
о, с.,....61 >, тде веРь =, 
2,..., п). Таких наборов р”. Будем 


считать, что Ё< п. Тогда для каж- 
дого набора можно вычислить значе- 
ние одночлена д, принимаемое на этом 
наборе: нужно подставить вместо х,, 
х.,....Х, первые { чисел набора. 
Чему равна сумма всех этих р” зна- 
чений? (Решенная нами задача о сум- 
ме А-х степеней является частным слу- 
чаем этой задачи: д=х, п= 1.) 
Мы предоставляем читателю иссле- 
довать этот вопрос. 

Для дальнейшего нам понадобится 
только, что если {< п или 0< А < 
< р--! для некоторого #, то иско- 


мая сумма равна 0. Это вы без труда 
докажете самн. 


Доказательство теоремы Варнинга 


Обозначим степень многочлена 
В (х,, х., ..., Х,) через т, число ре- 
шений урн ВиО 
через М (ЮВ). Нам надо из условия 


т< п вывести, что М (В) делится 
на р. 

В множестве М всевозможных 
упорядоченных наборов элементов 
из Рр длины л рассмотрим подмноже- 
ство Ма решений уравнения К (хи, 
Ха, .... Ха) =0. Подмножество Мы 
состоит из наборов Ка а: т, с. », 
для которых К (Си, Сл»....С,) =0 

Рассмотрим функцию {н, которая 
каждому элементу «Сл, С»,...,С>_ Е М 
сопоставляет число 1, если си, СЫ 
си> ЕМЬ, и число 0, если С (Си, ба... 

с, у в Мр. 

(Функция, определенная на неко- 
тором множестве М и принимающая 
значение | на некотором подмноже- 
стве А < М и значение 0 на осталь- 
ных элементах из М, называется 
характеристической функцией под- 
множества А. Таким образом, функ- 
ция {» является характеристической 
функцией подмножества Мв.) 

Из самого определения функции 
[ следует, что число решений № ь 
уравнения К(х,, Жан 
равно сумме значений функции р 


по всем элементам множества М. 
Это утверждение, казалось бы, ни- 
чего не добавляет к определению {[в. 
Тем не менее читатель увидит, что за- 
мена множества М, функцией {[» 
является ключевой в доказательстве. 
Рассмотрим теперь функцию [», 
которая отличается от функции [ 
тем, что вместо чисел Ги 0 прини- 
мает на решениях и нерешениях соот- 
ветственно значения Ги 0 из Ер. 
Сумма 5 ($) значений функции та 
по всем наборам С СЕН 
равна классу вычетов М (Ю) (по 
пою р) числа М (ЮВ). Поэтому для 
доказательства теоремы Варнинга до- 
статочно убедиться, что $ ({е) =0. 
Воспользовавшись Малой теоре- 
мой Ферма, представим функцию {ю 
многочленом. Для этого рассмотрим 


многочлен () (х1, Х,,..., хи) = -1—В(х, 
х.›..., Хи)Р- 1. Если Е (Су, Со». .-, б,)3Е0, 
то по Малой теореме Ферма — К(с,, 
Са... би)" = 1 КО, › с.) =0 
Еслн КС... ...си)=0, то В <, 
С›,... 61) =Ои Ос, с.,.. „с„)=1. 
Поэтому {в =0. 

Многочлен @(х,,х......х,) яв- 
ляется суммой одночленов: © = 
= 91 + 92 + ... +9. 

Нам достаточно проверить. что 


суммы значений каждого из одночле- 


НОВ 0, 4, .... 4) 1ю всем наборам 
ее равны 0. Тогда 
и сумма $ (в) — $ (9) будет 
равна 0, поскольку $ (0) = $ (41).+ 

+ $ (93) +... +$ (9. 
и например,  одночлен 
о Степень мно- 


9: = ХХ"... ха. 
гочлена @ равна (р-— 1) м. Поэтому 
степень одночлена д, меньше (р -— 1) 
(по условию теоремы т < л). Значит, 
Е А... + А < ф-— От. Из 
этого неравенства следует, что лнбо 
{< п, либо среди Ё,, №», ..., Е, най- 
дется показатель А;, для которого 
О<А<р-—1. Равенство 5 (4,) = 
= О следует теперь из результата, 
сформулированного в конце предыду- 
щего раздела. 


Теорема Вейля — Лэнга 


Выше мы уже говорили, что если 
у диофантова уравнения есть реше- 


ние, то у любого приведенного урав- 
нения (по любому простому модулю 
р) тоже есть решение. 

Утверждение: «Если у дно- 
фантова уравнения есть ненуле- 
вое решение, то у любого приведен- 
ного уравнения есть ненуле- 
вое решение», не верно. Например, 
уравнение 

х? | у Злу-9=0 
имеет ненулевое решение (х = 3, у= 
= 0), но по модулю 3 приведенное 
уравненне = 
и =0 
таких решений не имеет. 

Тем не менее ясно, что если у дио- 
фантова уравнения есть ненулевое 
решение, то для всех р, начиная 
с некоторого, у приведенного 
уравнения тоже есть ненулевое ре- 
шение. 

Обратное неверно: уравнение 

ил =0 (6) 
по теореме Шевалле имеет ненулевое 
решениев любом Рр, а уравнение 

хе? 2: =0 
ненулевых решений (не только в 2, 
но ив В) не имеет *). 

Рассмотрим теперь снова диофан- 
тово уравнение 

Юя, 4: = 0, 
коэффициенты которого — целые чис- 
ла. Интересно знать, каково множе- 
ство тех простых р, для которых су- 
ществует решение по мод р. Ответ 
на этот вопрос дает замечательная 

Теорема Вейля — Лэнга. 
Если многочлен Ю (х., х., ....Х,) аб- 
солютно неприводим, то уравнение 
В (хьх., ...^,) = 0 имеет  реше- 
ния по простому модулю р для всех р, 
начиная с некоторого. 

Под абсолютно неприводимым мно- 
гочленом мы будем понимать такой 
многочлен, который нельзя разло- 
жить в произведение двух многочле- 
нов по модулю р для всех р, начиная 
с некоторого. 


*) Это не очень интересный пример: чн- 
Татель может провернть. что по модулю 8 
уравнение (6) ненулевых решений не имеет. 
В упомянутой статье М. И. Башмакова ука- 
зан прнмер днофантова уравнения (3х3-- 
--4и3--523=0}, не нмеющего ненулевых ре- 
шений, для которого приведенное уравнение 
нмеет ненулевое решение по любому 
модулю. 


Условие абсолютной неприводи- 
мости в формулировке теоремы суще- 
ственно: из задачи 2 к статье «Сравне- 
ния по простому модулю» следует, 
что уравнение —#х!+х2=0 разре- 
шимо при р = 4 - | и неразрешимо 
при р = 4# -- 3. Простых чисел вида 
р = 4Е +3 бесконечно много, по- 
этому заключение теоремы для много- 
члена х1-х? не верно. Разумеется, 
для него неверна и посылка: из раз- 
решимости уравнения *м+22=0 
по модулю р = 4 +1 (а простых 
чисел этого вида тоже бесконечно 
много) следует, что оно разложимо 
на множители по этому модулю. 

Можно доказать, что «подавляю- 
щее большинство» многочленов абсо- 
лютно неприводимы. 

В отличие от теоремы Варнинга, 
доказательство теоремы Вейля — 
Лэнга в общем случае очень трудно. 

Рассмотрим один очень частный 


случай уравнения Л (х., х., ..., хи} = 
= 0: когда многочлен А -— первой 
степени: А (х,, Хх», ....Х,) = ах, - 


+ ах. +... Нах, + (хотя бы 
один из коэффициентов а, предпо- 
лагается отличным от 0). Легко ви- 
деть, что в этом случае № (В) = р"-!. 
Действительно, можно считать (пере- 
ставив, если нужно, неизвестн те), 
что а,==0; тогда, придавая х., ..., хь 
всевозможные значения из Рр и поло- 


—1 
жив х, = —@: (ах. |... ах, + В), 
мы получим решение. 

Теорему Вейля -— Лэнга можно 


уточнить: при больших р 
п—} 


[А (К) — 9" |<? , 


где с. некоторое число, зависящее 
от многочлена КР. 


Первоначальное доказательство Вей- 
ля основано на открытых нм глубокнх свя- 
зях между, казалось бы, далекими вопро- 
сами: дискретной, н даже конечной, за- 
дачей о чнсие решений уравнения Ю(хи, 
Хан....Хп)=0 ‚по простому модулю и гео- 
метрическим: строением непрерывного мно- 
жества комплексных решений этого урав- 
нения. то есть тех наборов комплексных 
чисел {4:, 4,....41), ‘для которых 
Ю(4:, @з,...,@и)==0. 

Недавно элементарное (не нспользую- 
щее никакнх косвенных методов), но тем 
не менее весьма сложное доказательство 
теоремы Вейля — Лэнга дал свердловский 
математик С. А. Степанов. 


В. Кравцов, И. Сербин 


Уголковые 
отражатели 


Уголковые отражатели -— это устрой- 
ства, которые применяются для от- 
ражения раднолокационных или оп- 
тических лучей в направлении, про- 
тивоположном первоначальному. Еще 
в недавнем прошлом оптические угол- 
ковые отражатели  использовалнсь 
только как скромное дорожное пре- 
дупредительное устройство ,— на ве- 
лосипедах, автомобилях, поездах, на 
дорожных указателях. Назывались 
они катафотами *). В настоящее время 
уголковые отражатели находят очень 
широкое прнменение: они исполь- 
зуются и в навигационной радиолока- 
ции, н в метеорологни, и в космнче- 
ских исследованиях. 

Как же «работает» уголковый от- 
ражатель? | 

Устройство его очень просто. На 
рисунке 1 приведены различные типы 


*) «Катафот» (греч.) — отражатель све- 
та назад к источинку. 


Рис. 1. 


уголковых отражателей. Это может 
быть треугольная призма, две боко- 
вые грани которой взаимно перпен- 
дикулярны (рис. 1, а). Эти грани 
(ОАА‘О’ и ОВВ'’О’) с внутренних сто- 
рон покрыты тонким слоем матернала, 
хорошо отражающего свет. Уголко- 
вый отражатель может представлять 
собой  четырехгранную — пирамиду 
(рис. 1, 6), три взаимно перпендику- 
лярные грани которой (АОВ, ВОС 
ни АОС) посеребрены. Радиолокацнон- 
ные уголковые отражатели — это три 
взаимно перпендикулярные плоскне 
пластины (рис. 1, 6), изготовленные 
из материала, хорошо отражающего 
радиоволны. 

Как видно, уголковый отражатель 
можно схематично представнть как 
снстему взанмно перпендикулярных 
плоских зеркал. Чтобы лучше понять 
принцип действия отражателя, рас- 
смотрим, как изменяет ход световых 
лучей система из двух таких зеркал 
(З: и 3. на рисунке 2). 

Луч $, падающий на зеркало 3, 
под углом ф., отражается от него 
(в точке А), попадает на зеркало 3. 
под углом ф. ин отражается от него 
(в точке В). Легко видеть, что в ре- 
зультате отражений луч «поворачи- 
вается» на угол 2ф, + 2$. = 180°, 
то есть луч отраженный параллелен 
лучу падающему и направлен в про- 
тивоположную сторону. 

Роль двух таких зеркал выпол- 
няют в отражателе-призме (рис. 1, а) 
гранн ОДА’О’ и ОВВ’О’. Луч света, 
падающий «на  грань-«гипотенузу» 
ВАА’В', после отражений в призме 
выходит строго в обратном направле- 
нии. Отметим, что преломление луча 
на грани-гипотенузе не сказывается 


в) 


на «оборачивающем» действии отра- 
жателя (рис. 3). (Очевидно, что если 
луч падающий н луч отраженный 
параллельны друг другу по одну 
сторону от преломляющей грани 
ВАА’В’ — внутри угла, то они па- 
раллельны и по другую ее сторону.) 

Однако отражатель, состоящий из 
двух взаимно перпендикулярных зер- 
кал, «обращает» только те лучи, ко- 
торые лежат в плоскости, перпен- 
дикулярной к ребру двугранного уг- 
ла, образованного зеркалами. Этого 
недостатка лишен отражатель, со- 
стоящий из трех взаимно перпендя- 
кулярных зеркал. Покажем, что вся- 
кий луч, попавший на такой отража- 
тель и испытавший последовательно 
отражения от всех трех зеркал, из- 
менит свое направление на прямо про- 
тнвоположное. 

Для этого предварительно рас- 
смотрим, как изменяется единичный 
вектор, определяющий направление 
луча, при отражении луча от плоско- 
го зеркала. На рисунке 4 3 — пло- 
ское зеркало, 5--— луч, падающий 


на зеркало под углом ф, 5 -— единич- 
ный вектор, определяющий направ- 


ление падающего луча, п -— едннич- 
ный вектор, перпендикулярный к пло- 


скости зеркала, х’=— единичный век- 


Рик. 2. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


тор, определяющий направление от- 


- = - 


раженного луча (векторы $5, пи $ 
лежат в одной плоскости). Предста- 


> > 
вим каждый из векторов $н $5’ в виде 
суммы двух векторов (будем назы- 
вать их «составляющими»): 


- ра > > 


$= $ 54, 5'’=$1 +54, 


= 


где составляющие $ и 5  параллель- 


ны плоскости Заз и $ :перпенди- 
кулярны к этой плоскости. Из закона 


>, 


отражения света следует, что $ |1 = 


— 


==5|1, а$, = — 51, то есть при отра- 


жении луча составляющая вектора 5, 
параллельная плоскости зеркала, не 
меняется, а составляющая, перпен- 
днкулярная к этой плоскости, ме- 
няет знак на противоположный. 
Тенерь рассмотрим три взаимно 
перпендикулярных плоских  зерка- 
ла — 3, 3, и 3. на рисунке 5. 
Пусть $ -— луч, падающнй на систе- 


му эгих зеркал; $-— единичный век- 
тор в направлении луча 5. Предста- 


внм $ как сумму трех составляющих 


> > > 


$., Зи И 5., параллельных осям Х, 
У п 2 соответственно. После первого 
отражения — отражения от зеркала 


3, — луч идет по направлению, опреде- 


ляемому единичным вектором $’. Сос- 


- > 


гавляющие вектора $°это — $„,$и, $,, 


— 


(составляющая $5, вектора $, пер- 
пендикулярная к плоскости  зер- 
кала 3,, меняет знак на противопо- 


Рис. 5. 


> - 


$, и$., 


ложный, а составляющие 
параллельные этой плоскости, ос- 
таются неизменными). Проследив по- 
следовательные отражения луча от 
зеркал 3. и 3х, мы убедимся, что пос- 
ле третьего отраження (от 3.) луч 
ндет по направлению, задаваемому 


— 
единичным вектором $’”, составляю- 
зцие которого равны соответственно 


—$., —5$,,—5,. Значит, любой луч, 
попадающий на систему трех взаимно 
перпендикулярных зеркал, отражает- 
ся этой системой в направленни, про- 
тивоположном первоначальному. 

Такую систему зеркал образуют 
три взаимно пернендикулярные по- 
серебренные грани уголкового отра- 
жателя-пирамиды (см. рис. 1, 6). На- 
личие «закрывающей» Угол гранн 
АВС не нарушает действия отражаю- 
щих граней АОВ, ВОС и АОС. 

Мы уже говорили © ТОМ, какое 
широкое применение находят угол- 
ковые отражатели. Самые «старые» 
из них, катафоты, можно представить 
себе как набор отражателей-призм, 
скомпанованных таким образом, ято 
ребра двугранных углов, образован- 


ных отражающими гранями, лежат 
в одной плоскости и  поверну- 
ты друг относителыю друга под 


всевозможными углами. Каждая та- 


кая призма отражает «назад» лучи, 
перпендикулярные к ребру двугран- 
ного угла. Оттого катафот и кажется 
светящимся. 

В новседневной практике уголко- 
вые отражатели типа изображенного 
на рисунке 1, 8 используются в на- 
вигационной ралнолокации. Напри- 
мер, бакены и буйки, снабженные 
такими отражателями, становятся бо- 
лее заметными для раднолокаторов. 
С номощью отражателей, прикреплен- 
ных к метеорологическим шарам-зон- 
дам, радиолокационным методом оп- 
ределяются скорость и направление 
ветра на большой высоте. 

Уникальны по своему применению 
онтические уголковые отражатели в 
космических исследованиях. Поме- 
щенный на искусственный ‚ спутник 
или на космический корабль отража- 
тель позволяет с очень болыной точ- 
ностью определять расстояния до этих 
объектов. При этом в качестве луча- 
локатора используется луч лазера. 

В 1969 году уголковый отражатель 
был доставлен экипажем американ- 
ского космического корабля Апол- 
лон-П на Луну. Через год на Луне 
ноявился второй уголковый отража- 
тель -— установленный на советском 
автоматнческом самоходном аппарате 


(Окончание см. на с. 46) 


Существует ли 
бесконечная 
шахматная партия? 


Новые правила проведения матча на 
первенство мира по шахматам в нрин- 
ципе допускают ситуацию, при кото- 
рой матч может продолжаться до бес- 
конечности или до полного истоще- 
ния одного или обоих участников. 

А может ли сама шахматная пар- 
тия длиться бесконечно долго? 

Если на доске возникла матовая 
позиция, то ясно, что сколь долго бы 
ни длилась данная партня до наступ- 
лення этой познции, она окончится 
за конечное число ХОДОВ. 
Таким образом, результативная пар- 
тия не может быть бесконечной. 
В ничейной же позиции партня могла 
бы продолжиться бесконечно, если 
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бы в правилах шахмат не было спе- 
циальных оговорок. 

Напомним известное правило о 
ничьих в шахматной партии: если 
на доске три раза или более вознн- 
кает одна и та же позиция, то в этот 
момент вы имеете право потребовать 
ничью. Говоря, что позиция одна и 
та же, мы имеем в виду, что одни 
и те же фигуры занимают одни и те же 
поля. При этом очередь хода должна 
быть за одной и той же стороной н 
внутренние возможности позиции 
тоже должны быть одинаковыми (это 
касается рокировки и взятия пешек 
«на проходе»). 

Будем считать, что при троекрат- 
ном повторении позиции ничья на- 
ступает автоматически. Тогда из 
числа шахматных нози- 
ций следует, что продолжительность 
лахматной партии ограничена свер- 
ху. Обозначим число различных по- 
зиций на доске через А. 


Упражненне 1. Найдите ка- 
кую-нибудь верхнюю оценку для А. 


Ясно, что тогда ни одна партия не 
может продолжаться более чем ЗА 
ходов (под ходом мы понимаем два 


полухода — белых и черных). Дей- 
ствительно, за это время по крайней 
мере одна позиция повторится триж- 
ды (при очереди хода у одной н той 
же стороны), и, если партия не за- 
кончилась раньше, то в игру вмеша- 
ется судья и зафиксирует ничью. Сле- 
довательно, при нашем предположе- 
нии (которого нет в шахматном ко- 
дексе!), правило о троекратном повто- 
рении позиции исключает бесконечную 
партию. | 

Предположим теперь, что ничья 
наступает при троекратном повто- 
рении не одной и той же позиции, а 
одной и той же серии ходов подряд. 
Покажем, что при этом условии может 
существовать, бесконечная шахматная 
партня, т. е. существует такая пар- 
тия, в которой никакая серия ходов 
не ловторяется три раза подряд. 

Рассмотрим простейший случай, 
когда на доске перемещаются только 
короли. Более того, каждому из 
них разрешим маневрировать всего 
на трех полях! Пусть белый король 
перемещается в левом нижнем уг- 
лу — по полям а|, а2, Ь1, а черный 
в правом верхнем — по полям 18, 
17, 58 и других фигур на доске нет. 
Обозначим ход каждого короля по 
часовой стрелке через 1, а против ча- 
совой стрелки через 2. Если началь- 
ное положение королей зафиксировано, 
то всякому их передвижению соот- 
ветствует определенная последователь- 
ность из единиц и двоек. Верно и об- 
ратное: любая последовательность из 
единиц и двоек задает некоторое пе- 
редвижение королей. Если, например, 


короли стоят на угловых полях (бе- 
лый — на а!, черный — на 18), то 
последовательности 12 21 21 12 21 12 
соответствуют такне ходы: 1. Кр а1=— 
а2 (первый член последовательности 
1 — белый король идет по часовой 
стрелке) 1... Кр №8 — 28 (второй 
член 2 — черный король идет против 
часовой стрелки) 2. Кра2— 21 
Кр 28 — 18 3. Кра! — 1 Кр 18 — 
87. 4. КРЫ — а! Кр? — 188 
5. Кра! — Ы Кр №8 — 17 6. Кр 1 — 
а! Кр 17 — 88. 

Таким образом, на языке мате- 
матики наша задача может быть сфор- 
мулирована так: доказать, что су- 
ществует такая бесконечная последова- 
тельность, состоящая из цифр Ги 2, 
в которой нет трех одинаковых рядом 
стоящих групп цифр. В книге А. М. 
и И. М. Ягломов *) доказано, что су- 
ществуют сколь угодно 
Длинные последовательности, 
состоящие из цифр 1 и 2, в которых 
нет одинаковых рядом стоящих трех 
цифр. 

В «Кванте» была напечатана статья 
Г. Гуревича **), в которой было до- 
казано, что существуют беско- 
нечные  последовательности, со- 
стоящие из цифр 1 и 2, в которых нет 
одинаковых рядом стоящих трех 
цифр. Следовательно, существует. н 
бесконечная партия, в которой ни 
одна серия ходов не встречается три 
раза подряд. 

Укажем теперь правила шахмат- 
ного кодекса, которые исключают су- 
ществование бесконечной партни. 

Это, во-первых, «правило пятиде- 
сяти ходов»: если в течение 50 ходов 
подряд на доске не была взята ни 
одна фигура и ни одна пешка не сде- 
лала хода, то партия считается за- 
конченной вничью. Во-вторых, пар- 
тия считается ничейной в том случае, 
если на доске возникла позиция, в 
которой выигрыш невозможен (ко- 
роль против короля, король против 
короля и легкой фигуры, король н 
слон против короля и слона «того же 
цвета»). 


*) А. М. Яглом, И. М. Яглом. 
Незлементарные задачи в элементарном из- 
ложенин. М., Гостехиздат, 1954. Задача 
1236). 

**) «Квант», 1975. № 9- 


Пользуясь этими правилами, мож- 
но оценить число ходов самой длин- 
ной шахматной партии. Произведем 
соответствующие расчеты. Шестнад- 
цать пешек в процессе игры могут 
сделать максимум 16 Хх 6 = 96 ходов. 
Пусть все эти ходы сделаны — тогда 
пешки взяли по крайней мере В фи- 
гур (если пешки, стоящие на одной 
вертикалн, проходят сквозь друг 
друга», то осуществляется хотя бы 
одно взятие). Если было произведено 
ровно В взятий, то еще могут быть 
взяты 2 Хх 7 — В == 6 оставшихся фи- 
гур и 2 Х 8 = 16 превращенных фи- 
гур, итого 6 -+- 16 = 22. Таким об- 


разом, общее число взятий и движе-. 


ний пешек не более 96 + 22 = 118. 


Упражнение 2. Докажите, что 
если число денжений пешек меньше %. то 
общее число движений и взятий может 
только уменьшиться. 

Поскольку между каждым про- 
движением пешки илн взятием может 
быть сделано не более 50 ходов (точ- 
нее говоря, на 50-м ходу пешка долж- 
на продвинуться илн фигура должна 
быть взята), а после последнего взя- 
тня партия сразу прекращается (на 
доске остались одни короли!), то об- 
щая продолжительность партии не 
более 50 Хх 118 = 5900 ходов. 

Более тонкий (чисто шахматный!) 
анализ показывает, что самая длин- 
ная шахматная партия продолжается 
на два хода меньше — 5898 


Список читателей, 
приславших 

правильные решения 

задач из Задачника «Кванта» 


В этом номере мы публикуем фамилин чита- 
телей, приславших правильные решення за- 
дач М496—М505 и Ф493—Ф507 (жнрные циф- 
ры после фамилий — последние цнфры номе- 
ров решенных задач). 


Математнка 


В большинстве присланных нам писем 
задача М500а) решалась правильно. Ос- 
тальные задачи решили: К. Абдухаликов 
{Алма-Ата) 6, 9, 06), в), 1, 3; Е. Абрамоч- 
кин (Куйбышев) 9; А. Агаев (С. Покровка 
АзССР) 7. 9, 06}; Д. Агаев (с. Зарнава 
АзССР) 9; С. Азнабаев (Новотроицк) 7, 
9, 06), в), 2; К. Аминов (Казань) 6, 9, 
06), в); И. Артюшкин (Пенза) 6, 8. 9; 
К. Архангельский (Киев) 7, 9, 05), в); 
Б. Баасандорж (МНР) 9; А. Бадалян 
(пос. Берд Арм. ССР) 8, 9%, 06), в). 1—3, 
5а); Б. Байсакалов (Алма-Ата) 6, 9, 2; 
Ю. Балаян (Баку) 7. 9, 06); А. Балинский 
(с. Дубляны Львовской обл.) 7, 8, 06), 
3. Ба); В. Батырев (Москва) 8—9, 06), 
2. 4а), 46), Ба), 56); Б. Бегун (Москва) 
6. 9; А. Бекжанов (Алма-Ата) 9. 06), 
8). 2; А. Белов (Ленинград) 6—9; «Л. Бе- 
ляев (Харьков) 6; Г. Бокк (Воронеж) 
6, 7, 9, 06), г), 1-3, 5а): В. Болотников 
(Харьков) 7, 9, 1, 2, 5а); А. Бондарев 
{Харьков), 6, 9, 06); А. Боричев (Ленин- 
град) 6, 3, 65а); И. Бородин (Соликамск) 
9. 06). в}; О. Бохонов (Кобрин) 6, 7, 9, 3; 
А. Бржезинска (ПНР) 3; А. Броварник 
(Крнвой Рог) 9: С. Буга (Москва) 6, 8, 


9, 06); А. Васильев {Саратов} 6, 9; С. Ва- 
сильев (Калинии) 2, 3; С. Васильев (Сара- 
тов) 9, В. Виноградов (Казань) 6, 
9, 2, 5а); И. Власов (Мичуринск) 9; Д. Во- 
лодько (Долгопрудный) 9, 06), в); М. Гай- 
синский (Ташкент) 9; В. Галактионов (Пен- 
за) 6; А. Галенко (Пенза) 6, 3, 5а); А. Гиле- 
ман (Москва) 6—9, 06), в), 1—3, 4а), 5а); 
Ю. Глухов (Щелково) 6, 8, 9, 1; М. Го- 
ганов (Карагаида) 6, 9, 2; А. Головин 
(Москва) 9; О. Головинская (Киев) 58а); 


О. Гордиенко (Павлодар) 6, 9, 06), в); 
М. Горелов (Белорецк) 1—3, 4а), 5а); 
Е. Горелова (Саратов) 2; Е. Горшкова 


(Пермь) 06), в); Г. Грабарник (Ташкент) 
6, 7,9, 06), в), 1,2, 5а); Н. Гринберг (Ки- 
ев) 6, 9: В. Грищенко (Павлодар) 9; В. Гу- 
ба (Вологда) 8—9, 06), в), 1—3, 4а)—в), 
5а); С. Гиузов (Львов) 1; А. Даценко (Харь- 
ков) 6, 9, 0в); В. Джалоян (с. Чишан 
Арм. ССР) 9, 06), в), 1—3; В. Димант- 
ман (Баку) 6, 9, 1—3. 5а); О. Дмитриев 
(Саратов) 6, 9, 06); А. Дороговцев {Киев) 
‚ 7; В. Дубинин (Ворошиловград) 2; 
И. Елишевич (Чернигов) 6, 9, 1; Н. Жер- 
каков (Золотоноша Черкасской обл.) 6, 
7, 9, 2, 3, 5а); В. Жилич (с. Хабары Ал- 
тайского края) 6; С. Е а (д. Харчи 
Ивановской обл.) 2; Е. Задумова (Саратов) 
2; В. Заев (пос. Печенга ЕВС: 
обл.) 6, 8, 2, 3; И. Зверович (Минск) 9; 
Е. Зиманов (Алма-Ата) 6, 9, 06), в); А. 30- 
лотарез (Николаев) 6; М. Ибрагимов (Шу- 
ша) 6, 9, 3; О. Ижболдин (Ленинград) 
6—9: Р. Измайлов (Баку) 8—3, 52); 
А. Ильин (Фруизе) 9, 06); Ф. Кабды а- 
иров (Алыа-Ата) 7, 9, 06), 1, 2; С. Калаш- 
ников (Рязань) 9; А. Каплан (Сумгаит) 
8, 7, 9, 1, 3, 5а); Г. Карагилян (Ереван) 
7, 9, 1.2, 4а)—в). ба); А. Кац (Ташкент) 
9; Г. Квернадзе (Тбилиси) 9; А. Келарев 


(Продолжение см. на с. 36) 


Лаборатормя «Кванта» 


В. Мильман 


Почему 
сгоревшая спичка 
изогнута? 


Известно, что играть со сничками 
опасно, — это может привести к по- 
жару. Но давайте все-таки, соблюдая 
самые тщательные меры предосторож- 
ности, проведем серию простых опы- 
тов с горящими синчками. Мы пред- 
лагаем вам понаблюдать, как меняет- 
ся форма снички прн горении. 

Прежде чем приступить к опытам, 
обеспечим их полную безопасность. 
Спички нужно будет держать пиице- 
том над тазом с водой. который дол- 
жен стоять на металлическом листе. 
Вынолнив соответствующие приготов- 
лення, приступим к опытам. 

Опыт 1. Держим зажженную 
спичку горизонтально. Пламя перед- 
вигается но сиичке, и по мере его нпе- 
ремещения сгоревшая часть спички 
поднимается. У разных спичек высота 
этого подъема различна. Некоторые 
спички при этом  закручиваются 
(рис. 1). Важно отметить, что «заги- 
бается» уже остывший (обгоревиий) 
участок спички. 

Опыт 2. Зажженную сничку 
держим в пламени плиты. Обгоревшая 
спичка почти не загибается. 

Опыт 3. Посмотрим, как горят 
разные по толщине спичкн. Утолщен- 
ные спички загибаются больше обыч- 
ных, а лучинки, отколотые от спич- 
ки, — меньше. 

осмотрим еще раз внимательно 
на горящую спичку, расположенную 
горизонтально. Пламя медленно про- 
двигается влоль спички; при этом 
древесина, находящаяся в пламени, 
еше ровная (не загибается). Цвет этой 


части спички — черный. Значит. тем- 
нпература этого Участка сравнительно 
невелика — не выше 500- 600°С. 
Сразу за пламенем движется узкий 
(=2 мм) красный поясок. Это — 
зона с максимальной температурой 
(— 700-- 750°С), в которой только что 
закончилось горение. Если посмот- 
реть на этот поясок сбоку,«в профиль», 
то видно, что верхняя его часть рас- 
калена докрасна, а нижняя — чер- 
ного цвета. Значит, верхияя часть 
спички начинает остывать, имея бо- 
лее высокую температуру, н поэтому 
дольше сохраняет красный цвет. При- 
чина такого неравномерного горения— 
конвекционные потоки воздуха. 
Может быть, именно этим — раз- 
ностью темнератур верхней и ниижией 
частей снички — и объясняется тол 
факт, что горящая спичка загибает- 
ся? Причем загибается так, что вы- 
пуклость всегда направлена в сторону 
более низкой (при горении) темпера- 
туры. Это предположение подтверж- 
дается такими опытами: если осто- 
рожно (так, чтобы она не погасла) 
дуть сверху на горящую спичку, то 
после сгорания получается почти ров- 
ный уголек — мы сдуваем пламя вниз, 
температуры верхней и нижней час- 
тей выравниваются; если к горящей 
спичке прикоснуться снизу холод- 
ным металлическим предметом (на- 
пример, гвоздем) и подержать его 
немного (так, чтобы спичка не погас- 
ла), то спичка будет загибаться силь- 
нее, чем при обычном горенни. 
Итак, качественно наню ипредно- 
ложенне о вызывающих 


причинах, 


Рис. 1. 


ьА. 


Рис. 2. 
загибание спички, 


как будто оирав- 
дывается. Попробуем произвести ко- 
личественную оценку. Для этого вос- 


пользуемся следующей моделью. 

Условно разделим сничку гори- 
зонтальной нлоскостью на две частн. 
Во время горения температура, верх- 
ней части выше, чем нижней, но их 
длины одинаковы. При остывании 
верхняя, более нагретая часть сжи- 
мается (укорачивастся) сильнее, чем 
нижняя, так как разность температур 
этой части спички и окружающего 
воздуха больше. Поэтому длина верх- 
ней частн остывшей снички будет 
меньше, чем длина нижней ее части, 
и спичка изогиется выпуклостью вниз 
(в сторону более холодной при го- 
рении части}. Такая модель напоми- 
нает биметаллическую пластинку — 
пластинку из двух сваренных метал- 
лов с разными коэффициентами тен- 
лового расширения. Основываясь на 
этой модели, оценим разность тем- 
нератур верхней и нижней частей 
спички в области красного пояска. 

Пусть 4 — длина спички, 4 — ее 
толщина. Для приближенной оценки 
можно считать, что в результате го- 
рения эти размеры ночти не меняются. 
Однако длины верхней и нижней час- 
тей сгоревшей изогнутой спички не 
одинаковы. Разность длин средиих 
сечений этих частей. равна 

Г с Г = ра А, (1) 
где © — коэффициент теплового рас- 
нирения древесины, АЁ — разность 
максимальных температур верхней и 
нижией частей спички; 
“ИК +54), 


й в (8-4). 6 


14 


(2) 


(см. рис. 2). Сравнивая (1) и (2), по- 


‚Лучаем выражение для 


к а 


— 24 ` (3) 


Измерить величину К нелегко. но 
через К можно выразить легко изме- 
ряемую величину Й (см. рис. 2): 


= КИ — соз В) -В (1 #). 


Для нашей оцеики с достаточно хо- 


рошим приближением можно счи- 
в и 
тать, что | — с0$ В = И — 5 = 


Полставив в это м значе- 
ние К (см. (3)), получим 


121 
й- бе” 
а 
Отсюда находим АЁ 
‚ ва 


Нтак. чтобы оценить величину АЕ, 
нам нужно экспериментально найти 
отношение #45. Результаты измерений. 
показывают, что с достаточно хоро- 
щим приближением можно считать 


[5 =соп$ == 10-2, 
Принимая 4 = мм, а& = (5-— 
-= 10) - © * град 1, по формуле (4) 
находим А = (100 -- 200) (град). 
Измерения АК сделанные с по- 


МОЩЬЮ _ енота ры, дали значения 
Шерхи. — (730 г з 10)°С. Кижи хх 
= (650 = 10)°С и Аё = (80 + 20)°С. 


Как видно, сделанная нами теорети- 
ческая оцеика неилохо согласуется с 
этими даннымн. Так что можно счи- 
тать, что рассмотренная модель, ко- 
торая никоим образом не учитывает 
химической природы процесса го- 
рения, верна. 

Возможно, наблюдая за горящей 
спичкой, вы предложите какое-иу- 
будь другое объяснение причин ее 
загибания. Тогда постарайтесь обос- 
‘новать и нровернить свои предположе- 
иня. И проводя свои эксперименты, 
помните: НЕОБХОДИМО СОБЛЮ- 
ДАТЬ ОСТОРОЖНОСТЬ! 


>) Погрешность формулы не превышает 
1% при < 38° и 10% — при В<= 60°. 


Математический кружок 
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Г. Гальперин, А. Кушниренко 


Спутники 
и задача 
уплощения 


Большинство задач, с которыми школьники 
сталкнваются на олимпнадах, конкурсах н 
страннцах математических кинг и журна- 
лов — это задачи так называемого олимпнад- 
иного типа: нх решение, как правило, осио- 
вывается на одной-едниственной идее. В ра- 
боте профессионала-математнка такие за- 
дачи возникают достаточно часто, но столь 
же часто математику приходится нметь дело 
с задачамн, в решеннн которых нужно ис- 
пользовать несколько рассуждений  совер- 
шенно разного типа. 

В этой статье мы хотнм познакомнть чнтате- 
ля с решением одиой такой иеслимлнадной 
задачн. 


1. Уплощение 
и ориентированный объем 


Иногда три небесных тела оказывают- 
ся на одной прямой. Если это Солнце, 
Земля и Луна, то астрономы назы- 
вают такое явление затмением, а ес- 
ли три произвольных тела -— то си- 
зигией. 

Затмения, сизигии и другие ред- 
кие расположения небесных тел из- 
давна интересуют астрономов и мате- 
матиков. В этой статье мы будем за- 
ниматься одним из таких редких яв- 
лений — попаданием четырех не- 
бесных тел в одну плоскость; назо- 
вем это явление иплощением. Точнее 
говоря, мы будем решать задачу об 
уплощении в космической системе, 
состоящей из планеты и трех ее спут- 
НИКОВ. 

Задача. Вокруг планеты О 
по трем различным круговым орби- 
там с центром О равномерно вра- 
щаются три ее спутника Р., Р. 


и Р. с уеловыми скоростями ©, ®. 
и ©. Обязательно ли найдется мо- 
мент времени, в который произойдет 
уплощение? 

Оказывается, что при некоторых 
значениях угловых скоростей момент 
уплощения рано или поздно иасту- 
пает при любых начальных положе- 
ниях спутников, а при некоторых 
других угловых скоростях удается 
подобрать такие начальные положе- 
ния спутников, что момент уплоше- 
ния не наступает никогда. 

Поставленный выше вопрос для 
трех конкретных значений угловых 
скоростей: 

а) =. = ю. = |; 

6) == ® =2; 

в) ©, =2, ©, =3, о =4 
составил содержание задачи М495 
из Задачника «Кванта» («Квант», 
1978, № 3). 

Приступая к изучению уплоше- 
ний, мы прежде всего должны на- 
учиться описывать уплощение ал- 
гебраически. Возникает 

Вопрос 1. Как, зная коорди- 
наты трех точек в пространстве, 
определить, лежат ли эти точки 
в плоскости, проходящей через начало 
координат? 

Рассмотрим сначала вопрос по- 
легче. 

Вопрос 2. Как, зная координа- 
ты двух точек на плоскости, опреде- 
лить, лежат ли эти точки на прямой, 
проходящей через начало координат? 

Ответ. Обозначим координаты 
данных точек М, и М, через (хи; #1) 
и (Хо; и). Мы утверждаем, что прямая 
М.М. тогда и только тогда прохо- 
дит через начало координат, когда 
выражение х:у. — и:Х. обращается 
в нуль. 

Действительно, если х,у. = уах., 
то при х, 5 0 и х. 5 0 можно на- 


писать — = =, т.е. точки 
Х1 Хх 

М,, М. расположены на прямой 

у = Ах 


Обратно: если М, и М, лежат на 
прямой у = Ах и х, 50, х. 50, то 
и = = их, — Их» = 0. (Слу- 

Хх! Х2 
чаи Хх =х, =0 их, =0, х. 520 
разберите сами.} 


Упраж ненне. Докажите, что 
число |жиуз—их.| равно нлощадни парал- 
лелограмма со сторонамн ОМ, и ОМ... 


Это упражнение поясняет, поче- 
му выражение ху -— х-у, называют 
ориентированной площадью паралле- 
лограмма (рис. 1). 

Вернемся к вопросу 1. 

Утверждение 1. Три точ- 
ки Р, (хи; ул; 21), Р» (2; Уз: 22) 
и Р. (Хз; Из; 23) пространства рас- 
положены в плоскости,  прохо- 
Эящей через начало координат, тогда 
и только тогда, когда выражение 
21 (х.з =— ХзУ2) — 25 (хауз ху.) № 


+ 25 (ку. -— хи) (*) 


обращается в нуль. 

Доказательство этого утвержде- 
ния можно найти, например, в книге 
У. Сойера «Прелюдия к математи- 
ке»*). Геометрический же смысл его 
весьма прост: выражение (.) есть 
так называемый ориентированный 
объем параллелепипеда, построенного 
на ребрах ОР., ОР., ОР, где О-- 
начало координат. (Модуль орненти- 
рованного объема равен обычному 
объему.) 

Из утверждения |1 мы получаем, 
что уплощение точек О (0; 0; 0), 
Р\ (хи:у 1:21), Рь(х; у; 2.) ц 
Ра (хз;\3;23) происходит тогда и 
только тогда, когда выражение (*) 
обращается в нуль. 

Подготовительная работа нрове- 
лена: мы можем прниотупать к изуче- 
нию случаев а)— в). 


2. Простейший случай: ®,=®.=®3:=1 


Положение снутника Р, в момент 
времени Ё обозначим через Р, (1); 
координаты точки Р, (Ё} обозначим 
через х, (5, и: (0, г, @). Аналогич- 
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но введем точки Р. (1), Р. (1 и их 
координаты. 

Ориентированный объем паралле- 
лепипеда, построенного на векторах 


— — — 
ОР, (1, ОР. (0, ОР. (1), — обозначим 
через (1. Мы получим явное 


выражение для У (2), если заменим 
в выражении (*)х, на х, (9, хх 
на х. (ит. д.: 
У = 20.0 — 
— ж (Ву: (01 — 
— 25 (0 [х, (В 0 — 
— хз (ди, (ду 
+ 25 (0х, О у, 0 — 
— % (0 и (10|. (*+) 

Точка Р, (1) совершает равномер- 
ное круговое движение вокруг точ- 
ки О с угловой скоростью ®, = 1. 
Поэтому при любом Ё точки Р, (В 
и Р, (ЕР л) лежат в противополож- 
ных концах некоторого диаметра ор- 

—_ — 
биты, т. е. ОР (Ё-+ п) = —ОР, (‚или 
Ха (Е Ел) = —х, (0, 
у (Ел) = —чу, (0, 
2 (Ел) = —2, (0. 
То же самое справедливо и для 
остальных двух точек (9; = ®; = 
=. 1). Отсюда и из формулы (*ж) мы 
получаем, что 
У(Е-+л) = —И(д. 
Про функцию У (В нам известно до- 
вольно мало, однако все же извест- 
но, что это -— непрерывная функция. 
Следовательно, между моментами # 
и 1 -- л, в котерые знаки функции У 
разные, найдется хотя бы один мо- 
мент {, в который У (1)=0. В этот 
самый момент и происходит унло- 
щение. 

Замечание. Фраза, выделен- 
ная выше курсивом, использует очень 
важную теорему анализа: если не- 
прерывная на отрезке |а; В] функ- 
ция У принимает в точках а и Ь 
значения разных знаков, то в неко- 
торой точке отрезка [а; Ь] функция 
У обращается а нуль. 


3. Случай ©.=0,=№ 9.=2 


Проведем через точки 0, Р, (В и 
Р. (1 плоскость л (1. Она пересе- 
чет орбиту спутника Р. в двух точ- 
ках .— концах диаметра Д (2) (рис. 2). 
(То, что мы сделали, разумеется, 


Рис. 2. 

имеет смысл только тогда, когда точ- 
ки О, Р, (1 иР. (1) в момент време- 
ни 2 не находятся на одной прямой. 
Если же в момент времени Е, точки О, 
Р, (№5), Р› (#0) лежат на одной пря- 
мой, ТО # — момент уплощения.) 
С течением времени диаметр О (0 
вращается, но, разумеется, неравно- 
мерно. 

Обозначим концы диаметра ОД (1 
через О, (1 ир. (1. Момент упло- 
щения соответствует попаданию рав- 
номерно вращающейся точки Р. (1) 
в одну из точек О, (9), О. (5. 

Поскольку ®, н ®. -— целые чис- 
ла, диаметр Д (№ вращается хотя 
и неравномерно, но периодически: 
р (Е- 2^) =Р (1 (так как 
РЕ) =Р, (0, Р. (ЕТ 21) = 
=Р, (1). Но и В» (# + 2л) = Р, (1, 
так что можно ограничиться рассмот- 
рением движения за время 2л. Та- 
ким образом, у днаметра О (1) суще- 
ствует средняя угловая скорость вра- 
щения, равная средней угловой ско- 
рости его вращения за время 27; 
обозначим ее через ©. 

Спрашивается: как связана ско- 
рость мс ®, их? 

Утверждение 2. Если 
спутники Р, и Р. имеют близкие 
орбиты и вращаются по ним в одном 
направлении, то ю= о, + о.. 


2 (6) 


Рис. 3. 


2 «Кпаит» № 12 


Поэтому если ®. >, Ко,, то 
точка Р. (#}, вращаясь в среднем бы- 
стрее диаметра О (1, в некоторые 
моменты будет обгонять его концы 
р. Й нр. (1. Эти моменты обгона 
и есть моменты уплощения. Анало- 
гично, моменты уплощения имеются 
и в случае ®. <, то... 

К сожалению, мы не умеем дока- 
зывать утверждение 2 чисто геомет- 
рически. Поэтому вывод, Который 
мы из него сделали, читатель должен 
рассматривать как правдоподобный, 
но не доказанный. Этот вывод пока- 
зывает, что если мы ищем движенне 
без уплощения, то стоит рассмат- 
ривать только случай ®; = ®, -- ®.. 

В нашем случае средняя угловая 
скорость ® вращения диаметра Д (1) 
равна 2 и совпадает с угловой ско- 
ростью вращения спутника Р5. За- 
пустим спутник Р. так, чтобы при 
{= О сдвиг фаз между Р, (0) и 
О, (0) был равен -- (рис. 3). Если бы 
диаметр О (1) вращался равномерно, 
то этот сдвиг был бы неизменен. Ес- 
ли же вращение О (1) неравномерно, 
но мало отличается от равномерного, 
то естественно ожидать, что сдвиг 
фаз между Р. (В ир (1 будет перио- 
дически колебаться около значения 5 
и поэтому никогда не станет равным 
нулю. 

А теперь, формально не опираясь 
на предыдущие рассуждения, приве- 
дем пример трех спутников Р., Р, 
ин Р., вращающихся вокруг своей 
планеты равномерно с угловыми ско- 
ростями &, =1, м. = 1, @;-=2 и без 
уплощений. 

Рассмотрим сферу $ единичного 
радиуса. Пусть планета находится 
в центре О этой сферы, а спутники Р; 
вращаются но ее болыним окружно- 
стям у,. Пусть Абу, Пу. П $. 
Поместим в момент времени Ё= 0 
спутник Р, в точку А, спутник Р, — 
ВАгочКу В орбиты у. такую, что 


АОВ = снутник Р. -— в точку С 


О л 
орбиты \, такую, что ПОВ 5 


(рис. 4). Тогда О (0) = К. П К., где 
К» и К»— два больших круга с гра- 
ницами ‚ у, и ‘7. соответственно, 


р, ©) =А, р, 0 =А (А- вто- 
47 


а 


‚ 


рая общая точка пересечения %,, 
2 и Уз, диаметрально противополож- 
ная точке А), так что Р. (0) =С 
не совпадает ни с ДО, (0), ниср, (0). 

Посмотрим, где будут находиться 
точки Р. (9, О, (Й ир, (1) в разные 


моменты времени. При 0% - 
точка Р, (1) лежит внутри дуги АА д/+› 


точка Р. (Й-- внутри дуги ВВ ив» 


конеи ОР, (В диаметра ДО (1 - вну- 
три дуги АС, противоположный ко- 
неи О. (1) диаметра О (1 — внутри 
симметричной дуги `АС, и, наконец, 
точка Р.( — внутри дуги СА 


{рис. 5). Прн 1=-- точки Р, (0, 
Р. (1,0, (0, О. (и Р. (1) располо- 
жены соответственно в точках Ал/з, 


Виз, С, СнА (рис. 6). Аналогичным 


образом легко указать положения 
л : п 
этих точек на интервалах; < 5, 


9 та! < 2 и в концах 


этих интервалов и убедиться, что точ- 
ка Р. (#) в промежутке времени от 0 
до 2л никогда не совпадает ини 
ср, (8, нн с О. (1. Поскольку этим 
промежутком времени рассматривае- 
мое движение полностью описывает- 
ся, в построенном примере моменты 
уплощения отсутствуют. 


4. Нули функции 
н определенный интеграл 


Чтобы установить, что в какой-то 
момент времени #, происходит упло- 
щение, достаточно показать, что вве- 
денная в п. 2 функция `\ (2) при Ё = 


= 2. обращается в нуль. Но как, 


вообще говоря, можно установить, 
имеет ли данная функция на данном 
промежутке нуль? Вы знаете, как это 
сделать для квадратного трехчлена; 
вам известны нули основных триго- 
нометрическнх функций $ Ь с0$ &, 
2 «р Вы можете ответить на 
вопрос о нулях функций послож- 
нее — например, функции < со$ Ё 
-- В со$ 2 -- у со$ 3. Однако уже 
для функции © с0$ Е -- В с0$ 2 - 
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Рис. 5. 


Рис. 6. 


Рис. 7. 


+ у с05 7 элементарные — методы 
не дают возможности ответить на во- 
прос о существовании нулей. 
Оказывается, — воспользовавшись 
понятием определенного интеграла 
(см. «Алгебра н начала анализа 10» 
или «Квант», 1977, № 5) можно дока- 
зать, что па заданном промежутке та 
или иная функция обращается в нуль. 


Утверждение 3. Если [коаь- 


а 

=0 и функция | непрерывна на 
отрезке [а; 5], то она на этом от- 
резке имеет нуль. 

Доказательство. На от- 
резке [а; Ь} функция { либо имеет 
иуль, либо на всем этом отрезке 
принимает значения только одного 
знака (см. замечание в кон- 
це п. 2). Из определения интеграла 
следует, что если функция ] во всех 
точках отрезка [а; 5] положительна, 
то и интеграл от нее на этом отрезке 
положителен, а если { всюду на 
[2; 6] отрицательна, то и интеграл 
от нее также отрицателен. 

Утверждение 3 доказано. 

Пример. Докажем, что при 
любых ©, В, у функция 

(0 =а с0$ Е- В с0$ 2Ё - у со$ 7 

имеет нуль на отрезке [0; 2}. Дей- 
ствительно, одной из первообразных 
для функции со$ и является функция 


эт п. По формуле Ньютона — 
Лейбница 


2х 


\ (© с0$Ё-+ В с0$ 21 + усо5 70 аЁ = 
= (аыт + Вт 2Е + 
1 2л 
{+ 75174 | =0, 
0 


так что существование у функцин 
п, с0$ Ё + В с0$ 2-Е у со$ 71 нуля 
на отрезке [0; 2л| следует из ут- 
верждения 3. 

Возвращаясь к нашей задаче, мы 
видим, что для доказательства суще- 
ствования момента уплощения доста- 
точно показать, что 


Гуа. 


0 


ры 


5. Самый интересный случай: 
©;=2, ©,=3, ®.=4 


В этом параграфе мы, пользуясь ут- 
верждением 3, докажем, что в случае 
0, =2, ®. = 3, ®, = 4 момент уп- 
лощения всегда существует. 
Найдем общий вид функции У (5. 
Для этого найдем общий вид коорди- 
нат х, (1, и (1), 2, (1 точек Р, (В 
(: = 1,2, 3) как функций от времени. 
Мы сейчас покажем, что каждая коор- 
дината точки Р, (1) совершает гармо- 
ническое колебание, т.е. имеет вид 
© 5 ЕЁ -Е В с05$ в: Ё. (==) 
Формула (+=) — непосредствен- 
но вытекает из такой леммы: 


Лемма. 2) Путь ии 9- 
два взаимно перпендикулярных век- 
тора одинаковой длины К в простран- 
стве. Тогда конец вектора 


ш (0 = и с05 о от в 


равномерно вращается с угловой ско- 
ростью & по окружности радиуса К, 


расположенной в плоскости векторов и 
> 


ии. 

6) Наоборот, если точка Р (1) рав- 
номерно вращается с угловой ско- 
ростью ® по окружности с центром О 
радиуса К, то в плоскости, которой 
принадлежит эта окружность, най- 
дутся два взаимно перпендикулярных 


> 


вектора и и и одинаковой длины 
такие, что 
ОР (2) = и 0$ ®Ё + оз ®ё. 
Доказательство. а) По- 


скольку векторы и с0$ ФЁи изм ®{ 
взаимно перпендикулярны, по тео- 
реме Пифагора 


(бр | 
=|ц |? (с0$ 04)? -| | 51? (5т ©} = К. 


Следовательно, конец вектора ши’ (1) 
движется го окружности раднуса К. 


Скорость конца вектора &(#} есть 
вектор 


00 С0$ ФЁ = и УП Е, 


а потому величина скорости в каж- 
дый момент временн одна н та же 


в 


и равна ®В, так что конец вектора 
ш (1) вращается равномерно. 


6) В качестве вектора и надо взять 

> 
вектор ОР (0), а в качестве вектора 
о-— вектор Ор [= Лемма дока- 


зана. 

Для получения общего вида функ- 
ции У (5 обратимся к выражению 
(»). Это выражение есть сумма ше- 
сти слагаемых, каждое из которых 
есть произведение трех сомножите- 
лей, каждый из которых, в свою оче- 
редь, является суммой вида (+ж»). 
После раскрытия скобок в каждом 
произведении у нас получится сумма 
сорока восьми членов вида 

Ар» (0 рз (1) рз (9, (#* ++) 
где А = число, а р,(0 = либо 
зт ®, (8, либо со$. ®; (8, = 1,2, 3. 
К счастью, нам вовсе не нужно вы- 
писывать явно эти 48 членов, так 
как значения коэффициентов А для 
нас окажутся не важными (так же 
как не важны были значения коэф- 
фициентов в примере из предыдущего 
параграфа). 

После приведения подобных чле- 
нов получаем, что У (1) есть сумма 
нескольких слагаемых вида 
Чтобы показать, что 


| У(041=0, — достаточно  про- 


вернть, что интеграл от каждого сла- 
гаемого (****) в выражении У (1) 
равен нулю. 

Преобразуем произведение 
р. (0 р. (0 рз (1) в сумму. Возможны 
различные случаи, в зависимости от 
того, сколько раз ,— один, два илн 
три -— в это произведение входит си- 
нус. Например 


(по, тю. $ в, Ё= 
= (<0 (©, 4 [57] #— 
— с0$ (®, + ®.) Вт в, = 
= [т (©, —®.-- юз) Ё+ 
+ $1 (©, — ®, — 6.) {— 
— т (&; о. — о.) {). 


Преобразовав аналогично остальные 
произведения, мы получим, что У (4 


есть сумма членов вида д зп уЁ или 
ы с0$ Уф, где у = +0, + ©, + ©; со 
всевозможными комбинациями зна- 
ков. При целых значениях ^, отлич- 
ных от нуля, получаем 


Ру с03 \Ё т 
} $114 = [ — < ) | = 0; 


2х 


с0$ УРаЁ= ты =0 
| г у | | . 


Разумеется, только что сделанные 
выкладки можно проводить лишь при 
у 5 0. Однако при любой комбина- 
цин знаков сумма у = +2+3-4 
отлична от нуля. Поэтому 

2х 

( у(041=0. 

0 


Следовательно, найдется такое 
значение Ёх Е [0; 2л|, что У (Ё,) = 
= 0, т. е. обязательно найдется мо- 
мент уплощения. 


6. Задача о спутниках-солнцах 


Разумеется, читатель заметил, что 
все рассуждения п. 5 останутся спра- 
ведливыми, если в качестве ®,, в,, 
®з взять любые целые числа, для ко- 
торых ни одна из сумм вида + ®, 
Е ®. - ®. не равна 0. 

Мы умеем доказывать, но, к со- 
жалению, не элементарно, следую- 
щую теорему о планете и трех спут- 
никах: 

Теорема. Пусть ®. -- наи- 
большая угловая скорость среди угло- 
вых скоростей ю, = 1,2, 3 

1) Если оо, о. то для 
любых начальных расположений орбит 
и спутников на них всегда найдется 
момент уплощения. 

2) Если =, Ко., то для 
некоторых начальных расположений 
орбит и спутников на них момёнтов 
уплощения не бывает. 

Используя этот результат, можно 
решить еще одну задачу (о спутни- 
ках-солнцах). 

Вокруг сферической планеты с цен- 
тром О нужно запустить с постоян- 
ными ненулевыми угловыми скоростя- 
ми по круговым орбитам (с центрами 
в О) несколько точечных спутников- 
солнц таким образом, чтобы в каж- 


дый момент времени все точки пла- 
неты были освещены лучами, исходя- 
щими во все стороны от спутников. 
Каково минимальное необходимое чис- 
ло спутников-солнц? (Считается, что 
планета не вращается; спутник-солн- 
це разрешается запускать на сколь 
угодно болышое расстояние от пла- 
неты, однако он освещает «аиапочку» 
на ней, которая всегда меньше полу- 
сферы; см. рис. 7.) 

Существенным условием в форму- 
лировке задачи является условие 
положительности угловых 
скоростей — спутников-солнц. При 
нулевых угловых скоростях получает- 
ся намного более простая и менее 
интересная задача об освещении сфе- 
рической планеты несколькими не- 
подвижными точечными прожектора- 
ми. Наименьшее необходимое в этом 
случае число прожекторов — четыре. 

Задача о спутниках-солнцах — 
сугубо математическая. Похожая 
практическая задача — создание си- 
стемы глобальной радиосвязи на Зем- 
ле — решается с помощью запуска 
трех спутников; правда, при этом 
не обеспечивается связь с полярными 
областями Земли. 

Решение задачи о 
спутниках -солнцах. Не- 
трудно сообразить, что ни одного, 
ни двух спутников для освещения 
планеты не хватит — в каждый мо- 
мент будут существовать неосвещен- 
ные точки (докажите это). Покажем, 
что и трех спутников мало. 

Действительно, в каждый момент 
времени на планете найдутся две дна- 
метрально противоположные точки А 
и В, которые не освещаются в этот 
момент спутниками Р, и Р.. Такими 
точками, например, являются концы 
днаметра планеты, перпендикуляр- 
ного к плоскости, проведенной через 
точки О, Ру и Р. (вспомните, что один 
спутник не может осветить сразу це- 
лую полусферу). Но спутник Р. ие 
сможет в этот же момент осветить 
сразу обе точки А и В — ведь они 
диаметрально противоположны! По- 
этому какая-то из точек А или В 
не будет в этот момент освещена 
ни одним из спутников. у 

Хватит ли четырех спутииков- 
солни? Если окажется, что в иекото- 
рый момент времени какие-то три 


из четырех спутников Р,, Р,, Р,, 
Р. будут находиться в одной плоско- 
сти с планетой О, то полностью при- 
менимы рассуждения предыдущего аб- 
заца. Если же такого уплощения не 
происходит, надо пробовать строить 
пример нужного нам движения или 
доказывать, что его все-таки нет. 
Итак, в случае, когда происходит 
уплощение хотя бы одной тройки 
спутников, в момент уплощения пла- 
нета не освещена полностью. Значит, 
надо выяснить, существуют ли такие 
положительные угловые скорости ®у, 
%., © и ©,, при которых никогда 
не происходит уплощение ни одной 
тройки спутников. Ответ на этот во- 
нрос нам дает сформулированная вы- 
ше теорема: в любой тройке, выбран- 
ной из чисел ©, ©, юз, @., макси- 
мальное число должно равняться сум- 
ме двух оставшихся. Пусть, для опре- 
деленности, <, < 0, < о, < о.. 
Тогда для тройки ®:, ®%., ®; должно 
быть ®; = @, + ®., для тройки @,, 
2.2, Должно быть 9а=ю, | фо, от- 
куда шз=- в%. Но для тройки ®у, @з, в 
должно быть в, = юз; + ®,, откуда 
«; = 0, что противоречит условию 
&®, > 0. Тем самым доказано, что 
искомых четырех положительных чи- 
сел ие существует. Следовательно, 
примера нужного нам движения четы- 
рех спутников по круговым орбитам, 
при котором планета была бы в каж- 
дый момент полностью освещена, по- 
строить нельзя; четырех спутников 
также недостаточно для осуществле- 
ния поставленной в задаче цели. 

Однако пяти вращающихся по 
круговым орбнтам спутников для пол- 
ного освещения всей планеты в каж- 
дый момент времени уже хватает 
(мы предлагаем читателям самостоя- 
тельно построить соответствующий 
пример). 

Кроме того, мы предлагаем чита- 
телям доказать утверждение пункта 2) 
теоремы для случая, когда ®., ®,, 
®- — целые числа. По-видимому, это 
можно сделать элементарно. 


Этот раздел ведется у нас 
нэ номера и номер с момента 
основання журнала. Публн- 
куемые в нем задачн не 
стандартны, но для нх ре- 
шенкя не требуется знаннй, 
выходящих за рамки нынеш- 
ней школьной программы. 


Нанболее трудные задачи от- 
мечены звездочкой. 
Решения задач из этого но- 
мера можно присылать не 
поздиее 1 февраля 1979 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка 21:16, 
редакция журнала «Каант». 
После адреса напншнте на 
конверте номера задач, ре- 
шення которых вы посылаете 
(например, «М536, М537», илн 
«$548» ). Решення задач по 
каждому нз предметов (ма- 
тематнке н физике), а также 
новые задачн просьба при- 
сылать в отдельных конзер- 
тах. Решения задач из 
разных номеров журнала так- 
же присылайте в разных кон- 
вертах. В пнсьмо вложнте 
конверт с напнсанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получите результаты 
проверки решений). Условия 
оригинальных задач, пред- 
лагаемых для публикации, 
присылайте в двух экземпля- 
рах вместе с вашими реше- 
ннями этих задач (на кон- 
верте пометьте: — Задачник 
«Кванта», новая задача по 
физике» или «<... новая за- 
дача по математике» }. После 
формулировкн задачн мы 
обычно указываем, кто ее 
предложил. Разумеется, ие 
все задачн публикуются впер- 
вые. Задачн М537 —М540 
предлагалнсь на ХХ Между- 
народной математической 
олнипнаде (см. с. 55). 
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задачник 


ибанта 


Задачи 
М536—М540; Ф548—Ф552 


№536. а) Докажите, что любой прямоугольник раз- 
мером тх2л клеток можно замостить двумя слоя- 
ми костяшек домино (плиток 1[Х2 клетки) так, что- 
бы каждая плитка верхнего слоя опиралась на две 
разные плитки нижнего слоя. 

6) Прямоугольник размером 2ЁХ2п клеток уже 
замощен одиим слоем костяшек домино. Докажите, 
что его можно замостить вторым слоем так, чтобы 
выполнялось то же условие (т.е. чтобы плиткн 
разных слоев не совпадали). 


М537. Окружность касается внутренним образом 
окружности, описанной вокруг равнобедренного 
треугольника АВС, а также равных сторон АВн 
АС этого треугольника в точках Р, @ соответствен- 
но. Докажите, что середина отрезка Р@ является 
центром окружности, вписанной в треугольник 


АВС 


М538. Множество всех натуральных чисел являет- 
ся объединением двух иепересекающнхся подмно- 
жеств {{(!), # (2), ....Ё (м), ...}, д (И, & (2), ..., 
& (п), ...}. где } (1)<{ (2)< ... {< ..., #8 |< 
<е (2)< ... < (п)... ив(®)=[@ ®)) для всех 
п>1. Определите } (240). 


М539. Пусть Р — данная точка внутри данной сфе- 
ры и А, В, С — произвольные три точки этой сфе- 
ры такие, что отрезки РА, РВ, РС вззимно перпен- 
дикулярны. Пусть @ — вершина параллелепи педа, 
определенного отрезками РА, РВ и РС, диагональ- 
но противоположная к Р. Определите геометриче- 
ское место точек (. 


№М540.* Международное общество состоит из пред- 
ставителей шести различных стран. Список членов 
общества состоит из 1978 фамилий, занумерованных 
числами 1, 2, ..., 1978. 

Докажите, что существует хотя бы один член 
общества, номер которого равняется сумме номеров 
двух членов из его страны или удвоенному номеру 
некоторого члена из его страны. 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


$548. Реактивная тележка массы т описывает 
мертвую петлю по вертикальной круговой дорожке 
радиуса КЮ с постоянной линейной скоростью и. 
Какая работа совершается силой трения при 
перемещении тележки из самого нижнего положе- 
ния в самое верхнее? Коэффициент трения между 
тележкой и дорожкой равен |. 

О. Савченко 


$549. Два шарика с массами т, и т, соединены 
пружинкой жесткости #; пружинка расположена 
горизонтально и не деформирована. Шарнкам од- 


новременно сообщаются скорости и; и и., как по- 


казано на рисунке 1, причем |и:| = |0,| = 9. Найти 
максимальную высоту подъема системы и наиболь- 
шую деформацию пружинки. 


$550. На шероховатый медный конус (покрытый 
мелкой насечкой, как напильник) надеты две шай- 
бы: алюминневая с отверстием раднуса г==1 см и 
железная с отверстием радиуса Ю=3 см. Расстоя- 
ние между шайбами а=6 см. На сколько изменит- 
ся это расстояние, если конус н шайбы нагреть на 
А[—=200 К? Тепловые коэффициенты линейного 
расширения меди, алюминия и железа равны, со- 
ответственно, В,=2,5.10- К-, В.=1,7-10-° К-* 
ни Вз=10-° К-*. Конус расположен вертикально, 
вершиной вверх. 

Г. Коткин 


Ф551. Груз массы т подвешен к двум пружинкам с 
жесткостью А, н А, с помощью нити и блока (рис. 2). 
Найти пернод малых колебаний груза. Нить и блок 
считать невесомыми. 

И. Слободецкий 


$552. Вольт-амперная характеристика неоновой 
лампы показана на рисунке 3. Прн каком значе- 
нин Ю сопротивления резистора, включенного в 
цепь, изображенную на рисунке 4, неоновая ‘лампа 
(н. л) не будет гаснуть после замыкания ключа К? 


М4. Рассмотрим гео- 
метрическую прогрессию, 
все члены которой — целые 
числа. (Например, 16, 24, 
36. 54, 81.) 

а) Докажите, что сумма 
квадратов трех  посдедо- 
вательных членов прогрес- 
сии делится на сумму этих 
цленов. 

6) При каких натуральных 
п сумма квадратов п после- 
довательных `° членов про- 
грессии делится на сумму 
этих п членов? 
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Решения задач 
М491—М493; $503, $505—Ф507 


Мы вначале решим задачу №491 — докажем утверждение 
пункта а) и ответим на вопрос пункта 6), а затем сформу- 
лнруем утверждение, из которого будут следовать оба 
пункта задачи. 

а) Обозначим трн последовательных члена нашей про- 
грессин через ду, аз. аз (все а; —— целые числа). Поскольку 


а;а; = а. получаем 
(а а, + аз}? = (а + аз +03) + 2а.(а, фа, +а.), 
Следовательно 
а? + а2 + а? = (а, + а. +23) (а, —а.-ра;} 


— что н требовалось доказать. 

6) Легко привести пример геометрической прогрессни, 
у которой сумма квадратов четырех последователь- 
ных членов не будет делнться на сумму этих членов: у 
прогрессии 1. 2, 4, 8, 16, ... сумма 12 - 22 -|- 42 -{- 8 = 
== 85 ие делится на сумму 1 + 2-- 4 { 8 = 15. Вообще, 
у этой прогресснн сумма квадратов первых 2 членов 
Та -- ... - 24-2 = (2% — 1)/3 ие делнтся ва 
сумму этих членов 1 + 2-|- 2? -|- -Е 288-—1 = 2% —1, 
поскольку 22 -|- | не делится иа 3 ни прн каком #. По- 
этому четные п не годятся. Если же п нечетно 
(п = 22-1), то сумма квадратов. л последовательных 
членов нашей прогрессни обязательно делится на сумму 
этих членов. Справедливость этого утверждения вытекает 
из тождества 


а аз - -- аа = (а, На, +... Ча 1)х 


х(а, —а, + аз—а, + *** — @2ь Назь+и), 


которое иетрудио доказать, например, по нндукцнн. 

А теперь сформулнруем н докажем утверждение, о 

котором было сказано выше. 

еорема. Если числа Ё и п взаимно просты, то 
сумма Ё-х степеней п последовательных членов геометриче- 
ской прогрессии, все чдены которой — целые числа, обяза- 
тельно делится на сумму этих п членов. 

(Поскольку числа Зи 2 взаимно просты, из этого ут- 
верждения следует пункт а) задачи М491 и ответ на 
пункт 6) — при нечетных п.) 

Доказательство. Обозначнм этн п последо- 
вательных членов прогрессни через а1, 42, .... ап. Мы хо- 


тим доказать, что сумма а\ — ай + .-:- а делится на сум- 


му а: Ра. -- ... + ап (прн условии, что Е н п взанмно 
просты). Пусть 9 — знаменатель прогрессии. Тогда 


а ро о 
а аз +... а ай (149+ --- +9" 0%). 


Докажем, что если Ё и п взаимно просты, то много- 
член ПГ хе + ... + х@-Ю делится на многочлен 1 -- 
х-+...--х”-* *). При доказательстве нам понадобятся две 
вспомогательные леммы. 


*) Здесь н всюду ннже, говоря, о делимостн многочленов, мы 
имеем в виду, что все коэффициенты частногп — целого чнсла. 


№492. В треугольник АВС 
вписан треугольник А! В.С: 
(так, что вершины Ат, 
Ву п С: лежат, соответст- 
венно, на сторонах ВС, 


Лемма 1. Бсли числа Е и п взаимно просты, то числа 


Е, 2, ЗЕ, ..., (п — 1) Е при делении на п дают разные 
остатки. 


Лем.ма 2. Если числа [ и т дают одинаковые остат- 
ки при делении на п, то многочлен х— хт делится на 
многочлен Г х-|... + хйЪ-. 

Лемма | доказывается методом «от противного». В 
самом деле, если при некоторых Ён ;(0<Ё<]< п) 
числа {# н {# дают одниаковый остаток при деленни на п, 
то число (} — й} Ё нацело делится на п. Но число} — Е 
< п; значит, числа Ё н п должны иметь общий делитель, 


отличный от единнцы, — противоречие с взанмной про- 
стотой Ё и п. 


Так как число различных остатков (не нулевых!) 
от делення на п равно п — 1, из леммы | следует, что 
если числа Ё и п взаимно просты, то среди остатков от де- 
ления на п чисел Е, 2Е, .... (п ЕЁ все числа от 1 д0 
п — 1 встречаются по одному разу. 

Докажем лемму 2. Пусть {> ти { = т -р рп. Мно- 
гочлен х” — х! = (1 -— хРП) хп делится на 1 — хп: 

1 — хРй — (1 — хп) (Г -- хй-- хм -- ...-- хФ-м), 
а | —х” делится на (1 — х), причем 

м = .. + 7. 
Отсюда следует утверждение леммы 2. 

Перейдем теперь к доказательству того, что многочлен 
АЕ --. № делится на 1--х-..: аи 
Обозначнм через А; остаток от деления на п числа {#. 
Тогда по лемме @ многочлен (х“ — х\*) + (х2К — х№з) +... 


а Ы —хп®-!) делится на многочлен 1+ х-+ 
+... + х"-\, Остается заметить, что в силу следствия 
из леммы 1 многочлен 1-х“ + х“ +-.-.+ хп" совпа- 
Дает с многочленом 1-44... х”— 1 н, значит, делнтся на 
него. Такнм образом, й 


о В О № 


Х (с + сх + сах? --- 4 срх?), 


где р= {#—1)(п— 1), ис, с,,..., ср — некоторые це- 
лые числа. Следовательно, 


аи ай + ... аа (1 а --- +490 " = 
=ай (1 -++9-+--- +49" ") (со + с19-4 с29° + + 
Чер9Р) = (а + а + --. а, )х 
х(еоэ! сч... ера 19". 
Для завершения доказательства теоремы достаточно по- 


казать, что числа а" 19, а^` 14?,..., а" 14? — целые. 


Действительно, число в — 1 — целое, поскольку оно пред- 


ставляется в виде произведения целых чнсел: а" 4 = 


А ад, Аналогично, а" 192 =а“—За., 
&—Гр п ЦЕНЕ 1 
ев а [1] = (а, ) — а, ь 


Попробуйте построить примеры, показывающие, что 
требование взаимной простоты Ё и п в утверждении тео- 
ремы существенно. 

А. Агаев. Г. Гуревич, 
Ф. Кадиров 
Ф* 


Мы приведем два решення этой задачи: первое — более 
«механическое», второе — более «геометрическое». 

Первое рещение. Поместим в вершины треуголь- 
ника АВС грузы масс а; $ и стак, чтобы центр тяжестн 
этой системы масс попал в точку Р. Для этого достаточно 


СА и АВ), причем отрезки 
АА, ВВ: и СС; пересека- 
ются в одной точке Р. До- 
кажите, что прямые, сог- 
диняющие середины сто- 
рон АВ и А. Ву, ВС и В, Ст, 
СА и С,А;, пересекаются в 
одной точке 9, причем точ- 
ки Р. О и центр тяжести 
треугольника АВС лежат 
на одной прямой. 


28, : 
7] ааа _ _ НЫ 
а—2. 6—5, с—6 
Рис. 2 
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ГАВу | ( 


выполнення двух условий: условия ВС — а, гаранти- 

рующего принадлежность центра тяжестн прямой ВВ, н 
АС, | 

условия Тс.в| =-— , гарантнрующего принадлежность 


ВА 
центра тяжести прямой СС:. (Тогда Аы ==; тем са- 


мым мы попутно доказали теорему Чевы: 


А 18.) 
18:С' ГВ СА Т= 


Добавим теперь в каждую вершину груз массы т = 
= а +6 + с (рис. 1). Центр тяжести О всей системы гру- 
зов можно найти, соединив точкн Р (центр тяжести перво- 
начальной системы) и М (центр тяжести «добавляемой» 
системы, т.е, центр тяжести треугольника АВС) отрезком 
н поделив его в отношении © + зы = а считая от точ= 

т 3 
ки М. 

С другой стороны, массы в вершинах А (2а +5 -+ 2), 
В (26 ао, Се -фта-+ В) можно распределить на 
«подснстемы» так: части масс А (а ди В ((а + с) а) 
заменить массой С, ((а -| с) (а - 6)/а); части масс А(а ++ 
+5) и С(@а + 5) с/а) — массой В, (а + 9 (а + 5/8. 
Образовавшинеся в точках В; н С, две равные массы 
имеют центр тяжести посередине [В:С!]. Массы, оставшиеся 
в верщинах В и С, тоже оказываются равными (хотя 


они могут получиться и отрицательными, как на рисун- 
ке 2): 


(а--оь (абс _ [3 
в — Е “о 


те — т 


=т--е 
и поэтому их центр тяжести находится посередиие [ВС]. 
Значнт, центр тяжести О всей системы лежит на прямой, 
соединяющей середнны отрезков В; С; и ВС. 

Аналогично доказывается, что © лежнт на двух других 


1| прямых, упомннаемых в условни. Чтобы перевести наше 


механическое решение на математический язык, достаточ- 
но дать определение «центра тяжести» системы масс. Пусть 
А; — точки плоскостн, пи — произвольные числа (# = 
—=1, 2, ..., п), «общая масса» т; -- ль + ... + т, = 
= М 50. Центр тяжести С = С. {А; (т])} оп ре- 
деляется условием: для некоторой (а тогда и для лю- 


—> — > ` 

бой) точки О плоскостн ОС= (но, + >: + м.ОА ум . 
(Это определение годится и для отрицательных т;.) Нетруд- 
но провернть единственный факт, которым мы пользуемся 
в решении: еслн т; =т, т; т; =М н т, =М, 
то центр тяжестн С =С {А; (т!)}  лежнт на прямой 
С’С", где С =С[А; (т;)}, @ =С (А; (т; |, причем 
=> > 

06 = (мМ’ОС + м”об”/м. 

Подробнее о «барнцентрическом исчисленин». которым 
мы воспользовались в этом решении, см. в кииге М. Б. Бал- 
ка «Геометрические приложения понятня о центре тяжести». 
В т:*ррое решенне. Обозначим середины сторон 
ВС; АС и АВ, соответственно, через Х, У н 2, а середины 
сторон В1С1, А, С; и А.В; — через Ху, У, н 2, (рис. 3). 
Поместим в точки А, В, Си Р единнчные массы я будем 
искать центр тяжестн этой системы матернальных точек. 

Пусть Хз, У и 2. — середимы отрезков АР, ВР и 
СР. Так как центр тяжести точек В и С находится п тхке 
Х. а центр тяжести точек А и Р — в точке Х.. то центр 
тяжестн всей снстемы лежит на прямой ХХ.. По аналогич- 
ным причинам он лежнт на прямых ХУ, и 22,. Поскольку 
центр тяжести снстемы материальных точек существует. 
единствен н должен принадлежать всем этим прямым од- 
новременно, эти трн прямые пересекаются в одной точ- 
ке; обозначим ее через О (см. рис. 3) 


Рис. 3. 


Рис. 


С друтой стороны, если $ — центр тяжести треуголь- 
ника АВС (т. е. точка пересечения его медиаи), то цеитр 
тяжести системы точек {А, В, С, Р} лежит на отрез- 
ке Р$. Выше мы показали, что центр тяжести этой системы 
находится в точке 0; значит © 6 |Р5$]. Более того, так как 
для отыскания центра тяжести системы {А, В, С, Р} 
последним способом мы должны поместнть п точку 5 мас- 
су в три еднницы, точка О делнт отрезок Р5 в отношеиин 

8: 


Если мы покажем, что прямые ХХ., УУ., 225 прохо- 
дят, соответственно, через точки Х,. Уги 24, то задача бу- 
дет решена. Последнее утверждение вытекает из следую- 
щей теоремы, примененной к четырехугольникам 
РА; ВС,, РВ. АС, и РА; СВ: 

Теорема Гаусса. Если никакие стороны че- 
тырехиугольника не параллельны, то середина отрезка, соеди- 
няющего точки пересечения продолжений противополож- 
ных сторон, лежит на прямой, соединяющей середины диа- 
гоналей. 

Для доказательства принадлежности трех точек пря- 
мой будем использовать следующий, почтн очевидный, 
критерий (иеобходимое н достаточное условие); 
докажите его самостоятельно. 

Пусть К — внутренняя точка › параллелограмма 
А; А. АзАд. Проведем через К прямые, параллельные сторонам 
параллелограмма, и обозначим через Вл, В». Вз, Вз точки 
пересечения этих прямых с его сторонами (рис. 4}. Точка К 
лежит на диагонали А,Аз пораллелограима тогдо п толь- 
ко тогда, когда Зкв, дв, = Зкв.л.В, (через 5 мы здесь 
обозначаем площадь). 

Доказательство теоремы Гаусса. 
Обозначим вершнны четырехугольника через А, В. С, О, 
точки пересечения продолжений его противоположных сто- 
рок через Ё н РЁ, а середины днагоналей АС, ВР и отрезка 
ЕЁ, соответственно, через Х, У и 2. Проведем через точки 
р, СиЕ прямые, параллельные прямым АРи АР, и вве- 
дем обозначення, как на рисунке 5- 

Очевндно, что точки С, Ё и Ю гомотетичны, соответ- 
ственио, точкам Х, У и 2 е центром гомотетии А и козэф- 
фицнентом гомотетнин 2. Поэтому принадлежность точек 
Х, У. 2 одной прямой равносильна принадлежности одиой 
прямой точек С, Ён А. 


ру 


№493. Докажите неравенства 

0,7851 —п< И 
+ив-#+... + 

я — пб < .79и*. 
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Из приведенного выше критерия следует, что точка Ё 
принадлежит прямой СЮ. еслн выполиено равеиство 
$хмро = $ьмт5. Докажем, что это действительно так. 

Поскольку точка С прииадлежит днагоналям нарал- 
лелограммов АЕОР и АВ$Е (см. рис. 5}, имеем: $дсси == 
= 5смор н $дссн = З$емат. Поэтому 5бемар” 
= Эсмзт. и. следовательно, $гмро = $рмтз, что 
и требовалось. Решенне закончено. 

Ф. Вайнгитейн, Н. Васильев 


$®* 


Возьмем четверть круга единичного радиуса: О — иситр 
круга, [ОА] — радиус, [ОА | = 1 (рис. 6). Разделим отре- 
зок ОЛ на п коигруэнтных частей (п — произвольное ия- 
туральное чнсло). На получиашихкся первых п—1 отрезках 
деления (считая от точки О) построим по прямоугольнику 
так, чтобы правые верхиие вершины всех прямоуголь- 
ников лежали на дуге окружностн ВА, ограиичивающей 
иашу «четверть коуга» (см. рис. 6}. Мы получим п—1 пря- 
моугольников, сумма площадей которых меньше площади 
четверти кругаединичного радиуса, то есть меньше - < 0,79. 


Поскольку эта сумма равна 
А 1 2 
«И :-(.-) г У:-(2) Е 
| ОН Е _ 
ч% И, (= ) я (У —т-- И — 2 -|- 


+... + Иа), 


из сказанного следует правое неравенство. 


Чтобы доказать левое перавенство, поступим следую- 
ним образом. Построим по прямоугольнику теперь уже на 
всех отрезках, получивших при делении [ОСА] —всего п пря- 
моугольников, причем так, чтобы все левые верхние вер- 
мины прямоугольников лежали на дуге ВА окружности 
{рнс. 7}. Мы получим изабражениую на рисунке 7 ступенча- 
тую фигуру. площадь которой уже больше площали чет- 


л. 
верти круга еднничного радиуса, То есть больше 4/2%.185. 


Площадь ступенчатой фигуры равна сумме площадей п 


прямоугольников с основаннями длины А. ин высотами 
длины 
9, —|- - и - ‚Мет 

п п в 


соответственно: 


| 2—1 п? в 
я (1 т Ут + У: же _ 
п? — п— 1 
‚Ио. 
Игак, 


те ИТ Уи... + 
- И — @— 12) 20,785, 
откуда 
0,785 и? — пИ—1-- ут... + 


+И—@— 1. 
А. Сивацкий 


Ф503. К вертикальной оси 
привязана нить длины 2, 
на конце и в середине кото- 
рой прикреплены одинако- 
вые шарики (рис. 8). Ось 
приводят во вращение с уг- 
л080й скоростью ®. При 
каком значении угловой ско- 
рости участки ОА и АВ 
начнут отклоняться от вер- 
тикали? Каким будет от- 
ношение малых углов откло- 
нения участков нити ОА 
и АВ от вертикали? 


Рис. 8. 


1 (таят) 


г 


Рис. 9. 


Форма такого «двойного» вращающегося маятника опреде- 
ляется двумя углами а ни ф отклонення нитей от вертнкалн 
(рис. 9). Поскольку нас ннтересует значение той угло- 
ВОИ скоростн ©, лри которой интн начннают отклоняться 


от вертикалн, ‘мы будем рассматрнвать двнженне маятннка 
прн условнн, что углы @& н ф малы. 


Пусть при мекоторой угловой скоростн вращення 
& нитн ОД н АВ отклоннлнсь от вертнкали на малые углы 
© и ф соответственно (рнс. 9). Прн этом шарикн враща- 
ются равномерно [ угловой скоростью ю по окружностям, 
лежащим в горизоитальных плоскостях. Раднусы этих 
окружностей равны соответственно г: = [5т@ н г = 


= [(5т а -- чт $), где { — длнна каждой ннти. Центро- 
стремительное ускорение 37, верхнему шарнку сооб- 
щает равнодействующая прнложенных к нему снл — снлы 


--л > 
тяжестн та (т — масса шарнка), снлы №: натяжения 


=: 
ннтн ОА н снлы №, натяження нитн АВ. Центростре- 
мнтельное ускорение (г, нижнему шарнку сообщает 


> > о = 
равнодействующая снл тр и №». Найдем силы М, м №. 

Нижннй шарнк не перемещается в вертнкальном на- 
правленнн; следовательно (см. рис. 9), 


> > > | те | 
рта ТТ №1605 Ф = | № | = 05 ф. - 


Верхннй шарнк также не перемещается в вертнкальном нап- 
равленнн; следовательно, 


> 


2|тд| 


та Е А с0$ ф = 2 та| = [М; | с054 > [М]. оз, 


Теперь запишем уравненне двнжения шарнков по ок- 
ружности: для ннжнего шарика— 


тоа4 (т а т Ф) — М те = реф, = (0 
для верхнего шарика— 


тоз т о = |М;| эта — [М зтф = 


= 2 [те а — [та х. (2) 
Поскольку углы < ин ф малы, можем считать $1т а =, 
зтф=- $, ва=оа, Е Фф=Ф. С учетом этого из (1 н (2) 
получаем 


4011 (@ $) = 4$. оЧа = [9] @«—$, 
нлн 


«ро -- Ф (021 — |] = 0, 


(6021 — 220 а Еф = 0. 


Из этих двух выраженнй находим: 


я [7 6 й = УЙ {3 
а з 
281 — ©4 


что позволяет занинсать следующее уравнение для 7: 


(озу — ар 216 = 0. 


Отсюда находим 
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Рис. 10. 


$505. Рассмотрим схему 
зарядки конденсатора от 
батареи (рис. 11). Кон- 
денсатор заряжается до на- 
пряжения батареи И. при- 

С: 
энергию о 


обретая 


и заряд = С:0. Этот 
заряд потребляется от ба- 
тареи, которая, таким об- 
разом, совершает работу 
И = 6,3. Коэффициент 
полезного действия — равен 
1/2. Найти способ зарядки 
конденсатора до напряже- 
ния батареи с ббльшим 
КПД. Не- разрешается ис- 
пользовать дополнительные 
источники энергии. 


Н 


Рис. 11. 
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= о+УХ, 


И веть, „-/ Не-у 


{значения фр = —@н ®> = — №, соответствуют враще- 
нню в противоположную сторону). Поскольку в.<5о4, ес- 
тественно считать, что нити маятника начннают отклонять- 
ся от вертикали прн угловой скоростн вращения ® = Фа. 

Найдем отношенне малых углов отклонения нитей ОА 
и АВ от вертикалв. Из выражения (3) имеем 


прн © = ©; — 


[2 
Тот факт, что при ш = в; < <, означает, что при такой 


угловой скорости нити ОА н АВ отклонены от вертикали в 
противоположные стороны (рис. 10.). 


Г. Бугаенко 


Ф 


Г. Возьмем еще однн конденсатор, емкость которого С. = 
= лС, (п — некоторое число), и включны его в цепь после- 
довательно с конденсатором емкостн С, (рнс. 12). Ем- 
С: п 
= СЕ 
С.С, "а -Т 
Заряды, которые приобретут конденсаторы, равны 


кость в такой цепи равна 


п 
91 = = п-1 С10, 
я напряжения иа конденсаторах — 


-&- ЩЕ, 


у 


Не заряженные конденсаторы от батареи, собе- 


еЕеЕяЕГИ, == 


рем цепь, показанную на рисунке 13. Напряжеиня, на 
м й = 91 9 92 
кон денсаторах в такой цепи и = < =, =пб, › 


где 91 В 92 — заряды, которые установятся на конденсаторах. 


Согласно закону сохранения зарядов 91 +9>= 91 +92 = 


2п 
НЕТ СИ. Решив систему уравнений 


2п 
9+4 = Е Саи, 
ч_< 
С — пСу» 
2п 2п 


найдем: 9 = "тр 0 С10, и "и р 70. 


Теперь конденсатор С1. заряженный до напряжения 
г, вновь подключим к батарее (см. рнс. 11). При этом он 


Рнс, 12. 


Рис. 14. 


дозарядится до напряжения (/. Заряд конденсатора увелн- 
чится иа 
п2-- | 


49 = С1(0—0\) = т 1 С20. 


Таким образом, суммарный заряд @, который получнл 
конденсатор С1 от батарен, равен 


2 пз 1 
Ом Е си. 


Энергия, которую приобрел коиденсатор, равна 
С: 


п=—. 


2 


Работа А, совершенная батареей при зарядке конденсатора 
до напряження (/, равна 


212 в -! р 
А = ОИ = ети: — СЫ. 
Так что КПД равен 
| {П-Е 12 


ПД 2-0. 


Чтобы значенне 4 было больше 1/2, необходнмо, чтобы 
выполнялось иеравенство 


(п-- 1): 
21 п-- 12>1. 


Отсюда находнм, что л<|. 
Итак, заряжая конденсатор С, „до напряження @, 
мы добиваемся более эффективного нспользовання батарен 


И 
(>=) если в описанном выше процессе пользуем- 


меньше С. 

Те. кто знаком с методом отыскання экстремумов с 
помощью пронзводной, могут найти, что в опнсанном про- 
цессе Ш = Чшах При п-= №3 (9тах^=57%). 

Используя це один, а два, три или больше дополии- 
тельных конденсаторов, можно придумать очень миого 
различных способов зарядки. При достаточно большом 
числе донолннтельных конденсаторов можно сделать КПД 
сколь угодио близкнм к едннице. 

Ц. Опишем еще одни способ зарядки, прн котором 
может быть достигиут КПД, близкий к единице. 

Соберем цепь, прнведенную на рнсунке 14. При вклю- 
ченни в цепь батареи (ключ К вн положенни /) ток через 
катушку начнет постепенно возрастать. Подождем и 


ся дополнительно кондеисатором С;, емкость которого 


деленное время, пока по цели протечет заряд 5—. 
(2 
За это время батарея совершнт работу —©— , часть кото- 
Си 


рой —  — перейдет в энергию конденсатора, а дру- 


гая часть будет запасена в магнитном поле катушкн. Те- 
перь быстро переведеы ключ К в положение 2. В течение 
некоторого времени ток через катушку будет продолжать 
течь в прежнем направленни, постепенно уменьшаясь. 
Кондеисатор прн этом будет дозаряжаться. В момент, ког- 
да ток в катушке станет равным нулю, быстро переведем 
ключ К в положение {. За то время, пока ключ нахо- 
днлся в положении 2, энергня магннтного поля катушкн 
перешла в энергню конденсатора. Таким образом, посколь- 
ку в этой цепи энергия не рассеивается (мы пренебрегзем 
сопротивлением катушки, батарен м т. д.), вся энергня 


2, потребленная от батарен, перейдет в энергию кон- 


$506. Под поршнем ци- 
линдра находится ртуть, 
занимающая объем Ур, и 
& молей идеального газа. 
Площадь поверхности порш- 
ня равна $. Поршень и 
дно цилиндра изготовлены 
из материала, идеальнд сма- 
чиваемого ртитью. Ртуть 
под поршнем приняла сим- 
метричнуию относительно 
оси цилиндра форму, пока- 
занную на рисунке 15. На 

< 


поршень действует сила Е. 
1} Вывести уравнение со- 
стояния системы ртуть | 
+ газ в форме р == [ (И. Т). 
2де р — давление, Т — аб- 
солютная температура, 
У — объем части сосуда 
под поршнем. 

2) Найти условие, при ко- 
тором р = 0. Поверхност- 
ное натяжение ртути рав- 
но в. Силу тяжести не учи- 
тывать. Принять, что объ- 
ем рпийпи и ге поверхност- 
ное натяжение П постоянны 
(то есть не зависят от 
Т и р} и что В<г. 


денсатора, который, следовательно, зарядится д0 напря- 
жения И. КПД в таком процессе равен еднинце. В реаль- 
ных условиях (ирн налични сопротнвленнй в цепн) кон- 
денсатор заряднтся до меньшего напряження, н для доза- 
рядкн его прндется подключить к батарее; в результате 
КПД несколько уменьшится. 


А. Ходулев 


х 


= 
Силы, действующие на поршень синзу, — это снла Ер 
= 


давления ртутн и сила Ёг давления газа. |Рр| = Рр$р,. 


г | = 2г (5 — $р), где рр. рр — давлення ртути н газа, 
$р — площадь поршня, покрытая ртутью. 
Давленне газа равно 


АКТ 
Ре = 


_ ВАТ 
И, "И 


где И; — объем, заннмаемый газом. Поскольку новерх- 
ность граннцы ртуть — газ нскривлена, давление «под» 
этой поверхностью, то есть давление газа, больше, чем дав- 
ление «над» ней. то есть давление ртутн. Найдем давление 
ртутн. 

Рэссмотрнм малый участок поверхности граннцы 
ртуть — газ (рис. 16). Поскольку гЪйЙ, можно счнтать, 
что эта поверхность — поверхность нолуцилнндра. Выдс- 
лим мысленно параллелепипед, п который вписывается 
эта поверхность (см. рис. 16). На него действуют снла 

= 


даваення газа |{.|-= ргз == рый, снла давления ртути 


- 
Ир] = рр$ == рр н силы поверхностного натяження ртутн 
— 


тов] == 07. Из условня равновесия этого параллелепипеда 
следует, что 


рый == рр -- 2 91, 
откуда 


20 
Вр — гр. 


Силы, с которымн газ н ртуть давят на поршень, равны 


= АКТ 
РИ = Ре ($ — $2) = уу, ($ — $5), 


р АТ 20 
[ЕР] = Рр5р = шв) р. 


Поскольку В<«л, можно считать, что $р = Ир/й. Учитывая, 
что й = У/5, найдем полную силу, действующую на пор- 
шень сннзу: 


АКТ 


> = 2 дУр52 
Ее ЕР! = Рер$ УИ: о — 


у? › 


где Рер — среднее давленне на поршень снизу. Отсюда 


АКТ — 20ур5 
и У 


$$07. Даны две пружины 
ив одинакового материала, 
каждая из которых свита 
виток к витку. Диаметры 
пружин — З мм и 9 мм, 
длины — Еом ци 7 см, 
диаметры проволок — 
0,2 мми 0,6 мм. Жесткость 
первой пружины 0,14 Н/см. 
Найти коэффициент  жес- 
ткость второй пружины. 


Среднее давленне равно нулю при условии 


АВТ 2 оУрз 

У — Ир —: уз ы 

то есть рер = 0 при 
т 20Ур$ (У — Ур) 

— УЗЕЮ Е 


С. Семенчинский 


Ф 


Заметим, что отрезок второй пружины длнной 3 см геомет- 
рнческн подобен первой пружнне — все его размеры точ- 
но в три раза больше. Посмотрим, как соотносятся жест- 
кости подобных пружин, изготовленных из одного мате- 
рнала. 

Жесткость пружины однозначно определяется ее 
геометрической конфигурацией и упругими свойствами 
материала, из которого она изготовлена. Будем искать 
формулу, определяющую жесткость А, справедливую 
для любой пружниы, геометрическн подобной первой. 
Коифигурация такой пружины полностью определена, 
как только задан какой-либо однн ее размер, например, 
диаметр внтка О. Действнтельно, любой другой размер мо- 
жет быть получен из соответствующего размера первой 
пружнны путем умножения на коэффициент подобия 
п = О/О., где О). — днаметр первой пружины. А упругие 
свойства материала характеризуются модулем Юнга Е. 

Воспользуемся теперь соображеннямн размерности. 
Из величии ЕЁ (размерность {Е} = Н/м?) и О (размерность 
[2} =: м} можно составить едниственную комбинацию 
с размерностью К (размерность [#] -= Н/м): ЕБ. Значит, 


# = сЕО, 


где с — безразмерная величина, завнсящая от параметров 
{ а 

пружниы, то есть с =} (> ° т) . Определить 
зиаченне с методом размерностей невозможно. Однако 
нам достаточно того факта, что для всех пружин, геомет- 
рнческн подобных первой, значенне г одно н то же. 

Этот вывод позволяет нам определить жесткость # 
пружины, геометрическн подобной < коэффициентом по- 
добия п == 3 первой пружиие г жесткостью #&, — 0,14 Нем 


#3 = З&, = 0,42 Н/см. 


Теперь сравннм пружину с жесткостью &з м вторую 
пружину из условия задачи, жесткость Которой & надо 
найтн. Все их параметры, за исключеннем длины, однна- 
ковы, так что меньшую из ннх можно представить в внде 
трех последовательно соединенных пружнн длиной | см, 
з большую — в виде семи таких пружин. Следовательно, 


под действнем одной и той же силы Ё удлнненне х,'-= | Р|/&, 


> 
меньшей пружнны и удлнненне х.-—=|Р ИА. боль- 
шей пружины относятся как 3 : 7. Следовательно, 


в, = а, =0,18 Н/см. 


А. Кузнецов, С. Кузнецов 


По страинцам школьных учебников 


А. Земляков 


Еще 17 вопросов 


Мы вновь предлагаем читателям про- 
верить себя: из пяти данных иа каж- 
дый вопрос ответов: а, б, в, г, д— 
выберите единственный верный. По- 
старайтесь уложиться в 30 минут. 


УШ класс 


1. Какое из указанных множеств 
является множеством решеиий не- 


равенства —- <? 

а) |1; + оо[, 6) Ю; Ц, в) |--— со; ОГ, 
д) |-—со; О ЛО; И. 

2. Какая из указанных функций 


является обратной к функции у= 
=—2х-{- 2?. 


а) и=2х—2, 6) у=--х+ 1, 
в) и= —-х+ 9 и= — х—1, 
д) у= Хх 2. 
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3. При какой наибольшей погреш- 
ности измерения стороны @ квадрат- 
ного участка граница относительной 
погрешности вычисленной затем пло- 
щади не превосходит 1%, если грубое 
измерение дало а^=100 м? 


а) 1 м, 6) 0,5 м, в) 0,01 м, г) 0,05 м, 
д) 10 м. 

4. Сколько существует бесконеч- 
ных геометрических — прогрессий, 
1-й и 17-й члены которых оба равны 
—1? 

а) ни одной, 6) одна, в) две, г) че- 
тыре, д} бесконечно много. 

5. Чему равно значение с0$ 210? 

а) и 3/2, 6) — У 3/2, в) 12, 
г) —1/2, д) это значение не опреде- 
лено. 


Рис. 1. 


6. Какая из указанных на ривун- 
ке 1 точек (а, 6, в,г) является образом 
точки а при повороте Юз > 

а) — г) см. риб. 1, д) нужная точ- 
`ка не указана. 

7. Длины трех сторон треуголь- 
ника равны 2, Зи 4. Каков вид этого 
треугольника? 

а) тупоугольный, 6) прямоуголь- 
ный, в) остроугольный, г) по длинам 
сторон определить нельзя, д) такого 
треугольника не существует. 

8. Отношение периметров двух 
правильных треугольников равно 2. 
Чему равно отношение — площадей 
этих треугольников? 


а) 1, 6) 2, в) УЗ, г) 3/2, д) 4. 

9. На рисунке 2 заданы векторы #7 
и п. Какому из указанных на рисун- 
ке векторов (а, б, в, г) равна разность 
ти? 

а) — г) см. рис. 2, д) эта разность 


равна 0. 


[ГХ класс 


10. Какое из указанных мно- 
жеств является множеством решений 
неравенства |х--1 [>>1? 

а) 10; + оз[, 6) ]0; 2, в) }-—2, 9, 
г) --со; 0/2; -Н ое, д) }--с°; —2((] 
(0; -о[. 

11. Сколькими способами из 100 де- 
талей можно выбрать партию из 
10 штук для контроля. качества? 


а) Рлс, 6) Ру, В) А10, г) Со, 
д) 100. 
12. Чему равен предел функции 
ж—1 
1® = при х—1? 


У 


() 


Рис. 3. 


. а) 0, буи, в) 32, в) 12, д этот 
предел не существует. 

13. На рисунке 3 сверху изобра- 
жен график функции и=} (х). Ка- 
кой из расположенных под ним гра- 
фиков (а, 6, в, г. д) может являться 
графиком производной функции |, 
т. е. фуикции у= (>)? 

14. Сколько существует плоско- 
стей, проходящих через данную точ- 
ку и параллельных двум данным скре- 
щивающимся прямым? 

а) ни одной, 6) одна, в) две, г) че- 
тыре, д) бесконечно много. 

15. Какие из указанных на ри- 
сунке 4 фигур 1, 2, 3 могут являться 
параллельными  проекциями куба? 

а) все три, 6) только 1, в} только 3, 
г) 2 из, ДТ и 3. 


Рис. 4. 


16. На рисунке 5 изображен па- 
раллелепипед. Каково разложение 


вектора х по векторам а, 6 и с? 

а) аНб-Ес, 6) а Ь—с, в) ас, 
г) —а—6—с, д) нужное разложение 
не указано. 


(Начало см. на с. 12) 


(Свердловск) 6, 8—4, 5а); Г. Кисилев 
{Татнщево Саратовской обл.) 6; С. Кол- 
паков (р/п Чернышковский Волгоградской 
обл.) 9; С. Кочетов (по Дружба Красно- 
дарского края) 9, 2; О. Кравец (Воронеж) 
9; С. Кузнецов (Ангарск) 6—9, 06), в), 
1—3; Е. Кузьмин (Череповец) 6, 9, 06), 
в), 2, 3, 5а); А. Киулеско (Донецк) 6, 9, 06), 
в), 1. 3; Е. Лапин (Алма-Ата) 9, 06), в); 
Ю. Лапуста (Тернополь) 6, 8, 9, 06), 
8), 3; В. Лашкин (Кнев) 6, 9; Л. Леви- 
тов (Москва) 7, 9, 06), 2, 3, 5з), 6); И. Ле- 
щенко (Херсон) 9: А. Логинов (Ташкент) 
9; Д. Людмирский (Киев) 9; Г. Манта- 
шян (Ереван) 9; К. Манукян (Тбнлисн) 3: 
С. Мардаев (Кемерово) 2; В. Матчишин 
(Целиноград) 9, 2, 3; 5а); В. Машевский 
(Одесса) 6. 9: Р. Мешойрер (Москва) 6. 
9, 3, ба): А. Миндлин (Саратов) 9, 06), 
в) Д. Миндлин (Ташкент) 6—®; С. Мо- 
рейно (Москва) 9; В. Морштейн (Харьков) 
6, 9, 06); Т. Мынбаев (Алма-Ата) 6. 9; 
Е. Мясников (Канаш) 6, 9; Б. Надеждин 
(Долгопрудный) 6—9, 06). в), 13. 5а); 
С. Новиков (Херсон) 6, 9, 3, ба); А. Ново- 
селя (Ташкент) 1; А. Опарин (Горькнй) 
6, 9. 2, 3; И. Ориняк (Бурштын) 9, 06), 7 
С. Осенний (Кнев) 9; А. Павенис (п/о 
Ногале Лат. ССР) 6; А. Паланджян (Ере- 
ван) 9; Л. Петрусевич (д. Козлы Мннской 
обл.) 6, 9; С. Печенкин (Алма-Ата) 9; 
В. Подстригач {Львов} 9, 3; А, Попелю- 
хин (Киев) 6, 9, 06). в); С. Пошехонов 
(Энгельс) 7: В. Прилугов (Барнаул) 3; 
В. Процишин (с!з Бобровский Павлодар- 
ской обл.) 6, 7, 9, 3; Г. Пиричачиашвили 
(Тбилиси) 8, 9; В. Радченко (Киев) 6, 9, 
06), в), 3: 3. Райхштейк (Ярославль) 
6, 7. 9, 06), в); В. Решетников (Муром) 
1, 2; И. Ройзман (п. г. т. Калнновка Внн- 
ницкой обл.) 6. 7, 9, 06); А. Ролацгин 
(Воронеж) 2: Т. Рыльская (Москва) 9; 
И. Савенков (р. п. Лысые горы Саратов- 
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Рис. 5. 


17. Длины векторов ан равны 
а=1, 5=2. Чему равно скалярное 


произведение (2—5) . (<? 


а) 0, 6) 3, в) 5, г) —3, д) ответ за- 
висит от угла между векторами а и 6. 


ской обл.) 6, 7, 9, 08); С. Сазонов (Уфа) 
9, 1; С. Севастюк (Невинномысск) 9; 
М. Севрюк (Москва) 8—5; П. Селиванов 
({Семнпалатннск) 6, 06), в); А. Сивацкий 
(Ленннград) 6, 7, 9, 06), 3, 4а), 6), 5а); 
А. Сивенцев (Свердловск) 6; С. Сидорен- 
ко (Брянск} 3, 5а); В. Скричевский (Киев) 
6, 9; А. Смыслов (Конаково) 6, 9; А. Сро- 
мин (Ленннград) 9; С. Стадниченко (Пен- 
за) 6, 9, 3, 5а); М. Стрешинский (Донецк) 
6; Г. Субоч (д. Нарочь Минской обл.) 
6, 9; Ф. Сиухочев (Ташкент) 6—9. 2, 3, 
5а); О. Тавчень (Мннск) 9; А. Тартаков- 
ский (Москза) 6—3, 46), 5а); К. Гаталян 
(Ереван) 8, 9, 1, 5а); С. Тихомиров (Москва) 
9; Ю. Трофимчик (п. г. т. Калиновка Вин- 
нникой обл.) 6: В. Трухин (В. Уфалей) 
6. 9; О. Трушин (Кострома) 6; К. Туйте- 
ев (Ходжейлнн) 6; Д. Тураев (Горькнй) 
1. 3, 52а); О. Тюрина (Павлодар) 06), в); 
В. Уманский (Баку) 6, 9, 1-3, 5а); Н. Фе- 
дин. (Омск) 2; Г. Фирсова (Ленннград) 
6, 9. 1. 3, 58); ТГ. Хайбулин (Загорск) 
6, 9. 2. 52}; С. Хлебутия (Москва) ®. 7, 
9, 1—3, 42а), 6); С. Хосид (Алма-Ата) 
1—3: Ю. Церковский (Москва) 9; А. Чап- 
лыгин (Ннколаев) 7, 9, 1. 3; П. Чеботарев 
(Москва) 6, 9: И. Черная (Ленинград) 
6, 9, 3; М. Чикин (Воронеж) 6, 9, 06); 
В. Шаблинский (Кнев) 9. 06), в); А. Ших- 
керимов (Сумгаит) 6; Е. Шкляр (Гомель) 
9, 56а); А. Ялышев (Тула) 06); Н. Ярошен- 
ко (с. Устивнца Полтавской обл.) 9. 


Физика 


Почти все читатели, прнславшне решення 
задач Ф493—Ф507, справнлнсь с задачамн 
Ф493, Ф499 и Ф504. Остальные задачн 
правнльно решнлн: С. Аэнабаев (Ново- 
троицк Ореибургской обл.) %; К. Амо- 


{Продолжение см. на с. 41) 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Разноцветные точ- 
ки. Внутри прямоугольника в узлах 
сетки расположены ‹ разноцветные 
точки (см. рисунок). Соедините точки 
одинакового ивета нспересекающи- 
мися ломаными одннаковой длины 
так, чтобы звенья ломаных были 
параллельны сторонам прямоуголь- 
ника, а длина ломаной — максималь- 
ной. 


2. Десять цифр. а} Впн- 
шите в квадратики цифры от 0 до 
3 так, чтобы получились три верных 
примера на сложение. 

6) Впишите в кружочки цифры от 
0 до 9 так, чтобы получились два вер- 
ных примера на умножение. 


3. Квадрат составлен из {(п-- 1) 
квадратных клеточек. Некоторые кле- 
точки закрашиваются в черный цвет. 
Докажите, что всегда можно так 
закрасить Зя клеточек, чтобы при 
любом вычеркиванин п—1 столбиов 
и — 1 строк квадрата оставалась по 
крайней мере одна белая клеточка. 


4. На пионерском слете выясин- 
лось, что каждый мальчик знаком 
ровно с и девочками и каждая девоч- 
ка знакома ровно с п мальчиками. 
Докажите, что на слет прибыло оди- 
наковое количество девочек ин маль- 
ЧИКОВ. 
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В. Махров 


Старые 
знакомые 


На небольшой площади Города 
Игрушек собрались пятеро всем из- 
вестных героев: Винни-Пух, Пятачок, 
старуха Шапокляк, Крокодил Гена 
и Ежик. Да-да, тот самый Ежик, 
который в тумане потерял узелок с 
банкой варенья. 

Еще вчера онн договорились на- 
вестить Чебурашку, отдыхавшего у 
бабушки в деревне. Из Города Игру- 
шек в деревню ведут две дороги одн- 
наковой длины: через город Х к 
через город У. Дорога через город Х 
проходит по лесу, и Ежик предложил 
пойти по ней. Было лето, и никто не 
возразил. Растянувшись в цепочку, 
друзья отправились в путь. Вы, на- 
верное, уже догадались, что с собой 
они прихватили горшочек меда, воз- 
душный шарик, узелок с банкой ва- 
ренья, рогатку и, конечно же, гар- 
мошку. Правда, немножко странным 
было то, что каждый путешествен- 
ник держал в руках совсем не свой 
предмет. Но все они были большими 
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друзьями и не обратили на это вни- 
мания. 

Впереди шагал Винни-Пух, за ним 
почти бежал Пятачок, за ним, не от- 
ставая, — старуха Шапокляк. Не 
теряя из виду Крокодила Гену, по- 
следним бежал Ежик. 

— Между прочим, — сказал вдруг 
Пятачок, — по другой дороге (мимо 
города У) через речку, которую сей- 
час нам придется переходить вброд, 
есть мост. 

— Тогда почему же мы не пошли 
той дорогой? — недовольно  провор- 
чала старуха Шапокляк. 


— Не ссорьтесь, — пробасил Кро- 
кодил Гена. — Лучше помогите мне 
решить задачу, имеющую отношение 
к нашему путешествию. 

Известно, что дорога из ХвУ 
через Город Игрушек короче, чем 
через чебурашкину деревню. Кроме 
того, известно, что город У ближе к 
деревне, чем к Городу Итрушек. 
Нужно выяснить, сколько всего име- 
ется различных по длине участков 
между тремя городами и деревней, 
н расположить эти участки в порядке 
возрастания их длины. 

— Я знаю, как решать эту за- 
дачу, — сказал Винни-Пух, рисуя 
на песке кольцевой маршрут УУ 
(см. рисунок). — Обозначим буквой С 
середину кольцевого маршрута УУ, 
буквой И — Город Игрушек, бук- 
вой Д — деревню. Очевидно, что 
город Х находится на участке СИ. 

— Мне это вовсе не очевидно, — 
вновь пробурчала старуха Шапок- 
ЛЯК. 

Не обращая на нее внимания, 
Винни-Пух продолжал: 

— Буквами а, 6, си 4 обозначим 
длины участков, соответственно, 
между Х иД, Хи, УиДд, УиИ. 
По условню задачи с < 4. Нетрудно 
показать, что участки СИ и ДУ оди- 
наковы по длнне. Из того, что Х 
‚лежит на участке СИ, следует, что 
Ь < с. Мы получаем такую систему: 


аб-= са, 
аже<с+а, 
с< 4, 
Вс. 


— Дальше можешь не рассказы- 
вать, — перебил Винни-Пуха Кро- 
кодил Гена. — Я уже могу дорешать 
эту задачу. 

— А почему ты не решаешь зада- 
чу? — спросил Пятачок у Ежика. 

— Потому что я придумал ару- 
гую задачу; давайте предложим ее 
Чебурашке. Послушайте ее условие. 
Мы скажем Чебурашке, кто за кем 
шел, но не скажем, кто какие вещи 
нес. Однако скажем ему, что Гена 
не нес гармошку, а если я, Ежик, 
перебегу на новое место и стану меж- 
ду теми из вас, кто несет горшочек 
меда и узелок с вареньем, то рядом с 
тем, кто несет варенье, будет тот, 
кто несет гармошку, а тот, кто несет 
воздушный шарик, будет точно посе- 
редине. Чебурашка должен будет вы- 
яснить, какой предмет нес каждый из 
нас. 


Вы прочитали шуточный рассказ про Вин- 
ии-Пуха, Пятачка и их друзей. Можете ли 
вы объясиить старухе Шапокляк, почему 


город Х лежит на участке СИ. и помочь Че- 

бурашке решить задачу ЕЁжика? Догадались 

лн вы. как Крокодил Гена должен «доре- 

шатьх саою задачу, н какой в ней ответ? 
Мы ждем ваших писем. 
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Практмкум абитурмента 


Московский 
государственный 
университет 

им. М. В. Ломоносова 


Ниже мы публикуем варианты вступитель- 
ных письменных экзаменов по математике 
на гуманитарных факультетах МГУ в 1978 г. 


Математика 


Отделение политэкономин 
экономического факультета 


1. Решить уравнение 
192 —ожа) (2—8 — 1) = 
а 
108 (2 — 2х2) ° 
3 


2. В плоскостк даны квадрат АВСО 
(с последовательно обозначенными верши- 
намн) н точка О. Известно, что 


=2— 


| ОА|=[0С|=.10, |105: = 6 ИЯ и 


длина стороны квадрата не превосходит 3. 
Найти площадь квадрата.Где располож е- 
на точка О — вие или внутри квадрата? 

3. Найти все значения параметра с, 
при которых система 


| — 4-е, 
\ (6 ах-- 2 = З+с 


не имеет ин одного решения. 

4. Изготовлено некоторое колнчество 
проволоки. Если ее намотать на катушки, 
на которые умещается по 800 м проволоки. 
то одиа катушка будет намотана не пол- 
ностью. Если пользоваться только катуш- 
ками, на которые умещается по 900 м 
проволоки, то таких катушек понадобится 
на 3 меньше, а одна катушка снова будет 
намотана не полностью. Если же прово- 
локу наматывать только на катушки, на 
которые умещается по 1100 м, то таких 
катушек понадобится еще ина Б меньше, 
но при этом все катушки будут намотаны 
полностью. Сколько метров проволокн 
было изготовлено? 

5. Найти все значения параметра а, 
при каждом из которых функция 

у=5ах-—$1т 8х—а- т Зх— Зх 
возрастает н не имеет критических точек 
на всей прямой. 
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Отделенне планировання м экономической 
кнбернетнки  зкономнческого факультета 


1. Найти все корни уравнения 
2-4 2х —4]|+ 2+ 6=0, 


удовлетворяющие неравенству х-1- |/18<1. 
2. В еее АВС угол 
при вершине В имеет величину 90°, а диа- 


гональ ВЛ является биссектрисой это- 
ф Ав 180] 


гла. Известно, что == = 
го угла в о 2 4 
Найти косннус угла между векторами ВС 


и АВ. 
3. Решить уравнение 


3 1 
10 3х (=) = 64 ВЯ +3. 
3 


4. Имеется трн сплава. Первый со- 
держит 45% олова и 55% свинца, тр 
содержит 10% висмута, 40% олова н 50% 
свинца, третий содержит 30% висмута 
н 70% свиица. Из них необходимо соста- 
вить новый сплав, содержащий 15% вис- 
мута. Какое наибольшее и какое нанмень- 
шее процентное содержание свняца может 
быть в этом новом сплаве? 

5. Найти множество всех действитель- 
ных чисел 6, при каждом низ которых 


я 
(х)=16(5-Г )5т х— п 2х—(16634+325— 
—10)х 


является убывающей на всей числовой 
прямой н ие имеет критических точек. 


Факультет пснхологин 
+. Решить уравнение 


Е хз 
(в. 5 ° (108:х) — 108, уз = 


1 = 
= 5 Ню, УХ. 


2. Диагональ ВО четырехугольника 
АВС является днаметром окружности, 
описанной около этого четырехугольника. 
Вычнслить длину диагонали АС, еслн 

2Щ^ ^^ 


`` 

185 |=2. |АВ|=1, АВО: ЬВС-=4 : 3. 

$. Пешеход, велоснпедист и мото- 
циклист движутся по шоссе в одну сторону 
с постоянными скоростямн. В тот момент. 
когда пешеход и велоснпеднст находились 
в одной точке, мотоциклист был на рас- 
стоянни 6 км позади них. В тот момент, 
когда мотоциклист догнал велоснпедиста, 
пешеход отставал от инх на 3 км. На сколь- 
ко километров велосипедист обгонял пеше- 
хода в тот момент, когда пешехода настнг 
мотоциклист? 

4. Найтн ниожество всех таких пар 
действительных чисел (а, 5), для каждой 
нз которых прн всех х ЕВ справедливо 
равенство 

а(со$ х — 1) + 57=с0$ (ах - 9) —1. 

5. Известно, что для некоторой квад- 

ратичной фуикцин 


Ека вх | с, 
выполнены неравенства 


а70 


1-0 < ра) > — 8) < —4. 


Определнть знак коэффициента а. 


Отделеные структурной и прикладной 
лингвистики филологического факультета 


1. Двум бригадам, общей числеи- 
ностью 18 человек, было поручено органи- 
зовать в течение трех суток непрерывное 
круглосуточное дежурство по одному че- 
ловеку. Первые двое суток дежурили чле- 
ны первой бригады, распределнв между 
собой это время их Известно, что 
во второй бригаде 3 девушки, а осталь- 
ные — юношн, причем девушкн дежурили 
по одному часу, а юиоши распределилн 
между собой остаток дежурства поровну. 
При подсчете оказалось, что сумма про- 
должнтельностей дежурств юноши второй 
бригады я члена первой бригады мемьше 
Э часов. Сколько человек в каждой бри- 
Гаде? 

2. В Изумрудном городе автобусные 
билеты нмеют шестизначные номера от 
000001 до 999999. Школьннки называют 


{Начало см. на с. 12, 36) 


пян (Ереван) 94, 98, 5—7; Е. Александрова 
(Глазов) 97, 0; В. Антимиров (Рига} 98, 
0; А. Атландеров (Тольятти) 97; И. Ах- 
метов {Димитровграл) 98, 0. 3, 7; Б. Байса- 
калов (Алма-Ата) 94; А. Балашкин (Киев) 
95, 96; А. Барзыкин (п. Черноголовка Мос- 
ковской обл.) 94, 95, 97, 98, 0—3; А. Белов 
{Москва) 94, 95, 0; А. Беляев (Витебск) 95; 
В. Болотников (Харьков) 3, 7; А. Болтаев 
(Хазараспский р-н Хорезмской обл.) 0; 
С. Бортников (Крымск) 0; С. Брехачев 
(Таганрог) 95; А. Бродин (Киев) 0—3, 


6, 7; С. Буга (Москва) 3: В. Бидников (ст. . 


Старотитровская Краснодарского кр.) 3, 
5; Р. Будяшкин (Свердловск) 0; М. Ва- 
лейко (Кнев) 97; А. Винник (Москва) 0; 
М. Гаврилов (п. Черноголовка Московской 
обл.) 94, 95, 97, 98, 0—3, 5, 7: М. Гольц- 
ман р етронЕю 5; В. Гревцев (Тал- 
лин) 97; . Давлетов (Хазараспский р-в 
Хорезмской обл.) 1; С. Долженко (Донецк) 
5; А. Дремин (п. Черноголовка Московской 
обл.) 94, 95, 97, 1; И. Дубовой (Алмыа-Ата) 
97, 0; С. Дынник (Тараклня) 94, 95; 
И. Дятчин (Москва) 3; М. Ермолаев (Ко- 
строма) 5; В. Жилич (с. Хабары Алтай- 
ского кр.) 7; В. Жердочкин (Орск). 1; 
К. Жуков (Москва) 98, 1, 3, 6, 7; Е. Зи- 
манов (Алма-Ата) 94, 0; Е. Зудин (Алек- 
сандров} 98, Б, 7; Е. Иванов (Долгопруд- 
ный) 94, 95, 97; Л. Какабадзе (Тбилнси) 
97; С. Калашников (Рязань) 0; А. Карна- 
ухов (п. Кутана ЯАССР) $5, 97, 98; О. Кар- 
раш (Лида) 1; В. Кельман (Москва) 97, 1; 
В. Ковтуненко (Киев) 97; Е. Коган (Днеп- 
ропетровск) 3: Н. Коган (Харьков) 95, 
97; Ю. Кокуш (Тамбов) 98, 0, 1; Е. Ко- 
ломейский (Винннца) 95; Д. Коломейцев 
(Сумгаит) 1; К. Колчев (с. Андреевка Мос- 
ковской обл.) 1—3; В. Комов (Александ- 
ров) 94—96, 98; К. Кондратьев (Москва) 
98, 0, 1, 3; Г. Корчемский (Кишинев) 
95, 98, 0, 1; О. Кравец (Воронеж) 0; Р. Кры- 


билет счастливым, если первые три его 
цифры нечетны и различны, вторые три 
цифры четны, причем цифры 7 ибё не стоят 
рядом. Сколько всего существует различ- 
ных номеров счастливых билетов? 

3. Решить уравнение 


5 их -- бзм 2х -- 5 51а Зх -- эт 4х=0, 


4. Найти нанбольшее и 
значения фуикции 


наименьшее 


: 1 
Е) — Яп?х 1. с05Х я 
5- Пятиугольник АВСРЕ (вершины 


обозиачены последовательно) вписан в 
окружность единичного радуса. Известно. 


с ее 
АВЕ - 45. ЕВР = 3% 
Чему равна 


что | АВ| = Уз, 
н | ВС | =| СВ |- 
пятнугольника? 


площадь 


И. Горев 


штул (Бобруйск) 88, 1; Л. Крупцев (Курск) 
8, 0, 1; Е. Кузьмин (Череповец) 0; 
А. Куприн (Москва) 94. 98. 0. 1: В. Курь- 
ян (Ростов-на-Дону) 98. 1; Т. Кухтина 
{Киев) 95, 0, 1; А. Кучер (Донецк) 1; 
Е. Лапин (Алма-Ата) 97, 98, 1; В. Лаш- 
кин (Киев) 84, 95, 97, 98. 5—7: А. Лебе- 
дев (Горькнй} 0; А. Шевченко {Свердловск) 
95. 98, 1: А. Леонович (Лида) 1; В. Линь- 
ков (Калуга) 7; Д. Людмирский (Киев) 
$4, 97, 98. 1; А. Матякиубов (Хазараснс- 
кий р-и Хорезмской обл.) 0, 1; Ф. Махрое 
(д. Тойшлево ЧАССР) 0: С. Медведев 
(Москва) 96; Р. Мешойрер (Москва) 95. 
98. 1; А. Миклева (Саратов) 97. 8. 1: 
С. Миклова (Борцовскнй р-н Тернкополь- 
ской обл.) 0; Н. Миронов (Кашин) 95; 
А. Мкртчян (Леиииакан) 97, 98; А. Мо- 
гильнер (Свердловск) 97, 0. 1; 4. Молотов- 
щиков (Тейково) 97, 98, 0. 1; И. Молча- 
нов (Кнев) 98, 0, 1: 41. Морозов 4Ашхабал) 
5: Д. Моишинский (Москва) 0; Д. Мура- 
тов (с. Дрожжаное ТАССР)} 95, 98: С. Му- 
ратчиев (Махачкала) 0; ДА. Муромцев (Мо- 
сква) 95, 97, 1; П. Натанов (Москва) 
97, 98, 0; Л. Николаев (Москва) 95. 97: 
А. Оглоблин (Иркулск) 98, 0; А. Омель: 
чук (Истра) 2, 3. 5—7: ИН. Омедян (Львов) 
98. 0, 1; А. Оларин (Горький) 95, 97, 
98. 0-3. 5. 6: В. Остапенко (Алма-Ата) 
98. 0: Т. Павелкина (Киев) 98, 1; А. Пао- 
ядов (Узловая) 97; О. Пензин (Ленинск- 
Кузиецкий} 0; С. Пермяков (Раздельная) 
97; ДА. Перов (Москва) 0. 1; Н. Петренко 
(Поти) 98. 1; Р. Петренко (Киев) 95, 97: 
С. Прядкин (Киев) 97, 0. 1, 5; В. Реци- 
кильцев (Мо ‚ва) 3; М. Рейтман (Москва) 
0. 1; В. Ре тников {Муром) ©; А. Родин 
{Велнкие Луки) 95. 97; И. Романов (Моск- 
ва) 94; И. Романовский (Лида) 94, 95, 0; 


(Окончание см. на с. 53) 
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Л. Тебачников 


Элементы статики 
деформируемых 
тел 


При решении задач на статику твер- 
дых тел обычио предполатается, что 
тела абсолютно 
деформируемые). На самом деле все 
существующие в природе тела под 
действием приложенных к ним сил 
леформируются — изменяют ‚ свои 
размеры, а иногда и форму. Оказы- 
вается, некоторые положения стати- 
кн абсолютно твердых тел нельзя 
применять к деформируемым телам. 

Например, в случае абсолютно 
твердого тела любую силу. не из- 
меняя состояния равновесия тела, 
можно переносить вдоль линии ее 
действия. В статике деформируемого 
тела это недопустимо. Действитель- 


но, если спла Р приложена в точке А 
стержень 


(рис. 1.4), растянут по 


твердые (не. 


всей длине /, при переносе силы в 
точку В — только по длине 
(рис. 1, 6). Таким образом, хотя рав- 
новесие всего стержня сохраняется, 
удлинение н напряженное состояние 


‚стержня при переносе силы Е вдоль 


линии ее.действия изменяются. 

Еще один пример. На рисунке 2 
изображен стержень, закрепленный с 
одного конца. К другому концу при- 


ложены две снлы, РЁ и —А, равные по 
абсолютной величине, ироливополож- 
ные по направлению и лежащие в од- 
ной плоскости (нх обычно называют 
парой сил). В статике абсолютно 
твердого тела пару сил, не изменяя 
состояния равиовесия тела, можно 
переносить в другую илоскость, па- 
раллельную плоскости действия па- 
ры сил. Для деформируемого тела 
этого делать нельзя: в первом случае 
(рис. 2, а) пара сил вызывает круче- 
пне стержня по всей длине [, а во 
втором случае (рис. 2, 6} — лишь по 
длине 4. 

Кроме деформаций растяжения п 
кручения на практнке встречаются ни 
другие виды деформаций. Огранн- 
чимся  рассмотреннем деформации 
осевого растяжения (или сжатия). 

При рассмотрении условий равно- 
весия деформируемого тела принято 
все приложенные к телу силы делить 
на внешние и внутрен- 
ние (силы упругости}.  Внемние 
силы вызывают ускорение одних ча- 
стей тела относительно других, в 


=> 


Е 


г) 


Рис. 3. 


результате тсло деформируется. След- 
ствием деформации являются силы 
упругостн. Как определить эти силы? 
Рассмотрим такую задачу: 
Задача 1. К цилиндрическо- 
му стержню, закрепленному сверху, 
в его нижнем сечении приложена си- 


ла Е, направленная вдоль оси стержня 
(рис. 3, а). Найти внутренние силы, 
возникающие в поперечных  сечениях 
стержня. Массой стержня прене- 
бречь. 

Воспользуемся так называемым ме- 
тодом сечений. Мысленно рассечем 
стержень плоскостью / и рассмотрим 
условне равновесия нижней отсе- 
ченной части стержня. Действие 
верхней частн заменим снламн реак- 
цин, которые и являются внутренни- 
ми силами. 


Обозначим через М равнодействую- 
щую всех сил упругости, распреде- 
ленных по выбранному сечению 
(рис. 3, 6). Отсеченная часть стерж- 
ня находится в равновесии под дейст- 


вием внешней силы Ё и внутренней 


силы М (на самом деле для нижней 
части стержня она является внешней 
силой): 


Е М =. 
Проектируя снлы Ё и М на ось, на- 
правленную вертикально — вверх, 
получим 


М--Е=0, нли М=—Р. 


Если №>>0, имеет место растяжение, 
если №<0 — сжатне. В данном слу- 


чае №>>0 (поскольку Р<0) — стер- 
жень растянут. 


жх* 


При изучении деформаций растя- 
жения под действием осевых сил (как 
в рассмотренной задаче) обычно пред- 
полагается, что плоские поперечные 
сечения остаются плоскими и перпен- 
дикулярными к оси и после деформа- 
ции. Это позволяет считать, что внут- 
реннне снлы раснределены по всей 
площади $ поперечного сечения тела 


—> 
равномерно. Отношение о = 171 


` 


называют напряжением. Напряжение 
характеризует внутреннее состояние 
деформированного тела. 

Как показывают опыты, при ун- 
ругнх деформациях (когда дефор- 
мации нсчезают после прекращения 
действия внешних сил) выполняется 
закон Гука: 


№ 1-=1АИ, 


нли, в другой форме, 


0=Е{]. 
Здесь |М№|— модуль силы упруго- 
сти, й — коэффициент упругости, 
А1=|-—5 — абсолютное удлинение 


образца (разность между конечной 
длиной { образца и его начальной дли- 
ной 15), в — напряжение, Е — мо- 
дуль упругости (модуль Юнга), 


& 


трем относительное Удлинение 
о 


& = 


образца. Модуль упругости Ё ха- 
рактеризует только матернал, из ко- 
торого сделан образец, а коэффициент 
упругости Ё — матернал образца и 
его геометрические размеры. 

Для подавляющего  болышиист- 
ва матерналов закон Гука справедлив 
только в случае малых деформа- 
ций, при увеличении — деформации 
напряжение перестает быть прямо 
пропорциональным  относительному 
удлинению. При некоторой деформа- 
ини образец разрушается;  соответ- 
ствующее значение напряжения назы- 
вают пределом прочности. Наиболь- 
шее безопасное напряжение, при ко- 
тором обеснечена прочность образца, 
называется допускаемым напряжени- 
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ТЕ 


Рис. - 4. 


еМ поп. Допускаемое напряжение 
определяется опытным путем. Таким 


образом, условие прочности образ- 
ца можно записать так: 
= бе: 
Решим несколько конкретных 
задач. 


Задача 2. Определить удли- 
нение стального ступенчатого стерж- 
ня (рис. 4, а), к которому приложены 


= => 
осевые силы Е и Е. (|Ё,| = 20вН, 


— 

1 Р.] = 30 кН). Длины участков стерж- 
ня равны = ми =2 м, поперечные 
сечения равны, соответственно, $,= 
=] см? м 82=2 см?, модуль Юнга 
Е=2. 10 МН/м?. Стержень считать 
невесомым. 

Очевидно, что общее удлинеиие 
ступенчатого стержня равно сумме 
удлинений его участков: 

А1= ААА. 
Для определения Ад и А найдем 


продольные силы упругости М, и 


№, возникающие, соответственно, в 
нижнем и верхнем участках стержня. 

Рассечем стержень плоскостью / 
н запищем условие равновесия отсе- 
ченной части стержня в проекциях 
на ось Х (рис. 4, 6): 


М.-Е Е, = 0. 
Отсюда 


=> 
м = —Е.=|Р,|=20 КН. 


Аналогично найдем №.,. Проведем 
плоскость сечения // и запишем со- 
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ответствующее условие равновесия 
для отсеченной части (рис. 4, 6): 


МЕНЕЕ, 0, 
или ь 
№ = ры 
=: —ЮКН. 
Отрицательный знак у №. показывает, 


что продольная сила №, направлена 
вниз; следовательно, в верхнем участ- 
ке стержень сжат. 

В соответствии с ваконом Гука, 


_ в _ № 
чай Е$! , А, = Е$з ‚ 
и 


—%0,5. 10-3 м = 0,5 мм. 


Задача 3. Груз массы т-=2т 
поддерживают два одинаковых круг- 
лых стальных стержня, соединенных 
шорнирно в узле А и составляющих 
угол @&= 60° с веришкалью (рис. 5}. 
Определить диаметр сечения каждо- 
го стержня, если допускаемое нап- 
ряжение для стали боги = 160 МН] м?. 

Рассмотрим узел А. На него дей- 


> > 

ствуют трн силы: вес груза ®(1®|= 

> 
=т|8]|) ин снлы реакции стержней 
-> > 
®: и В.. Запишем условия равнове- 
сня узла А в проекциях на оси ко- 
ординат Х и\: 

=> => и 

— | К, па - | К, | эта = 0, 


| 8 с03@+ 18 с0$ 9, — т] | =. 
Отсюда 
—> => > а 
ПА, ЕЕ 


250$ & 


Рис. 5. : > 


Рис. 6. 


> 
Силы упругости №, возникающие 


в каждом стержне, равны по моду- 
лю сналам реакцин: 
— 
= = п |2 | 
№ | ры | ю | => & 
с0$ 


Из условия ирочиости стержией 
следует, что 


Гу 
: 
© = —& < 0док, 
илн 
— -> 
с ша 


3 > бон — 20дон 6055 


Тогда диаметр каждого стержня 


—> 
Эт |6 | 
ДОдоп с0$ © 


= |,25. 10-м — 


ое. 


Принимаем 4 = 1,25 см. 
* * + 

В заключение рассмотрим случай, 
когда задачи статики вообще не мо- 
гут быть решены, если входящие в 
системы тела считать абсолютно твер- 
дыми. На рисунке 6 приведены ирн- 
меры трех таких снстем. В случае 
стержня, закрепленного с обоих кон- 
цов (рис. 6, а), для определения двух 


Юл ни 


Кв можно записать лишь одно усло- 
вие равновесия (в проекциях на ось Х). 


неизвестных сил реакции 


3 №. 


В системе, состоящей из трех сгер ж- 
ие! (рис. 6, 5), для определения трех 
> > = 


сил реакции (Ю,, Кьи №3). можно за- 

нисать только два условия равнове- 

сия (в проекциях на оси Х ин }'). 

Для системы, показанной на рисуи- 

кс 6,6, для определения трех неиз- 
> —= —> 


вестных сил (Ю, Ю п Юз) тоже мож- 
но записать лншь два условия рав- 
новесия (равенство нулю проекций 
всех сил па вертикальную ось в ра- 
веиство нулю моментов всех сил от- 
носительно, например, точки А). 

Такие системы принято называть 
статически неопределимыми — систе- 
мами. Как же в этих случаях найги 
все неизвестные силы реакции? Ока- 
зывается, можно составить допол- 
нительные уравнення, исходя из усло- 
вий  совместности деформаций. 

Покажем, как решаются подоб- 
ные задачи. 

Задача 4. В точке С. нахо- 
Оящейся на оси ` цилиндрического 
стержня, закрепленного с обоих кон- 


--. 


ц0в приложена осевая сила Е 
(рис. 6, а). Определить силы реакции 


опор Кд и Юь. 
Запишем условие — равновесия 
стержня в проекциях на ось ДХ: 


Юд+ Кв Р==0. 


Для определения двух неизвестных 
{РлиЮ}) одного уравнения педо- 
статочно. Составим еще одно уравне- 
ние — уравиение совместности  де- 
формаций (перемещений). 
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Для этого мысленно освободим 
стержень от закрепления, например, 
в нижнем сечении А, и заменим дей- 
ствне закрепления внещией силой 


В.. Обозначим через АШ удлинение 
стержня (перемещение сечения А) 


под действием силы ЁР, а через А, — 

удлинение стержня (опять-таки пе- 

ремещение сечения А) под действием 
— 


силы К. В действительности стер- 
жень пе удлиняется (сечение А не 
перемещается). Следовательно, урав- 
неиие совместяости деформаций (пе- 
ремещений) можно записать в виде: 
АВ--АЬ=О 

Значения АБД н АХ найдем из за- 
кона Гука (подробнее см. задачу 2), 
принимая во виимание, что №, = 


=— = Е] ни ^,=— Ка: 
м-в к. КО В. 
АЕ = в - Н А[, = [5$ . 
Учитывая, что а--6={, получаем: 
—> 
ЕТО забаыЕ вико 
Е5 Е 
огкуда 
—— ГИ 
ва 
Из условия равновесия стержня 


найдем В: 


> 


Кы= Е! в= ПЕР 


Проекции Ю) и №, положительны; 
значит, действительные  наиравле- 
ния снл реакции совпадают с приня- 
тыми на рисунке 6, а. 


Упражнения 


1. Определить в сеченнях Г, Г/, 111 
напряження стержия и полное его удлиие- 


Рис. 8. 


40 кн, 1Ё.1=20 кн. 


(Е, } = 20 иН (рис. 7). Стержень стальной 
(Е=2. 10° МНЛЮ). площадь его поперечно- 
го сечения $=1 су. 

2. Жесткий брус АВ, деформацией 
которого можно пренебречь, подвешен го- 
о с помошью стержнен Ги 2 


ние, если ТЕ |= 


(рнс. ры { — стальной (Ел = 
ео 10; ож его диаметр 4,=2 см; 
стержень 2 — мелный (Е = 108 МН] м2), 


сго диаметр 1.=2,5 см. На каком - 


ями й нужно приложить силу й (ЕЕ 
—30 кН). чтобы брус остался горнзонталь- 
ным после деформации стержней? Опре- 
АСслиТь Также напряжения в стержнях НН 
высоту, ва которую опустится брус АВ. 


3. Определить силы резкции К,, 


< = 

В. и Ю, статическн  пеопределимой си- 
стемы, изображенной иа рисунке 6, б. 
Прннять, что Е, $: = 6353. 


{Начало см. на с. 7) 
Луноход-1. Изготовяен он был в по- 
рядке международного  сотрудниче- 
ства французскими специалистами. 
Этот ‘отражатель состонт из 14 четы- 
рехграниых пирамид, сделанных из 
плавленого кварца. Отражающие гра- 
ни каждой призмы покрыты тонким 
слоем серебра, который иредохра- 
няется слоем напыленного кварца; 
поверхность призм отшлифована с 
точностью до 0,07 мкм (то есть раз- 
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меры шероховатостей не превышают 
0,07 мкм}. 

Использование уголковых отра- 
жателей, доставленных на Луну, поз- 
волило с помощью лазерного луча- 
локатора измернть расстояние Зем- 
ля -- Дуна с очень высокой точ- 
ностью ‚— до 0, м. 

Приведенные нами примеры дале- 
ко не исчерпывают многообразия кри- 
менений простого и надежного уст- 
ройства -— уголкового отражателя. 


—— 
Жить ит 


0 подготовительных 
отделениях 
при вузах 


С 1969 года при высших учебных заведениях 
в соответствин с постановленнем ЦК КПСС 
н Совета Министров СССР открыты подго- 
товитедьные отделения для рабочей н сель- 
ской молодежи, демобнлизованных воннов 
Советской Армнн. : 

Ниже мы публикуем статью заведующего под- 
готовительным отделением Московского ин- 
и электронного машиностроения 
{МИЭМ) В. Тоняна,  рассказывающую 
о работе этого отделения. 


Хорошо известно, что число выпускников 
средней школы, становящихся  непосред- 
ственными участниками трудового’ процес- 
са, растет с каждым годом. Многне выпуск- 
ннкн призываются на службу в Вооружен- 
ные Снлы СССР. 

Совершение очевидно, что несколько 
лет работы на пронзводстве нлн службы 
в армии хотя и формируют характер мо- 
лодого человека, подготавливают его к 
сознательному выбору будущей специаль- 
ностн, приводят, тем не менее, к синжению 
уровня знаннй, полученных нм в школе. 
В этом нет ничего страшного н, тем более, 
зазорного — каждому известно, что без 
систематического повторення, без постоян- 
ной тренировкн многне факты забывают- 
ся, умения н навыкн ослабляются н даже 
совсем утрачнваются. 

Поэтому подчас на вступительных эк- 
заменах в вузы рядом оказывались людн 
совершенно разлнчного социального по- 
ложения: одни из них уже прошли про- 
изводственную закалку, сознательно выб- 
ралн специальность, зачастую уже пора- 
ботали по этой спецнальности, но нмеют 
пробелы в энаннях, другие — вчерашние 
школьники — имеют свежие, — отрепети- 
рованные знанкя, но не слншком глубокне, 
как правило, представлення с выбнраемой 
ими профессии. Следовательно, школь- 
ники имелн фактически весьма существен- 
ные пренмущества перед первой категорией 
поступающих. 

акое положенне требовало мер по 
оказанию реальной помощи при поступ- 


лении в вузы молодым производственнин- 
кам и вчерашним солдатам. Организация 
подготовительных отделений при вузах 
преследует именно эту цель, 

На подготовительное отделение прн- 
нимаются лица с законченным средиим 
образованием низ числа передовых рабочих, 
колхозннков и демобилизованных из рядов 
Вооруженных Сил СССР. Рабочие и кол- 
хозникн, направляемые на  подготови- 
тельное отделение, должны иметь стаж 
работы не менее одного года, т. е. полных 
12 месяцев ко дню начала занятий. На- 
правленные на подготовительное отделе- 
ние представляют заявление, направление 
на подготовительное отделение (подписан- 
ное руководителем предприятия или ко- 
манднром войсковой части). документ п 
среднем образовании (в подлиннике), ха- 
рактернстику, 6 фотографий (сиимок без 
головного убора, размером 3Х4 см?) и 
медициискую справку о состоянии здо- 
ровья (форма № 286). 

Демобнлизованный, не имеющий на- 
правления от командования воинской час- 
ти н вернувшийся работать на то же пред- 
приятие, где он работал до призыва в ар- 
мию, может поступить на подготовнтель- 
ное отделение по направлению этого пред- 
приятня, если общий стаж его работы на 
данном предприятии составляет не менее 
одного года по совокупности — до службы 
= армни и после демобилизации. 

Очень часто можно столкиуться с 
мнением, что на подготовительные отделс- 
ния поступить так же трудно, как н в ву- 
зы. что от поступающих требуются знания 
в объеме программы вступительных экза- 
менов в вузы. Это совершенно не соответ- 
ствует действительности. Само существо- 
вание подготовительных отделений пред- 
полагает, что ина него принимаются днца, 
имеющие определенные пробелы в зна- 
ниях, и задача подготовнтельных отделе- 
ний как раз п состонт в Том, чтобы этн 
пробелы ликвидировать, помочь слушате- 
лям восстановить утраченные знання, а 
также овладеть новым матерналом, необ- 
ходимым для дальнейшего успешного обу- 
чения в вузе, 

Прнем на подготовительное отделение 
производится путем индивидуального уст- 
ного собеседования, ‚целью которого яв- 
ляется не столько выяснение объема зна- 
ний поступающего на отделение, сколько 
выявленне его потенциальных возмож- 
ностей, общего уровня развития, выявле- 
ние степени сознательности выбора им 
данного вуза. Особо ценится прн этом 
более или менее близкое знакомство с 
выбранной нм спецнальностью, практи- 
ческая работа по избранной специаль- 
ности. Собеседование проводится по двум — 
трем предметам нз числа изучаемых на 
подготовительном отделении данного нн- 
ститута. В МИЭМе, например, такимн 
предметами являются математнка и фн- 
зика. 

Расскажем более подробно про под- 
готовнтельное отделение при нашем ни- 
ституте. 
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В МИЭМе занятия на подготовитель- 
пом отделении происходят с.отрывом от 
производства в течение восьми месяцев 
—с 1-го декабря по конец нюля. Форма обу- 
чения только дневная. Система занятий 
максимально приближена к вузовской: 
для слушателей читаются лекции. прово- 
дятся практнческие занятия; они пишут 
контрольные работы, сдают зачеты, кол- 
локвнумы. При проведенни контрольных 
меропрнятий широко нспользуется совре- 
меиная вычислительная техника, слеци- 
альпо сконструированная для этой цели. ^ 

Обучение на подготовительном отдс- 
лении проводится по специально разра- 
ботаиным программам, предусматривающим 
более глубокое, комплексное изученне 
школьного курса. 

Все слушателн отделения пользуются 
такимн же правами, как н студенты ин- 
ститута. Они получают стипендию — та- 
кую же, как студенты-первокурсннки, поль- 
зуются лабораторнямн института, бнблио- 
текой, па них распространяются ‘льготы 
для проезда по железной дороге и прн по- 
летах на самолетах. 


Занятня проходят и зданиях института. 
На отделении изучаются математика, фн- 
знка, русский язык н литература, преду- 
смотрены также занятня физической куль- 
турой. 


Студенты нашего подготовнительного 
отделения являются. можно сказать. сту- 
дентами «нулевого» курса м живут полно- 
кровпой студенческой жизнью. А студен- 
ческие годы — это не только годы упор- 
ного труда и аудиториях, лабораторнях, 
бнблиотекзх. ио н время интересных дел. 
время задорных студенческих песен. ро- 
мантики строительных отрядов. В летние 
н зимние каникулы большинство слушате- 
лей вместе со студентами института выез- 
жают в слортивно-оздоровительный ла- 
герь института, расположенный на жи- 
вописиом берегу Рузского водохраинлища. 
В лагере ироходят треиировки спортсме- 
нов — членов сборных команд ннститута. 


В конце обучення слушатели сдают 
вынускные экзамены. Эти экзамены имеют 
целью выявить уровень усвоення слуша- 
телями пройденной программы. опреде- 
лить, насколько они готовы к дальнейшему 
обучению в вузе. Экзамены коренным обра- 
зом отличаются от вступительных прежде 
всего тем, что оин не носят конкурсного 
характера: все, сдавшие выпускные экза- 
мены, зачисляются п ниститут. 

Остановимся теперь более подробно 
ца вступительном собеседоваини по мате- 
матике. Как правило, для решения пред- 
лагземых задач не требуется производить 
сложиые выкладки и ие нужио особой 
«натреннрованностн», «натасканности»., 

Для их решения иужны, прежде всего, 
уверенные и точные знания — пусть даже 
в ограниченном объеме. Если можно так 
выразиться, поступающий должен «знать 
то, что он знает», т.е. уметь рассуждать 
о пределах свонх знаний. Именно умение 
рассуждать лучше всего показывает общий 
уровень развитня человека и определяет 


его возможностн для дальнейшего обуче- 
ния, для расширения круга его знаннй. 

Разумеется, поступающий должеи 
знать основные понятня школьного курса 
и владеть этими понятнями. 

Рассмотрим теперь некоторые конкрет- 
ныс задачи. Одна из групп вопросов, ко- 
торые часто предлагаются на собеседованин, 
связана с таким понятием, как дроби. 
Никто практически не ошибается, если 
ему предложить сравнить дроби 5/6 н 
7.8. Однако как поступить, если требуется 
сравнить 3786/3787 н 3787/3788? Неужели 
перемножать четырехзначные числа? Ко- 
нечно, тот поступающий, который «честнох 
н безошибочно проведет соответствующие 
выкладкн, будет прав н покажет свою вы- 
сокую технику вычислений (а это тоже 
важно), но взрослый человек должен со- 
образить. что первой дроби до | не хватает 


113787, в второй — 1/3788, и поэтому 
вторая дробь больше. 

Можно привести н более простой 
пример. когда «взрослое» рассуждение 


более эффективно: верно лн неравенство 
3767/3865 896/875? Справедливость этого 
неравенства устанавливается моментально, 
если заметить, что первое чисао мень- 
ще 1, а второе больше 1. 

Разумеется, можно придумать п дру- 
гне вопросы, связанные с дробямн, но уже 
вз рассмотренных вопросов вндно, что для 
ответа достаточио не столько знать ка- 
кне-то специальные лрнемы. сколько по- 
нимать суть дела. 

Большое значение на собеседовании 
уделяется текстовым задачам, задачам на 
составление уравиений. Умение решать 
такие задачи ярко показывает общий уро- 
вень развития поступающего. Прн этом. 
разумеется, имеются м виду не головолом- 
ные задачи. и обычные задачи вполне прак- 
тического содержания. 


От рельса отрезали часть, составаяю- 
щую 172% его длины. Масса оставшегося 
куска равна 92,4 кг. Определить массу 
отрезанной части. 


Надо сразу сказать, что для решения 
этой задачи, Грубо говоря, не требуется 
математического образования — надо лишь 
поинмать, что такое проценты. А тогда 
ясно, что 92.4 кг составляют 28% длины 
рельса н ялоэтому 92.4: 28==3,3 (кг) со- 
ставляют 1%. Следовательно, масса отре- 
занной частн равна 3,3.72=:237.6 кг. 


Отметим, что в этой задаче от посту- 
пающего требовалось еще провести вы- 
кладки с десятнаными дробями; однако 
умеине обращаться с дробямн — и с про- 
стымн. п к десятичными — входит в обя- 
зательный минимум. 

К сожалению, поступающие часто 
забывзют о таких иростых способах рас- 
суждений н — по своим школьным вос- 
поминаниям — в любых, даже самых про- 
стых задачах, используют метод состав- 
ления уравнений. Конечно. это не возбра- 
няется, но, например, в данной задаче ре- 
шенне просто н естественно получается без 
введения неизвестных н составления урав- 
нений. 


С другой стороны, во многих задачах 
самым разумным является именно состав- 
ление уравненнй. И здесь часто встреча- 
ется общая «тактическая» ошибка: лосту- 
пающие часто без всяких размышленнй 
берут в качестве неизвестного обязательно 
то, что нщется в задаче, хотя это далеко 
не всегда разумно. 

Рассмотрим для примера задачу — 
одного нз самых нелюбимых поступающими 
типов — на «бассейны»: 

К котловану подведены три трубы. 
Через первую трубу котлован можно на- 
полнить на 5 часов быстрее, чем через 
вторую, а через первую п вторую вместе — 
в три раза быстрее, чем через третью. 
Сколько времени потребуется на заполне- 
ние котлована при одновременной работе 
всех труб, если пропускная способность 
первой трубы на 80% выше, чем у третьей? 

Обозначны через х. у, 2 пропускные 
способности каждой из труб, измереиные, 
например, в мЗ/ч. Для того чтобы опреде- 
лять время заполнення котлована, нам 
необходимо знать его объем. Обозначим 
этот объем через И. Для согласования 
еднниц измерения мы считаем, конечно, 
что объем измеряется также в м3. Тогда 
трубы могут о Е СООРеХ 


ственно, за-_, и Н -; нмы полу- 


у 
чаем соотношения: 
у у у у 
к — Зи, х=1.82г. 


Мы получили 3 уравнения г 4 неизвест- 
ными. Будем решать полученную систему 
уравнений, не обращая вннмания на то, 
что объем У нам неизвестен. Выражаях ну 
через 2(из 3-го и 2-го уравнений), а затем 
подставляя получениые значення хн у — 
в первое уравнение, мы получим равенство 


| у у 
т=т 5—5. илН —; = 18. 


Ну, а как теперь узнать время запол- 
нения? Ясно, что за 1 час через трн трубы 
вместе поступает (х--у-Ё2) м и, следова- 
тельно, на заполнение котлована уйдет 


у у 9 
хруфе- 92 — 2 9). 


Значительное внимание на собеседо- 
вании уделяется решенню уравнений н 
неравенств. При этом осиовной упор де- 
лается не на проверку техники вычнсле- 
ний и преобразований илн владенне хнт- 
рымн приемами решення. а на сознатель- 
ное применение известных свойств функ- 
ций, которые должны входить в багаж 
знаиий как обязательный минимум. 

Так, для решення уравнения [34х2— 
—7х--29 |= —2 вовсе не требуется вы- 
яснять (в соответствии с определением 
модуля), при каких х выражение 34х— 
—7х-92 положительно или отрицательно, 
хотя именио с этого, как правило, начи- 
нают решенне на вступительных экзаме- 
нах хорошо чнатреннрованные» абнтури- 
снты. Из известного всем свойства модуля 


немедленно следует, что это упавнение не 
имеет решеннй — ведь модуль любого чнс- 
ла есть число неотрицательное! 


Прн решении, неравенства | У/х—2 — 
—1[>—1 не верно немедленно объ- 
являть, что оно выполняется при любом х. 
В действительности, оно выполияется при 
любом х, входящем п его область опреде- 
дения, т.е. при х>> 2. Уравнения п не- 
равенства 


ИУ —2+4=0, ИУх--34+ У х=2, 
3 тах -|- &л3х < 100, 
4 со32х-|-с05$3 х=5 


решаются сразу же, если хорошо знать и 
правнльно использовать свойства входящих 
в инх функций. 

Первое уравнение не имеет решений, так 
как арнфметический квадратиый корень 
по своему определению не может быть от- 
рицательным числом. Первое неравенство 
также не имеет решеннй, но по другой 
причиие — его область определения ие 
содержит ни одного значения переменной: 
в самом деле, первое слагаемое имеет 
смысл при х> 3, а второе — при х= 2, 
а эти два условня одновременно не вы- 
полнимы. Для решення второго неравенства 
достаточно сообразнть, что синус не может 
быть больше 1, так что левая часть не 
может быть больше 4. Поэтому это нера- 
венство выполняется прн любом х. Что 
касается последнего уравнення, то оно 
решается аналогичным рассужденнем, но 
конец совершенно иной: дело в том, что 
4 с05 х< 4, с053 х< 1. н поэтому правая 
часть может быть равна 5 только 
прн со$ х=1. Следовательно, данное урав- 
нение равиосильно уравнению с0$ х=1, 
т.е. удовлетворяется при х-=2лА, где 
к — любое целое чнсло. 

Разумеется, для успешного прохож- 
дення собеседования требуется и умение 
решать не только «очевндные», но и обыч- 
ные уравнення и неравенства. В частности, 
поступающий должен нметь достаточные 
навыки в решении квадратных уравнений 
н неравенств, знать формулы решення 
простейших показательных, логарнфми- 
ческнх и трнгонометрических уравненнй. 

Необходимо также знать простейшие 
формулы н преобразования. логарифмы. 
свойства показательной функцин, формулы 
сложения трнгонометрнческих функций. 

Несколько меньщее внимание уделя- 
ется нз собеседовании геометрии. Конечио, 
лоступающий должеи знать важиейшие 
геометрические понятия, такие, например, 
как теорема Пифагора, формула площади 
круга или теорема о трех перпендикуля- 
рах, уметь применять трнгонометрню к 
решенню задач. решать несложные задачи 
на вычисление, скажем, площадей миого- 
угольников. 

К собеседованию при прнеме на подго- 
товительное отделенне надо готовнться. Но 
не надотерять н приобретенный после школы 
на производстве нли в армин опыт; на со- 
беседовакии следует показать себя не 
щколяром, а взрослым человеком. 
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В. Березин 


Стереографическая 
проекция _ 
и астролябия 


Стереографической проекцией пазы- 
вается проекция сферы из одного 
полюса (скажем, южного) па каса- 
тельную плоскость к другому полкху 
(северному). Стереографическая про- 
екция является взаимио-однозначиым 
отображением сферы с выколотой точ- 
кой на плоскость. С ее помощью мож- 
но получать плоское изображение 
сферы (например, земной поверхности 
или «небесной сферы»), и поэтому ею 
с давних времен пользуются астро- 
номы и картографы. 

Вообразим стоящего у Южного по- 
люсза о небесной сферы великана 
(рис. 1), переносящего мысленно звез- 


ды по лучам 5Р с небесной сферы 
на плоскость, касающуюся ее в 
Северном полюсе мира М, -— «кар- 


тинную илоскость» стереографической 


Экватор 


Тропик 
Козерога 


Рис. 1. 


проекции. В результате на плоскости 
получится карта звездного неба. 

Изобретение — стереографической 
проекции обычно приписывают гре- 
ческому астроному Гиппарху, жив- 
ему в 160—125 гг. до и. э.; впослед- 
ствин се использовали навигаторы, 
кристаллографы, геологн и всесторон- 
не изучали математики. Стерсогра- 
фическая проекция лежит в основе 
работы астролябии (см. рисунок на 


второй странице обложки). 
Первое свойство сфе- 
рической проекции -— она сохраняет 


углы между линиями. Рассмотрим, 
например, пересечение линий Г, и 
т 


Г, на сфере. Угол (Г,. Г.) изме- 
ряется углом между болышими ок- 
ружностями сферы, касающимися кри- 
вых Г,, Г. в точке их пересечения или 
углом между касательными к этим 
окружностям прямыми. Пусть Г, и 
Г, перешли при проекцин в 7, и 
у. (рис. 2). Нам нужио доказать 
равенство 


= к 
- (Г,, Г)=(,. У). 

Не нарушая общности, можно 
предположить, что Г, проходит через 
полюсы сферы (см. красную окруж- 
ность на рисунке 2). Тогда нам нужно 
доказать равенство углов ИРИ н 
ОР" (рис. 3). Для этого рассмотрим 
плоскость В=(М5У). нараллельную ‘ 
« и проходящую через полюс $5, 
н плоскость (МРУ), касающуюся 
сферы в точке Р. Эти плоскости пе- 
ресекаются ию прямой МУ и значит, 


Рис. 2. 


они симметричны относительно ило- 
скости МОУ (поясните!). Отсюда сле- 
дует равемство углов ИРУ и ТЗК. 
Но из параллельности плоскостей а 
н В сразу следует З0Р’№!= Т$Ю, 
откуда 2 0Р\У= >60 Р’\. 
Вхороесвойство стереографи- 
ческой проекции: окружности на сфере 
переходят в прямые или окружности 
на плоскости ©. Сразу видно, что 
окружиость на сфере, проходящая 
через полюс $, отображается на пря- 
мую. Покажем, что все другие окруж- 
ности на сфере  стереографическая 
проекция переводит в окружности 
наа. Для этого вспомним (см. «Квант», 
1977, № 4, с. 42), что плоская кривая, 
составляющая прямые углы со все- 
возможными лучами, нсходящими из 
одной точки, является окружностью. 
Пусть окружность { проектируется 
на кривую Г, РЕГиР’-— образ Р 
(рис. 4). Пусть О -— точка пересече- 
ння периенднкуляра к плоскости ок- 
ружности [, проходящего через ее 
центр /, икасательной ОР ксфере вточ- 
ке Р. Пусть 0’ -— точка пересечения 
$50 са. Ясно, что ОР_1{; значит, по 
первому свойству, О’Р'1Ё и в силу 
замечания из предыдущего абзаца 
это означает, что Г -— окружность. 
Третье свойство —сте- 
реографической проекции: ирн вра- 
щении сферы относительно осн, 
проходящей через точки $ и М, сте- 
реографическая проекция произволь- 
ной точки Р на сфере будет враща- 
ться около (5№). Другими словами, 
параллели сферы проектируются в 
концентрические окружности — пло- 


рис. А. 


скости а, и проекция вращающейся 
но параллели точки станет вращаться 
по такой окружностн. 

Четвертое свойство стс- 
реографической инроекцни: если Р’.— 
проекция точки Р, то |5Р |. |5Р' |= 
= 4*, где 4/2 — радиус сферы. 
Доказательство легко нолуЧчить из 
подобия прямоугольных треугольии- 
ков ЗР’М и $ЗМ№Р (рис. 3). 

Стереографическая проекция Н се 
свойства лежат в основе консгрукцин 
и принципа действия астролябни. На- 
звание этого прибора в переводе с 
греческого означает «схватываю звез- 
ды». Схватывание это состоит в изме- 
ренин координат интересующего нас 
светила. Сам прнбор,— сложная ме- 
таллическая конструкция; он состоит 
из «паука», вращающегося по криво- 
линейной координатной сетке „— «пау- 
тине» (рис. 5). 


Альмукантараты 


Линии азимута 


Рис. 5. 
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Ножки паука (их острия} соот- 
ветствуют наиболее ярким звездам. 
На внешнее кольцо паука нанесены 
градусные деления; по нему вращает- 
ся длинная прямоугольная пластинка 
с двумя ирорезями (алидада) — см. 
рисунок на второй стр. обложки. 

Посмотрим. как с помощью астро- 
лябии измеряли координаты звезд .— 
их угловую высоту (над горизонтом) 
и азимут (угловое отклонение от 
Севера на Занад или Восток). 
Рассмотрим Землю как центр О не- 
бесной сферы, на которой расио- 
‚ложено интересукащее нас светило С 
(рис. 6). На небесной сфере нанесены 
координатные линии -— а2ьмуканта- 
раты 1копцентрическне окружности с 
центрами на луче 02) и перпендику- 
лярные им большие круги сферы — 
линии азимута. При стереографиче- 
ской проекции па экваторнальную 
плоскость*} эта сетка как раз пере- 
ходит в сетку, подобную паутине; 
эта «паутина», по второму свойству, 
состоит из окружностей и дуг окруж- 
ностей. 


*) Астрономы обычно пользуются имен- 
но такой праскцией. Она отличается от вы- 
неоннсаниой  томотстней с козффициеи- 
том >. 


Угловая 
высота 


Чтобы найти координаты некото- 
рого светила, скажем -— Сириуса, аст- 
ролябию вешали на большой палец, а 
алидаду поворачивали так, чтобы глаз 
паблюдателя, Сирнус ни оба отверстия 
алидалыоказывалисьна одной прямой. 
Тогда стрелка алидады — пока- 
зывала на градунрованной шкале уг- 
ловую высоту светила. Узнав вы- 
соту, находили, на каком альмукан- 
тарате находится светило (рис. 7). 
После замера высоты паук повора- 
чивался ио паутине, пока острие 
ножки с надиисью «Сирнус» не ока- 
зывалось на найденном альмукайта- 
рате. При этом острие указывало па 
некоторую линию азимута па паутиие: 
этог азимут и был азимутом Сириуса. 
Далее, т. к. на лнниях азимута на- 
несены часовые деления, можно было 
узпать время (момент измерения). 
Более того, пользуясь теперь други- 
ми иожками паука, можно было без 
дополнительных измерений сиитывать 
коордииаты всех других отмеченных 
на иауке звезд. 

Астролябии использовались ие 
только для измерения земных коор- 
дннат светил. Морские и геодезиче- 
ские астролябин использовались как 
угломерные приборы. Морские астро- 
лябии (их изготовляли обычно очень 


Светило 


Зенит 


Альмукантарат 


№ 


Горизонтальная 


Земля плоскость 


Рис. 7. 


тяжелыми, чтобы они не качались во 
время измерений) служили для гру- 
бого определения шнроты места по 
высоте Солнца над горизонтом в пол- 
день. В геодезические астролябни, 


Альмукантарат 


которые служнли для измерения го- 
рнизонтальных углов, обычно встав- 
лялн компас — астролябиин имели раз- 
личные конструкции в зависимости от 
назначения. 


{Начало см. на с. 12, 36, 41.) 


И. Рузин (Ленннград) 0, 1, 3; А. Савченко 
(Дзержинск Донецкой обл.} 0; С. Сазо- 
нов (Уфа) 95; О. Самохин (Железногорск) 
0: Д. Саркисов (Баку) 0; С. Сафронюк 
(Ровно) 98; В. Сачков (Чебоксары) 3; 
В. Середа (Львов) 95, 98, 0, 1; Г. Сизых 
{Ангарск) 94, Г. Сильвестров (Новосибирск) 
95, 97, 1, 3, 5; Ю. Сиренко (Киев) 94, 95, 
97, 98, 0; А. Скипер (по Богороднцкое 
Смоленской обл.) 0; О. Скрипачев (Казань) 
98; Е. Смирнов (Новгород) 98; В. Смыш- 
ляев (Ленннград) 94, 95; Н. Соколов (Ки- 
ровограл) 98, 0, 1; А. Сромин (Ленинград) 

‚ 0, Ц; А. Стеканян (Тбилиси) 98; 
А. Стогний (Рубежное) $, 2; С. Тихомиров 
(Апатиты) 94; С. Тихомиров (Москва) 5; 
Б. Торопов (Москва) 94; Н. Трифонов (Канск) 


$84; А. Тятюшкин (Саранск) 94, 95, 98, 
0, 1; А. Фаддеев (Ленинград) 94; Н. Фе- 
дин (Омск) 94, 95, 98. 0, 1; А. Федюко- 
вич (Пинск) 94; С. Хоренко (Бобруйск) 1: 
С. Хосид (Алма-Ата) 98, 0, 1; А. Хугаев 
(Цхинвалн) 98, 1; В. Целиков (Череповец) 
0, 1; А. Чекмизов (Краснодар) 94, 1, 3: 
И. Шарипов (Москва) 98, 0; В. Швейдель 
(Великне Луки) 95, 97; Н. Шестопал 
(Киев) 94, 95, 97, 0; П. Шибаев (Москва) 
38, 0, 1; Р. Широков (Кнев) 0, 1, 5—7; 
Н.`Шитинев (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 95; С. Шичанин (Невинномысск) 
3, 5; А. Шишко (Мурманск) 0; И. Шляхо- 
ва (Лобня) 95; А. Шостаченко (Кишинев) 
94, 95, 1; С. Шпилькин (п. Менделеево 
Московской обл.) 98, ©, \; И. Шульгин 
(Ленинград) 1; М. Эфроимский (Ленин- 
град) 95, 97, 98, 0, 1. 


53 


Рецензмы, библиография 


Будущим 
создателям 
космической 
техники 


Какой мальчишка не меч- 
тает стать космонавтом! С 
годами увлеченность роман- 
тической профессией допол- 
няется интересом к научно- 


техническнм основам кос- 
монавтнки, к конструкци- 
ям ракет ин космических 


кораблей, а лучший, самый 
верный путь прнобщения 
и этой области — моделиро- 
вание. В свое время авиамо- 
дельный спорт привел в 
научно-нсследовательские 
инстнтуты н конструктор- 
скне бюро многнх нэвест- 
ных создателей самолетов н 
авиацнонных двигателей. А 
теперь конструнроваиие мо- 
делей ракет и космнческнх 
кораблей является первич- 
ной базой для подготовки 
будущих ннженеров, буду- 
щих строителей таких раке- 
топланов, которые устре- 
мятся к далеким мирам. 
Юным конструкторам моде- 
лей ракет н адресована 
кннга польского инженера 
П. Эльштейна, русский пе- 
ревод которой выпустило 
издательство «Мнр» ®). 
Разумеется, для 
того чтобы стронть моделн 
ракет, нужно обладать ка- 
ким-то научным и практи- 
ческям багажом. Поэтому 
автор прежде всего знако- 
мит читателя с основамн 
механики реактивного двн- 
ження, с законамн ээроди- 
намики. В книге описы- 
ваются простые опыты, ко- 
торые наглядно демонстрн- 
руют некоторые процессы, 
происходящие прн движе- 
нии ракет, н позволяют 
провести нсследования. Для 
этих опытов не требуется 


*) П. Эльштейи. «Кон- 
структору моделей ракет». 
М., «Мир», 1978, 320 с. 


какой-то специальной ап- 
паратуры. Пластмассовая 
бутылка из-под шампуня 
может мчаться по воде, как 
торпеда; при помощи двух 
пылесосов нетрудно соору- 
дить аэродинамическую тру- 
бу для испытания моделей; 
в пластмассовом мяче мож- 
но создать условия неве- 
сомости. 

Попутно в кннге рас- 
сказыввется 06 осиовных 
конструктивных элементах 
ракеты. условиях ее устой- 
чивостн, приводятся при- 
меры расчетов и экспери- 
ментальной оценкн важ- 
нейших параметров раке- 
ты. Усвоив эти основные 
принципы, можно присту- 
пить к строительству про- 
стейших моделей ракет. Сиа- 
чала это даже не модели, 
а макеты — картонные п де- 
ревянные, похожие на ра- 
кету разве что внешними 
очертаниямн. Постепенно 
макет стаиовнтся более 
совершенным, масщтабным, 
воспроизводящим по край- 
ней мере внешне, — все 
элементы настоящих ракет. 

Следующий этап — 
изготовление летающих мо- 
делей, которые, собственно 
говоря, н ракетами нельзя 


назвать, ибо они лишены 
главного — резктнвного 
двигателя, а запускаются 


резиновой катапультой на- 
подобие рогатки. Зато имен- 
но на этих моделях можно 
отработать элементы кон- 
струкцни — правильно по- 
добрать соотношения раз- 
меров, установить стабилн- 
заторы, освонть процессы 
старта, полета и возвраще- 
ННЯ- 

Пройдя этн предвари- 
тельные этапы, моделист 
может счнтать себя доста- 
точно подготовленным, что- 
бы приступить к строитель- 
ству п нспытаняю моделей, 
снабженных двнгателями, 

Существенным элемен- 
том стартового комплекса 
является электрнческая сн- 
стема зажигания, позво- 
ляющая осуществлять ди- 
станционный запуск моде- 
лн. В главе «Ракетная элек- 
тротехника» приводятся схе- 
мы таких систем. 

В отличие от реальных 
ракет, — предназначенных, 
как правило, для одноразо- 
вого прнменення (космнче- 


ская ракета, выполннв свою 
роль, сгорает в атмосфере, 
военная — взрывается), мо- 
дели желательно использо- 
вать многократно, а для 
этого нх необходимо снаб- 
жать возвращающны уст- 
ройством. Спускаются моде- 
ли на парашютах, а раскры- 
тяе их обеспечивается ав- 


томатической снстемой, 
Автор дает — несколько 
примеров — автоматических 


систем с описаинем основ- 
вых узлов н деталей. 

В заключительной гла: 
ве книги описаны иаиболее 
удачные модели ракет нра- 
кетопланов, созданные мо- 
делистами различных стран 
н выделяющиеся оригиналь- 
ностью конструкцин, — со- 
вершенством аппаратуры, 
летнымн качествами. 

Следует отметнть одну 
важную деталь: на протяже- 
нии всей книгн автор иапо- 
минает о необходимости не- 
укоснительного — соблюде- 
ния мер предосторожности. 
«Вопросов техннки безопас- 


ностн нельзя ‘’ недооцени- 
вать — пишет П. Эль- 
штейн. — Это не только 


моральный долг по отноше- 
нию к себе и окружающнм. 
Виновникам несчастных 
случаев угрожает уголов- 
ная ответственность. Ряд 
статей Уголовного кодекса 
предусматрнвает наказанне 
как за неумышленное нане- 
сение травм и материаль- 
ного ущерба, так и за со- 
вершение легкомысленных 
действий, представляющих 
угрозу здоровью и жизни 
людей». 

Тому, кто стремится 
творчески работать в увле- 
кательной областн ракето- 
моделирования, нужны 
прочные знання и физнкн, 
и математики, и техинки; 
необходимо постоянно сле- 
дить за публикуемыми ма- 
териалами, знакомящими с 
достижениями «большой» 
ракетно-космической — тех- 
ники. Автор дает советы 
н рекомендацнн, как отби- 
рать этн материалы, как 
накапливать н систематизн- 
ровать знання. Можно не 
сомневаться, что иннга 
П, Эльштейна станет на- 
стольной книгой будущих 
создателей космической тех- 
НнкН. 


И. Зорич 


ХХ Международная 
математическая 
олимпиада школьников 


ХХ олнмпиада состоялась в нюде 1978 года 
в Бухаресте. В ней приняли участне коман- 
ды 17 стран. Ках обычно, команда каждой 
страны состояла нз В школьннков. Участин- 
кам было предложено 6 задач — по 3 
в каждый нз двух дней соревнованнй. За 
решение каждой нз задач жюри выставляло 
некоторое количество очков. Максимально 
возможная сумма очков за решение всех за- 
дач для отдельного участинка равнялась 40, 
а, эначнт’ для команды в цехом — 320 оч- 
кам. В неофициальном зачете впереди ока- 
залась команда Румынии (237 очков). Да- 
лее следуют команды США (225 очков), Ве- 
ликобританин (201 очко), Вьетнама (200 оч- 
ков), Чехословажнн (195 очков). (Команда 
СССР в этой олимпиаде не участвовала.) 
Четыре задачн ХХ олимпнады помеще- 
ны в Задачнике «Кванта» этого номера. Ус- 
ловия всех задач и решения задач, не во- 
шедших в Задачник, мы приводим ниже. 


Первый день 


1. Пусть т и и — натуральные числа 
такие, что п>т 21. В десятичной за- 
писн группа нз последних трех инфр 
числа 1978” совпадает с группой послед- 
них трех цнфр чнсла 19787. Найти т 
нм так, чтобы сумма т-п была наимень- 
шей. 

2. Пусть Р — ‘данная точка внутри 
данной сферы н А, В, С — произвольные 
тря точкн этой сферы такне, что отрезки 
РА, РВ, РС взанмно перпенднкуляр- 
ны. Пусть © — вершина параллелепипеда, 
определенного отрезкамн РА, РВ и РС 
диагонально противоположная к Р. Оп- 
ределнть геометрическое место точек 0. 

3. Множество всех натуральных чнсел 
является объединением двух непересекаю- 
щихся подмножеств {} (1), } (2)...., # (п),...}, 
12 (1), & ©), .... &(). ...}, где} 
<} (2) < ... «Е ()< .... в (< (2< ... 
... < (п)<.. и &(п)ЕГ((п)) ТИ дл 
всех п>1. Определить # (240). 


Второй день 


4. Окружность касается внутренним 
образом окружностн, описзиной вокруг 
равнобедренного треугольника АВС, в 
также равных сторон АВ. АС этого тре- 
угольннка в точках Р, @, соответственно. 
Доказать, что середина отрезка РО яв- 
ляется центром окружности, внисанной 
в треугольник АВС. 

5. Пусть {ак} (&=1, 2, .... п) — по- 
следовательность различных натуральных 
чисел. Доказать. что для каждого нату- 


рального л выполняется неравенство 
[С п 
бк _ 1 
>. 
Ка | К=} 


6. Международное общество состоит 
иэ представнтелей 6 различных стран. 
Список членов общества состоит нз 
1978 фамилий, занумерованных чнслами 
1, 2. ..., 1978. 

Доказать. что существует хотя бы 
один член общества, номер которого рав- 
няется сумме номеров двух членов из его 
страны или удвоенному номеру некоторо- 
го члена из его страны. 


Рещения 

Задача |. Из условия следует,. что 
1978—1978" =1978”"  (1978"—"—1)= 
=1000 а. где а — некоторое натуральное 
число. Отсюда видно, что т 2—3: 1978” 
должно делиться на 8. Остается найти 


п—т, при которых А=1978"—тТ—1 де- 
лится на 53. Легко проверить, что А де- 
лится на 5 лишь прин я—т=4®. Посколь- 
ку нас интересует остаток прн деленни 
числа А на 125, можно заменить 1978 на 
103, а 103% на 6. Далее6*—1=(1 -Ё 5)^ —1 == 
Е (Е—1 
=". 58 -- 1, 
ные члены делятся на 125. Поэтому 28-- 
+5 (Е —ПА=Е (5—3) _ делится на 25, 
откуда Ё& делится на 25. Следовательно 
п—т=0А, а пт= ОЕ 2т. От- 
вет: 106. 
Задача 5. Легко проверить. что из 
ху>х:, уз следует хи хоуо> хи 
хил. (Отсюда при #, <; и а,>а,, по- 
лучаем - 


где опушен- 


в, к, № го Ч 
* 
ГИ ПИ = ыы Г: С) 
Переставим все а& при # = 1,.... п в по- 


рядке нх возрастания: а; <а,,<... «а» 
Тогда по (*) у п 


п [0 

[1 м. 
У 18 > 2. 
=! 


= | 


Учитывая. что а; > 1 нолучаем искомое 


иеравенство. 
В. Скворцов 


Задачи 
республиканских 
олимпиад 1978 года 


по математике 


Скоро многие читатели нашего журнала станут 
участникамн различных математнческих олим- 
пнад 1979 года. Здесь мы помещаем ряд за- 
дач,  предлагавшихся на предпоследнем 
республиканском туре; после задачи указан 
класс и фамнлия автора задачи. 


1. Найти все натуральные числа, ко- 
торые иельзя представить в виде суммы 
нескольких последовательных натураль- 
ных чисел. (8—10} 

А. Гейн 


2. На плоскости дано 1978 точек. За- 
пншем все попарные расстояния между 
ними. Доказать, что среди этих чнсел не 
меньше трияцатн различных. (7—10) 

3. Средн всех четырехугольников с 
даиными длинами диагоналей и данным 
углом между ними найтн четырехугольник 
наименьшего пернметра. {7—10) 

Б. Агафонов 

4. На клетчатой бумаге (сторона клет- 
ки равна 1) нарисована окружность ра- 
днуса больше 2, не проходящая через узлы 
(вершины клеток}. Назовем узел гранич- 
ным для данной окружности, если хотя 
бы один из соседних с ним узлов (находя- 
щихся на расстоянин 1) лежит по другую 
сторону от окружностн. Найтн разность 
между числом граничных узлов. лежащнх 
вне окружности. и числом граиичных уз- 
лов, лежащих внутри нее. (8—10). 

5. На стороне АР квадрата АВСВ 
дана точка Е. Выбрать на сторонах АВ 
н ВС по точке М и К так, чтобы отрезок 
МК был параллелен прямой СЁ и четы- 
рехугольннк СЕМК нмел нанбольшую 
площадь. (8—10) 

Э. Готман 

6. Известно, что х-Е хо- хз-...ЁЬха=0, 
т — наименьшее из чнсел — хи,Ха,...Жьь 
а М — изибольшее. Доказать неравенство 


жа. ма -фтм. (9—0 
7. Доказать, что е^> хе при всех 


положительных  х (е=2,718... — основа- 
нне натуральных логарифмов). (10) 


8. Последовательность определяется 
: м 2 
условиямн а; -- 1, ав; ; =. а, + Иа +. 
Доказать. что последовательность бл 


—0)„/27 имеет предел. (9—10} 
А, Егоров 


9. Дана 
стронм две 
н (Си): 
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носледовательность (а„). По- 
носледовательности (6) 


5 =2ап--@ат-1: 
след ал. 
а) Известно, что би - 6. 
п-ъ-© 
утверждать, что носледовательность {ап) 
имеет предел? 
6) О носледовательности („} ничего 


не известно, но нзвестно, что си —> с. Мож- 
ия - 


но ли утверждать, что последовательность 
(ап) имеет предел? (9—10) 


Можно ли 


А. Дороговцев 
10. Доказать, что если жк. 


= Ну - уз= жи ху жиз 0, при- 
чем ие все х; и и; равны 0, то 
ый у 
ж-+ хз + хз ичичуи = 
2 
=. У А. Анджан 


11. На белой сфере 12% площади по- 
верхности закрашено в черный цвет. До- 
казать, что существует вписанный в сферу 
прямоугольный парзаллелепнпед, все вер- 
шины которого находятся в белых точках. 
(10) 

А. Альтшиулер 

12. В клетках шахматной доски про- 
извольным образом расставлены числа 
1,2,...,64. Доказать, что иайдутся по краи- 
ней мере три квадрата 2Х2 клетки, сум- 
ма чисел в каждом из которых больше 100. 
{8—10} 

13. Запишем чнсло >, 
стое, р>5. в внде бесконечной перноди- 
ческой десятичной дробн. 

а) Доказать, что сумма цифр в пе- 
риоде делится на 9. 

6) Доказать, что если пернод содер- 
жит тё цифр, то сумма А т-зиачных чисел, 
записи которых получаются разбиением 
периода на & частей по т цифр, делится на 
чнело 99...92 из т девяток. Например: 


| 
-3` = 0,0769230 769230...; 74649 2+5 3-0 


делится из 9, 76-92-30 делится на 99, 
769--230 делится на 999. (9—10) 
А. Толпыго 


14. Существует ли пярамида, облада- 
ющая двумя такими особенностями: 

1) в осиовании пирамиды лежит мно- 
гоугольник с нечетным числом сторон: 

2) еслн каждое ребро пнрамнды изо- 
бразить в виде вектора, поставив стрелку 
в некотором направлеиии, то сумма 
всех полученных векторов равиа нулевому 
вектору? (9—10) 


где р — про- 


В. Михайловский 

15. Можно ли яа поверхности пра- 
внльного тетраэдра с длинами ребер 1 
указать четыре точки так, чтобы до каж- 
дой точки поверхности можно было бы 
дойти от одной из этих четырех, пройдя по 
поверхности путь не больше 1/2? (10) 
Н. Васильев 


Ответы, указания, решения 


Еще 17 вопросов 


Правильные ответы, 
УИ класс. 1. г. 2. в. 3. 6. 4. ь. 5. 6. 6.6. 
7. а. 8. д. 9. в. [Х класс. 10. д. И. г. 
12. в. 13. 6. 13.6. 16. д. 18. в. 17. г. 

Эти вопросы предлагались на респуб- 
лнканских олимпиадах по математике п 
1978 году. Самым трудным оказался вопрос 
3 — меньше четверти восьмиклассииков 
нашли правильный ответ на него. Однако 
рассуждения здесь очень просты: если 
} — гравица погрешности прн измерении 
а. то а=100-=# и площадь приближенно 
равна $=а225100*= 2004; граница отно- 
сительной погрешностн результата долж- 
на быть не больше 1%, поэтому 


20% 1 
1002 100» 


откуда Л < 0.5 (м). (Сравнитег «Алгебра 8», 
с. 36.} 

Приведем нояснения еще к иесколь- 
ким вопросам. 

4. Знаменатель нужных 
может быть равен 1 ялн —1. 

15. Ребра куба разбиваются на трн 
«четверкн» параллельных ребер. поэтому 
пятиугольник &2» в параллельной проекции 
получиться не может (у него пять попарно 
не параллельных сторон). Шестнугольник 
«3» получается при проектнровакин парал- 
лельно днагонали куба. Прямоугольник же 
нолучится, еслн направление лроектиро- 
вания параллельно одной из граней. 

17. Достаточно раскрыть скобкя. 


прогресснёй 


Старые зиакомые 


Задача Крокодила Гены. Поскольку 
ь<с<@, нз условия а-- 6=:с-- 4 получаем, 
что а= 4-1 (<—5)>4. Окончательно полу- 
чаем: 5<с«<4«а — все участки различны 
по длине, 


Задача  Ёжика. Винни-Пух не- 
сет гармошку, Пятачок — узелок г ва- 
реньем. Ежик — воэздушиый шарик, ста- 


руха Шапокляк — горшочек г медом, Кро- 
кодил Гена — рогатку. 


Московский государственный 
им. М. В. Ломоносова 


университет 


Математика 


Отделенне полнтэкономии экономнческого 
факультета 


а Е 


=] 5, а: 3. е=-4. 


4. Если проволоки было изготовлено х 
метров и ее можно намотать нап вось- 
мисотмет ровых катушек (исполь- 
зовав одну из иих не полностью), то, по 
условию, 


| 800 (л — хх 8001, 
900 (п — 4) < х<: 900 (п — 3), 
| 1100 (и— 9) =х. 
Ответ, 25300 м. 5. Требуется найти 
все значения параметра а, при каждом из 


которых 
ба — 8 с0$ 8х — 3а-со$ Зх — 3>0 (1!) 


при всех хЕ-В. Неравенство (1) равносильно 
неравенству 
_ 86058 х +3 
“ 5 —Зс053х (2) 


Поскольку неравенство (2) должно 
мяться при всех хе В, 
8 со; 8х-! 3 


ЕЕ 


выиол- 


8 со$8х-1- 3 


Найтн 5—3 6053х 


тах можно без нсяко- 
[3 


го днфференинрования: очевидно, если 


С05 8 хе -- 1, 
3 
в. -=1, 3) 
В со 8х.[-3  8с8ж 3 


то 2х5 Зожзх "БЫ 3053" 


| 
_>. Система (3) имеет решения (например, 


11 
х, — 0). Ответ. >>. 


Отделеяне планнрования и экономической 
кибернетикя экономического факультета 
1. (2—1. 2. АБ = АВ + ВО. 
> — > — 
Поэтому АР. ВС = ВО.ВС — ВО. |ВС]х 


2 
ху 2 С другой стороны, 
`` 
—> — —> - 
АР-ВС = |АБ\.|ВС] соз (АО, ВС). Поэтому 
ва 
АБ. 


косинусов, 


->= —> 
с05 (АР, ВС) = 2 Из ААВР, прн- 


менив теорему получаем 


[АБ] — И5 АВ. Ответ. и 


3. и. 4. Из того, что новый сплав, 


составленный из хг первого, иг второго н 
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гг третьего сплава, содержит 159% висмута, 
получается Зх РГ у—32=0. Значит, 230 
н 23=х. Процентное содержание свинца в 
новом сплаве равно 


1 х- 1Оих-1 142 5 а 
ху 2 го ОБЕ 

25 

5 Ни 
Е, 

ЕЕ 


причем о. Ответ. 62,5% ин 55%. 

5. Требустся найти все значення 

Ь. при каждом из которых 

16 (6 -- 1) со5х—-2 с0$ 2х — (165% 326 — 
— 10) <0 


параметра 


или 
с05 х — 4 (6 -|- 1) созх-| (4 6: 4 86 -—— 3) >0, 
а это означает, что 

28—46 11) 2-- (462 86 — 3) >0 


для вссх 22 — 1; 1]. Огвет. ]--—00; 


а | 
— 5 743) 11)1-5 (УТ; +094. 


Факультет психолотии 
1. [.. ет 2. ИУз-У2у3= 
„Уз=Уз == (И +5. 


3. Обозиачим промежуток временн меж- 
ду «начальным» моментом (когда нешеход н 
велосипедист находились в одной точке) н 
моментом, когда мотоциклист настиг пеше- 
хода (велоснпеднста) через Ё(Т), скорости 
пешехода, велосипедиста, мотоциклиста че- 


рез //, В, М соответственно. Тогда (см. 
рис. |) 

МЕ— ПЕ б, 

МТ — ВТ = 6, 

ВТ — ПТ=3. 


Рнс. 1. 


Искомое расстояпие равно ВЕ — ПИ = 
3 6 
= (ВП) = - И: Из второго 


н третьего уравнений МГ—ПТ ‹=9. Ответ. 

2 км. 4. Ответ. | (0: 0), (1: 0)}. Указанне. 

Положить в даниом равенстве х = 0; вывести 

из полученного равенства 6 = 0. В равенстве 

а.505 х— @ = с05 ах —1 положить х = ин 
2л 


х=-. 5. Ответ. а<0. Укаванние. 


Сложите неравенства { (— <, — 2} 
(12 и { (3—4. 
Отделение структурной и прикладной 


лингвистики фнлологического факультета 


1. По 9. 2. 42.4.5844 1-53 = 7200. 


л 2 ь 
3. дж А, х.= +=“ 2 


З 
=. 4. пах 7) = 


3 


ИР (х) = в 5. 33 : 


4 


1+ 


Элементы статики деформируемых тел 
т. а, = 40 МН; 62 —= 6; бз = 


—= 20 МН/м?; М=0. 
{ 
2. а= Би: = 1,08 м; 
Е $ 
а —а) 
а: = зб = 44 МН/м?; 
©1Е 211 
== 3 г 
с. т’ 3 МН/г; 
{ 
АН бт — 3,3. 10-4 м = 0,33 мм. 
1 


$1 
в Ре № г. - с05? @ 
3 ЖИМ = — $ 
1-2 1.5.6083 
З 
|] = Е г |9 
1-2 Е,5 СЗ © 


Задачи республиканских олимпнад 1978 года 
по математнке 


1. Ответ. Числа 2&(Ё=0, 1, 2....). 
Уравнение (х--#)(х — и + 1)/2 = г, где 
г — нечетное чнсло, отличное от еднин- 
цы, всегда нмеет решення в натуральных 
числах #, у, таких, чтох —у>2, а при 
г=1| — Не имеет. 

2. Рассмотрим любые две точки из 
нашего набора. Еслн попарных расстояннй 


Е. то точек не больше 222--2, поскольку 
все точки, кроме выбранных, дояжины ле- 
жать в пересечении двух семейств кон- 
нцеитрических окружностей, ло Ё окруж- 
ностей в каждом. 

3. Ответ, Искомый четырехуголь- 
ник АВСР — параллелограмм. Пусть 
[А.С] — образ [АС] при параллельном 


— 

переносе {ВР}. Тогда периметр АВСО 
есть сумма расстояний от точки Р до вер- 
шины четырехугольиика АСА,С,:. Ясио, 
что иаименьшей эта сумма будет в том 
случае, когда точка. Д лежит на пересе- 
ченни диагоналей четырехугольннка 
АСА,С;. 

4. Четырьмя радиусами, идущими лод 
углом 45° к линиям клетчатой бумаги, разде- 
лите окружность на 4 четверти, а затем про- 
ведите все вертикальные линии, пересекаю- 
злие верхнюю н нижнюю четверти, н все 
горизонтальные линии, пересекающие две 
другие четверти. Все граничные узлы будут 
лежать на этих линиях, причем вдоль 
них легко установить соответствие между 
внутренними и внешними граничными точ- 
ками, при котором ровно четырем внутреи- 
ним точкам будут отвечать по две внешние 


(остальным — по одной). Ответ. Че- 
тыре. 
‹ в М\? 
6. Имеем: У [ы = вт == 
- : 


ао м+м 
ее 5 


7 


Е 
) ; так как тх:= М, 


2 
то [ в О = = я откуда 


ш-- М <= ` 


7 


< Я \2 / Е 
м =" ) Не“ ) )- — тм. 
Е 


8. Последовательность („) монотонна 
й отрамичена, поскольку 


1 Е 
Вани 5 (5, 4+ и 0? { Чт | 


Ч | 
бь- 


Ф гл 
4 | 


[ЕАН | 


г 
1 
| 
| 
} 
| 
| 
| 
| 
1 
1 
1 
1 
| 


Рис.2 


== - 


д07биош> |+и 


1; 2 
Н и" 
а. 
25+ Ув нм) 2" 


10. Рассмотрите векторы с коордииа- 

(хи: хз; хз), (уз; уз уз) и (11), н 
воспользуйтесь тем, что сумма квадратов 
косниусов углов между вектором (1;0;0) 
и иамими тремя векторами равна ]. 

И. Проведите через центр сферы три 
взаимио перпендикулярные плоскости ни 
рассмотрите образы закрашенного мно- 
жества при всевозможных композициях 
симметрий отиосительно этих плоскостей — 
они заполнят не более 96% площади 
сферы. 

12. Ни в одном из 49 квадратов 2х2 
сумма не больше 250. поэтому если она не 
больше 100 во всех квадратах, кроме, быть 
может, двух, то сумма сумм по квадратам 
должна быть меньше 2.250-|-47- 100=5200. 
С другой стороны. в эту сумму сумм 
угловые числа входят по разу, примыкаю- 
щие к сторонам — по два, остальные — 
По 4 раза, поэтому такая сумма ие меньше 
(64-...+61)--2(60-[...-37)-Е4(36-Ё... 
...-Е1)=5242. 

13. 6) 10" —1 делится на р. а 10" —| 
не делится на р. ноэтому отношение этих 
чисел 1-Ё10”"--10?7--...--10-ю” де- 
злится из р, и сумма Е бесконечиых деся- 

я 1 


тами 


тичных дробей, отвечающих чнслам р 


1 (у 


.. . есть целое число: а, 9999... 


15. Условню удовлетворяют середнны 
любых четырех ребер, образукяцих зам- 
кнутую ломаную. 


«Кваит» для младших школьников 
(см. с. 37) 


1. См. рисунок 2. 

2. а) 4-6 =10, 
2-7=9. 
з+5=8: 

3. См. рисунок 3. 


4. Изобразим участников слета в ви- 
де двух точечных множеств (мальчики — 
точки одного множества, девочки — дру- 
гого), а отношение знакомства в виде ли- 
нии, соединяющей точку одного множества 
с точкой другого. Если одно из множеств 
содержит А (Ё>п) точек, то точкн этих 
множеств соединяют Ап линий. Так как 
из каждой точки второго множества выхо- 
дит ровно п линий, молуцаем, что о\о 
содержит также А точек. 


(см. «Квант» № 11) 


1. а) Если исходное число а14ь...@> уча» 


то новое число—это а}а2-..@5 к+1@185..-@зи+и. 
Перенишем его так 


11@0...@з и+1@} 02. - . В» вт = 102 В х 
Ха... - -Чзнут - @1а-.. -@з и = 
Пула... на 
210? = 107 4-10 2—.., — Ю 
-1- В) а1а5. че рьь = И -А, 

что и требовалось доказать. 

2. Поскольку (пл 1) = (ли — 
—п-- 1). число лЗ--п?--1 (я натуральное) 
будет простым тогда и только тогда, ког- 
да п?—_п--1=1, то есть л=1. 

3. В 1975 году хозяину было 79 лет 
(рожд. 1896 г.), а гостю 25 лет (фажд. 
1950 г). Сыну хозяина в 1961 году было 
37 лет (рожд. 1934 г.), а внуку в 1963 голу 
было 13 лет (рожд. 1950 г.), Отцу же 


хозяина п 1962 году было 109 лет (рожд. 
1853 г.). 


Собери куб. 
(см. «Киант» № Ш, 3-Я с. иба.). 


См. рнс. 5 


Головоломки 
иа суммы чвсел 
н их квадратов 
(см. «Квант» № 
См. рис. 4. 


60 ВеасеСона_регзопа! ИБгагу 


Рис. 5. 


Числовые ребусы 


6) 


(см. «Квант» № 11) 


1. а) _ 102 96 _ 
96 1.0626’ 

_ 600 — 

576 

546. 

— 192 

_ 480 

480 


__ 190034 ГВ] 
99 9094 
103 
— 99 
г м 
= 


2. а) 482-5=2И0, 986-7=6902; 

6) 2-615=1230, 9.768=6912; 

в) 1078:7-—=154, 2184: 8=273; 
Г} 1248: 416-=3, 6083: 869=7; 

д) 4=1636 : 409, 9-=8424 : 936. 

98643865372. 


Рис. 2. 


Активный эскадрон 


{см. «Квант» № 11) 

Мииимальный активный эскадрон из 
няти коней изображен на рисуике Та 
{нсходная позиция 1). В самом деле, трех 
и четырех конен мало (убедитесь н этом 
самостоятельно — это ие так просто). Пять 
же коней из познцин 1 можно перевести 
в позицин 5а и 10. Отличие позиций | к 
10 состоит в том, ато одна из инх сдвинута 


относнтельно другой на одну клетку вер- 
тгнкали. Очевидно, что в вертикальном на- 
правленин можно последовательно осу- 
ществить бесконечное число таких перехо- 
доп. Отличие позиций [ ин 5а состоит в том, 
что одиа из них сдвинута относительно 
другой на одну клетку по вертикали, на 
одну по горизонтали п повернута иа 180°. 
Таким образом, полигоном перемешения 
эскадрона из нятн коней. занимающего по- 
зицию |, является вся бесконечная тах- 
матная доска. 


Напечатано 
в 1978 году 


Ленниский завет: «Учиться, учить- 


ся ни учиться» 32 
С мовым учебмым тодом! я = 
150 лет со дня рождения Л. И. Тол- 

стого 10 2 
Статьн по математике 

Абрамович В. Признаки делнмости 

на { 10 25 
Антипов И.. Шеарцбурд С. Удиви- 

тельный  вычислитель 3 23 
Багимаког М. Диофантовы уравне- 

иня Н рациональные точки о 
Березин В. Винтовая линня 1 55 
Березин В. Сферический эллине 2 25 
Березин В. Вивиаина 3 40 
Березин В. Зиклонды на: плоскости 

н на сфере 3 13 
Березин В. Локсодромия 5 
Березнн В. Гипотрохоилы 7 32 


Березин В. Геометрия зубчатой ие- 


редачи 75 
Березин В. Стереографическая про- 
секция и астролябия {2 за 
Болтянский В. Часто ли стененя 
двойки начинаются с единицы? 5 2 
Болтянский В. Три точкн на одной 
прямой т 14 
Виленкин Н. Сравнения п классы 
нычетов № а 
Габович Е. Задаца коммивояжера ви 
Гарднер М. Числа Каталана 720 
Гейн А. На пути к ренению тэ 


Геронимиус А. Сравнения по просто- 

му модулю ив 
Геронимус А. Диофантовы уравие- 
ния по простому модулю 

Гик Е. Ваш рейтниг, гроссмейстер? 10 20 
Гик Е. Существует ли бесконечная 
шахматная нартня? 12 10 
Залеаллер В. Непрерывно изгибас- 


мый многограйник уз 
Земаякое А. Арифметика и геомет- 

рия столкновений 4 4 
„Питовченко 3. Лучший варнаит 5 13 
Лопииц А. Площади орнентирован- 

ных фигур те 
Мамикон М: Центр тяжести полу- и № 


шарня 


МЧаияеевия Ю. Модели многогран- 
ников 

Семенов С. Рукопись, найденная в 
Сарагосе 
Строгова А. 
квадратов 
Таялер А. Сюрпризы листа Меёбнуса 
Томеладзе 3. Следствие ведет Ферма 
Яглом И. Поговорим об определе- 
ниях 


Метод нанменьших 


Статьи по физике 


Беляков В. Каналирование частнц 
в кристаллах 

Бланк Е. Линейные н нелинейные 
физические системы 

Бронштейн М. Необратимость теп- 
ловых явлений и статистика 
Гольдин Л. И сиова ускорители 
Гродко Л. Бегущая волна и ...авто- 
мобильная шииа 

Дозоров А. Что это значит — «навес- 
ти на резкость»? 

Дуков В. Конвекционные токи и 
токи смещения 

Карцев В. Тайны не разгадывают, 
их дарят... (к 200-летию со дня рож- 
дения Ганса Христиана Эрстеда} 
Кикоин И., Лазарев С. ФЭМ-эффект 
Китайгородский А. Как измеряются 
расстояння между атомами в крн- 
сталлах 

Кравцов В.. Сербин И. Уголковые 
отражатели 

„Лишевский В. Иоганн Кеплер 
Малов Н. Всегда ли отталкиваются 
противоположно направленные то- 
ки? 

Паташинский А.. Попов С. Ускорн- 
тели ИЯФ — метод встречных пуч- 
ков 

Уолкер Т.. Слек А. Откуда взялся 
«он? 

Фабрикант В. Что происходит п ге- 
лий-неоновом лазере 

Фабриконт В. Сюрпризы зеленого 
стекла 

Шкловский И. Астрономия невиди- 
МОГО 


Лабораторня «Кванта» 

Гегизин Я. Пузырьковая модель 
кристалла 

Грабовский М. Плавание воскового 
шарнка 

Дозоров А. Демонстрация невесо- 
мости 


Канаев П. Простые опыты с мыль- 
ными пленками н пузырями 
Лиушков А.. Лужков Ю. «Звезды» из 
водяной капли 

Майер В. Изгибиая волна в пла- 
стииках 

Майер В. Реакция вытекающей н 
втекающей струй 

Майер В., Мамаева Е. Два физиче- 
ских фокуса 

Майер В.. Назаров Н. Автогенера- 
тор из угольного сифона 


= мое ю 


оч 


ею = 


14 
15 


20 
23 


Мильман В. Почему сгоревшая 
спичка изогнута? 
Николаев А. Прибор для изучения 
преломления света 

альчиков Е. Какого цвета зеленка? 
Половинка И. Опыты с синтетиче- 
скими пленками 


Математический кружок 
Вавилов В. Мельников И. Каса- 
тельная 

Гольперин В., Калинников В. Мно- 
гоугольникн на клетчатой бумаге 
Гальлерия Г., Кушниренко А. 
Слутники и задача уплощения 
Коксетер Г. С. М., Грейтцер С.Л. 
Задача о трех кувшинах 

Кузнецова „П., Скопец 3. Седлообраз- 
ная поверхность 

Кирляндчик Л. Высокне степени 
Кирляндчик Л., „Лисицкий А. Суммы 
и произведения 

Кирляндчик Л., Розенблюм Г. Метод 
бесконечного спуска 

Софман Л. Суммы длин и минимум 
энергин 

Тоноян Г.. Яглом И. Теорема Мор- 
лея 

Тоом А. Решення задач ВЗМШ 


Математический практикум 


Вавилов В. Сетчатые номограммы 
Клумова И. Номограммы из вырав- 
ненных точек 


Задачник «Кванта» 


Задачи 
№М481 —М540; Ф493—Ф552 


Решения задач 
М336—М454, М456—М487, М489— 
—М493, №495, Ф448—Ф507 

® 


* ж 
Фомин С. Билеты и ящикн 
* * * 


Фамилии решивших 
Победители коикурса «Кваита» 
Премии «Кваита» 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 

ы + . 
Бартенев Ф. Наблюдения в матема- 
тике 
Данилов Ю. Стомахиоп 
Касаткин В. Сообразительиая Аня 
Кордемский Б. Спрятанная ариф- 
метика 
Махров В. Старые знакомые 
Семенов Е. Доказать можно? — 
Доказать нельзя! 
Семенов Е. Расстояние Степы Мош- 
кина (из писем другу) 
Стариков А. Необыкновенная дс- 
вочка 

® р] з 
Белкин И. Спор а лягушке 
Дозоров А. Куда направлена сила 
трения? 


12 13 


18 
27 


10 28 


га 


1—12 


1—12 
8 44 


1—7 
4,7,10,12 
3 29 

9 35 


1-7, 
39—12 


Дозоров А. Зиакомы ли вы с линзой? 
Дозоров А. Оптика без оптики 
Невгод В. Приключения Ганса 
Пфааля и толстяка Пайкрафта 


По страннцам школьных учебников 


Гейдман Б. Композиция двух осе- 
вых симметрий 

Дубровский В. Шесть доказательств 
теоремы о медианах 

Дубровский В. В поисках определе- 
иня площади поверхности 

Звонкин А. Анализ помогает алгебре 
Звонкин А, Когда существует пре- 
дел? 

Звонкин А. Что такое п? 

Земляков А. Как выглядит парабола? 
Земляков А.. Орлов В. Трехфазный 
ток 

Мешойрер Р. Комбинаторные дока- 
зательства формулы Ньютона 
Раббот Ж. Знаете ли вы, что 


220 вольт 
127 вольт Уз? 
* * ® 
Зежляков А., Ивлев Б. Вонросы по 


геометрии 
Земляков А., Ивлев Б. Вопросы по 
алгебре н анализу 

Земляков А., Орлов В. Вопросы для 
выпускников 

Земляков А. Еще 17 вопросов 


Практнкум абитурнеита 


Виленкин А. Производная н каса- 
тельные 
Виленкин А. Производная н задачи 
на экстремумы 
Габович И., Горнитейн П.Скаляр- 
ное умножение векторов 
Габович И., Горнштейн П. Воору- 
живигись методом координат 
Зазело А. Множества значений чнс- 
ловых функций 
Литвиненко В.. Мордкович А. Пре- 
делы 
Овчинников С. Принадлежность то- 
чек прямой и плоскости 
Перевалов Г. Что значит «для любо- 
ГО =? 
Розов Н. Читатели советуют 

* * # 


Асламазов 7. Напряженность. на- 

пряжение, потенциал 

Баканина Л. О силах трения 
Кикоин А. Что такое э. д. с.? 
Маринчук М. Первый закон термю- 

динамики 

Орлов В. Парадокс «большого» тела 
Тобачников Л. Элементы статики 

деформируемых тел 

Тарасов Л. Симметрия в задачах по 

физике 

Варианты вступительных экзаме- 
нов в вузы в 1977 году 

Витебский технологический инсти- 

тут легкой промышленности 
Киевский государствениый 

верситет им Т. Г. Шевчеико 
Куйбышевский государственный 

унинерснтет 


уни- 


6 
7 


10 


48 
41 


54 


72 
44 


Ленинградский государственный 
университет им. А. А. Жданова 
Ленингралский — фннансово-эконо- 
мический ниститут нм. Н. А. Возие- 
сенского 

Марийский политехнический ии- 
ститут им, А. М. Горького 
Московский авиационный техноло- 
гический институт им. К. Э. Циол- 
ковского 

Московский автомеханический ин- 
ститут 7 

Московский инженерио-строитель- 
ный институт им. В. В. Куйбышева 
Московский инженерно-физический 
институт 

Московский  ииститут инженеров 
геодезин, аэрофотосъемки и карто- 


графини 
Московский институт инженеров 
землеустройства 


Московский институт народного хо- 
зяйства им. Г. В. Плеханова 
Московский государственный пе- 
дагогический ниститут им. 
В. И. Ленииа (физический факуль- 
тет) 

Московский ииститут радиотехии- 
ки. электроники и автоматики 
Московский государственный унн- 
верситет нм. М. В. Ломоносова 


Московский — физико-технический 
институт 
Московский институт химического 


машиностроения 
Московский институт электроиного 
машиностроения 

Московский энергетический инстн- 
тут 
Новосибирский 
университет 
Сибирский — автомобильно-лорож- 
ный институт ны. В. В. Куибышева 
Уральский государственный уни- 
верснтет им. А. М. Горького 
Ярославский политехнический ин- 
ститут 

Ярославский государственный уни- 
верснтет 


государственпый 


Варианты ва эниииасльных жзаменов 
в вузы в 1978 году 


Московский государственный унн- 
верситет им. М. В. Ломоносова 

+ * 
Гутенмахер В.. Медведев П. Отде- 
ление планирования и экономиче- 
ской кибернетики экономического 
факультета МГУ 
Тонян В. О подготовительных отде- 
лениях при вузах 


Спрашивайте —- отвечаем 
Рецензни, библиография 


Клумова И. Памяти Отто Данкела 
«Леонидов Ф. Символический 
язык математики 

Смолянгкий М. Математика па шах- 
матной доске 


Юшина Ю Царство смекалки 


ох ю з ч-3з 


[- 5] я чен-ьъ 


> =- 


12 


12 


73 


40 


* * * 


Гегузин Я. Живой рассказ о живой 


вауке 1 
Зорич И. Красивая физика 4 
Зорич И. Мир, лишенный очертаний 3 
Зорич И. Будущим создателям кос- 
мической техиики 12 
Комаров В. В лаборатории Вселен- 
ной 11 
Шаскольская М. Почему к как исче- 
зает пустота 3 
И.Р. Новая книга но историн аст- 
рономии В 5 
Новые кннги 3, 6, 8, 
Информацня 
Всесоюзная неделя науки. техинки н 
производства для детей и юнощества 4 
[Х праздник юных математиков в 
Батумн 10 
Ф * * 
Раббот Ж. Всесоюзиая заочная 
математнческая щкола 1 
Асланян В., Кирьянов А., Чугуно- 
ва Т. Заочная физико-чехиическая 
кола 1 
Заочная физическая школа 8 
Вечерияя физическая школа 8 
* 
Атласов В. и др. РФМШ нри Якут- 
ском университете и 
Виленкин А. 10 лет Омскому НОУ И 
* * + 
Башмаков М.. Братусь Т., Поздня- 
ков С. Математика — булущему рз- 
бочему 10 
* р „ 
Дигаеи М. Полное лунное затмение 8 
Дагаео М. Возможеи звездный 
дождь! 8 
Олимпнады 
‚Мемждуниродные олимпиады 
Савин А. ХХ олимпнада по ма- 
тематике 2 
Скворцов В. ХХ олимпнада по ма- 
гематнке 12 
Слободецкий И. Х олимпиада по 
физике 8 
ХИ Всесоюзная олиятиада 
Розов И., Смолянский М. Олимпиа- 
да по математике о 
Лиманов „7. Задачи олимпиады по 
математике 10 
Петрова Т. Олимпиада по физике 10 
Орлов В. Экспериментальные задачи 
олимниады по физике 10 
Победители ХИ олнмпиады 10 
* * * 
Задачи ХЕ Московской математи- 
ческой олиминады 2 
Задачи республиканских олимпиад 
1978 года по математике 12 
Задачи физической олимпиады в 
Фииляидин 6 
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Постройка тракта 


Давным-давно от города Мутонвиля по 
берегу большого озера шел старинный 
тракт. У самого тракта на равных расстоя- 
ннях друг от друга были расположены де- 
ревни Альбижуа, Бонди, Виланкур, Гар- 
бюзье` н, наконец, Дюпре, за которой 
начинался непроходимый лес (см. рису- 
иок на третьей странице обложки). 

Тракт пришел в негодность. Его пред- 
стояло выровнять н замостить булыжни- 
ком, разумеется, за счет жителей этих 
пяти деревень. Все впятеро деревеиских 
старост собралнсь а Мутоивиле, чтобы 
договориться о покупке камня и найме 
рабочих. 

— На постройку тракта требуется 
600 луидоров. — резюмировал староста 
деревни Гарбюзье. — Сразу после сбора 
урожая наша деревия внесет свои 120 луи- 
доров. 

— Если Гарбюзье платит сто двад- 
цать, то мы даем шестьдесят, — заявил 
староста Бонди. — Ведь участок тракта 
до нашей деревни ровно вдвое меньше, 
чем до Гарбюзье. 

— В таком случае мы должны виестн 
только 30 луилоров, — сказал староста 
деревни Альбижуа- 

В конце коицов старосты договорились, 
что требуемые 600 лундоров будут упла- 
чены, причем жители каждой деревнн 
участвуют в оплате той части тракта. 
которой онн пользуются, когда везут свои 
товары в Мутонвиль (расстояние от Мутон- 
влия до Альбижуа такое же, как и между 
соседними деревнямн). 

Сколько же иришлось уплатить жи. 
телям каждой из пяти деревень? 

А. Халамайзер 
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Рукописи нс апзврацакиися 


Астролябия — «схватывающая звезды» — 
более полутора тысяч лет верой и правдой 
служила человечеству. помогая астрономам 
и мореплавателям. Устройство этого прибора 
осиовано на свойствах так называемой 
стереографической проекцин. Подробнее об 
этом вы можете прочитать на с. 50. 


Астролябия, которую вы видите на этой фо- 


тографин. была изготовлена в 1532 году 
июрибергским мастером Г. Хартманом. Сде- 
лана она из позолоченной латуни н, как 
многие старинные приборы, является насто- 
яцим произведением искусствз. Впрочем, 
это совершенно не мешало пользоваться ею. 
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МАГИЧЕСКИЙ ДОДЕКАЭДР 


Если из набора чисел 1, 2.....25 выброснть 
числа 1, 7, 13, 19, 25, то оставшнеся двад- 
цать чисел можно расставить в двадцати 
вершинах додекаэдра так, чтобы суммы чн- 
сел, стоящих в вершинах каждой грани, бы- 
ли одинаковы. Одно из таких’ расположений 
вы видите на обложке. Любопытно, что при 
этом расположении есть еще пятерки вер- 
шин. дающих ту же магическую сумму 65. 


На развертке и на модели изображено две 
иадцать поясков проходящих через такие 
пятерки вершин, причем каждая пятерка 
образует правнльный пятнугольннк, плос- 
кость которого параллельна некоторой гра- 
нн додекаэдра. Но это еще ие все. Есть у 
нашего расположения чисел и другие зако- 
номерности. Постарайтесь найтн их само- 
стоятельно. 


Е. Кривошеев 


